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INTRODUCTION

En mathématiques ,le calcul fractionnaire est un branche de ’analyse
qui étudie la généralisation de la dérivation et d’intégration d’ordre
entier n & l'ordre non entier (fractionnaire).

La théorie de la dérivation fractionnaire est un sujet presque
aussi ancien que le calcul classique que nous le connaissons aujourd’hui
, ces origines remontent a la fin du 17°™¢ siécle , 'époque ot Newton |
Wihelm et Leibniz sont développé les fondements du calcul différentiel
et intégral .

En particulier , Leibniz a introduit le symbole le;—f pour désigner
la dérivée n®™¢ d’une fonction f quand il a annoncé dans une lettre a
I’Hopital datée du 30 septembre 1695 , avec I'hypothése implicite que
n € N, I’'Hopital a répondu : Que signifie Zz—f sin= %

Leibniz lui a répondu : "Cella conduirait & un paradoxe a partir
duquel un jour , on pourra tirer des conséquences utiles".

Cette lettre de I’'Hopital , est aujourd’hui admise comme le pre-
mier incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire , et le
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Introduction

fait que I'Hopital a demandé spécifiquement pour n = 2 , ¢’est-a~dire une
fraction , a en fait donné lieu au nom de ce domaine des mathématiques .

L’inégalité
T(f,g): b—a/f d:z:——/f da: / g(x)dz >0
(1)

O f et g sont deux fonctions intégrables synchrones sur [a, b] (i.e.(f(x)—
fW)(g(x) — g(y) > 0, pour tout @,y € [a,b]) .

Nombreux chercheurs sont généralisé les opérateurs classiques et fraction-
naire en introduisant un parameéter £ > 0 ,il y a une dizaine d’années
Mubeen et Habibullah [T1] sont utilisé la théorié spéciale des n-fonctions
en calcul fractionnaire pour la premiére fois dans la littérature sous la
forme d’une intégrale K-Riemann-Liouville .

Récemment des nombreux chercheurs de présentent nouveaux opé-
rateurs différentiels et intégraux fractionnaires et ils ont généralisé par
procédure d’itération et en introduisant un nouveau parametre £ > 0 .

Dans [3] , Belarbi et Dahmani ont présenté des théorémes liés a

I'inégalité de Tchebyshev pour les opérateurs intégraux fracrionnaires de
Riemann-Liouville ([22],[23],[27]).

Dans le présent travail on etudie quelques intégralités de type Tche-
byshev pour opérateur intégral fractionnaire -K- conformable .




Introduction

Ce mémoire comprend introduction, trois chapitres ,conclusion et
bibliographie.

dans le premiére chapitre nous présentons les notions de bases,
donnons une rappel 'espaces fonctionelles, puis nous présentons les fonc-
tions spécifiques importantes dans la théorie du calcul fractionnaire.

dans le deuxieme chapitre donnons un rappel de 'intégral frac-
tionnaire au sens de Riemann-Liouville et dérivée fractionnaire au sens
Riemann-Liouville et quelques propriétés, en utilisant l'intégrale frac-
tionnaire K-Riemann-Liouville, I'intégral fractionnaire conformable et K-
conformable .

dans le troisiéme chapitre nous présentons certaines inégalités de
type Tchebyshev pour opérateur intégral fractionnaire K-conformable,
en utilisant 'intégral fractionnaire de Riemman-Liouville et opérateur
intégral fractionnaire conformable.




Chapitre 1

NOTIONS DE BASES

On rappelle des notions et des résultats fondamentaux de la théo-
rie de I'analyse fonctionnelle .

1.1 Espace fonctionnels

1.1.1 Espaces des fonctions intégrales

Soit Q = (a,b)(—o0 < a < b < oo)un intervalle fini ou infini de
R.

Définition 1.1

Soit p € R avec 1 < p < oo ,on note par LP[a, b] 'espace des classes
d’équivalence de fonctions de puissance p-intégrables sur [a, b] a valeurs

C:

LP([a,b)) ={f : [a,b] = C;mesurable,et|| f||1» < oo}



1.1. ESPACE FONCTIONNELS

avec

; ;
Hfmmmpz(/Wﬂ@wm)

'espace LP([a,b]) muni de la norme ||.||z» est un espace de Banach .

1. Sip =2, alors L*([a,b]) est espace des classes d’équivalence de
fonctions mesurables de carré intégrable sur [a, b] .

2. Sip=o0, L'espace L>(Q2) est I'espace des (classes de ) fonctions
mesurables f bornées presque partout(p.p) sur 2.

Théoréme 1.1

Soit 2 = (a, b) un intervalle fini ou infini de R.

1. Pour 1 < p < 400, L’espace LP(£2) est un espace de Banach muni

de la norme : )
b p
1= ([ 1)

2. L’espace L*(£2) est un espace de Banach muni de la norme :

| flloo =inf{M >0:|f(x) <M p.psur}

1.1.2 Espaces des fonctions continues :

Définition 1.2

Soit 2 =[a,b](—c0c<a<b<o0)etneN=0,1,...
On désigne par C"(Q2) l'espace des fonctions f qui ont leurs dérivées




1.1. ESPACE FONCTIONNELS

d’ordre inférieur ou égale a n continues sur {2 muni de la norme :

n

e =) I Wlle =) jmax| fU(2) ], neN
k=0

k=0

If]

En particulier si n = 0, C%(2) = C(Q2) I'espace des fonctions f continues
sur {2 muni de la norme :

1l := max | f(z) |

1.1.3 Espaces des fonctions absolument continues :
Définition 1.3
Soit f : [a,b] — R une fonction et([ag, bx])ren une suite finie de sous

intervalles disjoints de [a, b] , On dit que f est absolument continue sur
[a, b] si pour tout réel € > 0, il existe un 6(¢) > 0 telle que :

n

D bk —arl <d(e) alors Y |f(be) — flar)| < e

k=0

Définition 1.4
Pour n € N =0,2, ..., on désigne par AC"(|a,b]) 'espace des fonc-
tions f ayant des dérivées jusqu’a l'ordre (n—1) continues sur [a, b] telles

que f"Y € AC([a,b]) c’est & dire

AC™([a,b]) ={f : [a,b)] — C et f" Y e AC([a,b])}

En particulier AC([a, b]) = AC([a, b])




1.1. ESPACE FONCTIONNELS

Proposition 1.1

Soit 2 = [a, b](—00 < a < b < 00) un intervalle fini.
On désigne parAC([a, b]) 'espace des fonctions primitives des fonctions
intégrables , c’est a dire :

acot) ={ £/3¢ € Lla ) s fla) =+ [ ployir}

et on appelle AC([a,b]) 'espace des fonctions absolument continues sur

[a, b].

1.1.4 Espaces des fonctions continues avec poids
Définition 1.5

Soient €2 = [a, b] un intervalle fini et A € C(0 < R(A) < 1).
On désigne par Cy([a, b]) I'espace des fonctions f définies sur ]a, b] telles
que la fontion (x — a)*f(z) € C([a, b])c’est a dire

Ca(la, b)) = {f Ja,0] — C,(. = a)*f(.) € C[a,0])}  (1.1)

muni de la norme :
Iflley = Itz = a)* f(2)]le = max | (z — a)*f(x) | (1.2)
I'espaceC)y([a, b]) est appelé 'espace des fonctions continues avec poids.

En particulier , Cy([a, b]) = C(]a, b])

Définition 1.6 L’espace L, j([a,b]) : est l’espace des fonctions f me-
surables sur [a,b] c’est-a-dire :

feLy(ab)e | |f(@)fPafdr<oo, k>0 ,1<p<oo
[a,b]




1.2. INEGALITE DE HOLDER

1.1.5 Espace X?
Définition 1.7

Soient a < b, c€ Ret 1 < p < oo on désigne par XP(a,b) 'espace

de fonctions définie par :
) 1
. dt\?
w= ([ erord) < oo}

xr = sup essq<i<p [t°| f(1)]] -

Xf(a>b){fi[a,b]—>R (1]

® pour p = 0o , | /]

1.2 Inégalité de Holder

Soient f € LP(2) et g € LI(2) avec 1 < p < 400 et %—F% = 1 alors :

[irslae < ([ flpdfc>; (f |dew);

Proposition 1.2 (Inégalité de cauchy schwartz ) :
Soient f,g € (Cla,b],R?) alors :

()=o) (1)

10



1.3. THEOREME DE FUBINI

1.3 Théoréme de Fubini

Soit £ un ensemble mesurable R"((a,b) C R") et ((¢,d) C R") un
ensemble mesurable et la fonction f(x,y) intégrable sur (a,b) X (¢, d)
,alors pour presque tous les = € (a,b) , f(z,y) est intégrable sur (c,d)
et :

/m,b)X(c,d)f(x’y)dxdy: / b ( / df(w)dy) i | d ( / bf(x,wda:) dy

c-a-d : Si f(x,y) est une mesurable sur (a,b) x (c¢,d) et est finie I'une
des intégrales :

/(a,b) (/(C,d) |f(:z:,y)\dy> dx = /cd </ab |f(:c,y)\d3;> dy

1.4 Formule de Dirichlet

C’est un cas particulier de théoréme de Fubini on a ’égalité suivante
avec comme hypothése la convergence absolue au moins de I'une des deux
intégrales , alors :

[ peiyde = [ fey)dedy

11



1.5. FONCTIONS SPECIFIQUES

1.5 Fonctions spécifiques

Dans cette section , nous présentons les fonctions Gamma , Béta |
jouent un roéle trés important dans la théorie du calcul fractionnaire et
ces application .

1.5.1 Fonction Gamma

L’un des outils de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma
qui prolonge naturellement la factorielle aux nombres réels positifs (et
méme aux nombres complexes 4 partie réels positive.).

Définition 1.8 Pour z € C | telle que R(z) > 0 la fonction Gamma
['(z) définie par lintégrale :

['(z) = /000 t* e tdt (1.3)

Cette intégrable est convergente pour tout x > 0
Proposition 1.3 Pour tout R(z) > 0 on a
['(z+1)=2I(2)

Preuve:
[(z+1)= / tre tdt
0

(0.9]
= [~tPe " + 2 / t* et
0

= zI'(2)

12



1.5. FONCTIONS SPECIFIQUES

En particulier I'(1) =1

Proposition 1.4 Pour z =n + % on a

1 (2n)!

I'(n+-) = o]

5 VT

Proposition 1.5 Pour tout n € N on a
I'(n+1) =nl
Preuve:
D’apres la proposition on par récurence
I'(n+1) =nI(n)
=n.(n—1).I'(n—-1)

=n.(n—1)...2I'(1)
=n!

Proposition 1.6 Par le principe de prolongement analytique on peut
prolonge la fonction sur C/R™ soit z > 0,z ¢ N on a

N ()
P E) = -

Proposition 1.7 Pour tout R(z) >0 on a

z

nln
[(z) = li
SO W P § W P

13



1.5. FONCTIONS SPECIFIQUES

on a

Proposition 1.8 Pour z = %

1

r(;)=va

e Le graphe de la fonction Gamma

1.5.2 Fonction Béta
Définition 1.9

Soient z,w € C |, R(2) > 0 et R(w) > 0, la fonction Beéta est notée
B(z,w) et définie par :

B(zw) = /0 FU = ey (14)

Proposition 1.9 La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la
relation suivante

14



1.5. FONCTIONS SPECIFIQUES

Preuve:

/ / tZ 1 —tltw 1 _thtldtQ
_/ ti! </ et =Lay ) dty
0 0

En effectuant le changement de variable t, = ¢; 4 t5 , on trouve

o0 o0 ,

— / it / (th — t1)“ e dthdt,
0 tq
(0] , o0

— / e 2 / (ty — t)“ i dt dt
t1 0

Si on pose t] = % . on obtient
2

1
et / (th — thth)“ (e, th) e, dt

:/ t2dt2/ (th(1 () T e dt
/ I\w—1
1

:/oo _tht t Z4w— 15( ))
0

=Tz +w)B(z,)

Ce qui donne le résultat désiré.

15



1.5. FONCTIONS SPECIFIQUES

Propriétés 1.1
Blz,w) = f(w, 2)

Preuve:

1
Blz,w) = /0 11— )t

On utilise le changement de variable
Y=1-t=t=1-Y;dt =—-dY

Be) = [ (1= Y)Y ()

I
>~<
€
L
—~
—_

— Y)Yy

Propriétés 1.2

Exemple 1.1
11
Calculons <§,§>
LI _TOr @
2'2)  T'(1)

16



1.5. FONCTIONS SPECIFIQUES

1.5.3 La fonction K-Gamma
Définition 1.10

Pour k£ > 0, la fonction k-Gamma donnée par :

| At
['p(z) = lim ni(nk) ™ reC\kz™

n—-+0o0 (x)%k

Proposition 1.10 pour x € C\ kz~ et n € N* | ona les égalités sui-
vantes :

Proposition 1.11 pour x € C, ®(x) >0, on a :
(0.8} tk
[p(z) = / t* e wdt
0

Proposition 1.12 la fonction k-Gamma Ty (x) satisfait les propriétés
swvantes :

2. ('x)n, = Lulodnk)

k [y (z)
3. Fk(k) =1

17



Chapitre 2

La dérivation et intégration
fractionnaire

2.1 L’intégrale fractionnaire sur un inter-
valle |a, b

Soit f une fonction continue sur intervalle [a;b].On considére inté-
grale :
I0f@) = [ (o
J@ f(z) = / JW f(u)du.

:/: (/jf(t)dt) du. (2.1)
:/:(/txdu)f(t)dt.

_ /x(x “nf(tdt. (neN)

18



2.1. L’INTEGRALE FRACTIONNAIRE SUR UN INTERVALLE [A, B

Plus généralement la n-iéme de l'opérateurJ peut s’écrire :

T f(z) = / "y / " ey / " e, = ﬁ / (e—t) D ()
(2.2)

pour tout entier n .

Cette formule est appelée formule de Cauchy,et depuis la géneéralisation
du factoriel par la fonction Gamma :I'(n) = (n — 1)!,Riemann rendu
compte que le second membre de paurait avoir un sens méme quand
n prenant une valeur non-entiére , il a definit I'nteégrale fractinnaire de
la maniére suivante :

Définition 2.1 [28/[29] Soit f € L'([a,b]) Uintégrale fractionnaire de
Riemann-Liouville et la fonction f d’ordre a € C(R(«) > 0) notée JOf
est définie par :

Jé(f)f(x) = ﬁ/@ (z—t) e Vf)dt  telleque r>a (2.3)

ast appelée intégrale fractinnaire(a gauche) de Riemann-Liouville d’ordre
a et linte-grale :

Jéf‘)f(x) = ﬁ /:(lL’ — )V f(t)dt telleque r<b (24)

ot D(«) est la fonction Gamma donné par (1.5).
Remarque 2.1 pour o = 0 On a : JOf = f(x)

Remarque 2.2 Dans tout ce qui suit on va utiliser uniquement l’inté-
grale (a gauche).

19



2.1. L’INTEGRALE FRACTIONNAIRE SUR UN INTERVALLE [A, B

Théoréme 2.1 [28//29] Si f € L*([a, b)), alors J f existe pour presque
tout x € [a,b] et de plus J*f € L([a, b))

Démonstration

En introduisant la définition puis an utilisant le théoréme
de Fubini ,on trouve :

/a @)z < ﬁ / b / (= 0 () dtd
%/ | f(t |/ (z — t)* tdxdt

a+1/|f b— 1)

b—a
)| dt
_Fa+1/|f ‘

Puisque f € L'([a,b]),la derniere quantité est fini ce qui établit le résul-
tat désire.

Exemple 2.1 Soient a > 0,3 > —1 et f(x) = (z — a)®, alors :

R A A Ok 25)

En effectuant le changement de variable

t=a+(r—a)y 0<y<1)
alors devient

20



2.1. L’INTEGRALE FRACTIONNAIRE SUR UN INTERVALLE [A, B

) = e [ (0= o)

a)
- %a) /0 (= a)(1 = )z — )y dy
r—a)tt !
( F(ag jg (L= dy
(x — a)*?

1
_ 1 — o) Ly B+D-1g
Ia) /ﬁ (1—y)* 'y y

- | = @) N+ = o)y — (o — o)y

En tenant compte de la fonction Béta puis de la relation on

arrwe a :

(x — a)*t?

(g 1)) = Al B+ 1)

_(z—a)"™ ()5 + 1)
 I'(a) T(a+pB+1)

. F(l =+ B) . a+p
YIS @)™
Ainsi on obtient
afy  N\B _ F(B + 1) o a+p3
(2= 0))e) = oo — )"
Exemple 2.2 Soitf(z) = 2" avec 8 > —1 On a :
D) = I fw) = s [ a0 ar

(2.7)

21



2.1. L’INTEGRALE FRACTIONNAIRE SUR UN INTERVALLE [A, B

En posant : t = xu devient

Jf(x) = ﬁ/o (zu)’(1 — u)* 'zdu

En utilisant la fonction béta puis de relation on arrive a :

x5+a

1uﬂ — ) Ldu
ey J, -0

phte
==N®BW+L&>

_ F(ﬁ + 1) xa—i—ﬁ
T(a+B+1)

J =

Proposition 2.1 [28/[29/

Soient «, 5 € C telles que R(«),R(B) > 0, pour toute fonction f €
L([a,b]), on a :
JSILS) = T3P = T3 )

pour presque tout x € [a, b]. Si de plus f € C([a, b]), alors cette identité
est vraie pour tout z € [a, b]

Démonstration :

Supposons d’abord que f € L!([a,b]), on a :

() = ﬁ / (o= 8 (2 ) (s)ds

1 1

= ——— xx—sa_l Ss— p-1 s
- T ), @ -0

22



2.1. L’INTEGRALE FRACTIONNAIRE SUR UN INTERVALLE [A, B

En vertu du théoréme ([2.1)) les intégrale figurant dans 1’égalité précédente
existent pour presque tout x € [a,b], et le théoréme de Fubini permet
donc d’écrire :

T () = m / o /t “(r = )97 (s — )5 Vdsd

En effectuant le changement de variable

s=t+(x—ty (0<y<1)

on obtient

TP () = m / " F ()@ — / (1 — )™y dydt

Enfin,en tenant de la définition ({1.4))puis de la relation ((1.9)) on obtient :

2NN = s [ SO =07 = (0 e)

Supposons maintenant que f € C([a, b]), alors(d’aprés les théoréme sur
les intégrales dépendant de paramétres).J? f € C([a, b]), et par suite

Tt IR Il f € C(la,b])

Ainsi ,d’aprés ce qui précéde ,les deux fonctions continues JO+O f, JoJ5 f
coincident presque partout sur [a , b| ,elle doivent donc coincider partout
sur [a , b| .

Le théoréme suivant fournit un résultat concernant l'inversion de la limite
et de I'intégrale fractionnaire .

Théoréme 2.2 Soit a réel strictement positif, si (fn)nen+ €st une suite
de fonctions de |a,b] dans R converge uniformément vers une fonction
f continue sur [a,b] , alors on a

(Jg(hm fn))(aj) - hm(Jo?fn) (aj>

23




2.1. L’INTEGRALE FRACTIONNAIRE SUR UN INTERVALLE [A, B

Démonstration :

Puisque( f,,)nen+ converge uniformément vers f on a :

i fo— flle = lim sup |fu(2) — f(2)] =0

 z€la,b]
Donc
1
T2 ) (@) = (T2 F— [ 100 - 1@ o ar
fHOO a—1
<M /a( o
< Ifo = Flis a
al'(«) T al(e) @Y
D’ou
b—
|/ +fn—J+fHoo_( a)” | fo — flloo = 0, quand n — +00.

Pla+1)

Donc (J¢, f,)n converge uniformément vers J¢, f .

24



2.2. DERIVEES FRACTIONNAIRES

2.2 Dérwées fractionnaires

Dans la litération il existe plusieurs approches pour la dérivation frac-
tionnaire , nous allons citer les approches qui sont fréquemment utilisées
dans les applications.

2.2.1 La dérivie fractionnaire au sens de Riemann-
Liouwille

Soit f une fonction intégrable sur [a;t] alors la dérivée fractionnaire
d’ordre o (avec n — 1 < a < n)au sens de Riemann-Liouville est définie
par :

o [t = L) (29

D) = [(n—a)dtr

Exemple 2.3

1. la dérivée non entiére d'une fonction constante au sens de Riemann-
Liouville n’est pas nulle ni constante , mais ona :

C

Rpro— — 2
['(1—-p)

(t—a)™?

2. la derivée de f(t) = (t — a)® au sens de Riemann-Liouville :
Soit a non entieret 0 <n—1<p<neta>—1,alorson a :

1 a
['(n —p)dtr

RDp(t —a)® =

/a (= 7y e — a)dr
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2.2. DERIVEES FRACTIONNAIRES

En faisant le changement de variable 7 = a + s(t — a) , on aura :

1 d" (t o a)n+a—p /1(1 . S)n—p—lsads
I'(n — p)dt? 0

Tn+ta—-p+1)8(n—pa+1l) R
B I'(n—p) (t~a)

'n+a—p+1)I'(n—pTlla+1)

Rpr(t —a)® =

“ e —pr D ta—pint 9"
_ F(Oé+1) (t_a)oz—p
CT(a—p+1)

A titre d’exemple :

505 _ L(15)
BpO505 — T - ['(1.5)

Proposition 2.2 Composition avec [intégrale fractionnaire :

1. lopérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
est un wnverse a gauche de [’opérateur dintégration fractionnaire :

"DP(JPf()) = f(t)

2. ona
RDP(JUf(t)) =" DPf(t)

3. La dériwation et [intération fractionnaire ne commutent pas.

—p(R 4 q—p — Y T~ (t = o)™
DD D) = DD ey
(2.9)
avec m—1<qg<m
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2.2. DERIVEES FRACTIONNAIRES

2.2.2 Dérivées fractionnaire au sens de Ca-
puto :

On va introduit une dérivée fractionnaire qui est plus restrictive que
celle de Riemann-Liouville.

Définition 2.2 Soit « > 0 avec n — 1 < a < n,(n € N*) et f une
fonction telle que dt"f € Ly]a; 0]

La dérivée fractionnaire d’ordre o de f au sens de Caputo est définie
par :

dn

1 )/a(t_T)n—a—lf( (r)dr = J*~ a(dt”f(t)) (2.10)

CDf(t) = T(n—a)

Proposition 2.3

1. Relation avec la dérivée de Riemann-Liouville :
Soit p >0 avecn —1 < p < n,(n € N*), supposons que f est une
fonction telle que S DY f(t) et DI f(t) existent alors :

n—1
C np _R myp f t_a)kp
DPf(t) =F D ( > M T ) (2.11)

On déduit que si f*¥(a) = 0 pour k = 0,1,2,....,n — 1, on aura
“Drf(t)

2. Composition avec ['opérateur d’intégration fractionnaire :
Si f est une fonction continue ona :

n—1

CDPJPF = fetJP(CDP)f(t Z o —a)f (2.12)
=0

donc 'opérateue de dérivation de Caputo est un inverse gauche de
lopérateur dinté-grattion fractionnaire mazis il n’est pas un inverse
a droite.
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2.2. DERIVEES FRACTIONNAIRES

Exemple 2.4

1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo :
La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle :

“DrC =0 (2.13)

2. La dérivée de f(t) = (t — a)® au sens de Caputo :
Soit p un entier et 0 <n—1<p <n avec a >n — 1,alors ona :

P = et = a)
d’ou
CD%t—@“:IXn_ggz:?n+1LL(ﬁwﬂ”p1h—aw7ﬂﬂ

effectuant le changement de variable T = a + s(t — a) on obtient :

D —a) = ngjn+n/V“”Vpl< a) " dr
F(&+1) — )P ! SnplanS
I mma—n+n“ e
a4+ 1)p(n — _n+1)(t—a)a_p
['(n— p)F(a—n+1)
MNa+DI'(n—p)l'(a—n+1) (t — a)o?
I'n—pl(a—n+1I'(a—p+1)
o F(Oé-i— 1) (t_a)oz—p
CT(a—p+1)
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2.2. DERIVEES FRACTIONNAIRES

e Intégrale fractionnaire de k- Riemann-Liouuville

Définition 2.3 [1] L’intégrale fractionnaire de k-Riemann-Liouville dé-

finie par :
Ji o f(x) = L /x(x — t)%_lf(t)dt x>0 R(a) >0
L U= @) ), ’ /
et
1 b o
Jip-f(x) = AT (o) / (t — ) L (1) ft, x < b, R(a) >0

Ou T'y. fonction k-Gamma .

e Intégrale fractionnaire conformable

Définition 2.4 ([20/,]21]) En remplagant lentier n par un nombre 5 €
C , R(B) > 0, on définie l'opérateur intégrale fractionnaire(a gauche)
conformable par :

s gapy_ L [F (=)= (t—a) dt
aJ f( )_F<ﬁ)/a ( o ) f(t)(t—CL)l_a (214>

[intégrale fractionnaire est coincide avec lintégrale fractionnaire
de Riemann-Liouville définie dans quand a =0 et o = 1.

Définition 2.5 ['intégrale fractionnaire (a droite) conformable d’ordre

peC,R(B) >0 est définie par :

5 r0py - L brb—2) = (b—t)*\" dt
51w = [ (LY o e
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2.2. DERIVEES FRACTIONNAIRES

[intégrale fractionnaire est coincide avec lintégrale fractionnaire
de Riemann-Liouville définie dans quand b =0 et a = 1.

e Intégrale fractionnaire k-conformable
Définition 2.6 [7/

L’intégrale fractionnaire k-conformable définie par :

=@

-1

“ 1 “f(r—a)*—(t—a)" dt
e =g | (e ) O

et

w1 P b—a) = (b— )\ dt
gjbf(x)_krk(m/x( a ) M=y

Oun  R(B) >0
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Chapitre 3

Quelques Inégalités de type
Tchebyshev pour opérateur
intégral fractionnaire -K-
conformable

3.1 Inégalitée de Tchebyshev pour les fonc-
tions synchrones(a synchrones)

Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b
Si f, g sont synchrones (a synchrones)telles que :

(f(w) = f(v)) (g(u) = g(v)) 2 ()0 pourtout  z,y € [a, ]
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3.1. INEGALITE DE TCHEBYSHEV POUR LES FONCTIONS SYNCHRONES(A SYNCHRONES)

Alors l'inégalité :

b_a/f r)dz— (b_ /f d:z:) (b%/b (a:)dx)Z(g)O

est appelé I'négalité de Tchebyshev notée par : T'(f, g) :

T(f /f 2)dr— <b_a/f d:c) <bia/bg(:€)daz)

eInégalité de type Tchebyshev pour les fonctions
synchrones au sens Riemann-Liouville :

Théoréme 3.1 [3] Soient f et g deuz fonctions synchrones sur [0, 00)
, alors pour tout t > 0,a > 0

['(a+

7(f9) > "D o ey gt (3.1)

Théoréme 3.2 [3/ Soient f et g deux fonctions synchrones sur [0, c0)
, alors pour toutt > 0,ac et § >0

@ B
F(at+ 1_) Jb (fg) (t)‘i‘mja(fg)(t) > Jaf(t)Jﬁg(t)—l—Jﬁf(t)J(ag(z;)_
3.2

Théoréme 3.3 [3] Soient f; 1 < i < n des fonctions croissantes sur
[0,00) , alors pourt >0, a >0

Jo <H f,~> (t) > ( )= ”HJO‘fZ (3.3)
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3.1. INEGALITE DE TCHEBYSHEV POUR LES FONCTIONS SYNCHRONES(A SYNCHRONES)

Théoréme 3.4 [3] Soient f et gdeuz fonctions définies sur [0,00) , f
est croissante , g est différentiable et m = inf,cpo o g'(t) , alors linégalité
est vérifié pour tout t > 0, > 0

TF9)(0) 2 (J) LI F ()T g(0) = ST F(0) +mI (1) (3.4)

Nouvelles inégalités de type Tchebyshev définies par :

1. L’intégral conformable fractionnaire :

Théoréme 3.5 ([20] [21]) Soient | et g deux fonctions intégrables
synchrones sur [0, 00) alors :

I 1
Crfe) @) > D gy @) (g @) 35)
pour tout o, 3 >0 , I' La fonction Gamma d’Euler.

Preuve:
Soient f et g deux fonctions synchrones sur [0, 00) On a :

(f(u) = f(v)) (g(w) — g(v)) = 0.
> f(u)g(u) + f(v)g(v) = f(u)g(v) + f(v)g(u) (3.6)

On multiple (3.6]) par :

1 2o — 2\ P!
( ) (reRT,0<u<uz)
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3.1. INEGALITE DE TCHEBYSHEV POUR LES FONCTIONS SYNCHRONES(A SYNCHRONES)

e ( . “)B Fw)g(u)

+ e (T a)ﬂlf L
> s () St

LA

v)g(u
[(B)ul—« o g
On intégre (3.7)) par rapport a u sur [0, x|

Q
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3.1. INEGALITE DE TCHEBYSHEV POUR LES FONCTIONS SYNCHRONES(A SYNCHRONES)

e N (R ) ) M

x
> g(v) (" f)(@) + f(0)("T ) (x)
On utilise le changement de variable ¢ € [0, 1] :

uOé (0%

T
t= — = u® = 2% — v du = ——dt
xr o

goB-1) 1 ga X
CT L) a0 g | 5 (=07 ez g0) O D@+ 0 T 9) o)

1 o1 ge

CT L) e+ 000 i | (=71 2 g0 (I P+ 0T )

Lf(v)g(v) > g(v) ("I f)(@)+f (v) (P Tg) ().

N 1 2% [ (1—1)8
O o) g |-

(8) af B

2P

(I f9) @)+ yan ! (Wav) 2 g(v)(ﬁJaf)(:va(v)(ﬁJ;g)()x)-
3.8

On multiple (3.8) par
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3.1. INEGALITE DE TCHEBYSHEV POUR LES FONCTIONS SYNCHRONES(A SYNCHRONES)

: (””” _ “a)ﬁ_l (5J“fg)(fv)

s
w)lvla(x u>5 B‘]af )
e _ua)ﬁ WET0)):
39)

On integre (3.9)) par rapport a v sur (0, ) :

crsown [ (C0)

! F(ﬁgfﬂl)oﬁF(lﬂ) [ ( ; ); gl

I'(8) Jo o vt
O [ (F) fk




3.1. INEGALITE DE TCHEBYSHEV POUR LES FONCTIONS SYNCHRONES(A SYNCHRONES)

1 1 ’ a ay\B-1 _ a—1 x*’ o
g () e s e (U ) o)

> (PI ) (@) (P T g) () + (P Tg) () (7T ) ().

(/i]o‘fg)(x)ﬁ% /Ox (1- (%)a>5_1va—ldv + F(ﬂafﬁl)aﬁ (7o fg)(x)

("I fg)(x)

> (P12 )(@) (O Tg) (@) + (P T g) (@) (7T f) ().
On utilise le changement de variable ¢ € [0, 1] :

t = v — 0" = 2% = v dv = x—dt
T o
8 1o L&/lﬁ e ¥ 5
("7 fg)(:v)r(ﬁ) e —(1-1) dt+F(ﬂ+1)aﬁ( Jfg)(x)

> (PT)(@)(" %) (x) + (P Tg) () (" T f) ().

1 ma(ﬂfl) ¢ apf

(T 1)) i | (1= 0"+ s ()@

> (P70 f) (@) (P T g) () + (P Tg) () (" T ) ().

af

x8 [l x
S [ a0 s (T ) )

L(5) o

> (P10 ) (@) (O Tg) (@) + (P T g) (@) (7T f) ().

(I fg)(x)

(I fg)(x) (PJ%fg)(x)

1 2 {_(1—@6}1 P
L(5) o Bl TB+1)a?

> (P70 f)(@) (P Tg)(x) + (P Tg) () ("I f) ().
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3.1. INEGALITE DE TCHEBYSHEV POUR LES FONCTIONS SYNCHRONES(A SYNCHRONES)

1 z%81 P

T(3) af 5 TG+ Dar

> (PI ) (@) (P T g) () + (P Tg) () (7T ) ().

(I fg)(x) ("I fg)(x)

208 o

W(ﬁjafg)(l‘) + W(ﬁjafg)@)
> (P10 f) (@) (P Tg) () + (PT%g) () ("I f) ().

ol
Crfg@ > D0 @ rg@. (@)

Corollaire 3.1

Si on prend o = 1 dans I'inégalité (3.5)) on obtient l'inégalité (3.1]).
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3.1. INEGALITE DE TCHEBYSHEV POUR LES FONCTIONS SYNCHRONES(A SYNCHRONES)

Théoréme 3.6 ([20] [21)]) Soient f et g deux fonctions intégrables
synchrones sur [0, x) alors :

xaT (0% aﬁ T JO&
m(ﬂj f@(@*’m( Jfg)(x)
> (PJ (@) (") () + (P Tg) (@) (T f) ().

pour o, B, 7 > 0, I' fonction Gamma d’Euler.

(3.11)

Preuve:

On multiple (3.8) par :

1 z® — o\
['(1)vl-« a

t e () e @t
> s (S ) o)
t s (520) s

e ()

(3.12)

On intégre (3.12] )par rapport a v sur (0.x) :
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3.1. INEGALITE DE TCHEBYSHEV POUR LES FONCTIONS SYNCHRONES(A SYNCHRONES)

(5J;{f))(x) /Ox (xa ; Ua>m U(fq_}a
1
(

Donc , on a :

(ﬁjafg)(m) 1 ) a _ g0 T—lva—l v z*/ T Jou T
P [ =y e ot s ) o)

> (PJf) (@) (T TY) () + (PT%g) () (T f) ().

! v ! a—1 xaﬁ T Jo
/o 1——) ) dv+W(Jfg)(x)
> (PJf) (@) (T T) () + (PT%g) () (T ) ().

On utilise le changement de variable t € [0, 1]

(PJ fg)(x) x D
[(7) a7 1

,UOL (0%

T
t= — = 0" = 2% = v dv = —dt
x¢ o
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3.1. INEGALITE DE TCHEBYSHEV POUR LES FONCTIONS SYNCHRONES(A SYNCHRONES)

o )z rlge x’
(P fg)(x) / (1=t At =—————("J"fg)(x)

(1) at Jy « LB+ 1)ab
> (PJ)(2)(TI%) () + (PT)(z) (T f) ().
Ui]afg)(x)ade—l)xa ! 7—1 xaﬁ T Q0
) ata Sy U e O

> (PTf) (@) (TTg) (@) + (7T (2) ("I ) ().

Crg@e [ a0 e
e | ]o+r<ﬁ+1>a(”g“

> (PTf) (@) (TTg) (@) + (7T (2) ("I ) ().

)
(
BT fg)(x) 22 1 B N
I'(7) &7;+F(ﬁ+1)a (T f9)(x)
> (PJf) () (T g) (@) + (P g) (@) (T f) ().
xaT N aﬁ o
m(ﬁj fg)(z) + W( Jfg)(x)
> (PJf) (@) (TIg) () + (P g) () (" f) ().

Corollaire 3.2

Dans théoréme [3.6), Si on pose a = 1, 'inégalité (3.11)) on obtient
'inégalité (3.2)) intégrales fractionnaire Riemann-Liouville .

Corollaire 3.3

Si 7 = (3, nous obtenons l'inégalité (3.5) .
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3.1. INEGALITE DE TCHEBYSHEV POUR LES FONCTIONS SYNCHRONES(A SYNCHRONES)

Théoréme 3.7 t([20] [21]) Soient (f;)i=1.2.. n fonction positive et
croissante sur [a,b] , pour o, 5 >0 On a :

n &5 n—1 n
(riTe)es P fernem o

1=1

Preuve:
Nous prouvons ce théoréme par récurrence surn € N, lecasn =1

de([3.13) est valable .

pour n = 2 , soient fi et fo croissantes , On a :

fi(z) = fiw)] [fo(@) = fa(y)] = 0.

la preuve a gauche de (3.13)) pour n = 2 est le méme que celle
du théoréme [3.5] Supposons que 'inégalité (3.13) est vraie pour
certains n > 3 . Nous observons que , puis que f; est croissantes
, f =TI, fi est croissantes . soit g = f,,41 alors appliquer le cas
n = 2 aux fonctions fet g donne :

n r aﬁ- n
<5JaHfifn+1> (z) > W (ﬁJ“Hﬁ) (P T fs1) ().

T B1n n+1
> % <ﬁJaHlfi) ().

n—1

> —w%«;)aﬂ_ (ﬁf“ Hf) ().

Ou I’hypothése récurrence pour l'instant est utilisé dans la déduc-
tion de la seconde inégalité , la preuve du théorémd3.7 est compléte
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3.1. INEGALITE DE TCHEBYSHEV POUR LES FONCTIONS SYNCHRONES(A SYNCHRONES)

Corollaire 3.4

Sinous prenons o = 1 dans le théoréme [3.7], alors I'inégalité (3.13))
se réduit a l'inégalité (3.3)) .

Théoréme 3.8 ([20] [21]) Soient f et g deuz fonctions sur [0, 00|
dans R{ tel que f croissante , g différentiable et g' admet un point
inférieure m = inf i oof 9'(7)

a,8>0
On a :
B
@) = DD 0 g @) g ) -
B mal'(f + 1) 5 70 B 7o 3.14
Fi 5y D)+ mC i) @),
avec : i est une fonction didentité .
Preuve:
Soit
h(z) = g(x) — mzx
et p(z) = ma.

On a g différentiable et

p— 1 f /
m= inf g (z)




3.1. INEGALITE DE TCHEBYSHEV POUR LES FONCTIONS SYNCHRONES(A SYNCHRONES)

Donc : h(z) est croissante .
On a : feth synchrones . alors :

B+1)a’

i) = N0 g ) )y )

L(B+1)a”
B

("I f(g = p))(@) = (J*P) (@) (" T*(g = p)(2).

L(B+1)a”
S—

LB+ 1)a”
=

(PT f)(@)(" Jg) () (PT f)(@) (7 Tp) ().

D’aprés les hypothéses suivante :

I flg = p)(x) = ("I fg) (@) —m("JYif)(x).  (3.15)

et
0 = T s
On a :
O fa)@) = m( i) ) = DD ey ) 2 og)
- DB D% 6 gy ) ) ).

¢ fa)@) = S 0 o gy ) ) o)

- DB D 5 o @) ) @) + i )
¢ fa)(w) = SO ey ) o)

LB+ Do’ ma®™'T(L +1) 5, 8 ra;
R p(éwﬂ)oﬁ( Jf) (@) +m(P T f) ().

44



3.1. INEGALITE DE TCHEBYSHEV POUR LES FONCTIONS SYNCHRONES(A SYNCHRONES)

o
@) > D0 @) g )

mal(8+ 1)I(2 + 1) N
— F(é+5+1) m(PJ%f)(x).

Donc :

o
@) > D0 @) g )

mal(8+ 1)I(2 + 1) o
— F(é+5+1) m(PJ%f)(x).

Corollaire 3.5

Sinous prenons « = 1 dans le théoréme [3.8[, alors I'inégalité (3.14))
se réduit a l'inégalité (3.4)) .

. Lintégral K-conformable fractionnaire :

Théoréme 3.9 [7] Soient f et g deux fonctions intégrables syn-
chrones sur [0, 00) alors

T(5 + k)ak

("I fg) () = o7 ("R f) () (PJRg) (z)  (3.16)
k

Preuve:
Soient f et g synchrones sur [0, 00) pour tout u,v € [0, 00)




3.1. INEGALITE DE TCHEBYSHEV POUR LES FONCTIONS SYNCHRONES(A SYNCHRONES)

on multiple (3.18)) par :

1 (6% [e% %—1
r —Uu
5 < R, 0< <
/{?Fk(ﬂ)ulfa < o > L u<x

e () gt

- e

> e () et

s (5 st

+ W) /Ox (xo‘ ; u“) il f(;fl)g(v)du
= krkl(ﬁ)/o (x ;u ):1 f(zl)f]iv)du
v () T




3.1. INEGALITE DE TCHEBYSHEV POUR LES FONCTIONS SYNCHRONES(A SYNCHRONES)

-1

Cop o)+ fo s [(F) e

>

b \"a
> (D@90 + o))

B o T v)g 1 1 ’ % — ﬁ—l a—l u
(I 1))+ F@0) s [ =) el
_(5J/?f)()() @0

xa(% 1)
CIEf9)(@) + Fe)g(o) w

0

> ("J; f)(a ) ( ) (ﬁJkg (33
On utilise le changement de variable ¢ € [0, 1]

,U/CK (0%

T
t= — = ¥ = 2% — v du = ——dt
x¢ o

xa(gq) 1«
(T fa) + F@g0) s [ =0

> ("I H)(@)9(v) + (T2 g) () f (v)

1 xa(%fl) o 1

KTL(B) ai-t o Jo

> (PIE H)(@)g(v) + (T2 g)(x) f (v)

PJfg) () +

(1— )% 'dt




3.1. INEGALITE DE TCHEBYSHEV POUR LES FONCTIONS SYNCHRONES(A SYNCHRONES)

(I8 fg)(@) + ——— 5 f(0)g(v) > (PTp N)(@)g(v) + (P I7g) (@) f(v)
k(B + k)ar
(3.20)
On multiple par :
1 x* — v Kl
kTk(B)vt— ( o )
On a
krk(ﬁl)vl—a (x‘“ 5 v“)’” Cifo)e)
x¥ 1 2 — o\ B!
(“5) o

> (ﬁjlgf)(x) k‘Fk(ﬁ)Ulfa

+ O s (T ) )

On integre (3.21) par rapport a v sur (0, x)
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3.1. INEGALITE DE TCHEBYSHEV POUR LES FONCTIONS SYNCHRONES(A SYNCHRONES)

>

-1
v o

Crsomtt [ (- (2))

> (PT)(@) (T g) (@) + (P g) (@) (CTR £) ()

On utilise le changement de variable t € [0,1] :

(&% (0%

v 3 T
t= — = 0" = 2% = v dv = —dt
T o

xa(gfl) o (1 _t)g 1 x%

B ja T = B o x

(e fo)(@) B 1 o [ : ]0 Fk<5+k>a§( f9)(x)
CIg) (@) (P I f) (x)




3.1. INEGALITE DE TCHEBYSHEV POUR LES FONCTIONS SYNCHRONES(A SYNCHRONES)

Tx(8 + k)at

("I f9)(x) = m CTF)@) () (@) (3.22)

X

Corollaire 3.6

Soient f et g deux fonctions intégrables synchrones sur [0, co) alors
pour o, 3 > 0

LB+ k)

B3
Ty

(s @) > (5 ) (“9) (@

Si on prend @ = 1 on obtient le théoréme [3.5

50



3.1. INEGALITE DE TCHEBYSHEV POUR LES FONCTIONS SYNCHRONES(A SYNCHRONES)

Corollaire 3.7
(a) Si k=1 jnous obtenons l'inégalité (3.5)).

(b) Si k=1et f =1, nous obtenons I'inégalité (3.1)) .

Théoréme 3.10 [7/ Soient f et g deux fonctions intégrables syn-
chrones sur [0, 00) alors :

[e%s af

£k B 700 T Lk T T T
U ) + e

> (PTEP) (@) Tg) (@) + (VTR g) (@) (TR ) (=)

Eliey

avec
o, B8, 7T >0

Preuve:

On multiple (3.20)par :

1 g — @\ -0
QT
kT (7)vi—e « T

SEaTcB 1 Y @ 7—1
Du(f + k)t KLk(r)vi—e ( o fw)g(v)




3.1. INEGALITE DE TCHEBYSHEV POUR LES FONCTIONS SYNCHRONES(A SYNCHRONES)

On intégre (3.23) par rapport a v sur (0,x);

1 " (2 = \F d
(ngfg)(x)ka(T)/o <x av ) Ulija
1

i 1 T — @\ R Md
+Fk(ﬁ+k)0&£krk(7>/o< o ) pl—a

> (PJ¢ ()

s [(C50) 1a,

™
rj
o
—
-y
O\é
VR
8
Q
S|
S
o)
N——
i
N
@HQ
| VN
Q
S

> (PTEN(@)(TRg) (@) + (P g) (@) (T ) (=)
On utilise le changement de variable ¢ € [0, 1] ;
,Ua (0%

T
= — < 0% = 2% < v dv = —dt
¢ o
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aB

€Tt

Q

1 a(f-1) 1 .
) / T
0

o Fk(ﬁ—i—k)oz%( Jifg)(x)

> (PIH@)(CTRg) (@) + (CTg) (@) (IR f)(x)

o

("7 fa)(x)

1 206G g /1 T_q x
— 1—-t)* " dt+ ———(J2 fg)(x)
ETk(T) ar ™t o J ( I‘k(ﬂ+k)a%( e /o)l

> (I )@) (TR ) (@) + (CIRg) (@) (TR f)(x)
1 :L‘% _(1—t)% ! xaTﬂ

k(7)o [ 7 ]0+ Th(8 + k)t

> ("I (@) Tg) (@) + (CTRe) (@) (T f)(2)

(P I fg)(x) ("Jef9)(x)

k xaTB
- T
T+Fk(6+k)oz§( kfg)(x)

> (PTH@)(CTRg) (@) + (CTg) (@) (IR f)(x)

(ngfg)(iﬁ) kT4 (7) o

aT apB

T e )+ —("J} x
Fk(T—i-k)Oé%( kag)( )+Fk(ﬁ+k)oz%( kag)( )

> (PIR A TRg) () + (CTRg) (I ) ()

€Tk

alors :
xﬂ B T x%ﬂ T JU
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Corollaire 3.8

Soient f et g deux fonctions intégrables synchrones sur [0, co) alors
pour a > 0et 8,7 >0:

W‘\Tb

T
€Tk

T B+ )(5ka9)(37) w(”kfg)(ﬂ?)
> P f) (@) (T Ikg) (@) + (O Trg) () (i f) (@)

Si on prend a =1

Corollaire 3.9

SiT= et k=1, nous obtenons I'inégalité (3.8) .

Corollaire 3.10

(a) Si k =1, nous obtenons I'inégalité (3.11]).
(b) k=1et =1, nous obtenons 'inégalité (3.2).

Théoréme 3.11 [7/ Soit f; (1 < i < n) des fonctions positives et
croissantes sur [0,00) , alors pour o, 5 > 0 :

(ﬂJsf{ﬁ) @) > [W tf)c“’“] @, 625

Xk i=1

Preuve:
Nous prouvons ce théoréme par récurrence surn € N lecasn =1

de ([3.25)est valable .

pour n = 2, soient f; et f5 croissantes , On a :

(@) = fr(w)] [f2(2) = fa(y)] = O

la preuve a gauche de (3.25) pour n = 2 est le méme que celle
du théoréme . Supposons que l'inégalité (3.25) est vraie pour
certains n > 3 . Nous observons que , puis que f; est croissantes
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3.1. INEGALITE DE TCHEBYSHEV POUR LES FONCTIONS SYNCHRONES(A SYNCHRONES)

, f =TI, fi est croissantes . soit ¢ = f,11 alors appliquer le cas
n = 2 aux fonctions fet g donne :

GﬁIDmM>®> uprM]GﬁIUOWﬁhmw)

L Xk =1
T Bat )
> kw;ka o > H(ﬁJz?fi)(x).
=1
s\ "1 p
r k)at
z(“i%”) [

Ou I’hypothése récurrence pour l'instant est utilisé dans la dé-
duction de la seconde inégalité , la preuve du théoreme [3.11] est
compléte .

Corollaire 3.11

Soit f; , (1 < i < n) ,des fonctions positives et croissantes sur
[0,00) , alors pour o, 8 > 0 :

- Lu(B8+ K"
(ﬁJkaZ) (2) > [ k( i )] T[Cf) @),
i=1 LE i=1
Si on prend a = 1 dans le théoréme [3.11]
Corollaire 3.12

(a) On prend 8 = 1 et k = 1 dans 'inégalité , nous obtenons
I'inégalité ((3.3)).

(b) si k =1, nous obtenons I'inégalité (3.13)).
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3.1. INEGALITE DE TCHEBYSHEV POUR LES FONCTIONS SYNCHRONES(A SYNCHRONES)

Théoréme 3.12 [7/ Soient f et g deux fonctions sur [0, 00| dans
Ry tel que f croissante , g différentiable et g admet un point
inférieurem = inf ¢y 1 ¢'(x) , alors pour a, 8 >0

On a:

IR 0 1)) o))
kmx

CETS (T ) (@) +m(PTRif) ().

avec : 1 est une fonction d’identité .

PIfo)(x) >

x (3.26)

Preuve:

Soit p(z) = ma.
Soit h = g(x) — muz.
On a : g différentiable et

p— 1 f /
m= Inf g ()

Donc : h est croissante .
On a : f et g synchrones . alors :

LB+ RTE 5 10y 08 ) ).

(PR fh) (@) =

X
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3.1. INEGALITE DE TCHEBYSHEV POUR LES FONCTIONS SYNCHRONES(A SYNCHRONES)

Ol - p)a) = HEEIE O @) g - ).
B w;fk)m D@ C T 9) ()
) w;;;k)m TN @) C i) @)
D’aprés les hypothéses suivante :
(PTG =p)(@) = (T fg)(x) = m(Tgif) (). (3.27)
et
D)) = ?(5+zk§ik)
On a
("I fo)(@) = m(* J{if)(w) 2 F'“(Tigk)% (I D@ C T g) (@)
‘W;%k)“'“ D@ TP ().
Coe) = 0 ) @) o) o)
) Fk(i%““ (TN @) CTp) (@) + mP i) ().
Coe) = 0 ) @) ) o)

Dw(B + k)ak mas HT(2k) 5 o 8 1
- e Fk(/8+2k)o/fi< Ji F)(@) +m("Jif) ().
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3.1. INEGALITE DE TCHEBYSHEV POUR LES FONCTIONS SYNCHRONES(A SYNCHRONES)

puisque ['y(k) = 1, voir [[5]], alors 'x(2k) = k . par conséquent
nous dérivons

0B
kma® T

- (3.28)
Fk (ﬁ + 2]4))0[

(PJip)(x)

7
k
Donc :

O fa)(w) > ORI 350 o006 g )

Tk

ML 5 1 z) +m(PJ% ) (x

Corollaire 3.13

Soient f et g deux fonctions sur [0, co[ dans R tel que f croissante
, g différentiable et ¢’ admet un point inférieure m = inf ¢ o ¢'(2)

a, 20

On a:

Iu(B+ k)

" CTef) (@) (" Jrg) ()

P Tef) (@) +m(° i f) ().

("Jefg)(x) >
kmax

(B+ k)
avec i(x) est une fonction d’identité .
Si on prend a = 1 dans le théoremd3.12|

> _|_
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3.1. INEGALITE DE TCHEBYSHEV POUR LES FONCTIONS SYNCHRONES(A SYNCHRONES)

Corollaire 3.14

Siprend 8 = 1 et k = 1 dans I'inégalité ((3.26]) on obtient I'inégalité

9.
Corollaire 3.15

Si on prend k£ = 1 dans I'inégalité (3.26)) , nous obtenons 'inégalité
B14).
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Conclusion

L’objectif de ce travail est etudie plusieurs inégalités de type Tcheby-
shev pour K-opérateurs intégraux fractionnaires, en utilisant 'intégrale
fractionnaire au sens Riemann-Liouville ,I'intégrale fractionnaire confor-
mable et I'intégrale k-conformable .
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