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Notation

‖ . ‖ La norme.

E Espace de Banach.

S Un opérateur linéaire borné.

Γ(.) La fonction Gamma.

β(., .) La fonction Bêta.

Iua Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Du
a Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

C([a.b], IR) Espace des fonctions continues de [a, b] a valeurs dans IR.

Cn([a.b], IR) Espace des fonctions n fois continuments défférentiables.

G(t, s) La Fonction de Green.

(H) Homogène.

(NH) Non-Homogène.



Introduction

En 1695, Leibniz dans une lettre à l’Hospital, voulut engager une réflexion sur une possible

théorie de la dérivation non-entière d’une fonction. Dans sa réponse, l’Hospital s’est interrogé

sur la signification qu’on pourrait donner à la dérivée d’ordre 1/2. En effet, 1/2 est à égale

distance de l’ordre 0 qui est censé désigner la continuité et l’ordre 1 censé désigner la dériva-

bilité classique. La réponse de Leibniz contenait à peu près cette phrase :"cela conduirait à un

paradoxe à partir duquel, un jour, on pourra tirer des conséquences utiles".

Depuis cette époque, la dérivation d’ordre non-entier a attiré l’attention de nombreux mathé-

maticiens célèbres, tels Euler (1730), Laplace (1812), Fourier (1822), Abel (1823-1826), Liouville

(1832-1873), Riemann (1847), et Laurent (1884). C’est seulement lors de ces dernières décen-

nies que cette théorie commence a toucher un nombre important de domaines mathématiques

et autres grâce à une exposion des activités de recherche sur l’application du calcul fraction-

naire touchant la physique, la mécanique, la diffusion fractale, la biologie, l’électrotechnique.

l’électrrochimie,...

La théorie du calcul fractionnaire est presque aussi vieille que le calcul lui-même. Mais

aujourd’hui, un certain nombre de manuels ont été publiés sur ce domaine et ses applications,
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on cite par exemple le livre de S. G. Samko, et al [4], qui considéré comme une encyclopédie de

la dérivation et de l’intégration d’ordre fractionnaire. On peut citer également les travaux de

K. Diethelm [2], A. A. Kilbas et al. [5] et K. B. Oldham et al. [7].

D’autre part, le concept de la stabilité d’une équation fonctionnelle apparaît lorsqu’on rem-

place cette équation par une inégalité qui agit comme une perturbation de l’équation. Ainsi,

la question de la stabilité des équations fonctionnelles est de savoir comment les solutions de

l’inégalité différentes de celles de l’équation fonctionnelle donnée ?. Une attention considérable

a été accordée à l’étude de la stabilité d’Ulam-Hyers et d’Ulam-Hyers-Rassias de toute sorte

d’équation fonctionnelles, pour plus de détails sur ces informations voir les références [4,5,6,7].

Le travail présenté dans ce mémoire s’inscrit en général dans ce contexte particulier. Il porte

fondamentalement sur la stabilité au sens d’Ulam-Hyers et Ulam-Hyers-Rassias d’une équation

différentielle fractionnaire sous certaines conditions. Afin de vérifier la validité des méthodes

étudiées, nous présentons quelques exemples illustratifs.

Notre travail est réparti en trois chapitres. Le premier chapitre est consacré à la présen-

tation de quelques définitions de base du calcul fractionnaire.

Le deuxième chapitre sera consacré à l’étude de l’existence et l’unicité de la solution de

l’équation différentielle fractionnaire suivante :
Du(t)x(t) = f(t, x(t), Iu(t)x(t)), t ∈ [0, T ],

Du(t)−2x(0) = −Du(t)−2x(T ),

Du(t)−1x(0) = −Du(t)−1x(T ).

(1)

oùDu, Iu désignent la dériveé et l’intégrale fractionnaire d’ordre u au sens de Riemann-Liouville

et f : J × IR× IR −→ IR une fonction continue.

Le dernier chapitre est consacré à l’étude de la stabilité au sens d’Ulam-Hyers et Ulam-Hyers-
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Rassias d’un problème aux limites pour une équation différentielle fractionnaire sous certaines

conditions. Nous présentons également quelques exemples illustratifs pour vérifier la validité du

schéma de la stabilité étudie.

Enfin, ce mémoire est clôturé par une conclusion.

9



Chapitre 1

Notions de calcul fractionnaire

Ce chapitre rassemblent les définitions et les propriétés essentielles correspondantes à la

notion de l’intégration et la dérivation fractionnaire et quelques théorèmes classiques de point

fixe. La dernière section est consacrée à la présentations de quelques types de stabilité.

1.1 Analyse fonctionnelle

Définition 1.1. (Espace véctoriel normé)[14] : Une application ‖ . ‖ : E → IR+ est une

norme si elle vérifie les conditions suivantes :

‖ x ‖= 0⇔ x = 0,∀x ∈ E.

‖ λ.x ‖=| λ |‖ x ‖,∀λ ∈ IR, x ∈ E.

‖ x+ y ‖≤‖ x ‖ + ‖ y ‖,∀x, y ∈ E.

Le couple (E, ‖.‖) est alors appelé un espace vectoriel normé.

10



Définition 1.2. (Espace fonctionnel)[10] : Soit J := [0, T ], T > 0. Notons C(J, IR) l’espace

de Banach des fonctions continues définies de J dans IR, muni de la norme

‖ y ‖∞= sup {‖ y(t) ‖: t ∈ J}, où ‖ . ‖ est une norme sur IR.

Définition 1.3. (Ensemble convexe)[3] : Soit E un espace vectoriel sur un corp K(IR ou lC)

et K ⊂ E, on dit que K est convexe si :

∀(x, y) ∈ K2,∀λ ∈ [0, 1], λx+ (1− λ)y ∈ K.

Définition 1.4. (Ensemble compact)[3] : Soit E un espace vectoriel normé et K ⊂ E, on

dit que K est compact si toute suite d’élément de K admet une sous-suite convergente vers un

point dans K.

Définition 1.5. ([10]) : Soit E un espace topologique, et K un sous espace de E, on dit que

K est relativement compact si K̄ est compact.

Définition 1.6. (Ensemble uniformement borné)[14] : Soit K un ensemble relativement

compact, C (K , IR) est l’espace des fonctions continues de K dans IR.

Soit M ⊂ K, on dit que M est uniformément borné si : ∃c > 0,∀x ∈M, |x(t)| 6 c,∀t ∈ K.

Définition 1.7. (Opérateur contractant)[14] : Soit S un opérateur d’un espace normé E

dans lui-même . On dit que U est un opérateur contractant (ou simplement une contraction)

s’il existe une constante k, 0 6 k < 1 telle que pour tout x et y de E, on a :

‖ S(x)− S(y) ‖E6 k ‖ x− y ‖E .

Définition 1.8. ([13]) Soit K ∈ C(Ω). K est dit équicontinue si

∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0 : ∀x, y ∈ Ω, |x− y| < δ(ε) on a |f(x)− f(y)| < ε, pour tout f de K.

11



Théorème 1.1. (Arzéla-Ascoli[13])

K ⊂ C(Ω̄) est relativement compact si et seulement si

1. K est bornée.

2. K est équicontinue.

1.2 Fonctions spéciales

1.2.1 Fonction Gamma d’Euler

Pour généraliser la factorielle d’un entier naturel à la factorielle d’un nombre non-entier,

le mathématicien suisse Leonhard Euler introduit la fonction Gamma en 1729. Cette fonction

a été étudiée par plusieurs mathématicien comme Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Christof

Gudermann (1798-1852) et Joseph Liouveille (1809-1882). La fonction Gamma apparâit dans

plusieurs domaines comme la théorie des nombres, les séries hyper-géométriques et l’intégration

définie. Voir [2] et [31] pour plus amples détails sur la fonction Gamma.

Définition 1.9. ([17]) La fonction Gamma est généralement définie par l’intégrale suivant :

Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1 exp(−t)dt,∀x ∈]0,+∞[.

Théorème 1.2. Pour tout réel x > 0, la fonction Gamma est bien définie.

12



Démonstration 1.1. On peut écrire la fonction Gamma comme suit :

Γ(x) = I1 + I2,

où

I1 =

∫ 1

0

tx−1 exp(−t)dt

et

I2 =

∫ +∞

1

tx−1 exp(−t)dt.

Puisque la fonction exp(−t) est décroissante sur [0.1], on a

∫ 1

0

tx−1 exp(−t)dt <
∫ 1

0

tx−1dt =
1

x
, x ∈]0.+∞[.

Donc I1 est converge pour réel x > 0. D’autre part, on a

1 ≤ t =⇒ tx−1 exp(−t) ≤ exp(
−t
2

)⇐⇒ tx−1 ≤ exp(
t

2
)⇐⇒ tx−1

exp( t
2
)
≤ 1.

Donc ∫ +∞

1

tx−1 exp(−t)dt ≤
∫ +∞

1

exp(
−t
2

)dt = 2 exp(
−1

2
).

Par conséquence I2 est convergé pour x > 0. D’où , la fonction Gamma est convergente pour

tout x ∈]0,+∞[.

Proposition 1.1. 1. Relation fonctionnelle : une propriété importante de la fonction Gamma

est la relation de récurrence suivante, pour tout nombre réelle, strictement positive x on

a :

Γ(x+ 1) = xΓ(x).

13



2. Lien avec la fonction factorielle : la fonction Gamma prolonge(généralise) la notion de la

factorielle car on a :

Γ(n+ 1) = n!,∀n ∈ IN.

3. ∀n ∈ IN,Γ(n+ 1
2
) =

(2n)!

22nn!

√
π et pour n = 0 on obtient Γ(1

2
) =
√
π.

4. La fonction Gamma est continue sur ]0,+∞[.

5. La fonction Gamma est strictement convexe sur ]0,+∞[.

6. La fonction Gamma est de class C∞ sur ]0,+∞[ et on a

∀x ∈]0,+∞[,Γ(k)(x) =

∫ +∞

0

(ln t)ktx−1 exp(−t)dt.

7. ∃x0 ∈]1.2[ où la fonction Gamma est strictement décroissante sur ]0, x0] et strictement

croissante sur [x0,+∞[.

Démonstration 1.2. 1. Par une intégration par partie, on obtient

Γ(x+ 1) =

∫ +∞

0

tx exp(−t)dt

=
[
− tx exp(−t)

]t=+∞

t=0
+ x

∫ +∞

0

tx−1 exp(−t)dt

= xΓ(x).

2. De Γ(x+ 1) = xΓ(x) et puisque Γ(1) =
∫ +∞

0
exp(−t)dt = 1, on déduit,

Γ(2) = 1.Γ(1) = 1!.

Γ(3) = 2.Γ(2) = 2.1! = 2!.

Γ(4) = 3.Γ(3) = 3.2! = 3!.

Alors, par récurrence on obtient

Γ(n+ 1) = n.Γ(n) = n!.

14



3. On a : ∀n ∈ IN

Γ(n+ 1
2
) = (n− 1

2
)Γ(n− 1

2
)

= 2n−1
2
× 2n−3

2
× ...× 1

2
× Γ(

1

2
)

= (2n)(2n−1)...3×2
2n(2n)(2n−2)...3×2

√
π

= (2n)!
22nn!

√
π.

Donc, pour n = 0. On trouve

Γ(
1

2
) =
√
π.

Pour la démonstration d’autres points voir [11].

1.2.2 Fonction Bêta d’Euler

Définition 1.10. ([9]) La fonction Bêta est donnée par :

β(x, y) =

∫ 1

0

(1− t)x−1ty−1dt, Re(x) > 0, Re(y) > 0.

Propriétes de la fonction Bêta :

1. La fonction Bêta est symétrique c’est-à-dire que :

β(x, y) = β(y, x).

2. Elle peut prendre aussi la forme intégrale

β(x, y) =

∫ +∞

0

tx−1

(1 + t)x+y
dt.

Proposition 1.2. Les fonction Gamma et Bêta sont relieés par la relation :

β(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
.
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1.2.3 Fonction de Green

Soit p, q, f ∈ C([a, b]) où p ∈ C1([a, b]), (a < b)et(αi, βi) ∈ IR2 tel que ∀i = 1, 2, |α1|+|α2| 6= 0

et |β1|+ |β2| 6= 0. On considère les équations différentielles ordinaires :

(H) (py′)′ + py = 0

(NH) (py′)′ + py = f

Ainsi que les conditions aux bords associées :

(CB)h


α1y(a) + α2y

′(a) = 0

β1y(b) + β2y
′(b) = 0

(1.1)

(CB)nh


α1y(a) + α2y

′(a) = Γ

β1y(b) + β2y
′(b) = δ

(1.2)

Définition 1.11. ([12]) On appelle fonction de Green associée au problème homogène (H) −

(CB)h une fonction G : [a, b]× [a, b] ∈ IR vérifiant les propriétés suivantes :

1. G est continue sur [a, b]× [a, b];

2. G est symétrique :G(x, y) = G(y, x),∀(x, y) ∈ [a, b]2;

3. ∂G
∂x

(x, y) est continue pour tout x 6= y;

4. ∂G
∂x

(y+, y)− ∂G
∂x

(y−, y) = 1
p(y)

pour tout y ∈ [a, b];

5. La fonction partielle x 7→ G(x, y) est solution de l’équation (H) pour tout x 6= y;

6. La fonction partielle x 7→ G(x, y) vérifie les conditions (CB)h pour tout y ∈ [a, b].

16



Théorème 1.3. (Existence et unicité de la fonction de Green) ([10])

Supposons que le problème homogène (H)− (CB)h n’admet pas de solution non-triviale. Alors,

il existe une(et une seule) fonction G ne dépendant pas de f, et dite fonction de Green, tel

que pour toute fonction f, la solution y du problème non-homogène (NH) − (CB)h s’écrit de

manière unique sous la forme :

y(x) =

∫ 1

0

G(x, s)f(s)ds.

1.3 L’intégration et la dérivation

1.3.1 L’intégrale et la dérivée fractionnaires de Riemann-Liouville

d’ordre constant

Dans cette section, nous donnons quelque définition et résultats concernant le calcul intégrale

et dérivée fractionnaires de type Riemann-Liouville d’ordre constant.

Définition 1.12. ([14]) On appelle intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de f

d’ordre u, et on la note Iua , la fonction définie par

Iua f(x) =
1

Γ(u)

∫ x

a

(x− t)u−1f(t)dt.

Remarque 1.1. On peut écrire Iua sous la forme suivante

Iua f(x) =
1

Γ(u)

∫ x−a

0

tu−1f(x− t)dt.

17



Définition 1.13. ([14]) On appelle dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de f

d’ordre u, et on la note Du
a la fonction définie par

Du
af(x) = DnI

(n−u)
a f(x)

= 1
Γ(n−u)

(
d
dt

)n ∫ t

a

(t− s)n−u−1f(s)ds

Où n = [u] + 1 et [u] désigne la partie entière de u.

Exemple 1.1. Soit f la fonction sur IR par

f(x) = exp(kx), k > 0.

On a

Iu−∞ exp(kx) = 1
Γ(u)

∫ +∞
0

tu−1 exp(k(x− t))dt

= exp(kx)
Γ(u)

∫ +∞
0

tu−1 exp(−kt))dt.

Posons y = kt, alors dy = kdt.

Par suite

Iu−∞ exp(kx) = exp(kx)
Γ(u)

∫ +∞
0

( y
k
)u−1 exp(−y)dy

k

= exp(kx)
Γ(u)

(
∫ +∞

0
yu−1 exp(−y)dy)k

−u+1

k

= k−u exp(kx),

et

Du
−∞ exp(kx) = D(n)I

(n−u)
−∞ exp(kx)

= dn

dxn
I

(n−u)
−∞ exp(kx)

= dn

dxn
ku−n exp(kx)

= ku−nkn exp(kx)

= ku exp(kx).

C’est d’ailleurs cette dernière relation, extension de l’intégralité suivante

D(n) exp(kx) = kn exp(kx),

18



avec n un entier naturel.

Exemple 1.2. Soit f la fonction définie sur IR par

f(x) = (x− a)u, x > a.

Dans ce cas on a

Iua f(x) = 1
Γ(u)

∫ x
a

(x− t)u−1f(t)dt

= 1
Γ(u)

∫ x
a

(x− t)u−1(t− a)udt.

Posons t = a+ (x− a)v., alors dt = (x− a)dv.

Par suite, il résulte que

Iua f(x) = 1
Γ(u)

∫ 1

0
(x− a)u−1(1− v)u−1(x− a)uvu(x− a)dv

= (x−a)2u

Γ(u)

∫ 1

0
(1− v)u−1vudv

= (x−a)2u

Γ(u)
β(u, u+ 1),

et comme

β(r1, r2) =
Γ(r1)Γ(r2)

Γ(r1 + r2)
.

Alors, il résulte que

Iua f(x) =
(x− a)2u

Γ(u)

Γ(u)Γ(u+ 1)

Γ(2u+ 1)
,

C’est-à-dire

Iua f(x) =
Γ(u+ 1)

Γ(2u+ 1)
(x− a)2u.

Proposition 1.3. Soient f une fonction intégrable et bornée, et u et u′ deux nombres réels

strictement positifs. Alors on a

Iua [I(u′)
a f(x)] = I(u+u′)

a f(x).
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Démonstration 1.3. Soient f une fonction intégrable et bornée, et u et u′ deux nombres réels

strictement positifs. Alors on a

Iua [Iua f(x)] = 1
Γ(u)

∫ x−a
0

tu−1Iua f(x− t)dt

= 1
Γ(u).Γ(u′)

∫ x−a
0

tu
′−1dt

∫ x−t
a

(x− t− u)u−1f(u)du

= 1
Γ(u).Γ(u′)

∫ x
a
f(u)du

∫ x−u
0

tu
′−1(x− u− t)u−1dt.

Posons t = v(x− u)., alors dt = (x− u)dv.

Par suit, il résulte que

Iua [Iua f(x)] = 1
Γ(u).Γ(u′)

∫ x
a
f(u)du

∫ 1

0
(v(x− u))u

′−1(x− u− v(x− u))u−1(x− u)dv

= 1
Γ(u).Γ(u′)

∫ x
a

(x− u)u+u′−1f(u)du
∫ 1

0
vu
′−1(1− v)u−1dv

= 1
Γ(u).Γ(u′)

∫ x
a

(x− u)u+u′−1f(u)du.β(u′, u)

= 1
Γ(u+u′)

∫ x
a

(x− u)u+u′−1f(u)du

= I
(u+u′)
a f(x).

Proposition 1.4. Si la dérivée Du
a existe en un point x0, il en est de même de Du

a′, quel que

soit a′ < x0, et on a

1.

I(n−u)
a f(x) = I

(n−u)
a′ f(x) +

1

Γ(n− u)

∫ a′

a

(x− t)n−u−1f(t)dt.

preuve :

I
(n−u)
a f(x) = 1

Γ(n−u)

∫ x

a

(x− t)n−u−1f(t)dt

= 1
Γ(n−u)

(∫ a′

a

(x− t)n−u−1f(t)dt+

∫ x

a′
(x− t)n−u−1f(t)dt

)
= 1

Γ(n−u)

∫ x

a′
(x− t)n−u−1f(t)dt+

1

Γ(n− u)

∫ a′

a

(x− t)n−u−1f(t)dt

= I
(n−u)
a′ f(x) + 1

Γ(n−u)

∫ a′

a

(x− t)n−u−1f(t)dt.
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2.

Du
af(x) = Du

a′f(x) +
1

Γ(−u)

∫ a′

a

(x− t)u−1f(t)dt.

D’après 1, on a

Du
af(x) = D(n)I

(n−u)
a f(x)

= D(n)I
(n−u)
a′ f(x) +D(n) 1

Γ(n−u)

∫ a′

a

(x− t)n−u−1f(t)dt

= Du
a′f(x) + 1

Γ(−u)

∫ a′

a

(x− t)u−1f(t)dt.

3.

I(β)
a (1) =

(x− a)β

Γ(β + 1)
, (β ≥ 0).

Un calcul immédiat donne

I
(β)
a (1) = 1

Γ(β)

∫ x
a

(x− t)β−1dt

= 1
βΓ(β)

[−(x− t)β]xa

= (x−a)β

βΓ(β)
,

Comme

βΓ(β) = Γ(β + 1).

Alors, il résulte que

I(β)
a (1) =

(x− a)β

Γ(β + 1)
, (β ≥ 0).

4.

Du
a

(x− a)β

Γ(β + 1)
=

(x− a)β−u

Γ(β − u+ 1)
.

On a

Du
a

(x− a)β

Γ(β + 1)
= D(n)I(n−u)

a I(β)
a .1 = D(n)I(n−β−u)

a = D(n) (x− a)n+β−u

Γ(n+ β − u+ 1)
.
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par suite

Du
a

(x− a)β

Γ(β + 1)
=

(x− a)β−u

Γ(β − u+ 1)
.

Remarque 1.2.

En général, pour tout fonctions u(t), v(t), nous remarquons que la propriété de semi-groupe

n’est pas vérifiée : i, e

I
u(t)

a+ I
v(t)

a+ f(t) 6= I
u(t)+v(t)

a+ f(t).

Exemple : Soient

u(t) =


1, t ∈ [0, 1],

1, t ∈]1, 2],

v(t) =


2, t ∈ [0, 1],

3, t ∈]1, 2],

et f(t) = t
3
, t ∈ [0, 2], alors

I
u(t)

0+ I
v(t)

0+ f(t) =

∫ 1

0

(t− s)u(t)−1

Γ(u(t))

∫ s

0

(s− τ)v(s)−1

Γ(v(s))
f(τ)dτds

+

∫ t

1

(t− s)u(t)−1

Γ(u(t))

∫ s

0

(s− τ)v(s)−1

Γ(v(s))
f(τ)dτds,

=

∫ 1

0

(t− s)0

Γ(1)

∫ s

0

(s− τ)1

Γ(2)

τ

3
dτds

+

∫ t

1

(t− s)0

Γ(1)

[ ∫ 1

0

(s− τ)1

Γ(2)

τ

3
dτ +

∫ s

1

(s− τ)2

Γ(3)

τ

3
dτ
]
ds,

=
1

3

∫ 1

0

(s3

2
− s3

3

)
ds+

∫ t

1

[1

3

(s3

2
− s3

3

)
+

1

6

( s4

12
− s2

2
+

2

3
s− 1

4

)]
ds.
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On sait que les équations suivantes sont satisfaites .

I
u(t)

0+ I
v(t)

0+ f(t)|t=2 =
1

72
+

1

3

∫ 2

1

( s4

24
+
s3

6
− s2

4
+
s

3
− 1

24

)
ds,

=
96

360
.

I
u(t)+v(t)

0+ f(t)|t=2 =

∫ 1

0

(2− s)1+2−1

Γ(1 + 2)

s

3
ds+

∫ 2

1

(2− s)1+3−1

Γ(1 + 3)

s

3
ds,

=
11

72
+

3

180
=

61

360
.

Par conséquent, on obtient

I
u(t)

0+ I
v(t)

0+ f(t)|t=2 6= I
u(t)+v(t)

0+ f(t)|t=2.

1.3.2 L’intégration et la dérivation fractionnaire de Riemann-Liouville

d’ordre variable

Définition 1.14. ([14]) Soit −∞ < a < b < +∞ et u(t) : [a, b] → (0,+∞), l’intégrale

fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre variable u(t) de la fonction f(t) est définie par :

I
u(t)

a+ f(t) =

∫ t

a

(t− s)u(s)−1

Γ(u(s))
h(s)ds, t > a.

Définition 1.15. ([14]) Soit −∞ < a < b < +∞,n ∈ IN, u(t) : [a, b] → (n − 1, n), la dérivée

fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre variable u(t) de la fonction f(t) est définie par :

D
u(t)

a+ f(t) =

(
d

dt

)n
I
n−u(t)

a+ f(t) =

(
d

dt

)n ∫ t

a

(t− s)n−u(s)−1

Γ(n− u(s))
f(s)ds, t > a. (1.3)
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1.3.2.1 Quelques proporiétés de l’intégrale et la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville d’ordre variable

Lemme 1.1. ([5]) Soit 0 ≤ δ < 1, u : J → (1, 2] une fonction continue, alors pour

y ∈ Cδ(J, IR) = {y(t) ∈ C(J, IR), tδy(t) ∈ C(J, IR)/t ∈ min | u(t) |},

l’intégrale fractionnaire d’ordre variable Iu(t)

a+ existe pour tout point sur J .

Lemme 1.2. ([5]) Soit u : J → (1, 2] une fonction continue ; alors

I
u(t)

a+ ∈ C(J, IR) pour tout y ∈ C(J, IR).

1.3.2.2 Répartition

Définition 1.16. ([5]) Un intervalle généralisé est un sous-ensemble I de IR qui est soit un

intervalle (c’est-à-dire un ensemble de la forme :[a1, a2], ]a1, a2[, [a1, a2[, ]a1, a2]), un point {a1},

ou l’ensemble vide ∅.

Définition 1.17. ([5]) Si I est un intervalle généralisé. Une partition de I est un ensemble fini

P d’intervalles généralisés contenus dans I, tels que pour tout x dans I se trouve exactement

dans l’un des intervalles généralisés E dans P .

Exemple : L’ensemble P = {{2}, ]2, 5[, [5, 6[, {6}, ]6, 9[} d’intervalles généralisés est une

partition de [2, 9].

Définition 1.18. ([5]) Soit I un intervalle généralisé, soit g : I −→ IR une fonction, et soit P

une partition de I. f est dite constante par morceaux par rapport à P si pour chaque E ∈ P , f

est constante sur E.
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Exemple 1.3. La fonction f : [1, 4] −→ IR définie par :

f(x) =



4, 1 ≤ x < 2,

2, x = 2,

5, 2 < x < 4,

3, x = 4

est constante par morceaux par rapport à la partition {[1, 2), {2} , (2, 4), {4}} de [1, 4].

1.4 Théorèmes du point fixe

1.4.1 Théorème du point fixe de Banach

Soit (X, d) un espace métrique complet. Une application F : X → X est une contraction

avec la constante de Lipshitz k (k ∈]0, 1[). Alors F a un point fixe unique x ∈ X.

1.4.2 Théorème du point fixe de Schauder

Soit K un sous-ensemble non-vide, compact et convexe d’un espace de Banach

X et T : K → K une application continue. Alors T admet au moins un point fixe.
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1.5 Types de stabilité

1.5.1 Stabilité au sens d’Ulam-Hyers

Définition 1.19. ([21]) L’équation (1) est stable au sens d’Ulam-Hyres s’il existe un nombre

réel Cf > 0 tel que pour tout ε > 0 et pour chaque solution x ∈ C1(J, IR) de l’inégalité :

| Dux(t)− f(t, x(t), Iux(t)) |≤ ε, t ∈ J,

il existe une solution y ∈ C1(J, IR) de l’équation (1) vérifiant :

| x(t)− y(t) |≤ Cf , t ∈ J.

1.5.1.1 Stabilité au sens d’Ulam-Hyres généralisée

Définition 1.20. ([21]) L’équation (1) est stable au sens d’Ulam-Hyres généralisée, s’il existe

une fonction ψf ∈ C(IR+, IR+), ψf (0) = 0, tel que pour tout ε < 0 et pour chaque solution

x ∈ C1(J, IR) de l’inégalité :

| Dux(t)− f(t, x(t), Iux(t)) |≤ ε, t ∈ J,

il existe une solution y ∈ C1(J, IR) de l’équation (1) vérifiant :

| x(t)− y(t) |≤ ψf (ε), t ∈ J.
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1.5.2 Stabilité au sens d’Ulam-Hyres-Rassias

Définition 1.21. ([19]) L’équation (1) est stable au sens d’Ulam-Hyres-Rassias par rapport

à ϕ ∈ C(J, IR+), s’il existe un nombre réel Cf > 0 , tel que pour tout ε > 0 et pour chaque

solution x ∈ C1(J, IR) de l’inégalité :

| Dux(t)− f(t, x(t), Iux(t)) |≤ εϕ(t), t ∈ J, (1.4)

il existe une solution y ∈ C1(J, IR) de l’équation (1) vérifiant :

| x(t)− y(t) |≤ Cfεϕ(t), t ∈ J.
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Chapitre 2

Étude de l’existence et l’unicité de la

solution d’une équation differentielle

fractionnaire

Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude de l’existence et l’unicité des solutions pour un pro-

blème fractionnaire au sens de Riemann-Liouville. On considère alors le problème suivant :
Du(t)x(t) = f(t, x(t), Iu(t)x(t)), t ∈ [0, T ],

Du(t)−2x(0) = −Du(t)−2x(T ),

Du(t)−1x(0) = −Du(t)−1x(T ).

(2.1)

où Dα, Iα représentent la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre u et l’in-

tégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre u, f : J × IR × IR → IR est une

fonction donnée vérifiant certaines hypothèses qui seront précisées plus tard et C(J, IR) est

l’espace de Banach de toutes les fonctions continues de J dans IR muni de la norme ‖.‖ tel que
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‖x‖ = sup{‖x(t)| : t ∈ J}.

2.1 Existence de solutions

Supposons l’hypothèse suivante :

(H1) Soient P = {J0 := (T0, T1], J1 := (T1, T2], J2 := (T2, T3], ..., Jn := (Tn, Tn+1]} une parti-

tion de l’intervalle J (avec T0 = 0, Tn+1 = T ) et soit u(t) : J → (1, 2] est une fonction

constante par morceau par rapport à P définie comme suit :

u(t) =
n∑

m=0

umIm(t) =



u0, si t ∈ J0,

u1, si t ∈ J1,

.

.

.

un, si t ∈ Jn,

où 1 < um ≤ 2 sont des constantes et Im est un indicateur de l’intervalle Jm,m = 1, . . . , n :

Im(t) =


1, pour t ∈ Jm,

0, sinon.

Par conséquent, la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche d’ordre variable u(t)

pour x(t) ∈ C(J,R), peut être formuler comme une somme des dérivés fractionnaires de

Riemann-Liouville à gauche d’ordres constants uk ∈ IR, k ∈ {1, 2, . . . ,m} qui prend la forme :

D
u(t)

0+ x(t) =
1

Γ(2− u(t))

d2

dt2

∫ t

0

(t− s)1−u(t)x(s)ds

=
1

Γ(2− u(t))

(m−1∑
k=1

d2

dt2

∫ Tk

Tk−1

(t− s)1−ukx(s)ds+
d2

dt2

∫ t

Tm−1

(t− s)1−umx(s)ds
)
. (2.2)
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Ainsi, l’équation différentielle fractionnelle de Riemann-Liouville d’ordre variable (2.1) peut

être reformuler pour chaque t ∈ Jm, m = 1, 2, . . . , n dans la forme suivante :

1

Γ(2− u(t))

(m−1∑
k=1

d2

dt2

∫ Tk

Tk−1

(t− s)1−ukx(s)ds+
d2

dt2

∫ t

Tm−1

(t− s)1−umx(s)ds
)

= f(t, x(t), Ium0+ x(t)). (2.3)

Soit la fonction x̃ ∈ C(Jm,R) telle que x̃(t) ≡ 0 sur [0, Tm−1], et qu’elle satisfasse l’equation

différentielle fractionnaire suivante :

Dum
T+
m−1

x̃(t) = f(t, x̃(t), Ium
T+
m−1

x̃(t)), t ∈ Jm.

Conformément à l’équation ci-dessus, pour chaque m = 1, 2, . . . , n, nous avons le problème

aux limites suivant :
Dum
T+
m−1

x(t) = f(t, x(t), Ium
T+
m−1

x(t)), t ∈ Jm,

Dum−2

T+
m−1

x(Tm−1) = −Dum−2

T+
m−1

x(Tm), Dum−1

T+
m−1

x(Tm−1) = −Dum−1

T+
m−1

x(Tm).

(2.4)

2.1.1 Lemmes Auxiliaires

Dans la présente section, on présente quelques lemmes qui seront utilisés dans ce chapitre.

Lemme 2.1. Soient α > 0 et f une fonction définie sur [0, b], alors la solution générale de

l’équation différentielle fractionnaire Dαf(x) = 0 est donneé par :

f(x) = w0t
α−n + w1t

α−n−1 + ...+ wn−2t
α−2 + wn−1t

α−1,

où wi ∈ IR, i = 1, 2, ..., n− 1, n = [α] + 1, avec [α] désigne la partie entière de α .

Lemme 2.2. Soient α > 0 et f une fonction définie sur l’intervalle [0, b], alors

IαDαf(x) = f(x) + w0t
α−n + w1t

α−n−1 + ...+ wn−2t
α−2 + wn−1t

α−1, où

wi ∈ IR, i = 1, 2, ..., n− 1, n = [α] + 1.
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proposition :

1. si α < 0, alors Dαf = I−αf.

2. soit β ∈ [0, α], alors DβIαf = Iα−βf.

3. si λ > −1, λ 6= α− 1, α− 2, ..., α− n, alors

.Dαtλ = Γ(λ+1)
Γ(λ−α+1)

.

.Dαtλ−i = 0, i = 1, 2, ..., n.

4. .si α /∈ IN, alors : Dα1 = 1
Γ(1−α)

t−α.

. si α ∈ IN, alors Dα1 = 0.

Lemme 2.3. [7, 8] Soient f ∈ C(Jm × R × R,R), et il exsiste un nombre δ ∈ (0, 1) tel que

tδf ∈ C(Jm × R× R,R).

Si x est la solution de l’équation integrale

x(t) =
1

Γ(um)

∫ t

Tm−1

(t− s)um−1f(s, x(s), Ium
T+
m−1

x(t))ds− tum−1

2Γ(um)

∫ Tm

Tm−1

f(s, x(s), Ium
T+
m−1

x(t))ds

− tum−2

4Γ(um − 1)

∫ Tm

Tm−1

(Tm − Tm−1 − 2s)f(s, x(s), Ium
T+
m−1

x(t))ds. (2.5)

Alors la fonction x ∈ Em est une solution de probleme (2.4).

Preuve : Soit x ∈ Em une solution de problème (2.4). En appliquant l’opérateur Ium
T+
m−1

aux

deux cotés de (2.4), on trouve :

x(t) = w1t
um−1 + w0t

um−2 + Ium
T+
m−1

f(t, x(t), Ium
T+
m−1

x(t)), (2.6)

où w0 et w1 sont des constants arbitraire. Maintenant, on cherche les constantes w0 et w1 .

En appliquant Dum−1

T+
m−1

au deux cotés de (2.6), on trouve

Dum−1x(t) = w1Γ(um) + I1f(t, x(t), Ium
T+
m−1

x(t)).
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À partir de la condition aux limites

Dum−1

T+
m−1

x(Tm−1) = −Dum−1

T+
m−1

x(Tm), on obtient

w1 = − 1

2Γ(um)

∫ Tm

Tm−1

f(s, x(s), Ium
T+
m−1

x(t))ds,

puisque I2−um(tum−1) = Γ(um)t et I2−um(tum−2) = Γ(um − 1), à partir de la condition aux

limites Dum−2

T+
m−1

x(Tm−1) = −Dum−2

T+
m−1

x(Tm), on obtient

w0 =
(Tm + Tm−1)

4Γ(um − 1)

∫ Tm

Tm−1

f(s, x(s), Ium
T+
m−1

x(t))ds

− 1

2Γ(um − 1)

∫ Tm

Tm−1

(Tm − s)f(s, x(s), Ium
T+
m−1

x(t))ds.

Ainsi

x(t) =

∫ Tm

Tm−1

Gm(t, s)f(s, x(s), Ium
T+
m−1

x(t))ds,

où Gm(t, s) est la fonction de Green définie par :

Gm(t, s) =



− tum−1

2Γ(um)
− (Tm−Tm−1−2s)tum−2

4Γ(um−1)
+ 1

Γ(um)
(t− s)um−1,

Tm−1 ≤ s ≤ t ≤ Tm,

− tum−1

2Γ(um)
− (Tm−Tm−1−2s)tum−2

4Γ(um−1)
,

Tm−1 ≤ t ≤ s ≤ Tm,

où m = 1, 2, ..., n.

Hypothèse

Pour établir l’existence et l’unicité de la solution du probléme (2.4), on considère l’hypothèse

suivante :

(H2) Soit tδf ∈ C(J × R× R,R) et il existe des constantes K,L > 0 tel que

tδ|f(t, x1, y1)− f(t, x2, y2)| ≤ K|x1 − x2|+ L|y1 − y2|,

pour tout x1, x2, y1, y2 ∈ R, t ∈ J et δ = 2− u.

32



2.1.2 Existence et unicité de solutions

Unicité de solutions

En se basant sur le principe de contraction de Banach, l’unicité de la solution du problème

(2.4) sera prouvée.

Théorème 2.1. Supposons que les deux conditions (H1) et (H2) sont vérifiées et si

(K(T 1−2δ
m − T 1−2δ

m−1 )

(1− 2δ)Γ(um)
+
L(Tm − Tm−1)um

Γ(um + 1)

)[
T δm(Tm − Tm−1)um−1 +

Tm
2

+
∣∣∣(Tm − Tm−1)(um − 1)

4

∣∣∣

+
∣∣∣(um − 1)

2

∣∣∣((1− 2δ)(T 2−2δ
m − T 2−2δ

m−1 )

(2− 2δ)(T 1−2δ
m − T 1−2δ

m−1 )

)]
< 1. (2.7)

Alors le problème (2.4) a une solution unique dans Cδ(Jm, IR).

Preuve : On va essayer de transformer le problème (2.4) en un problème de point fixe.

Pour cela, on considère l’opérateur : S : Cδ([Tm−1, Tm])→ Cδ([Tm−1, Tm]) défini par

Sx(t) =
1

Γ(um)

∫ t

Tm−1

(t− s)um−1f(s, x(s), Ium
T+
m−1

x(t))ds− tum−1

2Γ(um)

∫ Tm

Tm−1

f(s, x(s), Ium
T+
m−1

x(t))ds.

− tum−2

4Γ(um − 1)

∫ Tm

Tm−1

(Tm − Tm−1 − 2s)f(s, x(s), Ium
T+
m−1

x(t))ds.

Il est clair que les points fixes de l’opérateur S sont les solutions du problème (2.4). L’opé-

rateur S est bien défini. En effet, si x ∈ Cδ([Tm−1, Tm]) alors Sx ∈ Cδ([Tm−1, Tm]).

Pour démontrer que S admet un point fixe, il suffit de démontrer que S est un opérateur

contractant.

33



Soient x, y ∈ Cδ([Tm−1, Tm]) et t ∈ [Tm−1, Tm], on a alors :

tδ|(Sx)(t)− (Sy)(t)|

≤ tδ

Γ(um)

∫ t
Tm−1

(t− s)um−1
∣∣∣f(s, x(s), Ium

T+
m−1

x(s))− f(s, y(s), Ium
T+
m−1

y(s))
∣∣∣ds

+ t
2Γ(um)

∫ Tm
Tm−1

∣∣∣f(s, x(s), Ium
T+
m−1

x(s))− f(s, y(s), Ium
T+
m−1

y(s))
∣∣∣ds

+ 1
4Γ(um−1)

∫ Tm
Tm−1
| − Tm + Tm−1 + 2s|

∣∣∣f(s, x(s), Ium
T+
m−1

x(s))− f(s, y(s), Ium
T+
m−1

y(s))
∣∣∣ds

≤ K
[

tδ

Γ(um)

∫ t
Tm−1

s−δ(t− s)um−1|x(s)− y(s)|ds+ t
2Γ(um)

∫ Tm
Tm−1

s−δ|x(s)− y(s)|ds

+ 1
4Γ(um−1)

∫ Tm
Tm−1

s−δ
∣∣∣Tm − Tm−1 − 2s

∣∣∣|x(s)− y(s)|ds
]

+L
[

tδ

Γ(um)

∫ t
Tm−1

s−δ(t− s)um−1Ixm
T+
m−1

(|x(s)− y(s)|)ds+ t
2Γ(um)

∫ Tm
Tm−1

s−δIxm
T+
m−1

(|x(s)− y(s)|)ds

+ 1
4Γ(um−1)

∫ Tm
Tm−1

s−δ
∣∣∣Tm − Tm−1 − 2s

∣∣∣Ixm
T+
m−1

(|x(s)− y(s)|)ds
]

par la définition de ‖.‖δ, on obtient

‖(Sx)(t)− (Sy)(t)‖δ

≤ K
[

tδ

Γ(um)

∫ t
Tm−1

s−2δ(t− s)um−1|x(s)− y(s)|ds+ t
2Γ(um)

∫ Tm
Tm−1

s−2δ|x(s)− y(s)|ds

+ 1
4Γ(um−1)

∫ Tm
Tm−1

s−2δ
∣∣∣Tm − Tm−1 − 2s

∣∣∣|x(s)− y(s)|ds
]

+L
[

tδ

Γ(um)

∫ t
Tm−1

s−2δ(t− s)um−1Ixm
T+
m−1

(|x(s)− y(s)|)ds+ t
2Γ(um)

∫ Tm
Tm−1

s−2δIxm
T+
m−1

(|x(s)− y(s)|)ds

+ 1
4Γ(um−1)

∫ Tm
Tm−1

s−2δ
∣∣∣Tm − Tm−1 − 2s

∣∣∣Ixm
T+
m−1

(|x(s)− y(s)|)ds
]

≤
(
T 1−2δ
m −T 1−2δ

m−1

(1−2δ)Γ(um)

)(
K + L(Tm−Tm−1)um

Γ(um+1)

)[
T δm(Tm − Tm−1)um−1 + Tm

2
+
∣∣∣ (Tm−Tm−1)(um−1)

4

∣∣∣
+
∣∣∣ (um−1)

2

∣∣∣( (1−2δ)(M2−2δ
m −T 2−2δ

m−1 )

(2−2δ)(T 1−2δ
m −T 1−2δ

m−1 )

)]
‖x− y‖δ.

D’après (2.7), S est un opérateur contractant, donc d’après le théorème du point fixe de Banach,

nous pouvons conclure que S possède un point fixe unique, qui est en réalité une solution unique
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au problème (2.4).

D’où la démonstration du Théorème 2.1.

Existence de solution :

Le théorème suivant établit l’existence d’une solution au moins du problème (2.4), la preuve

du ce théorème est basé sur le théorème du point fixe de Schauder.

Théorème 2.2. Supposons que lemme(2.3) est vérifiée et s’il existe une constante N > 0 tel

que

tδ|f(t, x, Ium
T+
m−1

x(t))| ≤ N, ∀t ∈ Jm,

avec δ = 2− u. Alors, le problème (2.4) admet au moins une solution dans Cδ([Tm−1, Tm]).

Preuve Transformons le problème (2.4) en un problème de point fixe. Considérons l’opéra-

teur S : Cδ([Tm−1, Tm])→ Cδ([Tm−1, Tm]), défini par

Sx(t) =
1

Γ(um)

∫ t

Tm−1

(t− s)um−1f(s, x(s), Ium
T+
m−1

x(t))ds− tum−1

2Γ(um)

∫ Tm

Tm−1

f(s, x(s), Ium
T+
m−1

x(t))ds

− tum−2

4Γ(um − 1)

∫ Tm

Tm−1

(Tm − Tm−1 − 2s)f(s, x(s), Ium
T+
m−1

x(t))ds. (2.8)

On déduire, à partir des propriétés des intégrales fractionnaires et de la continuité de la fonction

tδf que l’opérateur S défini dans (2.8) est bien défini.

On considère l’ensemble

BRm = {x ∈ Cδ([Tm−1, Tm]), ‖x‖δ ≤ Rm}.
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où

Rm ≥
N(T 1−δ

m − T 1−δ
m−1)

(1− δ)Γ(um)

[
T δm(Tm − Tm−1)um−1 +

Tm
2

+
∣∣∣(Tm − Tm−1)(um − 1)

4

∣∣∣
+

∣∣∣(um − 1)(1− δ)(T 2−δ
m − Tm−1)2−δ

2(2− δ)(M1−δ
m − Tm−1)1−δ

∣∣∣],

Il est clair que BRm non vide , bornée, fermé et convexe.

Maintenant, on démontre que S vérifié les hypothèses du théorème du point fixe de Schauder.

La preuve sera donnée en trois étapes.

Étape 1 :

pour x ∈ BRm et t ∈ [Tm−1, Tm], on a

tδ|(Sx)(t)|

≤ Ntδ

Γ(um)

∫ t

Tm−1

s−δ(t− s)um−1ds+
Nt

2Γ(um)

∫ Tm

Tm−1

s−δds

+
N

4Γ(um − 1)

∫ Tm

Tm−1

∣∣∣Tm − Tm−1 − 2s
∣∣∣s−δds

≤
N(T 1−δ

m − T 1−δ
m−1)

(1− δ)Γ(um)

[
T δm(Tm − Tm−1)um−1 +

Tm
2

+
∣∣∣(Tm − Tm−1)(um − 1)

4

∣∣∣
+

∣∣∣(um − 1)(1− δ)(T 2−δ
m − Tm−1)2−δ

2(2− δ)(T 1−δ
m − Tm−1)1−δ

∣∣∣],

ce qui implique que

‖(Sx)‖δ ≤
N(T 1−δ

m −T 1−δ
m−1)

(1−δ)Γ(um)

[
T δm(Tm − Tm−1)um−1 + Tm

2
+
∣∣∣ (Tm−Tm−1)(um−1)

4

∣∣∣
+
∣∣∣ (um−1)(1−δ)(T 2−δ

m −Tm−1)2−δ

2(2−δ)(T 1−δ
m −Tm−1)1−δ

∣∣∣].
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Alors S(BRm) est uniformément borné.

Étape 2 : On montre que S(BRm) est relativement compact, ce qui signifie que S est

compact. clairement S(BRm) est uniformément borné car à l’étape 1.

Pour t1, t2 ∈ Jm, et x ∈ BRm , on a :

∣∣∣tδ1(Sx)(t1)− tδ2(Sx)(t2)
∣∣∣

=
∣∣∣ 1

Γ(um)

∫ t1
Tm−1

[
tδ1(t1 − s)um−1 − tδ2(t2 − s)um−1

]
f(s, x(s), Ium

T+
m−1

x(s))ds

− 1
Γ(um)

∫ t2
t1
tδ2(t2 − s)um−1f(s, x(s), Ium

T+
m−1

x(s))ds− (t1−t2)
2Γ(um−1)

∫ Tm
Tm−1

f(s, x(s), Ium
T+
m−1

x(s))ds
∣∣∣

≤ N
(∣∣∣ 1

Γ(um)

∫ t1
Tm−1

[
tδ1(t1 − s)um−1 − tδ2(t2 − s)um−1

]
ds

− 1
Γ(um)

∫ t2
t1
tδ2(t2 − s)um−1ds

∣∣∣+
∣∣∣ (t1−t2)

2Γ(um−1)

∫ Tm
Tm−1

ds
∣∣∣).

D’où
∣∣∣tδ1(Sx)(t1) − tδ2(Sx)(t2)

∣∣∣ → 0 quand |t1 − t2| → 0. Cela implique tδS(BRm) est équi-

continu .

Étape3 : Considérons l’ensemble

Λ = {x ∈ R \ x = αSx, 0 < α < 1},

et on montre que l’ensemble Λ est borné .

Pour tout t ∈ [Tm − 1, Tm], on a :

|x(t)| ≤ α
[

1
Γ(um)

∫ t

Tm−1

(t− s)um−1|f(s, x(s), Ium
T+
m−1

x(s))|ds+
tum−1

2Γ(um)

∫ Tm

Tm−1

|f(s, x(s), Ium
T+
m−1

x(s))|ds

+ tum−2

4Γ(um−1

∫ Tm

Tm−1

∣∣∣Tm − Tm−1 − 2s
∣∣∣ds].
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Alors

‖(Sx)‖δ ≤
N(T 1−δ

m −T 1−δ
m−1)

(1−δ)Γ(um)

[
T δm(Tm − Tm−1)um−1 + Tm

2
+
∣∣∣ (Tm−Tm−1)(um−1)

4

∣∣∣
+
∣∣∣ (um−1)(1−δ)(T 2−δ

m −Tm−1)2−δ

2(2−δ)(T 1−δ
m −Tm−1)1−δ

∣∣∣].

D’après le théorème du point fixe de Schauder, on démontre que l’opérateur S admet au moins

un point fixe, ce qui implique que le problème (2.4) admet au moins une solution.

Théorème 2.3. Si les conditions (H1), (H2), et (2.7) sont satisfaites. Alors, le problème (2.1)

admet une unique solution dans Cδ([0, T ]).

Preuve. Pour tout m ∈ {1, 2, . . . , n}, D’après le théorème (2.1), le problème des équations

différentielles fractionnaires de Riemann-Liouville d’ordre constant (2.4) possède une solution

unique x̃m ∈ Cδ([Tm−1, Tm]).

Pour tout m ∈ {1, 2, . . . , n}, nous définissons la fonction

xm =


0, t ∈ [0, Tm−1],

x̃m, t ∈ Jm.
(2.9)

Ainsi, la fonction xm ∈ Cδ([Tm−1, Tm]) résout l’équation d’intégrale (2.3) pour t ∈ Jm, ce qui

signifie que xm(0) = 0, xm(Tm) = x̃m(Tm) = 0.
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Alors la fonction

x(t) =



x1(t), t ∈ J1,

x2(t) =


0, t ∈ J1,

x̃2, t ∈ J2,

.

.

.

.

xn(t) =


0, t ∈ [0, Tn−1],

x̃n, t ∈ Jn,

est une solution de l’équation différentielle fractionnelle de Riemann-Liouville d’ordre va-

riable (2.1) dans Cδ([0, T ]).
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Chapitre 3

Stabilité des équations différentielles

d’ordre fractionnaire

Ce chapitre est consacrée à l’étude de stabilité au sens d’Ulam-Hyers et Ulam-Hyers-Rassias

de l’équation différentielle fractionnaire (2.1).

3.1 Stabilité d’Ulam-Hyers

Théorème 3.1. Supposons que les deux conditions (H1) et (H2) sont satisfaites, alors le pro-

blème (2.1) est stable au sens d’Ulam- Hyers.

Démonstration 3.1. Soient ε > 0 et z ∈ C(J, IR) une fonction vérifiant :

| Du(t)

0+ z(t)− f(t, z(t), I
u(t)

0+ z(t)) |≤ ε, t ∈ J

et aussi x ∈ C(J, IR) l’unique solution du problème (2.1)

En utilisant le lemme (2.3), on obtient :
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x̃m(t) =

∫ tm

Tm−1

Gm(t, s)f(s, x̃m(s), Ium
T+
m−1

x̃m(s))ds

En effet,

| z(t)− x(t) |=| z(t)− xm(t) |=| zm(t)− x̃m(t) |

=| zm(t)−
∫ tm
Tm−1

Gm(t, s)f(s, x̃m(s), Ium
T+
m−1

x̃m(s))ds |

≤| zm(t)−
∫ tm
Tm−1

Gm(t, s)f(s, zm(s), Ium
T+
m−1

zm(s))ds |

+ |
∫ tm
Tm−1

Gm(t, s)f(s, zm(s), Ium
T+
m−1

zm(s))ds−
∫ tm
Tm−1

Gm(t, s)f(s, x̃m(s), Ium
T+
m−1

x̃m(s))ds |

≤ ε(Tm−Tm−1)um

Γ(um+1)

[
(t−Tm−1)um−1(t1−δ−Tm−1

1−δ)
(1−δ)Γ(um)

+ tum−1(T 1−δ
m −Tm−1

1−δ)
2(1−δ)Γ(um)

+ tum−2

4Γ(um−1)

((
Tm − Tm−1

)(
T 1−δ
m −Tm−1

1−δ

1−δ

)

−
(
T 2−δ
m −Tm−1

2−δ

2−δ

))](
K + L(Tm−Tm−1)um

Γ(um+1)

)
‖zm − x̃m‖Em)

≤ ε(Tm−Tm−1)um

Γ(um+1)
µ‖z − x‖J .

Alors pour chaque t ∈ Jm

| z(t)− x(t) |≤ ‖z − x‖ ≤ ε(Tm−Tm−1)um

(1−Γ)Γ(um+1)
:= Cfε.

Donc le problème (2.1) est Ulam-Hyers stable .
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Exemple 3.1.

Considérons le problème aux limites suivant :

Dut
0+x(t) = 1

15(t+1)1/4 exp(t)(1+|x(t)|+|Iu(t)
0+

x(t)|)
,

Dum−2
0+ x(0) = −Dum−2

0+ x(2), Dum−1
0+ x(0) = −Dum−1

0+ x(2).

(3.1)

Posons

f(t, x, z) =
1

15(t+ 1)1/4 exp(t)(1 + |x|+ |z|)
, (t, x, z) ∈ [0, 2].

Il est clair que la fonction f et continue sur IR ∗ IR et

u(t) =


3/2, t ∈ J1 = [0, 1],

6/5, t ∈ J2 =]1, 2].

(3.2)

Par (3.2), le problème (3.1) est divisée en deux expressions comme suit :

D
3/2

0+ x(t) = 1

15(t+1)1/4 exp(t)(1+|x(t)|+|I3/2
0+

x(t)|)

D
−1/4

0+ x(0) = −D−1/4

0+ x(1), D
1/2

0+ x(0) = −D1/2

0+ x(1).

(3.3)

et 

D
6/5

1+ x(t) = 1

15(t+1)1/4 exp(t)(1+|x(t)|+|I6/5
0+

x(t)|)

D
−4/5

2+ x(1) = −D−4/5

2+ x(2), D
1/5

1+ x(1) = −D1/5

1+ x(2).

(3.4)
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Pour tout u, v, ū, v̄ ∈ IR et t ∈ [0, 2],

on a : tδ|f(t, u, v)− f(t, ū, v̄)| = t(1/4)

15(t+ 1)1/4 exp(t)

∣∣∣∣∣(|ū| − |u|) + (|v̄| − |v|)
1 + |x(t)|+ |Iu(t)

0+ x(t))

∣∣∣∣∣
≤ 1

15 exp(t)

∣∣∣∣∣(|ū| − |u|) + (|v̄| − |v|)
1 + |x(t)|+ |Iu(t)

0+ x(t)|)

∣∣∣∣∣ ,
d’autre par, pour t ∈ [0.3] on a :

1

15 exp(t)
≤ 1

15 exp(0)
,

finalement :

|f(t, u, v)− f(t, ū, v̄)| ≤ 1

15
[|u− ū|+ |v − v̄|],

comme K = L =
1

15
, alors (H2) est satisfaite.

De plus, pour m = 1, on a :

( 1

15
(T 1−2δ

1 − T 1−2δ
0 )

(1− 2δ)Γ(3/2)
+

1

15
(T1 − T0)3/2

Γ(3/2 + 1)

)[
T δ1 (T1 − T0)3/2−1 +

T1

2
+
∣∣∣(T1 − T0)(3/2− 1)

4

∣∣∣

+
∣∣∣(3/2− 1)

2

∣∣∣((1− 2δ)(T 2−2δ
1 − T 2−2δ

0 )

(2− 2δ)(T 1−2δ
1 − T 1−2δ

0 )

)]
< 1. (3.5)

Pour m = 2, on a :

( 1
15

(T 1−2δ
2 − T 1−2δ

1 )

(1− 2δ)Γ(6/5)
+

1
15

(T2 − T1)6/5

Γ(6/5 + 1)

)[
T δ2 (T2 − T1)6/5−1 +

T2

2
+
∣∣∣(T2 − T1)(6/5− 1)

4

∣∣∣
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+
∣∣∣(6/5− 1)

2

∣∣∣((1− 2δ)(T 2−2δ
2 − T 2−2δ

1 )

(2− 2δ)(T 1−2δ
2 − T 1−2δ

1 )

)]
< 1. (3.6)

Alors la condition (2.7) est satisfaite pour m = 2.

D’après le théorème (2.1), le problème (3.1) a une unique solution , et sa solution est stable au

sens d’ Ulam-Hyers.

3.2 Stabilité d’Ulam-Hyers-Rassias

Théorème 3.2. Supposons que les hypothèses (H1)-(H2) soient vérifiées et

(H3) la fonction κ ∈ C(J,R+) est croissante et il existe λκ > 0 tel que

Ium
Tm−1

+κ(t) ≤ λκ κ(t), for t ∈ Jm, m = 1, 2, . . . , n.

Alors, le problème (2.1) est Ulam-Hyers-Rassias stable par rapport à κ.

Preuve :

Soit z ∈ Em est une solution de l’inégalité (1.4) et x̃m ∈ Em est une solution de problème (2.4).

En utilisant le lemme (2.3), on a :

x̃m(t) =
1

Γ(um)

∫ t

Tm−1

(t− s)um−1f(s, x̃(s), Ium
T+
m−1

x̃(s))ds− tum−1

2Γ(um)

∫ Tm

Tm−1

f(s, x̃(s), Ium
T+
m−1

x̃(s))ds

(3.7)

− tum−2

4Γ(um − 1)

∫ Tm

Tm−1

(Tm − Tm−1 − 2s)f(s, x̃(s), Ium
T+
m−1

x̃(s))ds.

Par intégration de (1.4) et à partir de (H2), On obtient
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|z(t)− x(t)| = |z(t)− xm(t)| = |zm(t)− x̃m(t)|

≤
∣∣∣∣zm(t)− 1

Γ(um)

∫ t

Tm−1

(t− s)um−1f(s, zm(s), Ium
T+
m−1

zm(s))ds (3.8)

+
tum−1

2Γ(um)

∫ Tm

Tm−1

f(s, zm(s), Ium
T+
m−1

zm(s))ds

+
tum−2

4Γ(um − 1)

∫ Tm

Tm−1

(Tm − Tm−1 − 2s)f(s, zm(s), Ium
T+
m−1

zm(s))ds

∣∣∣∣
+

1

Γ(um)

∫ t

Tm−1

(t− s)um−1

∣∣∣∣f(s, zm(s), Ium
T+
m−1

zm(s))− f(s, x̃m(s), Ium
T+
m−1

x̃m(s))

∣∣∣∣ds
+

tum−1

2Γ(um)

∫ Tm

Tm−1

∣∣∣∣f(s, zm(s), Ium
T+
m−1

zm(s))− f(s, x̃m(s), Ium
T+
m−1

x̃m(s))

∣∣∣∣ds
+

tum−2

4Γ(wm − 1)

∫ Tm

Tm−1

(Tm − Tm−1 − 2s)

∣∣∣∣f(s, zm(s), Ium
T+
m−1

zm(s))− f(s, x̃m(s), Ium
T+
m−1

x̃m(s))

∣∣∣∣ds
≤ λκ ε κ(t) +

1

Γ(um)

∫ t

Tm−1

s−δ(t− s)um−1(K|zm(s)− x̃m(s)|+ LIu`
T+
`−1

|zm(s)− x̃m(s)|)ds

+
tum−1

2Γ(um)

∫ Tm

Tm−1

s−δ(K|zm(s)− x̃m(s)|+ LIu`
T+
`−1

|zm(s)− x̃m(s)|)ds

+
tum−2

4Γ(um − 1)

∫ Tm

Tm−1

(Tm − Tm−1 − 2s)s−δ(K|zm(s)− x̃m(s)|+ LIu`
T+
`−1

|zm(s)− x̃m(s)|)ds

≤ λκ ε κ(t) +
[(t− Tm−1)um−1(t1−δ − Tm−1

1−δ)

(1− δ)Γ(um)
+
tum−1(T 1−δ

m − Tm−1
1−δ)

2(1− δ)Γ(um)

+
tum−2

4Γ(um − 1)

((
Tm − Tm−1

)(T 1−δ
m − Tm−1

1−δ

1− δ

)
−

(T 2−δ
m − Tm−1

2−δ

2− δ

))](
K +

L(Tm − Tm−1)um

Γ(um + 1)

)
‖zm − x̃m‖Em)

≤ λκ ε κ(t) + µ‖z − x‖J .

Donc

‖z − x‖J
(

1− µ
)
≤ λκε κ(t)

Alors, pour chaque t ∈ Jm

|z(t)− x(t)| ≤ λκ
1− µ

εκ(t).

Alors, Le problème (2.1) est Ulam-Hyers-Rassias stable par rapport à κ.
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Exemple 3.2. Considérons le problème aux limites suivant :


D
u(t)

0+ x(t) = sin x(t) + 2 cos(t)sin(Ium0+ x(t)), t ∈ J,

D
u(t)−2

0+ x(0) = −Du(t)−2

0+ x(2), D
u(t)−1

0+ x(0) = −Du(t)−2

0+ x(2), .

(3.9)

Soit

f(t, x, z) = sinx+ 2 cos(t)sin(z), (t, x, z) ∈ [0, 2]× R× R.

et

u(t) =


5
4
, t ∈ J1 := [0, 1],

7
4
, t ∈ J2 :=]1, 2].

(3.10)

par (3.10), le problème (3.9) est divisée en deux expressions comme suit :
D

5
4

0+x(t) = sin x(t) + 2 cos(t)sin(I
5
4

0+x(t)), t ∈ J1,

D
− 3

4

0+ x(0) = −D−
3
4

0+ x(1), D
1
4

0+x(0) = −D
1
4

0+x(1),

(3.11)

et 
D

7
4

1+x(t) = sin x(t) + 2 cos(t)sin(I
7
4

1+x(t)), t ∈ J2,

D
− 1

4

1+ x(1) = −D−
1
4

1+ x(2), D
3
4

1+x(1) = −D
3
4

1+x(2).

(3.12)

Pour m = 1, on a :

tδ
∣∣∣f(t, x)

∣∣∣ ≤ t
3
4

∣∣∣ sinx(t) + 2 cos(t)sin(I
5
4

0+x(t))
∣∣∣ ≤ 3 = N.

Soit κ(t) = t
1
2 . Ensuite, nous obtenons

Iu10+κ(t) = 1
Γ( 5

4
)

∫ t
0
(t− s) 1

4 s
1
2ds

≤ 1
Γ( 5

4
)

∫ t
0
(t− s) 1

4ds

≤ 4
5Γ( 5

4
)
κ(t) := λκ(t)κ(t),

où λκ = 4
5Γ( 5

4
)
. Alors, la condition (H3) est satisfaite.
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D’après le Théorème 2.1, le problème (3.11) admet une solution unique x̃1 ∈ E1 .

pour m = 2. On a :

tδ
∣∣∣f(t, x)

∣∣∣ ≤ t
1
4

∣∣∣ sinx(t) + 2 cos(t)sin(I
7
4

0+x(t))
∣∣∣ ≤ 3(2)

1
4 = N.

Soit κ(t) = t
1
2 . Ensuite, nous obtenons

Iu21+κ(t) = 1
Γ( 7

4
)

∫ t
1
(t− s) 3

4 s
1
2ds

≤
√

2
Γ( 7

4
)

∫ t
1
(t− s) 3

4ds

≤ 4
√

2
7Γ( 7

4
)
κ(t) := λκ(t)κ(t),

où λκ = 4
√

2
7Γ( 7

4
)
. ainsi, la condition (H3) est satisfaite.

D’après le Théorème 2.1, le problème (3.12) admet une solution unique x̃2 ∈ E2 .

Par Théorème 2.3, le problème (3.9) possède une solution

x(t) =


x̃1(t), t ∈ J1,

x2(t), t ∈ J2,

où

x2(t) =


0, t ∈ J1,

x̃2(t), t ∈ J2,

et par Théorème (3.2), le problème (3.9) est stable au sens Ulam-Hyers-Rassias.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a appliqué les théorèmes de point fixe pour étudiée un problème aux

limites au sens de Riemann-Liouville dans un espace de Banach et en particulier pour démon-

trer l’existence et l’unicité des solution du problème fractionnaire posé.

En effet, on a d’abord transformé l’ordre fractionnaire d’une variable en un ordre constante

en utilisant la fonction constante par morceaux, puis on a établit les hypothesès assurant l’exis-

tence et l’unicité de solutions et on a étudié la stabilité au sens d’Ulam-Hyers et Ulam-Hyers-

Rassias.
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