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Introduction

En 1695, Leibniz dans une lettre a I’Hospital, voulut engager une réflexion sur une possible
théorie de la dérivation non-entiére d’une fonction. Dans sa réponse, I’'Hospital s’est interrogé
sur la signification qu'on pourrait donner a la dérivée d’ordre 1/2. En effet, 1/2 est a égale
distance de 'ordre 0 qui est censé désigner la continuité et 'ordre 1 censé désigner la dériva-
bilité classique. La réponse de Leibniz contenait a peu prés cette phrase :"cela conduirait & un

paradoxe & partir duquel, un jour, on pourra tirer des conséquences utiles".

Depuis cette époque, la dérivation d’ordre non-entier a attiré ’attention de nombreux mathé-
maticiens célebres, tels Euler (1730), Laplace (1812), Fourier (1822), Abel (1823-1826), Liouville
(1832-1873), Riemann (1847), et Laurent (1884). C’est seulement lors de ces derniéres décen-
nies que cette théorie commence a toucher un nombre important de domaines mathématiques
et autres grace a une exposion des activités de recherche sur I'application du calcul fraction-
naire touchant la physique, la mécanique, la diffusion fractale, la biologie, I'électrotechnique.
I’électrrochimie,...

La théorie du calcul fractionnaire est presque aussi vieille que le calcul lui-méme. Mais

aujourd’hui, un certain nombre de manuels ont été publiés sur ce domaine et ses applications,



on cite par exemple le livre de S. G. Samko, et al [4], qui considéré comme une encyclopédie de
la dérivation et de l'intégration d’ordre fractionnaire. On peut citer également les travaux de
K. Diethelm [2], A. A. Kilbas et al. [5] et K. B. Oldham et al. [7].

D’autre part, le concept de la stabilité d’une équation fonctionnelle apparait lorsqu’on rem-
place cette équation par une inégalité qui agit comme une perturbation de 1’équation. Ainsi,
la question de la stabilité des équations fonctionnelles est de savoir comment les solutions de
I'inégalité différentes de celles de 1’équation fonctionnelle donnée 7. Une attention considérable
a été accordée a 'étude de la stabilité d’Ulam-Hyers et d’Ulam-Hyers-Rassias de toute sorte
d’équation fonctionnelles, pour plus de détails sur ces informations voir les références [4,5,6,7].

Le travail présenté dans ce mémoire s’inscrit en général dans ce contexte particulier. Il porte
fondamentalement sur la stabilité au sens d’Ulam-Hyers et Ulam-Hyers-Rassias d'une équation
différentielle fractionnaire sous certaines conditions. Afin de vérifier la validité des méthodes
étudiées, nous présentons quelques exemples illustratifs.

Notre travail est réparti en trois chapitres. Le premier chapitre est consacré a la présen-
tation de quelques définitions de base du calcul fractionnaire.

Le deuxiéme chapitre sera consacré a l'étude de l’existence et 'unicité de la solution de

I’équation différentielle fractionnaire suivante :

(

DO (t) = f(t,x(t), ["Dx(t)),t € [0,T),

D*0=25(0) = — DO =25(T), (1)

D*O12(0) = —D O~ 15(T).
ou D*, I'* désignent la dériveé et 'intégrale fractionnaire d’ordre u au sens de Riemann-Liouville

et f:J xR x IR — IR une fonction continue.

Le dernier chapitre est consacré a I’étude de la stabilité au sens d’Ulam-Hyers et Ulam-Hyers-



Rassias d’un probléme aux limites pour une équation différentielle fractionnaire sous certaines
conditions. Nous présentons également quelques exemples illustratifs pour vérifier la validité du
schéma de la stabilité étudie.

Enfin, ce mémoire est cloturé par une conclusion.



Chapitre 1

Notions de calcul fractionnaire

Ce chapitre rassemblent les définitions et les propriétés essentielles correspondantes a la
notion de I'intégration et la dérivation fractionnaire et quelques théorémes classiques de point

fixe. La derniére section est consacrée a la présentations de quelques types de stabilité.

1.1 Analyse fonctionnelle

Définition 1.1. (Espace véctoriel normé)[l/] : Une application || . || : E — IR, est une

norme st elle vérifie les conditions suivantes :

(

|z ||=0< =0,V € E.

I Az ||=| A2 |,VA € R,z € E.

Tz +ylisliz |+ 1y, vey € E.

Le couple (E, ||.]|) est alors appelé un espace vectoriel normé.
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Définition 1.2. (Espace fonctionnel)[10] : Soit J :=[0,T],T > 0. Notons C(J, IR) l’espace
de Banach des fonctions continues définies de J dans IR, muni de la norme

| ¥ llo=sup {|| y(t) ||: t € J}, ou || . || est une norme sur IR.

Définition 1.3. (Ensemble convexe)[3] : Soit E un espace vectoriel sur un corp K (IR ou C)

et K C E, on dit que K est conveze si :

V(z,y) € K*,VA €[0,1], \z + (1 - ANy € K.

Définition 1.4. (Ensemble compact)[3] : Soit E un espace vectoriel normé et K C E, on
dit que K est compact si toute suite d’élément de K admet une sous-suite convergente vers un

point dans K.

Définition 1.5. ([10]) : Soit E un espace topologique, et K un sous espace de E, on dit que

K est relativement compact si K est compact.

Définition 1.6. (Ensemble uniformement borné)[1/] : Soit K un ensemble relativement
compact, C (K , IR) est l’espace des fonctions continues de K dans IR.

Soit M C K, on dit que M est uniformément borné si : 3¢ > 0,Vx € M, |z(t)| < ¢,Vt € K.

Définition 1.7. (Opérateur contractant)[1/] : Soit S un opérateur d’un espace normé E
dans lui-méme . On dit que U est un opérateur contractant (ou simplement une contraction)

s’il existe une constante k,0 < k < 1 telle que pour tout x ety de E, on a :

I'S(x) =S) lle<kllz—yls.

Définition 1.8. (/17]) Soit K € C(Q). K est dit équicontinue st

Ve >0,30(e) >0:Va,y € Q, |z —y| <d(e) on a |f(x)— f(y)| <e, pour tout f de K.

11



Théoréme 1.1. (Arzéla-Ascolif13])

K C C(9Q) est relativement compact si et seulement si
1. K est bornée.

2. K est équicontinue.

1.2 Fonctions spéciales

1.2.1 Fonction Gamma d’Euler

Pour généraliser la factorielle d’un entier naturel a la factorielle d’'un nombre non-entier,
le mathématicien suisse Leonhard Euler introduit la fonction Gamma en 1729. Cette fonction
a été étudiée par plusieurs mathématicien comme Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Christof
Gudermann (1798-1852) et Joseph Liouveille (1809-1882). La fonction Gamma apparait dans
plusieurs domaines comme la théorie des nombres, les séries hyper-géométriques et 'intégration

définie. Voir [2] et [31] pour plus amples détails sur la fonction Gamma.

Définition 1.9. (/17]) La fonction Gamma est généralement définie par 'intégrale suivant :
+00
[(x) = / t* L exp(—t)dt, Vo €]0, +ool.
0

Théoréme 1.2. Pour tout réel x > 0, la fonction Gamma est bien définie.

12



Démonstration 1.1. On peut écrire la fonction Gamma comme suit :
F(SC) = [1 + [2,

ou
1
_71:/ t" L exp(—t)dt
0
et

+oo
I, = / t* L exp(—t)dt.
1

Puisque la fonction exp(—t) est décroissante sur [0.1], on a

1 1
1

/ t" Lexp(—t)dt < / t"ldt = =,z €]0. + oal.
0 0 x

Donc I; est converge pour réel x > 0. D’autre part, on a

tx—l

—1 t
1 <t=t"lexp(—t) < exp(7) =t < exp(§) = < 1.

exp(§)

Donc

+0o0 +00 —t -1
/ t" L exp(—t)dt < / exp(—)dt = 2exp(—).
1 1 2 2

Par conséquence I est convergé pour x > 0. D’ou , la fonction Gamma est convergente pour

tout x €]0, +-00.

Proposition 1.1. 1. Relation fonctionnelle : une propriété importante de la fonction Gamma

est la relation de récurrence suivante, pour tout nombre réelle, strictement positive x on

I(z+1) =al(z).

13



2. Lien avec la fonction factorielle : la fonction Gamma prolonge(généralise) la notion de la
factorielle car on a :
['(n+1) =n!,Vn € IN.

~ (2n)!

1

3. Vn € IN,T'(n+ VT et pour n =0 on obtient ['(3) = /.
4. La fonction Gamma est continue sur |0, +o0].

5. La fonction Gamma est strictement convexe sur |0, +00|.

6. La fonction Gamma est de class C* sur |0, +oo[ et on a
400
Va €]0, +oof, T® (z) = / (Int)* "~ exp(—t)dt.
0

7. Jxo €]1.2] ou la fonction Gamma est strictement décroissante sur |0, xq] et strictement

croissante sur [zg, +00|.

Démonstration 1.2. 1. Par une intégration par partie, on obtient

MNz+1) = /+°° t* exp(—t)dt
= [ —t* exp(—t)]

= ol (x).

t=4o00

t=0

+oo
+ a:/ t" L exp(—t)dt
0

2. De I'(x + 1) = al'(z) et puisque I'(1) = fOJrOO exp(—t)dt =1, on déduit,

r2) = 1L0(1) =1L
r3) = 2I(2) =211 =2l
I'(4) = 3I(3) =32 =3

Alors, par récurrence on obtient

I'(n+1)=nI(n)=nl

14



3. Ona:VYnelN
F'n+i) = (n-3Hr(n-12)

(2n)(2n—1)...3x2
27 (2n)(2n—2)...3x2

(2n)!
22np)

Donc, pour n = 0. On trouve

1

IG) = v

Pour la démonstration d’autres points voir [11].

1.2.2 Fonction Béta d’Euler

Définition 1.10. (/9/) La fonction Béta est donnée par :
1
Blx,y) = / (1 — )" 14~ dt, Re(z) > 0, Re(y) > 0.
0
Propriétes de la fonction Béta :

1. La fonction Béta est symétrique c’est-a-dire que :

B(z,y) = B(y, ).

2. Elle peut prendre aussi la forme intégrale

+o00 txfl
Blx,y) = /0 mdt

Proposition 1.2. Les fonction Gamma et Béta sont relieés par la relation :

15



1.2.3 Fonction de Green

Soit b, q, f S O([CL?b]) Oflp S Cl([a’u b])u (CL < b)et(azaﬁz) < RQ tel que Vi = 1727 |Oé1|+|OéQ| 7é 0

et | 81| + 52| # 0. On considére les équations différentielles ordinaires :

(H) (py') +py =0

(NH) (py') +py=f

Ainsi que les conditions aux bords associées :

(

(CB)y, ) +aay/la) =0 (1.1)

Biy(b) + B2y’ (b) =0

\

(

(CB)., ay(a) + aey'(a) =T 12)

Bry(b) + By’ (b) =6

Définition 1.11. (/12]) On appelle fonction de Green associée au probléme homogéne (H) —

(CB)y, une fonction G : [a,b] X [a,b] € IR vérifiant les propriétés suivantes :

1. G est continue sur [a, b] X [a, b];

2. G est symétrique :G(z,y) = G(y,z),V(z,y) € [a, b]?;

38@

. 52 (w,y) est continue pour tout x # y;

4. g_g(y+,y) _ %_(;(y*’y) - @ pour tout y € [a,b];

5. La fonction partielle 2 — G(x,y) est solution de I’équation (H) pour tout = # y;

6. La fonction partielle z — G(z,y) vérifie les conditions (C'B);, pour tout y € [a, b].

16



Théoréme 1.3. (Ezistence et unicité de la fonction de Green) ([10])

Supposons que le probléme homogéne (H) — (CB), n’admet pas de solution non-triviale. Alors,
il eziste une(et une seule) fonction G ne dépendant pas de f, et dite fonction de Green, tel
que pour toute fonction f, la solution y du probléme non-homogéne (NH) — (CB),, s’écrit de

maniere unique sous la forme :

1.3 L’intégration et la dérivation

1.3.1 L’intégrale et la dérivée fractionnaires de Riemann-Liouville
d’ordre constant

Dans cette section, nous donnons quelque définition et résultats concernant le calcul intégrale

et dérivée fractionnaires de type Riemann-Liouville d’ordre constant.

Définition 1.12. ([1/]) On appelle intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de f

d’ordre u, et on la note I, la fonction définie par

7e) = g [ =0 ey

Remarque 1.1. On peut écrire I} sous la forme suivante

1

1) = /0 T (e — b,

17



Définition 1.13. (/7/]) On appelle dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de f

d’ordre u, et on la note DY la fonction définie par

Dif(x) = DrIIf(x)

Oun = [u] + 1 et [u] désigne la partie entiére de w.
Exemple 1.1. Soit f la fonction sur IR par
f(z) = exp(kz), k > 0.

On a

I" exp(kzr) = ﬁ O+OO t“ texp(k(z —t))dt

xp(kx +00 q—
— erp((u))fo t*texp(—kt))dt.

Posons y = kt, alors dy = kdt.

Par suite
I exp(ke) = S L0 exp(-y) ¢
= SRED ([t exp(—y) dy)
= k“exp(kz),
et

D*_exp(kz) = D™I" " exp(kz)

dr p(n—u)
dzn T —00

exp(kx)
= Lk mexp(ka)

= k""k"exp(kx)

= k"exp(kx).

C’est d’ailleurs cette derniére relation, extension de l'intégralité suivante

D™ exp(kx) = k™ exp(kx),

18



avec n un entier naturel.

Exemple 1.2. Soit f la fonction définie sur IR par
flz)=(zx—a)", x> a.

Dans ce cas on a

If(2) = s [P — 0 f(dt

= ﬁ [H(x =)t — a)"dt.

Posons t = a+ (x — a)v., alors dt = (x — a)dv.
Par suite, il résulte que
Iif(x) = w5 fy (@ —a)* (1 =)z — a)v"(x — a)dv

z—a)?* rl u—1,u
S C ) F(u)) Jo (1 =) Lotdo

r—a)2u
= S Buu+ 1),

et comme

Alors, il résulte que

L) = ) Teurn
C’est-a-dire
I f(x) = m(ﬂf —a)

Proposition 1.3. Soient f une fonction intégrable et bornée, et u et u' deuxr nombres réels

strictement positifs. Alors on a

LI f(2)] = I8 f(2).

a a



Démonstration 1.3. Soient [ une fonction intégrable et bornée, et u et u' deux nombres réels

strictement positifs. Alors on a

LU @] = gl "t (@ —t)dt

I'(u) JO

T—a 4/ — Tt W
= twren Jo Ul [ (@ —t—w) T f(u)du
= i Jo f@du 7T @ = w = )t

Posons t = v(z — u)., alors dt = (x — u)dv.

Par suit, il résulte que

B @] = e [ F@du f (0l — w) (o — u— v — ) — u)do
= W [P (@ —w) ™ f(u)du fol v (1 — ) do

= rarn Jo (@ — )" f(u)du. B u)
— —F(uiu,) INCE w) = f (u)du
= 1 f ().

Proposition 1.4. Si la dérivée D} existe en un point xg, il en est de méme de D}, quel que

soit a’ < xg, et on a

1.
nu 1 « e
1070 @) = 197 @)+ s | @0 o
preuve :
1) = N / (z —t)" "L f(t)dt

- ( / o= ) () + / f(a: _gynunl f(t)dt)

’

= o | =TT @+ ﬁ / O

a

!

= ]é?‘u)f(x) + m /a (l’ . t)n_u_lf(t)dt.

20



D’apres 1, on a

Dif(x) = DI f(x)

’

DOV f(a) + DO / (x— )" F()dt

(n

/

= D%f(x)+ ﬁ/ (x — )" f(t)at.

19(1) = (x —a)’

a —ma(ﬁz())-

Un calcul itmmédiat donne

P01 = &5 [T -t dt

— iyl -0

(z—a)”
BL(8) ’

Comme
BL(B) =T (B +1).

Alors, il résulte que

19(1) = (x —a)?

a —ma(ﬁZO)-

wr—a)’  (z—a)

‘T(B+1) T(B—-—u+1)

On a

_ B _ n+B—u
WT=0)° o) - ) | — ) [n—p-w) _ (=)
“T(B+1) “ “ ¢ 'n+pf—u+1)

21



par suite

w(z—a)y

(x —a)b™

‘T(B+1)

Remarque 1.2.

r(g—u+1)

En général, pour tout fonctions u(t), v(t), nous remarquons que la propriété de semi-groupe

n’est pas vérifiée : i, e

P10 (1) £ 10O 11,

Exemple : Soient

t €10,1],

t €]1,2],

t €[0,1],

t €]1,2],

LR () =




On sait que les équations suivantes sont satisfaites .

1 1 (278t & 2 s 1
O @ gy L _/ (_ 58 ___>d
or Lot f(t)]i=2 72+3 1 24+6 4+3 1) 4
96
360
1 2_8)1—‘,-2—18 2(2_8)1+3—1S
JuOHO o /(——d /——d
o+ f( )’t—? o +2) 3 s+ ) F(1+3) 3 S,

(1
11 3 61
72 180 360

Par conséquent, on obtient

LT F ()= # IO f ()]

1.3.2 L’intégration et la dérivation fractionnaire de Riemann-Liouville
d’ordre variable

Définition 1.14. ([1/]) Soit —c0 < a < b < 400 et u(t) : [a,b] — (0,+00), intégrale

fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre variable u(t) de la fonction f(t) est définie par :

ww ey _ [T
I f(t)_/a Ry s >

Définition 1.15. (/1/]) Soit —o0o < a < b < +oo,n € IN, u(t) : [a,b] = (n — 1,n), la dérivée

fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre variable u(t) de la fonction f(t) est définie par :

D" f(t) = (%)nIZI”(t)f(t) — (%)n/at (trznsilut;)lf(s)ds,t > a. (1.3)
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1.3.2.1 Quelques proporiétés de ’intégrale et la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville d’ordre variable

Lemme 1.1. ([5]) Soit 0 < § <1, u:J — (1,2] une fonction continue, alors pour

y € Cs(J, IR) = {y(t) € C(J, IR),t‘Sy(t) € C(J,IR)/t € min | u(t) |},

)

lintégrale fractionnaire d’ordre variable [;ﬂ(rt existe pour tout point sur J.

Lemme 1.2. ([5]) Soit u: J — (1,2] une fonction continue ; alors

];‘f) € C(J, IR) pour tout y € C(J, IR).

1.3.2.2 Répartition

Définition 1.16. (/5]) Un intervalle généralisé est un sous-ensemble I de IR qui est soit un
intervalle (c’est-a-dire un ensemble de la forme :[ay, as], a1, as|, [a1, as], a1, as]), un point {a,},

ou ’ensemble vide ().

Définition 1.17. (/5]) Si I est un intervalle généralisé. Une partition de I est un ensemble fini
P d’intervalles généralisés contenus dans I, tels que pour tout x dans I se trouve exactement

dans l'un des intervalles généralisés E dans P.

Exemple : L’ensemble P = {{2},]2,5[,[5,6],{6},]6,9[} d’intervalles généralisés est une

partition de [2,9].

Définition 1.18. (/5]) Soit I un intervalle généralisé, soit g : I — IR une fonction, et soit P
une partition de 1. f est dite constante par morceaux par rapport a P si pour chaque E € P, f

est constante sur E.
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Exemple 1.3. La fonction f : [1,4] — IR définie par :

\

est constante par morceaux par rapport & la partition {[1,2),{2},(2,4),{4}} de [1,4].

1.4 Théorémes du point fixe

1.4.1 Théoréme du point fixe de Banach

Soit (X, d) un espace métrique complet. Une application F' : X — X est une contraction

avec la constante de Lipshitz k (k €]0,1[). Alors F' a un point fixe unique x € X.

1.4.2 Théoréme du point fixe de Schauder

Soit K un sous-ensemble non-vide, compact et convexe d'un espace de Banach

X et T : K — K une application continue. Alors T" admet au moins un point fixe.
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1.5 Types de stabilité

1.5.1 Stabilité au sens d’Ulam-Hyers

Définition 1.19. (/21]) L’équation (1) est stable au sens d’Ulam-Hyres s’il existe un nombre

réel Cy > 0 tel que pour tout € > 0 et pour chaque solution x € C*(J, IR) de l'inégalité :
| Dz(t) — f(t,z(t), ["z(t)) |< e, t € J,
il existe une solution y € C*(J, IR) de l'équation (1) vérifiant :
| 2(t) —y(t) |[< Cp it € J.

1.5.1.1 Stabilité au sens d’Ulam-Hyres généralisée

Définition 1.20. (/21]) L’équation (1) est stable au sens d’Ulam-Hyres généralisée, s’il existe
une fonction ¥y € C(IRy, IR.), ¥(0) = 0, tel que pour tout ¢ < 0 et pour chaque solution

x € CY(J, IR) de l'inégalité :
| D*x(t) — f(t,z(t), ["x(t)) |< e,t € J,
il existe une solution y € C*(J, IR) de l'équation (1) vérifiant :

| z(t) —y(t) < Pple), t € J.
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1.5.2 Stabilité au sens d’Ulam-Hyres-Rassias

Définition 1.21. ([19]) L’équation (1) est stable au sens d’Ulam-Hyres-Rassias par rapport
ap € C(J,IRy), s’il existe un nombre réel Cy > 0 , tel que pour tout € > 0 et pour chaque

solution x € C'(J, IR) de l'inégalité :

| DUa(t) — f(t, (1), ['z(t)) |< ep(t),t € J, (1.4)

il existe une solution y € C*(J, IR) de l’équation (1) vérifiant :

[ 2(t) = y(t) [< Crep(t), t € J.
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Chapitre 2

Etude de D’existence et 'unicité de la
solution d’une équation differentielle

fractionnaire

Introduction
Dans ce chapitre, on s’intéresse & 1’étude de 'existence et I'unicité des solutions pour un pro-

bléme fractionnaire au sens de Riemann-Liouville. On considére alors le probléme suivant :

( DO x(t) = f(t,z(t), ["Dx(t)),t € [0,T],

D*0=24(0) = — D*O=24(T), (2.1)

D*®=1g(0) = — DO 1x(T).

\

ou D, I* représentent la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre u et I'in-
tégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre u, f : J X IR X IR — IR est une
fonction donnée vérifiant certaines hypothéses qui seront précisées plus tard et C'(J,IR) est

'espace de Banach de toutes les fonctions continues de J dans IR muni de la norme ||.|| tel que
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] = sup{[l«(®)] : t € J}.

2.1 Existence de solutions

Supposons I’hypothése suivante :
(H]‘) Soient P = {JU = (T07T1]7<]1 = (T17T2]7<]2 = (TQaTS]v 7Jn = (Tann—Fl]} une parti_
tion de l'intervalle J (avec Ty = 0,7,11 = T) et soit u(t) : J — (1,2] est une fonction

constante par morceau par rapport a P définie comme suit :

(
Ug, sit € J(),
uy, siteJy,

n
u(t) =Y upnln(t) =
m=0

Up, St tE Jy,

\

oul < u, < 2sontdes constantes et I,,, est un indicateur de 'intervalle J,,,,m =1,...,n:
1, pourte J,,
[m(t) =

0, sinon.
Par conséquent, la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche d’ordre variable ()
pour z(t) € C(J,R), peut étre formuler comme une somme des dérivés fractionnaires de
Riemann-Liouville & gauche d’ordres constants u, € IR,k € {1,2,...,m} qui prend la forme :
1 d?

DY (t) = T /0 (t — ) "Og(s)ds

— _F(Q ju(t)) (Z d_2 / k (t — s)l—wcx(s)ds + % i (t _ S)l_umx(s)ds>. (2.2)

m—1
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Ainsi, ’équation différentielle fractionnelle de Riemann-Liouville d’ordre variable (2.1) peut

étre reformuler pour chaque t € J,,,, m =1,2,...,n dans la forme suivante :
1 d2 t
dt2 / (t — s)' " (s)ds + a ), 1(zf — 5)1’“mx(s)ds>
= [t z(), Iéﬁ”iv(t))- (2.3)

Soit la fonction z € C(J,,,R) telle que Z(t) = 0 sur [0, T,,_1], et qu’elle satisfasse 'equation

différentielle fractionnaire suivante :

Dyr a(t) = f(t,2(t), Iy (), ¢ € Jo.

1 m 1
Conformément a I’équation ci-dessus, pour chaque m = 1,2,...,n, nous avons le probléme
aux limites suivant :

Dre w(t) = f(ta(t), I x(t)), t € Jm,

m 1 T, (24)
D 2a(Ty) = =Dy 2a(Ty),  Din ™ a(Tno) = =Dyt a(Ty).
m 1 m 1 Tmfl Tm 1

2.1.1 Lemmes Auxiliaires
Dans la présente section, on présente quelques lemmes qui seront utilisés dans ce chapitre.

Lemme 2.1. Soient o > 0 et f une fonction définie sur [0,b], alors la solution générale de
Iéquation différentielle fractionnaire D* f(x) = 0 est donneé par :
f(x) = wot®™™ + wit* ™" 4 L+ w, ot 4w, 17

oww; € R,i=1,2,...n—1,n=[a]+ 1, avec [a] désigne la partie entiére de o .

Lemme 2.2. Soient a > 0 et f une fonction définie sur lintervalle [0,0], alors
I°Def(x) = f(x) + wot®™ + wit* "L+ ...+ wy_ot* 2 + w,_1t*71, on

w; € Ryi=1,2,....,n—1,n=[a]+ 1.
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proposition :

1. st <0, alors D*f =17°f.

2. soit B € [0,al], alors DPI*f = [*7Pf.

3. st A>—-1ANFa—1,a—2,....a—n, alors

aph _ T+
D7 = T(A—a+1)"

D =0,i=1,2,...,n.

4. .sta ¢ IN, alors : D1 = F(ll_a)t_o‘.

. st a € IN, alors D*1 = 0.

Lemme 2.3. [7, 5] Soient f € C(J, x R x R,R), et il exsiste un nombre § € (0,1) tel que
t°f € O(J, x R x R, R).

Si x est la solution de [’équation integrale

o = o /T;1(t—s)“m_lf(syi'f(s)af;g_lﬂf(t))ds—% Timlf(s,w(s),f;g_lw(t))ds
_ / L T — 25) f(s,2(s). T x(t))ds (2.5)
AT (g — 1) Jp, o T A ' '

Alors la fonction x € E,, est une solution de probleme (2.4).

Preuve : Soit = € F,, une solution de probléme (2.4). En appliquant I'opérateur [ ;3? aux

m—1

deux cotés de (2.4), on trouve :

x(t) = wit"" =t + wet"m = + I;,ff’;flf(t, z(t), L z(t)), (2.6)

m—1

ou wy et wy sont des constants arbitraire. Maintenant, on cherche les constantes wg et w; .

En appliquant D;‘ji_l au deux cotés de (2.6), on trouve

m—1

D' a(t) = wi L (up) + TN f(t, 2(t), e x(l)).

m—1
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A partir de la condition aux limites

D;’?ﬁ_lx(Tm,l) = —D;’I’lx(Tm), on obtient

m—1 m—1

1 T
= — [Um
wl QF(Um) Lm1 f(87 x(s>7 T'rj;—lx<t))d87

puisque 27U (tvm=1) = D(u,,)t et I*74m(t*m~2) = T(u,, — 1), a partir de la condition aux

limites D;ij(Tm,l) = —D;ij(Tm), on obtient
(Tm + Tmfl) T
wyg = —————= f(s,z(s), I% x(t))ds
AT (u — 1) Jp, ( Ty
1 Tm
© 1) /Tml(Tm —38)f(s,z(s), ITg_lx(t))ds.

Ainsi

Tm
o) = [ Gt f(s.0(5). 13wl
Tm71 m—1
ot G(t, s) est la fonction de Green définie par :

p
tumfl (Tm_Tm— —28)tum72 1 Um—1
T 20 (um) 4F(u1m—1) T Tum) (t—s) ’

Ty <s<t<Ty,

_gum—l (T —Tp—1—2s)t%m =2
2T (um ) AT (um —1) )

TmflgtSSSTmy

oum=1,2..n.
Hypothése
Pour établir 'existence et 'unicité de la solution du probléme (2.4), on considére I'hypothése

suivante :

(H2) Soit t°f € C(J x R x R, R) et il existe des constantes K, L > 0 tel que
t6|f<t,$1,y1) - f(tvx%y?)’ < K|331 - ;€2’ + L’yl - y2|7

pour tout x1, x93, Y1, o ER, t € Jet d =2 — u.
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2.1.2 Existence et unicité de solutions

Unicité de solutions

En se basant sur le principe de contraction de Banach, 'unicité de la solution du probléeme

(2.4) sera prouvée.

Théoréme 2.1. Supposons que les deux conditions (H1) et (H2) sont vérifiées et si

K(TL? —T07%) | L(Tpn — Tru1)™
( (1 = 28)T () T(uy, + 1)

Ty (T — To) (i — 1
) [T&(Tm = Tpa)" ‘ ( 41)(“ )

m— 1)) (1 =20) (T2 % —T2%
+‘(u )K( )( n_ T}la))] <l
Alors le probleme (2.4) a une solution unique dans Cs(J,,, IR).

Preuve : On va essayer de transformer le probléme (2.4) en un probléme de point fixe.

Pour cela, on considére Uopérateur : S : Cs([Ty—1, Tm)) — Cs([Trn—1,T)n]) défini par

Salt) = — / (t = 5L (s, 0(5), I o(t))ds — o / Fls,a(s), I a(t))ds.

F(um) Tmfl m—1 2F<um) Tmfl m—1

fum=2 Tm -
m/ (Tm - Tm—l - 25)f<37x(3)’ IT+ m(t))ds

Tm—l m—1
I1 est clair que les points fixes de 'opérateur S sont les solutions du probléme (2.4). L’opé-
rateur S est bien défini. En effet, si x € Cs5([T),,—1, T}]) alors Sz € Cs([Th—1, Tinl)-

Pour démontrer que S admet un point fixe, il suffit de démontrer que S est un opérateur

contractant.
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Soient x,y € Cs([Trn-1,Tm]) et t € [Tyn—1,T},], on a alors :

t°](Sz)(t) — (Sy)(t)]

fls.a(s), 12 w(s) = f(s,y(s), 1% yl(s))|ds

m 1

<

- F(Um)

fjf;m_1(t - S)Hm_l

ot T | P (). T3 a(9) = S5, 0(s), T (s))|as

m 1

ds

Faraiy i | = Tt T 28] (s 0(), 12 () = f(s,y(5), 132 w(s)

<Kl fr s (= ) als) = yls)lds + gt [ 5 la(s) — y(s)lds

Tm _
s Jr, 57| T = Tt = 25la(s) = y(s)lds]

LIt Jo 72— sy (o(s) = y(s)ds + sy S 570130 (Ja(s) — y(s))ds

m 1

s\ (la(s) = y(s))ds|

1 m -0
Ty oY) me_1 S )Tm —T—1— 25
par la définition de ||.||s, on obtient

1(S2)(#) = (Sy)(E)ls

s t - Um — Trn —
< K[t i 572 = 9 a(s) = y(s)lds + g S s Plals) — yl(s)lds

T _
+—4F(u}n_1) i o\ —T - 25‘]3:(3) — y(s)]ds}
g — Um — Tm m — Tm
L[ fh s = I (o) — y(s))ds + sty S 5P (Ja(s) — (o) s

I (Ja(s) = y(s)))ds]

m 1

1 m —20
RN ey Jro 572 ‘Tm — Ty —2s
1) (g —1)

1-25 __pl— 25
S (T Im > <K + —L(Tm( m-1) ) [T%(Tm - Tm—l)um_l + TTm + ’(Tm 4

(1—-20)(um) Um~+1)

(1—25)(M2 26 T2 25
((2—26)(T3n Ty )]”I Yl

(um—1)
2

+

D’aprés (2.7), S est un opérateur contractant, donc d’aprés le théoréme du point fixe de Banach,

nous pouvons conclure que S posséde un point fixe unique, qui est en réalité une solution unique
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au probléme (2.4).

D’ou la démonstration du Théoréme 2.1.

Existence de solution :

Le théoréme suivant établit 'existence d’une solution au moins du probléme (2.4), la preuve

du ce théoréme est basé sur le théoréme du point fixe de Schauder.

Théoréme 2.2. Supposons que lemme(2.3) est vérifiée et s’il existe une constante N > 0 tel
que

O1f(t,x, I x(t)] <N, V€ Jp,

m—1

avec 6 = 2 — u. Alors, le probleme (2.4) admet au moins une solution dans Cs([Ty—1,Tm])-

Preuve Transformons le probléme (2.4) en un probléme de point fixe. Considérons 1'opéra-

teur S : Cs([Tn-1,Tm]) = Cs([Trn-1, T)n)), défini par

t Um —1 T
Sa(t) = —F(im /T (t—S)Um—lf(s,x(s),]éfg_lx(t))ds—m /T Fls,als). 12 a(t)ds
tU‘m_Q T .
Tonesvd I REAREL SO ER AR O 23)

On déduire, a partir des propriétés des intégrales fractionnaires et de la continuité de la fonction

t° f que 'opérateur S défini dans (2.8) est bien défini.

On considére ’ensemble

Br,, ={z € Cs([Tn-1,Tnl), l[zlls < Rom}-
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ol

N(TL0 —T279) T | (T = Toet) (U — 1)
n > BN (T = Toa)" ™+ 2 ( e
L T Ty P DT 1

(U — 1)(1 = 0) (T2 — Tpp1)> 0

+ 202 = §) (M1 — Ty )10

|

Il est clair que Bg,, non vide , bornée, fermé et convexe.
Maintenant, on démontre que S vérifié les hypotheses du théoréme du point fixe de Schauder.

La preuve sera donnée en trois étapes.

Etape 1:

pour x € By, ett € [T,,_1,Ty], on a

t2[(Sz)(t)]
Nt /t 5 ) Nt [Tm
< st —8)" ™ ds + / s %ds
F(Um) Trn—1 ( ) QF(Um) Trn_1
N Tm s
+ m /Tml Tm — Tm_1 — 28‘8 ds
N(TAP =T 1 T | (T = Tt (s — 1)
< m m— T Tm . Tm, Um —1 -m ) m m m
= (1 — &) (uy,) [ i T 4
+ ‘ (um B 1)(1 B 5) (Tn%;é B Tm—1>276 H
22— 0)(T5% — Tpy) 0 1

ce qui implique que

N(Tyn°=TL7%)
I(Sz)lls < 55 :

1-0)T (wm)

[T%(Tm - 7—‘171—1)um_1 + TTm + )<Tm_Tm*1)(um_1)

|

(U —1)(1=8)(T7° ~Tp—1)>~"
2(2—8)(TL 0 —Tpp_1)1-9

+
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Alors S(Bg,,) est uniformément borné.
Etape 2 : On montre que S(Bpg, ) est relativement compact, ce qui signifie que S est
compact. clairement S(Bp,,) est uniformément borné car a I'étape 1.

Pour ty,t; € J,, et x € B, on a:

1(Sz)(t1) — t5(S7) (t2)

ri S [ = syt (e — 5| (s (), I ()

m 1

F(u )f ty(te = 5)"n " f (s, 2(s), I 137(5))(13 - 21221 ti1) Jrms s), Ix 133(8))(13
¢ . L
= N<‘F(um) T’I"*l [t{(tl —5) L tg(t2 —s) 1] ds

St o ds)).

1 t2 45 m—
T i ta(ta — s)'mtds

Dou |t9(Sz)(t)) — tg(Sx)(tg)‘ — 0 quand [t; — t5| — 0. Cela implique #°S(Bg,,) est équi-
continu .

Etape3 : Considérons 1'ensemble
A={zeR\z=0aSz,0 < a <1},

et on montre que ’ensemble A est borné .

Pour tout ¢t € [T,,, — 1,T},], on a :

ol <afrs [ (=9 n(e). 1 alslds + o [ s als). 1 als))as

20 (um) Jr,
Tm
tum—2
+4F(um71 /T
m—1

T — L1 — 25

ds|.
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Alors

N(T»A;&*Tylni_é ) 1) U — Ty, (Tm—Tm_ )(um—l)
I(S2)lls < Xt T T = Toa) ™ 4 T o By
+ (um_l)(1_6)(T7%;6_Tm71)275
2(276)(T7177.767Tm71)1_6 '

D’aprés le théoréeme du point fixe de Schauder, on démontre que 'opérateur S admet au moins

un point fixe, ce qui implique que le probléme (2.4) admet au moins une solution.

Théoréme 2.3. Si les conditions (H1), (H2), et (2.7) sont satisfaites. Alors, le probleme (2.1)

admet une unique solution dans Cs([0,T1).

Preuve. Pour tout m € {1,2,...,n}, D’aprés le théoréme (2.1), le probléme des équations
différentielles fractionnaires de Riemann-Liouville d’ordre constant (2.4) posséde une solution

unique T, € Cs([Trn—1, Thm])-

Pour tout m € {1,2,...,n}, nous définissons la fonction
0, te€|0,Thn1],
Ty = (2.9)
Tm, tE Jp.

Ainsi, la fonction z,, € Cs([Tn—1,Tm]) résout 'équation d’intégrale (2.3) pour ¢ € J,,, ce qui

signifie que z,,(0) = 0, (1) = Ty (Trn) = 0.
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Alors la fonction

.Z‘1<t), t e Jl,
0, teJ,
xo(t) =
5527 te J27
x(t) =
07 le [O7Tn—1]7
xn(t) =
fna te Jn7

\

est une solution de 1’équation différentielle fractionnelle de Riemann-Liouville d’ordre va-

riable (2.1) dans Cs([0, 7).
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Chapitre 3

Stabilité des équations différentielles

d’ordre fractionnaire

Ce chapitre est consacrée a I’étude de stabilité au sens d’Ulam-Hyers et Ulam-Hyers-Rassias

de I’équation différentielle fractionnaire (2.1).

3.1 Stabilité d’Ulam-Hyers

Théoréme 3.1. Supposons que les deuzx conditions (H1) et (H2) sont satisfaites, alors le pro-

bleme (2.1) est stable au sens d’Ulam- Hyers.

Démonstration 3.1. Soient € > 0 et z € C(J, IR) une fonction vérifiant :

| DXV () = ft, 2(8), I 2(1) [< et € J

et aussi v € C(J, IR) l'unique solution du probléeme (2.1)

En utilisant le lemme (2.3), on obtient :
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Fo(t) = /T " Gt 5) (5, Fon(5), I Ton(s))ds

m—1

En effet,

| 2(t) — =(1)

= 2(t) — 2 (@) |=| 2m(t) — Tm(t) |
=| 2m(t) = ;" Gnlt,s) F(5,Fm(s), Iy T(s))ds |

<L zn(t) = i Gonlt, )1 (5, 2m(5), 122 2m(5))ds |

+ | f;:_l Gm(t,s)f(s,zm(s),fggi Zm(8))ds — ;:_1 Gn(t, s)f(&fm(s),f;gi Tm(8))ds |

1 1

IN

E(Tm_Tm—l)um (t_Tm_l)umfl(tlf(S_Tm_ll—é) tum—l(Tr}nfé_Tm_ll—E)
T(um+1) T=5)T (um) 2(1—)T (tm)

tum72 T7lrL76_Tm— 1—6
+ AT (um—1) ((Tm - Tm—l) ( 1-5 : )

T’V%‘L_6_ m— 2-9 L T —Tm— um ~
- <—2_5 : >>} (K+ %)H% — Tnllp,)

Ty —Thn—1)"m
< F(uerll)) pllz = x|

Alors pour chaque t € J,,
| 2(t) — () |< ||z — 2|l < Erets = Cre.

1-D)T'(um+1)

Donc le probléme (2.1) est Ulam-Hyers stable .
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Exemple 3.1.

Considérons le probléme aux limites suivant :

(

ut — L
Dyta(t) = exp(t)(1+[z(0) [ +]12 V(1))

\

Posons
1
15(t + 1) /4dexp(t)(1 + |z| + |2])’

Il est clair que la fonction f et continue sur IR % IR et

[tz z) = (t,x,z) €10,2].

3/2, tGle[O,l],
u(t) =

6/5, teJy :]1,2]

Par (3.2), le probléme (3.1) est divisée en deux expressions comme suit :

(

3/2 _ 1
D0+ x(t) O 15(t41)1/4 exp(t)(1+\x(t)|+‘-’§fx(t)l)

Dy e (0) = =D M (1), DyRa(0) = —DyPa(1).

\

et

(

6/5 _ 1
Dy (t) = 15(t41)1/4 exp(t)(1+\$(t)|+u§-<-5x(t)|)

D;Px(1) = =D Px(2),  DPx(1) = —D{%x(2).

\
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DU 22(0) = —Dr2x(2),  Dirla(0) = —Dirta(2).

(3.1)

(3.2)



Pour tout u,v,u,v € R et t € [0,2],
t(1/4)

. e (lal = [ul) + (o] = |v])
on a: o f(t,u,v) — f(t,4,v)| = 50+ D7 exp(d)

L+ [2(8)] + [ (1)

1
~ 15exp(t)

(Ju] = [u]) + (o] - |v|>‘
1+ e ()] + 1z (t)]) |

d’autre par, pour ¢ € [0.3] on a :

15exp(t) — 15exp(0)’

finalement :

F(ts0) = £t < el =l + o — o],

1
comme K = L = R alors (Hy) est satisfaite.

De plus, pour m =1, on a :

1 1
T TG R Tv Ty —Tp)(3/2 - 1)
15 15 3/2—1 1 1 0
< (1-26)I'(3/2) * r'(3/2+1) ) [Tf(Tl —Tp)** " + 5t 1
(3/2— 1)1 /(1 = 28) (T2 —TZ2)
! 2 ’ <(2 —20)(T} 7 — T&_%))] <b (3:5)

Pour m =2, on a :

T, |(Ty—Ty)(6/5—1)
5 F 4

(TP Ty (T, )0 o
( (1 —25)I'(6/5) r6/5+1) > [TQ(S(T2 — 1) 4
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+’ (6/5—1) ’ ((1 —26)(15 7% — Tf‘”))} -1

2 (2 — 20)(T0~% — T—2%) (3.6)

Alors la condition (2.7) est satisfaite pour m = 2.
D’aprés le théoréme (2.1), le probléme (3.1) a une unique solution , et sa solution est stable au

sens d’ Ulam-Hyers.

3.2 Stabilité d’Ulam-Hyers-Rassias

Théoréme 3.2. Supposons que les hypothéses (H1)-(H2) soient vérifiées et

(H3) la fonction k € C(J,R,) est croissante et il existe A\, > 0 tel que

I k(1) < A k(t),  for t€ Jpn, m=1,2,...n.

Alors, le probleme (2.1) est Ulam-Hyers-Rassias stable par rapport a k.

Preuve :
Soit z € E,, est une solution de I'inégalité (1.4) et z,, € F,, est une solution de probléme (2.4).

En utilisant le lemme (2.3), on a :

~ 1 ' 1 ~ U ~ tum_l o ~ U ~
Tn(t) = m/Tm1(t — 5)tm= f(s,x(s),ITgilx(s))ds ") - f(s,x(s),[Tgilx(s))ds

(3.7)

tum—Q T
o [ = T = 205,56, 2 ).

Tmfl m—1

Par intégration de (1.4) et a partir de (H2), On obtient
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IN

(t —5) "1 f(s, 2m(8), 1" 2(s))ds

(um) Jr,_, T

pum—1 T U
+ 2r<um>/ U8 2ns) L7 Znl3))ds

tum 2 Tm o
+ m \/Z:m_l(Tm - Tm—l - 28)f(8,2,’m( )7] nt 1zm(s))d8

_1 ' Um—1
+ T (ty,) /Tm_l(t_s>

o - o — f(s,x S
+ () /Tm_1 f(s,zm(S)JT;lzm(s)) f(8,Zm(8), LT Tn(s))

m—1
tume Tm
- T, — T, ,—2
T T w, =) /Tm_1< 1= 2s)

F(8,2m(8), 132 Zm(s)) = f(s,Tm(s), I7 Ti(s))|ds

ml ml

ds

F(sszm(s), I3 2m(8)) = f(s:Tm(s), I3

1

< eenlt) oy [ 57— 9 Kln(s) = Ba(o)] + L nls) = o) s

()

Trm—1
tum—l Tm _5 _ _
b SRy Lo S (e) = o)l + L nle) = Fu(s))ds
tum—Z T
+ / (Tr — Tt — 25)8 (K |2m(8) — T (8)| + LI"‘Z \zm( ) — Zm(s)])ds
4F um - Tm 1
(t T )umfl(tlfé _ Tm—llié) tumfl(T#;(S _ Tm—lli(;)
<
< Aeenl) | (1= )T (u) T =) ()
tum—2 T1—6 o Tm_1175
—— (T, — T m
* 4F(um—1)<<m ml)( 1—6 )
T%—(S - Tm—1276 L(Tm - Tm—l)um ~
- (I T ) e )
< e K(t) + pllz — x|
Donc

lz=alls(1-p) < A r(t)

Alors, pour chaque t € J,,

A ek(t).

201) — 2lt)] < 1=

Alors, Le probléme (2.1) est Ulam-Hyers-Rassias stable par rapport a .
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Exemple 3.2. Considérons le probléeme aux limites suivant :

Dgf)x(t) = sinx(t) + 2 cos(t)sin(I;"x(t)), t € J,

3.9
Dy a(0) = =05 Pa(2), Dy a(0) = —Dpt a(2), Y
Soit
f(t,z, z) = sinx + 2 cos(t)sin(z), (t,z,z) €[0,2] x R x R.
et
%, teJ:=[0,1],
u(t) = (3.10)
I, teJy:=]1,2).
par (3.10), le probléme (3.9) est divisée en deux expressions comme suit :
( 5
D0+x( ) = sinz(t) + 2cos(t)sin(I) x(t), t € J,
(3.11)
\ Dy ix(0) = —Dyiu(1), Dz(0) = — D (1),
et )
D1+1‘( ) =sinz(t) + QCos(t)sm(Iﬁx( ), te s,
L B , (3.12)
\ D fx(1)=—-D fx(2), DLax(l) = D1+x(2)

Pourm=1, ona:

téjf (t x)’ < ti

sina(t) + 2 cos(t )sm([ z(t))| < 3= N.

Soit k(t) = t2. Ensuite, nous obtenons

Ul t 11
Igte(t) = r(lg) Jo(t —s)iszds
< F(%)f (t —s)ids

VAN
W~

51,(%) K(t) = )\K(t)/{(t),

oU A, =

est satisfaite.
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D’apres le Théoréeme 2.1, le probleme (3.11) admet une solution unique T € E .

pour m =2. On a :

||H
>

ﬁV@@‘g t] sin 2 (t) + 2 cos(t)sin(I3, 2(1))] < 3(2)

Soit k(t) = t2. Ensuite, nous obtenons

u t 3 1
I2k(t) = F—(lgfl(t—s)ziwds

< SB[ - o)kds

< ARk(t) = Aapys(t),

ou A, = 7‘1?‘([%. ainsi, la condition (H3) est satisfaite.
4

D’apres le Théoréme 2.1, le probleme (3.12) admet une solution unique To € Es .

Par Théoreme 2.3, le probléme (3.9) posséde une solution

z1(t), te .,
x(t) =
xg(t), t e JQ,
ol
0, teJy,
To(t) =
To(t), t € Ja,

et par Théoréme (3.2), le probléme (3.9) est stable au sens Ulam-Hyers-Rassias.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a appliqué les théorémes de point fixe pour étudiée un probléme aux
limites au sens de Riemann-Liouville dans un espace de Banach et en particulier pour démon-

trer 'existence et 1'unicité des solution du probléme fractionnaire posé.

En effet, on a d’abord transformé 1’ordre fractionnaire d’une variable en un ordre constante
en utilisant la fonction constante par morceaux, puis on a établit les hypothesés assurant 1’exis-
tence et l'unicité de solutions et on a étudié la stabilité au sens d’Ulam-Hyers et Ulam-Hyers-

Rassias.
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