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INTRODUCTION

‘objectif de ce travail est de présenter quelques résultats de deux articles
L scientifiques internationaux sur une classe des inégalités a double intégrales
[T]-[2]. Toutes les inégalités intégrales étudiées sont considérées dans l'espace de
Lebesgue LP, ot p > 1. Les techniques utilisées sont les propriétés du calcul in-
tégral, le théoréme de Fubini, les inégalités classiques de Holder et I'intégration
par parties. On a utilisé les formules de la dérivée d’'une fonction définie par une
intégrale, ou la variable est au borne de 'intégrale et comme deuxiéme variable
de la fonction intégrée. Les opérateurs utilisés dans les articles sont 'opérateur
de Hardy, l'opérateur de Copson et I'opérateur de Pachepatte .

Ce mémoire est composée d’un préliminaire, deux chapitres, d'une documenta-

tion et d’une bibliographie.

Dans la partie préliminaire, on présente certaines définitions et propriétés

nécessaires pour ce travail concernant :

1. Théoréme de Fubini : on donne une définition et une remarque dans le

cas d’une borne intégrale non constante.
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2. Fonction définie par une intégrale : nous présentons les trois types de

la dérivée d’une fonction définie par une intégrale et le cas général (Regle
de Leibniz).

3. Fonction de poids : nous donnons la définition d’une fonction de poids

avec quelques exemples.

4. Des inégalités classiques connues comme :
(a) Les inégalités classiques de Holder pour p < 0,0 <p < letp > 1.
(b) Les deux versions des inégalités de Hardy, classique et pondérée.
(c) L’inégalité intégrale de type Pachepatte avec poids.

Le premiér chapitre comprend un article scientifique sur une généralisa-
tion d’inégalité pondérée a double intégrales de type Hardy en utilisant 1'opé-
rateur a double intégrales de type Copson et son dual, ol on a présenté avec

preuve deux résultats et des applications relatives a ces inégalités.

Dans Le deuxiéme chapitre, on s’intéresse a étudier quelques inégalités
pondérées a double intégrales de type Hardy dépend d’un opérateur a double
intégrales de type Pachepatte, on donne comme application des cas particuliers

dépendant d'une fonction & deux variables indépendantes.

A la fin du mémoire, on trouve une documentation sur les mathématiciens

Hardy, Copson, Fubini et Holder.



Chapitre 1
Préliminaire

1.1 Définition de ’espace L?

Définition 1.1. (Les espaces L) Soient 0 < p < oo, 2 C R un ensemble
mesurable et f : Q2 — R. On dit que f € LP(Q)) si
(1) [ est mesurable sur Q.

iy = ([ 1@ )" <00

1.2 Théoréme de Fubini

Théoréme 1.1. Soient 2 C R un ensemble mesurable, tel que Q = (m,n) x
(I,k) C R xR et la fonction f(t,s) intégrable sur (m,n) x (I, k). Alors pour
presque tous lest € (m,n), f(t,s) est intégrable sur (I, k) et pour presque tous

les s € (I,k) f(t,s) est intégrable sur (m,n) et :

[t sjasa~ [ ( / : |f<t,s>\ds) i~ | k ( [ st s>|dt) ds.

Si f(t,s) est une fonction mesurable sur (m,n) x (I, k) et l'une des intégrales
est finie, alors toutes les intégrales existent et de plus cette derniére égalité est

vérifiée.

Remarque 1.1. On a le cas particulier ou ['intégrale est avec une borne non
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constante, pour a < x <y <b

by b b
//@(x,y)dfcdyzf / o(z,y)dy dz.

1.3 Intégration par partie

Soient f, g deux fonctions de classe C1(I) et a,b deux réels de I, alors

[ #@)g @ de = (f@g@) ~ [ gt do

1.4 Les fonctions définies par une intégrale

1.4.1 Fonction : x — F(x) = / f(t)dt
9(x)

Soient f une fonction intégrable ( I'intégrale converge ) et g, h deux fonctions

de classe C*(I) et

alors la fonction dérivée de F(x) existe et elle est donnée par

F'(z) = W'(x) f(h(x)) — ¢ () f(9()). (1.1)

cas particulier
x
Fonction : z — F(z) = / f(t)dt
a
Soit f une fonction intégrable ( Iintégrale converge ) sur tout segment [ =
X

la,b] C R. L’intégrale / f(t)dt a un sens et définit une fonction

F:I —R

r+— F(x /f

I) la fonction F' est continue sur I et F'(a) = 0.



1.4 Les fonctions définies par une intégrale 8

II) F est dérivable en tout x € I et
Fi(z) = (). (12)

b
Fonction : x — F(z) = / f@t)dt
Soit f une fonction intégragle ( Iintégrale converge ) sur tout segment [ =

la,b] C R. L’intégrale / f(t) dt a un sens et définit une fonction

H:T—R

[) la fonction H est continue sur I et H(b) = 0.

IT) H est dérivable en tout « € I et
H'(x) = — f(2). (13)

1.4.2 Fonction : x — ¢(x /fxt

La fonction ¢ est définie si f est une application de I x [a,b], ot I étant
un intervalle quelconque de R, telle que pour tout x € I, 'application partielle

t — f(x,t) intégrable sur [a, b].
Théoréme 1.2. Si la fonction

f:Ixa,b] — R
(z,1) — f(z,1),

est continue sur I X [a,b] et admet une fonction dérivée partielle 2 également

ox
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continue sur I X [a,b], alors la fonction
p: I —R
b
T — / f(x,t)dt,

est dérivable sur I, et sa dérivée o' vérifiant

Ve el:o'(x)= bg(a: t)dt (1.4)
) = | 5 : :
Cette derniére relation peut aussi s’écrire :
d b b 8f
Veel: - </a f(x,t) dt) - a—x(x,t),dt. (1.5)

Pour des détails voir [3].

1.4.3 Reégle de Leibniz

On présente maintenant le cas général des formules précédentes. Soient g, h

deux fonctions de classe C1([I) et

h(z)
Fa)= [ st

alors la fonction dérivée de F(x) existe et elle est donnée par

h(z)
F@) = W@ fen@) - ¢ f o)+ [ Lana 1

g()

Pour des détails voir [10].

1.5 Fonction de poids

Définition 1.2. On dit que w est une fonction de poids sur un intervalle I C R

si et seulement si w est une fonction mesurable et positive sur I.
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Exemple 1.5.1. On a
1) Les fonctions de puissance : w(zx) =z, avec x > 0, a € R.
2) La fonction exponentielle : w(x) = exp(x).

3) La fonction constante : w(x) = 1.

1.6 les propriétés des conjuguées

: 1 1
Soient p € R* et p, p deux conjuguées telle que — + — =1, alors on a

P

L L_p-l 1 p-—1
P p D P
2o Lop—1, Lop

p P

p ;D

3 —= =

P=T7 P =
4. pp =p +p

1.7 Le signe d’une fonction

Le signe d’une fonction f définit sur un intervalle I permet de savoir quand

la fonction est positive, négative ou nulle. Le signe de f est définit comme suite :

1 si f(z) >0,
Sng(f(z)) = -1 si f(z) <0,
0 si f(x)=0.

1.8 Les inégalités de Holder

Soient €2 un ensemble mesurable non vide de R et f, g deux fonctions mesu-

rables sur €2, telle que f € L,(€2) et g € L;(€2), ot % + ]% =1,ona
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[) Pour p > 1

[ lr@g@lde < 7l0 ol o

Q

IT) Pour 0 < p < 1 (quasi-norme)

Jlr@a@lde =111l ol o
Q

I1T) Pour p < 0

[1r@g@lde = 1l ol

— (/Q‘f(a:)‘pdt>;</ﬂ‘g(:c)‘pldt)”l/.

Remarque 1.2. On peut récrire [ ’inégalité sous la forme suivante :
pour tout p > 1

( / | F@)g(@)|dz)” < ( / @) fax) / \g@)\p'dx)p‘l. (1.8)
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1.9 L’opérateur de Hardy

Soit f une fonction mesurable non-négative sur (0, +00), on définit I'opéra-

teur de Hardy noté H; := (H f) par
1 x
Hp@ = [ s (19

( la valeur moyenne de la fonction f dans Uintervalle (0, 00) ).

1.10 Le dual d’opérateur de Hardy

Le dual d’opérateur de Hardy est noté par H Fi= (ﬁ[ f) est définie par

) = [ o (1.10)

ou f est une fonction mesurable non-négative sur (0, +00).

1.11 L’opérateur adjoint de Hardy (Copson)

Soit f une fonction mesurable non-négative sur (0, +00), on définit I'opéra-

teur adjoint de Hardy noté¢ H} := (H*f) par
< f(t
(H* f)(z) = / @dt. (1.11)

1.12 DPinégalité de Hardy

Soient p > 1 et f une fonction mesurable non-négative sur (0, +00), alors :

/O+OO (% /Oxf(t)dt)pdx < <%)p O+OO ). (112)

P
La constante (Ll) est la plus petite possible.
p p—
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1.13 L’opérateur pondéré de Pachepatte

Soient f une fonction mesurable non-négative sur (0, +00) et w une fonc-
tion de poids ( mesurable et positive ) sur (0,+o0). L'opérateur pondéré de

Pachepatte noté Py := (Pf) est défini comme suit

Pf(z) = ! ﬁzw(t)@dt. (1.13)

w(z) t



Chapitre 2

(Généralisation des inégalités pondérées a

double intégrales de type Hardy

Dans ce chapitre, nous présentons quelques généralisations des inégalités
pondérées de type Hardy & double intégrales [I], en utilisant les opérateurs
pondérés de type Copson suivants Sy := (S1f); et Sy 1= (Saf)y, ot f est
une fonction intégrable non-négative avec deux variables sur le domaine A =

(0, 400) x (0,400) et pour 0 < a <b < 400,00 < c<d< +0o0,0n a

s = [ [ Mgmt,s))ds i,

. W)W (s)
et
YT w(t)w(s)
S2(x’y)_/x/y(t)—W(s)g(f(t’S))det’

W(z) = /Ozw(r)dfr’, pour z € (0, 400),

ol w est une fonction de poids et g est une fonction continue non-négative sur

(0, +00).
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2.1 introduction

L’inégalité suivante :

/000 (Fix))pdazg Q%)p/jfp(x)dx’ . o)

F(x) = / "yt

connue sous le nom d’inégalité intégrale de Hardy est vérifiée pour toute fonc-

ou

tions f mesurables non-négatives sur (0, +00).
P

La constante Ll est optimale ( la plus petite possible ).

En 1928, Hardy a prouvé I'inégalité pondérée suivante. Soit

(/ f(t)dt, pour « < p — 1,
0
F(x) = S

/ f(tdt, pour a>p—1,
\ Jzx

alors

/OO @ PEP(x) dx < (Lyj/OO z®fP(x)dx, pourp>1. (2.2)
0 0

p—1-aq|
2.2 Préliminaires

Dans cette section onprésente des Lemmes (avec preuve) qui sont nécessaires

pour la démonstration des résultats principaux .

Lemme 2.1. Soient f une fonction intégrable non-négative sur A, g une fonc-
tion continue non-négative sur (0,4+00), p > 1 et a < p — 1, on définit les

opérateurs S, et Gy par

Sie) = [ [ it shdsas
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et

Fixons x > a, alors

dM P __p P dﬂ v,
/c Wp—a(y)sl( 7y)dy S <p—oz— 1> /C Wp_a(y)Gl( ,y)dy (23)

Démonstration : Fixons x > a dans 'inégalité (2.3)), on a

w(t)w(s)

Sien) = [ [ it s) dsd

= [ (] g s as)

suivant le Théoréeme de Fubini, on obtient

site) = [ o ([ rataeonar) as

Si(z,y) = /Cy

Gilw.s) = | ' %gmt, ).

On applique la formule ([1.2)) pour calculer la dérivée de S par rapport a y,

donc

w(s)
W(s) G1(z, s)ds,

ou

d’ou 95

e,
— W(y)Gl( 7y)7

Notons par [;(x) ( une expression en fonction de x ) le membre gauche de
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I'inégalité (2.3)
d
w(y)
I(z) :/ Wp_—a(y)&f(%y)dy,

on utilise I'intégration par parties comme suit

Uly) = S{(z,y) = U'(y) =pSi(z,y)S) ' (z,y)
— ) = (7061 (00) ) 81 ).

_w(y) - 1
Wr=e(y)

Vi(y)
Ce qui donne

N S?(l’?y) L
[i(z) _[ (p—oz—l)Wp—a—l(y)]C+p—oz—1

! ’U}(y) p—1
></C W(y)WP—a—l(y)Gl(x’wSl (z,y)dy

B Si(z,d) p
= (_(p o — 1>Wp7a—1(d) + 0) + p—_ o—1

! w(y) p—1
X/C Wp—a(y)Gl(x’y)Sl (z,y)dy,

puisque o < p—1,alors p— 1 —a > 0 et Si(z,d) > 0 (car w est une fonction

de poids et f, g des fonctions non-négatives), donc

ij(x, d)
Th—a_ W@ =
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par conséquent

Pour%%—é:l,ona

L(z) < ﬁ / d (WL%Y Gi(x,y)S! " (z,)dy

] d [(WL%) ’% G1<x,y>] [(WL%) ’ S{”<x,y>] dy

appliquant l'inégalité classique de Holder ([1.7]), on trouve

1

Li(x)
< (e ([ WL% S )

et ([ ) ([ etstte )

pour p > 1, on déduit

([ sy sttean)
S( —a—l) (/ Wpa )</ Ww ’)dy)ﬁ

w(y)
Wr=a(y)

T =

d
Vuquep—1>0et I1(z)= / ST (x,y) > 0, supposons que I (z) >
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0, alors

</ Wp ) y)dy)p(pl) - ( —a-— 1) / Wp ai) C1E vy,

ainsi

/ WP 2 1@ y)dy < (#) T az TG, y)dy,

I'inégalité précédente reste vraie pour I(z) = 0. O

Lemme 2.2. Soient f une fonction intégrable non-négative sur A, g une fonc-

tion continue non-négative sur (0,+00), p>1leta<p—1, ona

Gi(z,y) = /m %g(f(t,y))dt-

Fizonsy > ¢, on a

/ Wp a (x,y)dz < (ﬁ) / T a) )gp(f(:z:,y))d:c. (2.4)

Démonstration : Soit y > ¢ fixé dans I'inégalité ([2.4])
On applique la formule (|1.2]) pour dériver Gy par rapport a z, on déduit

Gl(w0) = o) = ool )

Notons par Ji(y) ( une expression en fonction de y ) le coté gauche de I'inégalité

(24)
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en intégrant .J; par partie, mettant

U(x) =Gl(zy) = U'lz) =pGi(e,y)G (z,y)

— )= (ol ) G )

oy w(z) 1
o a0
on obtient
Gi(z,y) ’ p

X/[wﬁﬂﬁmmﬂwwwwﬁﬂaww

a Gi(b,y)
= (— (p o — l)Wp—a—l(b) + 0) + p—_ o—1

b
UJ(.I) p—1
X/a Wp—a(x)g(f(x,y))G1 (z,y) du,
puisque @« < p—1,alors 0 < p— 1 — a et G1(b,y) > 0, ainsi

B Gi(b,y)
p—a— ywrei) =

par conséquent

b
h) < [ o )6t e
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1 1
Pour — + — =1, on trouve

p D

—p_Q_l a

- Z — /ab [(Wf(f()x)yg(f(x,y))] [(Wf(fzx)YG?l(x,y)] dz,

on applique I'inégalité classique de Holder ([1.7)), on trouve

J1(y)

< ([ et ([
:p—i—1<abWZ§(f()x) ) (/

pot p > 1, on zésulte quo
([ wigeresns)

< (=2=) ([ wstrtmi) < ([ iz ote i
= (=) ([ witgrveanae) < ([ i tenis

b
Onap—1>0et Ji(y) = / Wf—(—f@():n)G]f(x’y) dx > 0, supposons Ji(y) > 0,

< W P(x,y dx) B < (p_z_ l)p ab Wf_(fzx)g (f (z, y))dx

>§
)
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ainsi

/:Wf_(—%@f(x,y)dx < (}$)p/ab Wl;]_(—zj()@gp(f(x,y))dx,

I'inégalité précédente reste vraie pour Ji(y) = 0. O

Lemme 2.3. Soient f une fonction intégrable non-négative sur A, g une fonc-
tion continue non-négative sur (0,4+00), p > 1 et « > p — 1, on définit les

opérateurs So et Hy par

b pd
Siw) = [ [ oL, sasar,
bw
He.) = [ Gsatre. )

/ Wpa ””“(1—].%) W—2>H< )dy. (25)

Démonstration : Fixons x > a dans l'inégalité (2.5)), on a

b d wll)w\s
sie) = [ [ gt s

-/ % ( yd (0. ss)

appliquons le Théoréme de Fubini, on obtient

Sg(x,y):/ (/ Tt )dt>d

¢ w(s
Sa(x,y) :/ W((S))Hl(:c,s)ds.

et

Fizons x > a, alors

donc
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ou

On utilise la formule ((1.3]) pour dériver Sy par rapport a y, on déduit

059 w(y)
Sy, y) = ——(7,y) = ———~Hi(z,y),
2(2,9) = 5o (50) W) 1(7,9)
Notons par I(x) (une expression en fonction de x ) le coté gauche de I'inégalité
29 d
_ w(y) o
12(33) T /c Wp_a(y) SQ (xay)dy7

nous appliquons l'intégration par partie pour intégré I, on prend

Uly) = Sh(z,y) = U'(y) =pSi(z,y)S5 ' (z,y)

— 00) = (I o)) (o),

W(y)
oy w(y) 1
VW) = ey = VW =T e ey
On trouve
_ | Sy (. y) “p
b = | @—a—UW%”%wL p—a-1

! w(y) p—1
< | e e S e

- (gt ) e

I UJ(y) p—1
X/c Wp——a(y)Hl(x’y)S? (z, y)dy,
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ainsi
Sh(z, ) p

1—p+a)Wrel) 1-p+a

]2(37) = —

d
w(y) -1
X —Hl T,y Sp T,y dya
| s e sy @)
puisque @« > p — 1, alors 1 — p+ «a > 0, et Sy(z,¢) > 0, donc

P
_ S2 (x7 C) < 07
(1 —p+a)Wr—a-l(c) —

par conséquent

p I w(y) p—1
ba) < =2 [ s )y (@)

1, 1 _
Vu que o+ v = 1, alors

Iz) < H%/d (%)

et L) o] ) ]

appliquons l'inégalité classique de Holder (1.7)), on trouve

D=
+
= =

Hi(z, )8y (x, y)dy

4

I(x)
< 1_?% (/def_(—gzwfff(w,y)dy> (/def_(—gzy)sép_l)pl(w,y)dy) '

T T

=
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pour p > 1

(/ Wp o 2 (@ y)dy)p
: (ﬁ)p( Cde(—gEy)H{?(x’y)dy) ( j%sﬁx,y) dy)ﬁ

On a </ Wp ) " dy>p1 L,

(car p—1 > 0 et Ir(x / Wpa SP(x,y)dy > 0 ), on suppose que
IQ(LU) >0

pme=l p Pt w(y)
<(__P _WY) g

ainsi

9

p d
p w(y)
dy < | —— ——> _HP d
/ Wp a x y) y (1_p+a) . Wp_a(y) 1(x7y) y?

I'inégalité précédente reste vrais pour Io(z) =0 . O

Lemme 2.4. Soient f une fonction intégrable non-négative sur A, g une fonc-

tion continue non-négative sur (0,4+00), p>1leta>p—1, ona

Hie.) = [ Giealrien) dr

Fixons y > ¢, alors

bw() L, p N\ [ w@)
/a mHl(x,y)de <m> ) WP——O‘(x)g (f(z,y))dz. (2.6)
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Démonstration : Soit y > ¢ fixé dans I'inégalité ([2.6]),
on applique la formule ([1.3]) pour calculer la dérivée de Hy par rapport a x, on
déduit @)
0H, w(x
H; = — = — :

Notons par J;(y) (une expression en fonction de y ) le coté gauche de I'inégalité

(2.6)
_ bow(z) .
J2 (y) Wp_a (ZE) Hl (1’.7 y)d$7

on utilise I'intégration par partie pour intégré Jo, mettons

U(z) = H(z,y) = U'(x)=pH{(x,y)H ' (z,y)

— ') = = (Dol o)) o),
oy w(@) 1
Vi(z) = W) — V(z) = _(p BT
On obtient
B Hi(z,y) p
Hl) = [_ (p—a— 1)Wp‘o“1(33)] . p-a-1
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d’ou

e HY(a,y) N
Jo(y) = ( (1_p+a)Wp—a—1(a)) T l—-p+a

b
< | e e ) HE o),

puisque a« > p— 1, alors 1 —p+a > 0 et Hi(a,y) > 0, alors

p
_ Hl (a7 y) < 07
(1 —p+a)Wr=ei(a) =

par conséquent

p ’ w(x) p—1
R < 7 | o) 7 s

= ()

Suivant l'inégalité classique de Holder(|1.7]), on obtient

S
+
™

g(f(z,y)H ™ (2, y)dz

1

Ja(y)
ST (/ i) ( | bWI;J(—f()@pr—”p’@,y)dx)’

1
7

- (] b Wf(—f()x)gp(f(x,y))dxy (/ bwf(—%ffﬂx,y)dac)p ,
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pour p > 1

(/ ) sl y)dx)p
S(ﬁ)p( e os) ([ e )

~(=2=) (/ b ) ([ be_(—ffZ@Hﬂx,y) dm)p

b
Onap—1>0et Jh(y) = /a Wf_(—fé()aj)Hf(x,y) dr > 0, on suppose que
J2(y) > 0, donc

([ o) < () [ s

-1

ainsi
/bMHp(x Vo < | —L p/bM P(f(z,y)) dz
o W) IS TS a) e
I'inégalité précédente reste vrais pour Ja(y) =0 . O

2.3 résultats principaux

Théoréme 2.1. Soient f une fonction intégrable non-négative sur A, g une

fonction continue non-négative en (0,00) etp>1, a<p—1, on a

s = [ [ %gw,sm i,
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Alors

b pd w(x)w(y) )
/a /c Wp—a(x)Wp—a(y)S1($;y)dydx

= (;ﬁ) / / Wp_fﬁﬁgﬂffa(y>gp<f<x,y))dy iz,

Pour la démonstration de ce Théoréme on utilise le Lemme P.1] et le Lemme

2.2l

(2.7)

Démonstration : on note par (Lhsy) le coté gauche de I'inégalité (2.7)

ety
Lhs) = / N (x)Wp“(y)Sl( ,y)dy d

- [t ([t o

d’aprés U'inégalité (2.3 ), on obtient

T (R J R

(=) [ ([ et i)

appliquons le Théoréme de Fubini, on trouve

e (2 Y [0 ([ i)
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de I'inégalité ([2.4]), on obtient

o = (2 [t (2 [ e o

_ (ﬁ) / WL% ( / b Wf_(—f()x)gp(f(fc,y)) dx> ay

utilisons le Théoréme de Fubini, on résulte que

Lhs; < (ﬁ)% /bwf_(—fz@ </d %gp(f(x,y))dy) dx

(i) [ [ e v

d’ou le résultat voulu . ]

Théoréme 2.2. Soient f une fonction intégrable non-négative sur A et g une

fonction continue non-négative en (0,00), p>1leta>p—1, on a

T w)w(s)
Sz(xvy)—/gj/yWg(f(t75))d3dt-

Alors

b pd w(x)w(y) ,
/a /c Wp—a(g;)wp—a(y) S5 (l‘, y)dyda:

= (1—10%) / / Wp—lzggsv(f_)a(y)gp(f(m,y))dy iz,

Pour la démonstration de ce Théoréme on utilise le Lemme [2.3] et le Lemme

2.4

(2.8)
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Démonstration : on note par (Lhss) le coté gauche de 'inégalité
b pd
w(z)w(y)
Lhsy = / / — =S8z, y)dydx
o Jo W)W (y)

/Wpa </ Wpa )Sp(fc y)dy)d

d’apres I'inégalité (2.5)), on obtient
b P rd
wz) p w(y)
Lhsy < _ W) avl
N _/a Wwr=e(z) [(1—p+a> | Wiragy) 1@ v)dy | de

_(1—10%> Wpa (/ Wpa l‘y)dy)d,

appliquons le Théoréeme de Fubini, on trouve

p
LhSQ S (m) WP a </ WP a ZC y)d.’ﬁ) dy,

et d’aprés 'inégalité ([2.6)), on obtient

o = (=22 [ 20 ) | o]

= (1_?%)% /de_(—gzy) (/b Wf_(—fzx)gp(f(fc,y))dx) dy,

utilisons le Théoréme de Fubini, on trouve

Lhsy < (ﬁ) / ”WL% ( / d %gp<f<x,y)>dy> e

) (Hﬁf /ab / d T s )y d
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d’ou le résultat voulu . L]

2.4  Applications

Dans cette section, en utilisant le Théoréme 2.1] et le Théoréme 2.2, on
déduit des cas spécieux des inégalités de type-Hardy a double intégrales sous

les Corollaires dépend du choix des fonctions w et f.

2.4.1 Les inégalités pondérées de Hardy a double intégrales

Mettant w(x) = 1 et g(f(z,y)) = zyf(z,y) dans le Théoreme 2.1 on

obtient
Si(z,y) :/a /c %g(f(t,s))dsdt

:/j /y %tsf(t,s)dsdt
:/x/yf(t,s)dsdt:Fl(a:,y),

/ WpazWP)a( )prydyda: —//

par suite

// Wp_gg;;;;g)a() @)y de _/ /

d’ou le Corollaire suivant.

— I (2, y)dy dz,

~(zy)" f* (2, y)dy dz,

Corollaire 2.1. Soient p > 1, a < p — 1 et f une fonction intégrable non-

négative sur le domaine A, on a

Fo) = | x / " fla,ydst,
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alors

b d
/ / (zy)* P FY (2, y)dy d

(2.9)
p 20 b pd
< | ——— o £p .
= <p_Q_1) / / (wy)* f*(z,y)dy dx
On prend les mémes choix de w et f dans le Théoreme 2.2 on obtient
b pd
w(t)w(s)
S = e ds dt
bord q
= —t dsdt
/I /y S tsf(@y)ds
b pd
= / / flx,y)dsdt = Fs(x,y),
r Jy
et
b pd b pd
w@wly) o / / 1
dydr = F¥ dy d
/G/c Wp—a(x)Wp—a(y)SZ(x’y) ydx ) e 5 (z,y)dy de,
alnsl

[ | i eandnds = [ [ty e ayds

d’ou le Corollaire suivant.

Corollaire 2.2. Soient p > 1, a > p — 1 et f une fonction intégrable non-

négative sur le domaine A, on a

Pe) = [ b / flaydsdt
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alors

b pd
//(xy)a_pr(x,y)dyd:c

2p b pd
<(=tm) [ [ worramdyas

2.4.2 Fonction avec deux variables indépendantes

(2.10)

Les résultats suivants sont des cas particuliers du Corollaire et du Co-
rollaire 2.2] respectivement.
Posons f(z,y) = fi(z).f2(y) dans le Corollaire 2.1, ou fi, f2 sont deux fonc-

tions intégrables non-négatives sur (0, +00), on a

R = [ [ swasa = ([ nwa) ([ s6s) = e

et

b d
/ / (2y)* P F¥ (2, y)dy d

-/ b / e ([ swa) ([ fz(s)ds)]pdyda:,

/ab /cd(xy)afp(a:,y)dyd:c _ /ab /Cd(xy)a( ) fuly) P dy

= ([ srws) ([ v,

Corollaire 2.3. Soient p > 1, a« < p— 1 et f une fonction intégrable non-

ensuite

on trouve le Corollaire suivant.
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négative sur (0,400), on a

A= ([ 1w ([ )

/a b / d(fcy)‘“‘pﬁf (z,y)dy dx
< (ﬁ)ﬁj (/ab xaff(@“ﬂﬂf) (/Cdy“ff(y)dy)-

Maintenant nous mettons f(x,y) = fi(x)f2(y) dans le Corollaire 2.2 on a

y(z, y) //fxydsdt </f1 dt)(/ fols ):ﬁz(x,y),

d’aprés 'inégalité (2.10)), on conclut

[ [ 00) ([ )

par suite

/ab /Cd(xy)afp(g:,y)dydx _ /ab /Cd(xy)a(fl(x) fol) P dy
- (/ab ﬂff(x)dl“) (/Cdy“fé’(y)dy) ,

Corollaire 2.4. Soient p > 1, a > p — 1 et f une fonction intégrable non-

alors

(2.11)

on a, le Corollaire suivant.
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négative sur (0,400), on a

B ( 00) ([ ).

/ b / (o) P Y . ) dy i
< (1—1-%) (/ bx“f{’(x)d:c) (/ d )

2.4.3 L’inégalité pondérée de Hardy

alors

(2.12)

Pour présenter des inégalités intégrales a une seule variable, si on pose f =

fi=fo, x =y, a=cet b=d dans le Corollaire 2.3 alors

Fi(z,y) = (/ fi(t dt) (/ (s )=</xf(t)dt)2:(pl($))2’
a:):/:f(t)dt

D’aprés 'inégalité (2.11]), on déduit

/ b / (o) P EY o )y da
_ _/ab () (/jf(t)dt)pdx_

| / () ( / ) f(t)dt)pdx: _ ( / b (:v)a_p(Fl(x))pda:) ,

ou
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d’autre part

([ rwar) ([ rwa) = ([ fp(:v)dx)g,

2 2

( / bxa—pﬁf<x)dx) < (ﬁ)% ( / bxo‘fp(x)da:) |

par conséquent

ainsi

d’ot1, le Corollaire suivant.

Corollaire 2.5. Soient p > 1, a < p— 1 et f une fonction intégrable non-

-/ " ft

/ab 2 P (x)dr < (ﬁ)p/j 2 fP(z)dx. (2.13)

On met f = fi = fo, t =y, a = c et b =d dans le corollaire 2.4 on déduit

e ([ 1) ([ ) ([ 108 -
- Lbf<t>dt

négative sur (0,400), on a

alors

ou
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D’aprés l'inégalité (2.12)), on déduit

b pd B
/ / (29)* P FY (2, y)dy da

- /b ()7 </:f(t)dt)pdx: [/b (z)2? (/:f(t)dt)pdaf]
/ab (x)*? (/:f(t)dt>pdx_ = (/ab (:U)oz—p(Fb(x))pdx) |

d’autre part

2

([ rwar) ([vrwa) = ([ erwa)
( / b xwﬁg(x)dx> 2 2

D 2p b
()" ([ o)
l-p+a a
qui implique que

b D p b
a=p P < o £p
/a x 5 (x)dx < (1—p—|—a> /a % fP(x)dz,

par conséquent, on obtient le Corollaire suivant.

par suite

Corollaire 2.6. Soient p > 1, « > p— 1 et f une fonction intégrable non-

négative sur (0,400), on a

Fylz) = / F(t)dt,

alors

/abxa—pﬁé’(:v)dg; < (L)p/abazo‘fp(ﬂf)d% (2.14)

l—p+a



Chapitre 3

Quelques inégalités intégrales de type
Hardy dépendant d’une fonction a deux

variables

Dans ce chapitre, on donne d’une maniére assez détaillée sur quelques in-
égalités & double intégrales de type Hardy [2] pour des fonctions a deux va-
riables qui sont intégrables non-négatives sur le domaine A = (0,a) x (0,b),
ou 0 < a,b < +o00, en utilisant les opérateurs pondérés de type Pachepatte
Sy = 55 f et Sy := SY f, définis par

S3(z,y) = / / f(t, s)dsdt,

et
avec

ou w est une fonction de poids .
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3.1 Introduction

Soit f une fonction mesurable non-négative sur (0, +00), on a

2 T
/ f(t)dt, pour m > 1,

0
F(x) = |

/ f(t)dt, pourm <1,
\ Jz

alors

/OOO T () do < (‘mp_ 1|)p/00O r "(x f(x))Pdx, pourp>1. (3.1)

On peut reécrire I'inégalité précédente (3.1)) sous cette forme, on a

(/ f(t)dt, pour a < p — 1,
0
F(x) = S

/ f(tdt, pour a>p—1,
\ Jzx

alors

/OO @ PEP(x) dx < (LY)/OO z®fP(x)dx, pourp>1. (3.2)
0 0

p—1—aq|

En 1995, Pachepatte a présenté le Théoréme suivant :

Soient f une fonction intégrable non-négative sur le domaine A = (0, a) x (0, b),
ol a, b des constantes positives et r1, 7y deux fonctions continues positives sur
(0, +00),

pour tout z,y € (0,+00) , a, 8 deux constantes vérifiant & > 0, § > 0 et
p > 1, tel que
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si I définie par

_ 1 T r(s)ma(t) o .
F(x,y)—ﬁ(x)m(y)/g/g " f(s,t)dtds,

(i) on prend la convention 5= 0.
(ii) A =(0,a) x (0,b) .

3.2 Préliminaires

Dans cette section, on donne quelques Lemmes qui seront utilisés pour la

démonstration des résultats principaux .

Lemme 3.1. Soient f une fonction intégrable non-négative sur le domaine A
et p,m deux réels vérifiant p > 1, m > 1, on a

Y

1 X
$0.8) = G / / wtyw(s)f(t, ) ds dt

et Go := GY [ est un opérateur définie par

Go(z,y) = me(t)f(t,y) dt — ;U((%;) /;w(t)f (t, %) dt.

2
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—1
Fixons x > 0. Pour tout A\ > m—, [inégalité
p+m—1

e (223) [ (%2 o

est vérifiée si le coté gauche et le coté droit sont finis .

Démonstration : Soit z > 0 fixé dans l'inégalité (3.4)), on a

Sy(x,y) = / / F(t,s)ds dt,

appliquons le Théoréme de Fubini, on obtient

Sy(z,y) = méyw(s) (/;w(t)f(t,s) dt) ds

2

g W (/ w(t) f(t, s)dt) ds.

En utilisant la formule ([1.1)) pour dériver S par rapport a y, on déduit
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_ w(y) 1 Y w(s) xw S S
) <W(y)/g W(z) / QN )dt) d

_ ”U}(y) 1 Yy ’lU(S) xw . S
- W(y) <W(y)[5 W(g;)/g (t)f(t, )dt)d

w(y) i w(y) [° Y
AT ( | wostp a2t [ews (1) dt)
w(y) ) g

On note par I3(x) ( une expression en fonction de x ) le coté gauche de 'inégalité

(34)

i) = [ S d

en intégrant I3(x) par parties

Uly) = S(z,y) = U'(y) = pSi(z,y)S5 ' (2,y)

= U'(y) =p ( wly) Go(r,y) — Vl;(é)) Ss(:lf,y)> S5 (@, y),

W)
Vi =ty = V) =Gy
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0
Suivant la convention 0= 0, on trouve

" w(y) o

B [‘ (m —Si%)—%wlz s

§ b 1 w(y) Ga(z,y) B w(y) N i
/o Wm=i(y) (W(y) Wy Wy ’y)) Sy (. y)dy

- [_ (m —S%%)—%y)]f) :

" w(y) Gay) g [ w®)
X(/O Wm(y) W(l') 53 (7y)dy /on(y)S3( ,y)dy>

_(_ Sib [P w)
_< (m—l)Wm_l(b)+0> m_1/0 Wm(y)SS( ,y) dy

p " wly) Gar,y)
+m—1/0 Wmn(y) W(z) Sy (z,y) dy,

alors

b

w(y) o p " wly)
0 Wm(y)Sg(fc,y)dy+m_1/() Wm(y>53(x,y)dy

o SE(x,b) p [ wly) Gaolz,y) )
_< (m—l)Wm_l(b)> +m—l/o Wm(y) Wi(z) Sy (z,y) dy,
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par suite
p—l—m—l/ T :)g Sgaj y)d
_ S5(x,b) p b w(y) Ga(r,y) po
(i)t ey v e

Puisque m > 1, alors m — 1 > 0 et S3(x,b) > 0 ( car w une fonction de poids

et f une fonction non-négative ), alors

SE(x,b)
“m o) <

1 1 —1
on a A > —— — par hypothese, d'ou — < ptm=—_
p+m—1 A m—1

) p p+m—1 ’ w(y) D

, on déduit que

y) W(z)
alors
1 ’ w(y) P ) |G2 x y)| p—1
Y e R e L
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On a

/Ob ml/un(@y(;) S5 (x,y)dy
), )
=l K ) e ] [(V;U"Siij));*ggl(%y)] .

En utilisant I'inégalité classique de Holder, on obtient

5§_1(fc, y) dy

pour p > 1, on a

[0 )
- ></ vt (wer ) ) (/b%ﬂ%(m,y)d@);
%%)%/ﬂg( (10 )y) )< Wm ) .

m (x

b

Onap—1>0et I3(x) = / W) SE(x,y)dy > 0, supposons I(x) > 0,
o W™(y)

\V]

(2,

& %
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alors

([ lsssiman) " < (227 [ e (Gl

[ (52) [ty (Sr)

I'inégalité précédente reste vraie pour I3(z) =0 . O]

Lemme 3.2. Soient f une fonction intégrable non-négative sur A, p > 1,

m > 1 et

Go(z,y) = [iw(t)f(t,y) dt — ;fu((%y)) [:w(t)f (t, %) dt.

2

Soit Hy := Hy'f un opérateur défini par

z Y z Y
Halog) = 1(o) — g1 (G) = g o) + o 2D
Fizons y > 0. Pour tout A > p—l—mT_il’ [inégalité

a& T P dr Ap bora ’LU(:L’) . P
/0 Wmts (z >|G2( )P dr < <—m_1> 0 Wm(x)|H2( y)[Pdz,  (3.5)

est vérifieé si les deux cotés de sont finis.
Démonstration : On a

|G2($,y)| - GQ(xay) X SngGZ(x7y)

Fixons y > 0 dans l'inégalité ( ), on dérive GG par rapport & = en utilisant
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la formule ([1.1] ), on trouve

Gz, y) = %(x v)

0l e0) ~ 2 G) — D ()09~ o)1)
— (o) (o) - o) - o e+ 2T
— (o) (J(o) — g1 G - g ey e )

= w(x)Hy(z,y).

On note par Js3(y) ( I'expression en fonction de y ) le coté gauche de I'inégalité

(B-9)

Js(y) = /0 a Wﬂxpz@ |Ga(z, y)|" dz,

on intégre par parties
U(z) = |Go(a,y)P = U'(x) = p|Ga(z, y)||Ga(z, )|
= U'(x) = p(Ga(r,y)Sgn Ga(z,y)) |G2(z, y) [P~
= U'(x) = pGy(z,y)Sgn Ga(x,y) |Ga(x, y)["~

= U'(z) = pw(x)Hy(z,y)Sgn Ga(z, y)|Ga(z, y)[P~,

w(x) 1

N ) B (TR O}
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alors

[ Gy(, y)| ’ 4
Jg(y) = [ (m+p_ 1)Wm+p1(a;)} m-+p—1

) -
X/o T 1) 2@ y)Sgn Ga(x.y) Gl )P da

| G5(7,y)| P
(m+p—1Wmtr=tz) |, m+p-—1

¢ w() p—1
X/o Werp_l(x)W(x)W(x)Hg(x,y)SgnGz(x,y)|G2(az,y)\ dx

( Gh(a,y)] p
_( (m+p—1)Wm+p—1(a)+0 +m+p—1

></OaW%%W(x)ﬂz(%y)SgnGa(w,y)le(way)\p‘ldﬂf-

Puisque m > 1,p > 1, alors m +p —1 > 0 et |Ga(a,y)| > 0, alors

1G5(a,y)]

— <
(m+p—1)Wmtr—l(aq) — 0,
donc
P “ w(x) »
< _ p
J3(y) = m+p— 1/0 Wm+p(x>W(a:)H2(a:,y)SgnGg(x,yﬂGg(x,y)\ dx
p ‘1 w(x) 1
< ___ £ _ p
- m +p— 1 /O Werp(x)W(x)HQ(x,y)SgnGg(x,yHGg(x,y)| dx

_L G’M T T T p—1 .
_m+p_1/0 Wm+p(x)W( WHa(z,y)| |Ga(z,y)|P da.



3.2 Préliminaires

50

Pour p > 1et m —1 > 0, alors

A > m—1 PA > D |
p+m—1 m—1"m+p—1
par suit
J3(y) < mAf 1 /0 Wﬁiﬁz@W(x)le(x,y)\ |G, y)|P~" da
_Ap @ w(x) i . - e )P do
=2 [ (s ) W@l Gato )l
donc
J3(y)
o ([ _w@) wie) N7
< o 1/0 [(m) W(ﬁ)H2(SC,y)|] [(Wmﬂ’(x)) |Ga(z,y)

En utilisant I'inégalité classique de Holder, on trouve

Ap
m— 1

(0

Ap

m — 1

J3(y) <

v

9

(] wte

Wm+p(x)

Wm+p(z)

w
Wm

UV@NHA%MDWM)

1
Y

!Gxaywwﬂﬂmﬁ
(x) Y

1
7

\Gxawwm)p,

]dm
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pour p > 1, on a

p
([ s icateal dc)

|

(7255) ([ e ae)
([ 22 e )
-
v

IA

s

X

2] i epas )

p—1
\Gg(x y)P d:z:) .

X Wm-|—p

Onap—1>0et Ji3(y / WTPE)WQ@ y)|P dx > 0, supposons J3(y) >

0, alors
a —(p—-1)
w(z) o\

)\p p a
< | —— H Pd
< (225) [ iyt s

par conséquent

/OGW%&HGQ(% y)I" de < <%>p/o V;U”(”‘gg;)%(x’y)lp dx,

I'inégalité précédente reste vrais pour J3(y) = 0. Il

Lemme 3.3. Soient f une fonction intégrable non-négative sur le domaine A

Sy(x,y) = /;/; %ﬂt,s) ds dt,

etp>1, ona
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et G := G5 f un opérateur définie par

Gg(ilf,y) :/;3 W—(t)f(t,y) (y)W % / W t d .

On fire x > 0. Pour tout o < p — 1, ["inéqgalité

/ Wp o " (z,y)dy < <]$> T 0‘2 )\Gg(x )Py, (3.6)

est vérifie si le coté gauche et le coté droit sont finis .

Démonstration : Soit z > 0 fixé dans I'inégalité (3.6]), on a

Si(z,y) :/’5 ;%ﬂt,s)dsdt

_ e (el
_'/5 Wi(t) ( y W(s)f(t’ )d>dt7

appliquons le Théoréme de Fubini, on obtient

Su(z,y) =/ (/2 t dt) ds

on utilise la formule (I.1)) pour calculé la dérivée de Sy par rapport a y, on

trouve

Si(w,y) = 8—(93,y)
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d’ou

Si(l’,y) — w(?z) G3($,y)-

On note par I4(x) le c6té gauche de I'inégalité (3.6]) ( une expression en fonction

de x)
/ Wpa Si(z,y)dy,

on intégre I4(z) par partie, on a

Uly) = Si(z,y) = U'(y) =pSi(z,y)S) ' (z,y)

—U'(y) =p <w<y) Gg(x,y)> Sy, y).

W(y)
, w(y) 1
T A P )
alors
| Sh(z,y) ’ p
e = | @—a—anawwL+p—a—1

/ W (y)Wp—a- 1( )G?’(xvy)Sf_l(x,y) dy

_ Si(w,b) p
a (_(p— a — 1)Wr=eL(p) +O> R

/ Wp a0 )S (2, y) dy,

puisque a« < p— 1, alors p —a — 1 > 0 et Sy(z,y) > 0, alors

B SY(z,0)
o —a— L) =
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par suite

p ’ U}(y) p—1
Li() Sp_a_lfo Wpa(y)Gg(a:,y)& (z,y) dy

b
<P /
T p—a-—1

=L [ G st

b 244

P w(y P p _
:p—oc—1/0 (Wp(azy)) ‘G3($,y)|S£ 1(5C,y)dy

- Z —1 /ob [(wf%); Gal. y”] [(Wf(gzy)) i S, y)] W

Appliquons l'inégalité classique de Holder, alor

( PG dy>1 () st 1) )

w(y) p—1
Wp_a(y)G?)(xuy)Sél (.I‘,y)

dy




3.2 Préliminaires 55

Onap—1>0et I4y(x / Wp o ,y)dy > 0. Supposons que I4(z) >

0, on conclut

([ o xy)dy) " Ds(#) [ s it

par suite
/ H,y),dy < (—— / |Gz, y)" dy,
Wp o p—a—1 Wp a( ) ’
I'inégalité précédente reste vraie pour Iy(x) =0 . O

Lemme 3.4. Soient f une fonction intégrable non négative sur le domaine A,

p>1et

[T w(t) w(5)W (y)
Gg(x,y)—/g W—(t)f(t’y) 2w(y)W (%) / Wt

on a Hy := HYf un opérateur définie par

SR LLC L
RUICLICTEC I
W (@uEzh Dui) ¢

On fize y > 0. Pour tout o < p — 1, l’inégalité

/OGWZ;—(—ZE“()QI:)‘G?)(%?J)‘%%S<;ﬁ)p/0awf(—az)|]{3($ )P de,
(3.7)

est vérifiée si les deux cotés sont finis .

Démonstration : Soit y > 0 fixé dans 'inégalité (3.7)), on a

|G3($,y)| - Gg(.%',y) X SngGg(x,y)



3.2 Préliminaires 56

On dérive G3 par rapport a x en utilisant la formule (|1.1]), on trouve

Gy(x,y) Z%(x,y)
e, @), w3W0)
W Y 3w Y T s

d’ou

On note par Jy(y) ( I'expression en fonction de y ) le coté gauche de I'inégalité

.7

Ju(y) = /Oa ng‘(fzx) |G3(x,y)|" dx,
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on integre par parties

U(@) = Ga(w, y)I" = U'(@) = p|Gala, ) |Gal, )
— U'(z) = p(Gs(z,y)Sng Gs(x,y)) |Gs(z,y) P!

= U'(x) = pGi(x,y) Sng Gs(x, y)|Gs(x,y) !

== U'(z) =p IQ/I[}/((:Z:)) Hy(w,y)Sng Gs(,y)|Gs(z, y) [P~
oy w(z) !
e O}
alors
| |Gs(z, )|’ ’ p
) = [ (p—a- 1)Wp‘c“‘1(l‘)]o Tha-i

¢ w(x) p—1
></0 W(x)Wpa1(x)H3(a:,y)SngG3(x,y)]Gg(a:,y)\ dx

_(_ |Gs(a, y) " p
_< (p—Oé_l)Wp_a_1<a)+O)+p—Oz—1

X /Oa Wl;(—fgx)Hg(x, y)Sng Gs(x,y)|Gs(z, y) [P~ dx.

Puisque p —a > 1, alors p—a — 1 > 0 et |G3(z,y)| > 0, donc

(sl
b—a—DWwraia ="
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ce qui donne

p ¢ w(z) 1
Ju(y) Sm/{) Wp—a(x)H?)(ﬂ?,y)SngGS(fE?y)’G?)(iCay)\ dx

<omeil
T p- Z 1 /Oa Wlﬁ(ax()x) |Hs(z,y)||Gs(z,y) [P~ do
e, ()

suivant I'inégalité classique de Hoélder, on obtient

Ja(y) Sﬁ(/jwf—(—%”{?’@’y)’pm)
" </OQWI;—(—Z()Q:)|G3(M)I@‘W dg;)pl'
p— (/oawf—(—%lffsu,y)\pdx)

([ o Gatepa )

Wf—(—f?x)H?’(f”’y)SngG?»(fE,y)\Gs(x,y)\p‘l dx

=
Hy(a, )] (Gl )" da

=

D =

=
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pour p > 1, on trouve

([ 5 Gatppas )

Onap—1>OetJ4(y):/0aW15_(—f()@

s

|G3(x,y)|P de > 0. Supposons que

Ji(y) > 0, on conclut

([ o cenr) s () [ e s

par suite
¢ w(z) g ( p )p / ©w(z)
————|G3(z,y)Pdx )] <|——— ———~—|Hs(z,y)|? dz,
([ sioaris) < (c=2—) [ st
I'inégalité précédente reste vraie pour Jy(y) =0 . O

3.3 Résultats principaux

Théoréme 3.1. Soient f une fonction intégrable non-négative sur A, p > 1,

m>1 et
Sae.) = Gy . [, W) dsd
w(3) w($) w(zw(s)) , (@
Holz.9) :f<x’y)_2w(:z:)f<§’y>_2w(y)f<x’ 3) +2w(x)2w(y)f(§’%>
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—1
Si A > %, alors [inégalité
pr+Tm—

a b w(SC)w(y) )
/0 /0 Wm(x)Wm(y)S?)(xay)dydx

( ) //Wmi oy e o)l dy dr,

est vérifice si les deux cotés sont finis .

(3.8)

Démonstration :
Pour la démonstration de ce Théoréme, on utilise le Lemme et le Lemme

B-2. On note par Lhs; le coté gauche de I'inégalité (3.8)

(z)w p
Lhss —/ / W () )S s(x,y) dydx

e </ e dy) “

d’apres U'inégalité ( [3.4]), on obtient
= [ 5 (2 [ (5 ]
() [ ([ el ()’ )
( ) / Wm+p (/ sz/ |Gz, y)\pdy) d,

appliquons le Théoréme de Fubini, on trouve

s () [ 80 ([ oora)
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Suivant l'inégalité (3.5[), on résulte

Lhsy < (%Y/Ob V;Ungy(;) KmAfJP/Oa VII/U,ELQZ:)E)‘HQ(%Z/”M%] d
( ) Wm (/ Won( )’H2(56 y)|pdx) dy,

en utilisant le Théoréme de Fubini, on obtient

Lhss S( _1)2p/ Wmi:( Wm?é; xy)\pdy)
( ) //W i )|H2(5C ) dy da,

d’ou le résultat voulu. ]

Théoréme 3.2. Soient f une fonction intégrable non-négative sur le domaine

A, p>1et
' Sy(x ):/x/y w(t)w(s) f(t,s)dsdt
T L wew T
Hufey) = 1) — s g (50) - o g
wEW@wHW) |, ,
D)W Dl 22
St a < p—1, alors l'inégalité
T w@wly)
Iy Wra(n)wr-agy) 1Y) v de
(3.9)

est vérifiée si les deux cotés de 'inégalité sont finis .
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Démonstration :
Pour la démonstration de ce Théoréme, on utilise le Lemme et le Lemme

B-4. On note par Lhsy le membre gauche de I'inégalité (3.9)

[ w@ely) o,
Lhsy _/0 i Wp—a(x)Wp—a(y)S4(x’y) dy dx

/WM (/Wpa ”)d‘”)d

d’aprés 'inégalité ([3.6] ), on obtient

Hhen S/anI;]—(fgx) K —a—1> / Wp o fﬂy)\pdy}
:( —a—l) / Wpa (/ Wi )\G3($y)|pdy> z,

appliquons le Théoréme de Fubini, d’ou

s () | 5 (] s

D’apres U'inégalité ([3.7), on déduit

i < (=2 s () [ e o
(i) iy (] it a)
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on utilise le Théoréme de Fubini, on conclut

Hho = ( _0‘—1> / Wp a (/ Wr—a >\H3($ y)lpdy>
N (zﬁyp /Oa /Ob Wp—ngga/(g_)a(y)\]{3($,y)!p dy dz,

d’ou le résultat voulu . ]

3.4 Application

Dans cette section, en utilisant le Théoréeme [3.1] et le Théoréme [3.2], ondéduit
des cas particuliers des inégalités de type-Hardy a double intégrales sous des

Corollaires selon le choix des fonctions w et f .

3.4.1 Généralisation des inégalités a doubles intégrales de type Hardy

Posons w(z) = 1 dans le Théoréme [3.1] on obtient

Ss(z,y) = / / f(t,s)dsdt

— x_ly ; /éyf(t,s) dsdt = F3(x,y)
Haleg) = S(0) — 250~ g3+ D
Fs) = 5FG) = o 8+ 155 = hal,),
“ 0 w(@)uw(y) _
/0 /0 Wm(a:)Wm(y)S z,y) dydr = / (z,y) dy dz,
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par suite

//Wmi )IHz(:Uylpdydx—//

d’ot, on a le Corollaire suivant.

,Y) P dy dex,

Corollaire 3.1. Soient p > 1, m > 1, f une fonction intégrable non-négative

1 rory
Feg) = [ [ st dsae

(o) = fle) — o f (Soo) 57 (2.) + 25 (52).

sur le domaine A\ et

2 "2 272
—1
Si)\z%, alors
pr—m—
//xy mea:y)dydx<< _1> //xy “Mho(z,y)|P dy dx,

(3.10)

est vérifier si le coté gauche et le coté droit de l'inégalité sont finis.

Remarque 3.1. Si on prend A = 1 dans le Corollaire précédent, on obtient

[tnégalité intégrale suivante de type-Pachepatte.

2p
//xy mea:y)dyda:<<m_ ) //xy “hy(x,y)|P dy dx.

Pour le deuxiéme Corollaire, on pose w(z) = 1 et remplacons f(x,y) par

zyf(z,y) dans le Théoréme [3.2] on obtient

Sy(x,y) Zéxéy%ﬂt,s)dsdt

:/gx/gyf(t,S)dsdt:F4(x7y)7
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(o) = flo) = gt (50) = gt O f (o
wEW@OWE) .,
oW ()2 Dy 2 Y

—F}(v,y) dy dx

L 2( _
//Wpo‘a:WpO‘ Si(z,y)dydx = //

/o /0 Wp_a(i)Wp—a(y)’H3(x7y)|pdyd$

= /O a /O b(:ﬁy)a_pl(xy)hz(x,y)\p dy dx

-/ a / (o) ol )P dy o

Corollaire 3.2. Soient f une fonction intégrable non-négative sur le domaine

Feg) = [ [ s asa

ha(e,) = fwy) — 55 (5.9) = 5f (5 5) + 17 (5:2)

Aetp>1,ona

et
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Sta<p—1, alors

/Oa /Ob(xy)a—pr(g;,y) dy dx < (ﬁyp /Oa /Ob(xy)a|h2($’y)‘p déi?)

est vérifier si le coté gauche et le coté droit de ["inégalité sont finis.

3.4.2 Fonction avec deux variables indépendantes

Les résultats suivants sont des cas spéciaux du Corollaire 3.1] et le Corollaire

[3.2) respectivement.
Mettant f(z,y) = fi(x) f2(y) dans le Corollaire .1}, ou f1, f2 sont deux fonc-

tions intégrables non-négatives sur (0, +00), on a

1

1 1
ha(z,y) = fla,y) = 5£(5.9) = 5f(@.5) + (5. 9)

= @) ~ ShEAE) ~ SAEAE) + TAEAE)
= 1) (£ = 559 - 328 (i) - 59

= (5= 566) (20~ 320).
Fy(e.y) :x—ly/;éyf(t,s)dsdt

_ ;—y/ / Fu(8) ) ds d

— G /;fl(t) dt> G /;fz(s) d«S),



3.4 Application 67

I (g " F e, y)dy da
-/ () [(1 / R dt) G / " fuls) d)] dyd,

/0“ /Ob(xy)_m‘hQ(%y)lp dy da
/ / ry)” (fl (z) — ;f (g)) (f2(y) - %fg (%)) a0y du
:(/Oax—m pdas) (/Oby—m pdy)'

Corollaire 3.3. Soient f1, fo deux fonctions intégrables non-négatives sur (0, +00),

et

p

-1 (3 - 103

p>1, m>1cet

Fy(x,y) = ( / fi(t dt) <§/gyf2(3)d5>-

—1
Si)\z%, alors
prTm—

// xy) " EFP (. y) dy dx <( )\pl) (/Oaxm f1(x)—%f1<g>
X(/Obym pdy),

est vérifier si le coté gauche et le coté droit de l'inégalité sont finis.

p
dm)

faly) — %fz (%)

(3.12)

Mettant f(z,y) = fi(z) fo(y) dans le Corollaire B.2] ou fi, f2 sont deux
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fonctions intégrables non-négatives sur (0, +00), o

(zy)ha(z,y) = (@y)(f(2,9) = 5£(5.9) — 5 (@.8) + 1/(5. %)

= [ [ nwn e
(/ I dt) (/ fs)d >—Fy
//azy FI (e, y) dy de
(o) )

// ) ha(z, )P dy da
= [ [wwr=len (5@ -5 (3)) (800 - 32 (2)] avas
- [ [wwr| (5@ -3 (3)) (500~ 35 (%) ava
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Par conséquent, on a le Corollaire suivant

Corollaire 3.4. Soient f1, fo deux fonctions intégrables non-négatives sur (0, +00),

o 0 )

st <p—1, alors

I () B, g) dy d < (Zﬁ) ( [ a6 -36(3)
([ ).

est vérifier si le coté gauche et le coté droit de l'inégalité sont finis.

p>1et

v 12— 502 ()

(3.13)

3.4.3 L’inégalité intégrale pondérée de type-Hardy

Maintenant on présente des inégalités intégrales a une seule variable, si on
choisi f = f1 = fo, x = y et a = b dans le Corollaire [3.3] on obtient

Fylz,y) = ( / filt dt) G/;fz(S)d8> - (éff(t)dty—l’?(w),

1 T
= — t)dt
o] e
D’autre part

[ e [/0 - (i [ s dt>p dx] 2

ou
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p
dy)

et

fil) 54 (3) foly) — 552 (2)

(= ) ([
([ )

On conclut que I'inégalité (3.12)) est équivalent a

2 2
a A P a
(/ x_me(a:)dfls) < (_p ) (/ "
0 m—1 0
d’ou
a p a
/ x "FP(z)de < (£> / x "
0 m—1 0

Corollaire 3.5. Soient f une fonction intégrable non-négative sur (0,+00),

f) - 51 (3)

p

fa)—5f (3)] an

p>1, m>1cet

Flz) = i / " Ft.

—1
Si)\z%, alors
prTm—

a p a
/ x "FP(x)dx < <L> / x ™"
0 m—1 0

est vérifier si le coté gauche et le coté droit de linégalité sont finis.

) — % 1) Do (314)

Remarque 3.2. Si on prend A\ = 1 dans le Corollaire [3.5, on obtient une
inéqgalité intégrale de type-Hardy.

Mettant f = f1 = fo, x = y et a = b dans le Corollaire (3.4, on obtient

Fyz,y) = ( / A dt) < / " als) ds) - ( [ s dt>2 — (R))

2
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ou

R - | i) d.

D’apres I'inégalité (3.13)), on trouve

/0 ' /O b(a;y)—mﬁf(x,y)dydx — [ /O "o ( / ’ F(t) dt)p dxr
= </Oa z®PFY(x) daz)Q,

([
([

P 2
dx) ,
ce qui implique

(/oax(a_p)(Fl(:ff))pdgs)2 < <]$>2p </0axa

d’ot1, on a le Corollaire suivant

et

fi(z) — %fl (g) fily) — %fz <%> ' d?/)

(-

10 -3/ ()

Corollaire 3.6. Soient f une fonction intégrable non-négative sur (0,+00),

p>1et

Fi(z) = / oL

Sta<p-—1, alors

/o“xa—P(Fi(a:))Pdg; < (ﬁ)p/jza

est vérifier si le coté gauche et le coté droit de [inégalité sont finis.

) — % F(2) Car. (3.15)




Documentation

Godfrey Harold Hardy

Odfrey Harold Hardy (7 février 1877 - ler décembre 1947, mathématicien

britannique), connu pour ses réalisations en théorie des nombres et en
analyse mathématique. En biologie, il est connu pour le principe de Hardy-
Weinberg, un principe de base de la génétique des populations. G. H. Hardy
est généralement connu de ceux qui ne sont pas dans le domaine des mathéma-
tiques pour son essai de 1940 A Mathematician’s Apology , souvent considéré
comme 1'un des meilleurs apercus de l'esprit d’'un mathématicien. L’inégalité
de Hardy a été publiée et prouvée pour la premiére fois ( du moins la version
discréte avec une constante moins précise ) en 1920 dans une note de Hardy ;
la formulation originale était sous une forme intégrale légérement différente de

la précédente.
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Edward Thomas Copson

Dward Thomas Copson est né le 21 aotit 1901 a Coventry, étant le fils ainé
E de Thomas Charles Copson, ingénieur automobile et inventeur talentueux,
et Emily Copson (née Lire). Il a fait ses études a la King Henry VIII School de
Coventry, ot il a obtenu une bourse d’entrée. En 1919, il fut admis & St John’s
College, Oxford, en tant que boursier Sir Thomas White. Au cours de sa car-
riere de premier cycle il a été grandement influencé par le professeur A. E. H.
Love (qui a occupé la chaire Sedleian de philosophie naturelle) et le professeur
G. H. Hardy (qui devint professeur savilien de Géométrie en 1919). Il a obtenu
les honneurs de premiére classe en modérations mathématiques en 1920 et a la
Final School of Mathematics en 1922, obtenant un B.A. tout en restant dans
sa 21le année.

Les titres des articles publiés par Copson révelent I'influence de G. H. Hardy
et E. H. Love que ses intéréts allaient de I'analyse classique aux problémes de
physique théorique aux équations différentielles et intégrales. Pour son travail
dans ces domaines, il a été élu membre de la Royal Society of Edinburgh en
1924 et a recu le prix Keith de la société en 1941. Il a également siégé pendant
plusieurs années au conseil de la société, en tant que secrétaire des réunions

régulieéres de 1945 a 50 et vice-président de 1950 a 1953.
Guido Fubini

Uido Fubini est né le 19 janvier 1879 & Venise, est un mathématicien italien ;
G il est poussé vers les mathématiques a un age précoce, encouragé par ses
professeurs et par son peére, lui-méme professeur de mathématiques. En 1896,
il intégre I'Ecole normale supérieure de pise, ot il est I'éléve de I'Ulisse Dini et
de Luigi Bianchi. Ses recherches concernent surtout des sujets s’analyse mathé-

matique,particulierement les équations différentielles, I'analyse fonctionnelle et
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I’analyse complexe, mais il étudie également le calcul des variations, la théorie

des groupes, la géométrie non euclidienne et la géométrie projective.
Otto Holder

Tto Ludwig Holder (22 décembre 1859 - 29 aott 1937) était un mathémati-
O cien allemand né a Stuttgart. Holder a d’abord étudié au Polytechnikum
(qui est aujourd’hui I’'Université de Stuttgart) puis, en 1877, il est allé a Berlin
ou il a été I'éleve de Leopold Kronecker, Karl Weierstrass et Ernst Kummer.
En analyse mathématique, I'inégalité de Holder est une inégalité fondamentale
dans le calcul en analyse fonctionnelle et un outil indispensable pour I’étude des
espaces LP. L’'inégalité inverse de Holder a été explorée par un certain nombre

de scientifiques a travers des articles assez récents.
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