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  مقدمة
، هو فرع من فروع علم الإحصاء یشمل كل الأسالیب )الإحصائيالاستدلال (الاستنتاج الإحصائي أو

التي ) المعلومات(الإحصائیة والنظریات القائمة علیها وتطبیقاتها العملیة المستخدمة في تحلیل البیانات 
نحصل علیها من العینة، وذلك للاستنتاج أو الاستدلال على معالم المجتمع وخواص المجتمع الذي 

    .وتكون هذه الاستنتاجات على  شكل تقدیرات أو اختبارات فروض واتخاذ قرارات سحبت منه العینة،
 والأعمالوحیویة في الاقتصاد  أهمیةالاستدلال الإحصائي واحد من أكثر جوانب عملیة اتخاذ القرارات و  

 استنتاجهو عملیة  الإحصائيبالتقدیر واختبار الفروض، والتقدیر  الإحصائيوالعلوم، ویتعلق الاستدلال 
المناظر والخاص بعینة مسحوبة  الإحصاءمن ) التباین أوالمتوسط الحسابي، (تقدیر معالم المجتمع  أو

یبنى على عینة ممثلة للمجتمع،  أن ینبغياختبار الفروض سلیما،  أومن المجتمع،ولكي یكون التقدیر 
ع فرصة متكافئة للدخول في ویمكن تحقیق ذالك بالمعاینة العشوائیة حیث یكون لكل مفردة في المجتم

  .العینة
وعلیه فقد جاءت هذه المطبوعة في شكل محاضرات موجهة إلى طلبة السنة ثانیة علوم التسییر والعلوم 

د وفق المقرر لهذا المقیاس، وذلك من اجل إكمال .م.الاقتصادیة وعلوم المالیة والمحاسبة نظام ل
  .ستدلالي بعد دراستهم للإحصاء الوصفي والریاضيالمفاهیم المتعلقة بالإحصاء ألاستنتاجي أو الا
  :وقد تم تقسیمها إلى ثلاث محاور أساسیة هي

  توزیع المعاینة: المحور الأول
  تقدیر معالم المجتمع: المحور الثاني
  اختبار الفروض:المحور الثالث
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  تمهید
توزیعات المعاینة سوف نوضح المصطلحات والمفاهیم الإحصائیة التي لها علاقة  إلىقبل التطرق 

المجتمع، توزیع المجتمع، : هيمباشرة بموضوع الإحصاء ألاستنتاجي أو الاستدلالي وهذه المصطلحات 
  .الإحصائیة توزیع العینة، المعلمة، العینة، العینة العشوائیة البسیطة،

كل المفردات المقصودة بالدراسة، والمقصود مجموعة  بأنه الإحصائيیعرف المجتمع ):N(المجتمع- 1
كل المفردات  هنا ضمنیا أن المجتمع یتكون من القیم التي نجمعها عن الظاهرة محل الدراسة من

المقصودة بالدراسة،لأننا نحن بالطبع نتعامل مع القیم التي نحصل علیها من المفردات ولیس مع 
  .المفردات نفسها فالمجتمع في أي دراسة إحصائیة هو عبارة عن قیم عددیة

 أيجامدة، وقد یكون المجتمع محدودا،  أشیاء أو أشخاصاقد تكون  إحصائیةدراسة  أيوالمفردات في 
، وقد یكون )عدد القیم هو نفسه عدد المفردات(العدد الكلي لمفرداته  أينستطیع تحدید العد الكلي لقیمه 

  .حصره أوالعدد الكلي لمفرداته كبیرا جدا لا یمكن تحدیده  أن أي) لانهائي(غیر محدود 
مصطلح حجم  وبصفة عامة یطلق على عدد القیم التي تكون المجتمع أي العدد الكلي لمفردات المجتمع

ذا رمزنا للمتغیر العشوائي الذي یمثل الظاهرة محل الدراسة بالرمز ) N(المجتمع ویرمز له بالرمز  Xوإ
  :یلي وكان المجتمع محدودا فسنرمز لقیم المتغیر التي تكون هذا المجتمع كما
x1,x2,x3…………………………………………………xN  

لاحتمالي اهو التوزیع التكراري أو التوزیع الاحتمالي لبیانات المجتمع، أو التوزیع :توزیع المجتمع- 2
  .للقیم المجمعة عن كل مفردات المجتمع

استثناء،  مقیاس إحصائي تحسب قیمته من بیانات المجتمع ككل دون أيالمعلمة هي  :المعلمة-3
 أيمعالم ال  ومن، ونستخدمه لوصف المجتمع محل الدراسة وتحدید معالمه، وبالتالي یطلق علیه معلمة 

  ..)، المنوال،الحسابي، الوسیط  الوسط(المقاییس التي تصف لنا المجتمع،هي مقاییس النزعة المركزیة
     كبر قیمة أ أولتفرطح،  لتواء وأو مقاییس الا...) المعیاري، ، الانحرافالتباین(أو مقاییس التشتت 

     والمعلمة عبارة عن قیمة ثابتةأخرى تحسب من المجتمع،  إحصائیةمقاییس  أي أوصغر قیمة، أ أو
الدراسة ولذلك  إجراء أثناءتحسب من المجتمع محل الدراسة، والمجتمع ثابت لا یتغیر  لأنها، لا تتغیر

، وعادة تستخدم الحروف الیونانیة للتعبیر عن المعالم، فیرمز لإحصائیة الثوابت أحیانایطلق على المعالم 
، وللانحراف )سیجما تربیع( 2، ولتباین المجتمع بالرمز)میو( µللمتوسط الحسابي للمجتمع بالحرف 

  :كالتالي 2و µ، وتعطى معادلة الخ.... المعیاري للمجتمع بالحرف 

    )01.....................................(

n

i
i 1

X

N



  
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 
n 2

i2 i 1
X

N






 ……………………….. )02(  
في أي دراسة إحصائیة یجب أن یكون الهدف هو دراسة المجتمع ككل ولیس دراسة : )n(العینة-4

العینة لأننا في اغلب الدراسات لا نستطیع أن نجمع بیانات عن كل مفردات العینة، ولكن نستخدم 
  :المجتمع محل الدراسة وذلك للأسباب التالیة

  إذا كان حجم المجتمع محل الدراسة كبیرا جدا وكانت إمكانات الباحث المادیة محدودة، ولا تسمح     
 .له بجمع بیانات عن كل مفردة من مفردات المجتمع

 من المستحیل دراسته ككل أيحجم المجتمع لا نهائیا  إذا كان. 
  بأكمله  ومثال على ذلك الدراسة الخاصة تلف المجتمع  إلىإذا كانت دراسة المجتمع ككل تؤدي

بصلاحیة طلبیه البیض، فالمجتمع في هذه الدراسة هو طلبیه البیض والمفردة هي البیضة، ودراسة 
ر البیض جمیعه، وهذا یؤدي للقضاء على الطلبیة كلها، أي المجتمع ككل تعني فحص كل بیضة أي كس

 .یتلف المجتمع بأكمله
 إذا كان المجتمع محل الدراسة متجانسا، أي أن جمیع مفرداته تتمتع بنفس الخواص. 

  :ویمكن تقسیم العینات إلى قسمین رئیسیین هما
وهي العینات التي یتم سحبها من المجتمع على أساس قوانین الاحتمالات، بحیث  :حتمالیةإعینات 4-1

 -أي سحب العینة-یمكن ربط سحب المفردات باحتمالات معینة، وهذا یعني أن تكون عملیة المعاینة
  .مرتبطة ارتباطا قویا بالنماذج الاحتمالیة

تابع، وكل منها لها احتمال معروف في نحصل على العینة بواسطة سحب المفردات بالت وفي هذه الطریقة
الظهور في السحبة الأولى وفي أي سحبة تالیة، ویكون ظهور أي مفردة من المفردات في السحبة التالیة 

غیر مستقل عنه، فعملیات السحب المتتالیة في العینات  أو الأولىإما مستقلا عن ظهور مفردة السحبة 
لمختارة قبل سحب المفردة التالیة لها، وتسمى هذه الطریقة المعاینة المفردة ا بإرجاعالاحتمالیة، قد تكون 

المفردة المختارة  إرجاع، وفي هذه الحالة یكون ظهور المفردات مستقلا، وفد تكون مع عدم الإرجاعمع 
، وفي هذه الحالة یكون ظهور الإرجاعقبل سحب التي تلیها، وتسمى هذه الطریقة المعاینة مع عدم 

، ویجب أن تسحب العینات الاحتمالیة بطریقة عشوائیة لا یتدخل العامل البشري ر مستقلالمفردات غی
فیها، وذلك بإتباع طریقة السحب العشوائي، ومن أهم ممیزات العینات الاحتمالیة هو انه عند استخدامها 

لتحیز نستطیع تحدید حجم الأخطاء الناجمة بسبب المعاینة أي حجم خطأ الصدفة، وكذلك قیمة خطأ ا
أما ،)عینة غیر مقیدة(العینة العشوائیة البسیطة(في التقدیر إن وجد، ومن أهم أنواع العینات الاحتمالیة 

، و العینة المضاعفة فهي عینات العینة المنتظمة،العینة الطبقیة، العینة العنقودیة باقي العینات وهي
 .مقیدة
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           لا یتم سحبها وفق قوانین الاحتمالات، وبالتالي  العینات التي وهي :احتمالیةعینات غیر 4-2
لا نستطیع معرفة احتمال اختیار أي مفردة من مفرداتها، ولهذا لا نستطیع تطبیق نظریة الاحتمالات، 
وبالتالي هذه العینات لا تسمح بالتعمیم من العینة إلى المجتمع، هذا ولیس هناك أي طریقة إحصائیة 

وقیاس دقة نتائج المعاینة غیر الاحتمالیة، ولهذا فالمعاینة غیر الاحتمالیة لا تعتبر  لتحدید حجم الخطأ
  .طریقة من طرق المعاینة الجیدة

من  nالتي تحتوي على   x1 ,x2,x3,…………………..xn العینة: العینة العشوائیة البسیطة-5
       المفردات والمسحوبة من مجتمع ما، تكون عینة عشوائیة بسیطة إذا كانت كل العینات ذات الحجم 

n  عدم  أو الإرجاعالممكن سحبها من هذا المجتمع لها نفس فرصة الاختیار والعینة یمكن سحبها مع
  .الإرجاع

عندما یكون السحب مع الإرجاع حیث یمكن أن تظهر  ):معاینة غیر نفاذیة(السحب مع الإرجاع 5-1
المفردة أكثر من مرة في العینة تسمى هذه المعاینة غیر نفاذیة لان تكرار العملیة لا یؤدي إلى تقلیص 

  :وهي تحقق الشروط التالیة ،Nnعدد مفردات المجتمع، ویكون عدد العینات الممكن سحبها یساوي
  .          سحب جزء من الكل-
  )قائمة(ترتیبه تكرار.                    الترتیب مهم-
 Nn.                        التكرار ممكن-
  .السحب على التوالي-
وعملیة السحب مع الإرجاع، فعندئذ عدد n=03 وحجم العینة N=05فمثلا إذا كان حجم المجتمع  

  :العینات الممكن سحبها من المجتمع في هذه الحالة یحدد كما یلي
من المجتمع تم مع عدم  إذا كان سحب العینات ):معاینة نفاذیة(السحب مع عدم الإرجاع  5-2

الإرجاع، أي عدم إرجاع المفردة المسحوبة قبل سحب المفردة التي تلیها، في هذه الحالة توجد طریقتان 
  :لتحدید عدد العینات الممكن سحبها وهما

 أهمیة لترتیب المفردات داخل العینة، والتي تحقق الشروط تعطي ):ترتیبه بدون تكرار(الطریقة الأولى
 :التالیة

  .          سحب جزء من الكل-
  ترتیبه بدون تكرار.                    الترتیب مهم-
n.                   التكرار غیر ممكن-

NP 
  .على التوالي السحب-

  :وتحسب وفق العلاقة التالیة
 
 

n 03N 05 125 

 
n

N

N N N 1 2 1
N nP ! ( )(N )...............(N (n ))

!
     


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مفردات مع عدم  05الممكن سحبها من مجتمع یحتوي على  n=03فمثلا عدد العینات ذات الحجم 
n:الإرجاع وعدم إهمال الترتیب هو 3

N 5
5 5 5 4 3 2 60

5 3 2 2P P ! ! !
( )! ! !

      


   

  لا تعطي أهمیة لترتیب المفردات داخل العینة وهي تحقق ):توفیقة بدون تكرار(الطریقة الثانیة
 :الشروط التالیة

  .          سحب جزء من الكل-
  توفیقة بدون تكرار.               الترتیب غیر مهم-
n   .               التكرار غیر ممكن-

NC 
    .السحب دفعة واحدة-

  :وتحسب وفق العلاقة التالیة
مفردات مع عدم  05الممكن سحبها من مجتمع یحتوي على  n=03فمثلا عدد العینات ذات الحجم 

nالإرجاع و إهمال الترتیب هو 3
N 5

5 5 5 4 3 10
3 5 3 3 2 3 2C C ! ! !
!( )! ! ! ! !

     
  

  

إحصائي ما، فان توزیعها یشبه توزیع  nنفرض أننا قمنا بسحب عینة عشوائیة حجمها  :توزیع العینة- 6
 الإحصائیةقد أخذت منه بشكل عشوائي،أما المقاییس  لأنهاالذي أخذت منه  الإحصائيمجتمعها 

الوصفیة المحسوبة بدلالتها كالوسط الحسابي والوسیط والمنوال والانحراف المعیاري والنسبة المئویة 
والتي تتوافق تقریبا مع  )المقدرات أو( الإحصائیةلتكرار الصفة في العینة والتي یطلق علیها بالتوابع 

لمقابلة لها لان توزیع العینة یشبه توزیع المجتمع الإحصائي الذي سحبت منه هذه الثوابت الإحصائیة ا
العینة، لكن قد تختلف التوابع الإحصائیة عن الثوابت الإحصائیة المقابلة لها أو عن توابع إحصائیة 

  :أخرى، وهذا الاختلاف قد یكون
  .والمصادفات اختلافا ظاهریا ناشئا بسبب الأخطاء الاحتمالیة أو أخطاء الحظ-
ینشا عن عدم سحب العینة بشكل عشوائي، أو أنها قد سحبت من ) جوهریا(إختلافا حقیقیا -

  .مجتمع إحصائي یختلف عن المجتمع الإحصائي المرغوب فیه
، هي أي مقیاس إحصائي تحسب قیمته من العینة المسحوبة من المجتمع محل الدراسة :الإحصائیة-7

وتباین العینة عبارة عن إحصائیة  ،Xالوسط الحسابي للعینة عبارة عن إحصائیة ویرمز له بالرمز فمثلا
 أننستطیع  أنناوحیث أن قیمة الإحصائیة تعتمد على العینة المسحوبة وبما ... وهكذا    ویرمز له بالرمز

الإحصائیة ستتغیر من عینة إلى أخرى، قیمة  أننسحب أكثر من عینة من نفس المجتمع فسنجد 
وهذا هو الفرق الجوهري بین المعلمة والإحصائیة، فالمعلمة  عبارة عن متغیروبالتالي فان الإحصائیة 

  .عن قیمة ثابتة بینما الإحصائیة عبارة عن متغیرعبارة 
  :كالتالي    و  Xحصاءة العینة لكل من إویتم حساب  

 
n
N

N
n N nC !

! !




2S

2S



عابد علي:الدكتور                                                         توزیعات المعاینة: المحور الأول  

الإستنتاجي الإحصاء مقیاس في محاضرات   6 

)3.......................................(

n

i
i 1

x
X n




 
  :ویتم تباین حسابه بالصیغتین التالیتین nأما حساب التباین فهو متوقف على حجم العینة 

 n≥30إذا كان حجم العینة -

)4..............................(
 

n 2

i2 i 1
X X

nS 





  
 n<30إذا كان حجم العینة - 

)5...............................(
 

n 2

i
i 1

2 X X

n 1S 
 





 
وقد تكون إحصائیة العینة مساویة لمعلمة المجتمع، أو قد تكون أصغر أو أكبر منها، ویسمى الفرق بین 

، random errorأو الخطأ العشوائي  sampling errorإحصائیة العینة ومعلمة المجتمع بخطأ المعاینة
  .یر عشوائیةغوانه لا یوجد أخطاء  عشوائیةوهذا بافتراض أن العینة 

 الفرق بین أنویقصد بالأخطاء غیر العشوائیة الأخطاء في تجمیع البیانات وتدوینها وتبویبها، وبما 
موجبا، لذلك یمكننا اخذ القیمة المطلقة لهذا الفرق  أوالعینة ومعلمة المجتمع قد یكون سالبا  إحصائیة

  :أن أيلحساب خطأ المعاینة 
  معلمة المجتمع-إحصائیة العینة  =خطأ المعاینة

  )إحصاءة العینة(والجدول التالي یوضح معالم المجتمع ومقدرات العینة 
  )إحصاءة العینة(المقدر   معلمة المجتمع  الوصف

 N n  عدد المشاهدات
    X  الحسابيالوسط 

  2   2S  التباین
      S  الانحراف المعیاري

P   P  النسبة


  
1  الفرق بین متوسطات مجتمعین 2   

1 2X X  
1  الفرق بین النسبة في مجتمعین 2P P   

1 2P P  
سواء كان هذا (نفرض ان لدینا مجتمعا من المفردات یتبع توزیعا احتمالیا معینا  :المعاینةتوزیع -8

من هذا المجتمع، بالطبع لیس معنى هذا  nواننا بصدد سحب عینة حجمها ) المجتمع كبیرا او محدودا
ان هناك عینة واحدة یمكن سحبها ولكن یكون أمامنا عدد كبیر من العینات التي یمكن سحبها من هذا 

  .من المفردات nالمجتمع والتي حجم كل منها هو 
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من هذا المجتمع وحسبنا من هذه العینة مقیاسا معینا  nولنفرض اننا سحبنا عینت عشوائیة حجمها 
وحسبنا منها نفس المقیاس ثم سحبنا  nثم سحبنا عینة ثانیة لها نفس الحجم ) ولیكن الوسط الحسابي(

عینة ثالثة وحسبنا منها نفس المقیاس وهكذا بالنسبة لجمیع العینات التي یمكن سحبها من هذا المجتمع، 
را من القیم لنفس المقیاس ولا نتوقع ان تكون جمیع القیم التي حصلنا علیها من سنجد أمامنا عددا كبی

العینات لهذا المقیاس متساویة وإ نما ستكون مختلفة عن بعضها وتكون مجتمعا آخر،عدد مفرداته أكبر 
یر غبكثیر من عدد مفردات المجتمع الاصلي، وعلى ذلك یمكن النظر الى هذا المقیاس على انه مت

ویتبع توزیعا معینا ربما یختلف او ) هي التي حصلنا علیها من هذه العینات(خذ قیما مختلفة یأئي عشوا
لا یختلف عن توزیع المجتمع الاصلي ویسمى بتوزیع المعاینة لهذا المقیاس سواء كان هذا المقیاس هو 

یره من غمعینة او  الوسط الحسابي اوالتباین او الانحراف المعیاري او نسبة المفردات التي لها صفة
  .المقایسس الاحصائیة

  X توزیع المعاینة للوسط الحسابي للعینة -1
  العینات المختلفة غالبا تكون قیم متوسطاتها الحسابیة المختلفة، اي ان الوسط الحسابي للعینة

معرفة الوسط الحسابي لأي عینة عشوائیة قبل یر من عینة إلى أخرى، ولا نستطیع غكأي إحصائیة یت 
یر عشوائي وبالتالي له توزیع احتمالي، ویطلق على غسحبها، أي أن الوسط الحسابي للعینة هو مت

التوزیع الاحتمالي لأي إحصائیة بتوزیع المعاینة وبالتالي یسمى التوزیع الاحتمالي للوسط الحسابي  
  :ي للعینة والذي یمكن تعریفه كما یليللعینة بتوزیع المعاینة للوسط الحساب

وسطه  Nإذا كان لدینا مجتمع محدود حجمه :Xتوزیع المعاینة للوسط الحسابي للعینة تعریف  1-1
في الحجم ولیكن  ، وسحبنا منه كل العینات العشوائیة البسیطة الممكنة والمتساویة   وتباینه µالحسابي 
یر العشوائي  یسمى توزیع غلكل عینة، فالتوزیع الاحتمالي للمت    وحسبنا الوسط الحسابي، nحجمها 

  .المعاینة للوسط الحسابي للعینة
سیتم التطرق الى خصائص التوقع والتباین وذلك لان اي متغیر  :خصائص التوقع والتباین 1-2

عشوائي یتحدد معلماته من خلال التوقع الریاضي والتباین، وكذلك الى الحاجة الیهما في النقاط التي 
  .سوف تذكر من خلال هذه المطبوعة

  خصائص التوقع 1-2-1
 متغیر عشوائي متقطع فان  Xإذا كان -1   

n

i i
i 1

E X x P X x


   

 متغیر عشوائي مستمر فان  Xإذا كان  -2   E X xf x dx



   

 قیمة ثابتة Cنفرض -3 C CE   
4-    E CX CE X  

X

2
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5-     E X Y E X E Y     
6-     E X Y E X E Y     
7-      E XY E X E Y  

8- X
C

1
CE E X 

 
 

   

 متغیر عشوائي مستمر یخضع للتوزیع الطبیعي فان Xإذا كان  -9 E X   
  خصائص التباین 1-2-1
               العلاقة العامة للتباین هي-1       

2
2 2 2V X E X E X E X E X 

  
       

  متغیر عشوائي متقطع فان                Xإذا كان  -2     
2n

i 1
V X X E X P X x



 
  

    

متغیر عشوائي مستمر فان                     Xإذا كان  -3
     

 

2

2 2

X E X f x dx

X f X dX

V X







 
  



 

 


  

 إذن  قیمة ثابتة Cنفرض  -4 V C 0  
5-   2CXV V XC   

6- 2
X
C

1 X
C

VV  
 
 
 

   

7-      V XY V X V Y  
  متغیرین عشوائیین مستقلین عن بعضهما البعض فان yو Xإذا كان -8

     
     

V X Y V X V Y

V X Y V X V Y

  

  
  

 وهو یخضع للتوزیع الطبیعي       )لا محدود(متغیر عشوائي یمثل مجتمع ما  Xإذا كان لدینا  :1نظریة
فان القیمة  ارجاعبالارجاع او بدون متغیرة عشوائیة تمثل متوسط عینة مسحوبة من ذات المجتمع     و

المتوقعة لمتوسط العینة  E X  كالتاليتكتب: xE X 
 
 

    
  :                    نعلم ان المتوسط الحسابي یعطى بالعلاقة التالیة :البرهان

 :  بادخال التوقع الریاضي على طرفي المساواة نجد
 
  

iX

n

i
i 1

X
X n



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وهو یخضع للتوزیع  ) محدود او لا محدود(متغیر عشوائي یمثل مجتمع ما  Xإذا كان لدینا  :2نظریة 
و     متغیرة عشوائیة تمثل متوسط عینة مسحوبة من ذات المجتمع بالارجاع او بدون ارجاع الطبیعي 

فان تباین توزیع المعاینة للمتوسطات  V X یكتب كالتالي:           
n
N : مجتمع محدود من ویتم حسابة فقط في حالة السحب مع عدم الارجاع كسر المعاینةیسمى.  

  :نعلم ان المتوسط الحسابي یعطى بالعلاقة التالیة: البرهان

    :  بادخال التباین على طرفي المساواة نجد
     
  
  
  
  
  
  

وهو یخضع للتوزیع الطبیعي          ) محدود(متغیر عشوائي یمثل مجتمع ما  Xإذا كان لدینا  :3نظریة 
فان تباین توزیع  مع عدم الارجاعو      متغیرة عشوائیة تمثل متوسط عینة مسحوبة من ذات المجتمع 

المعاینة للمتوسطات  V X یكتب كالتالي:                   
  

  :بحیث
n
N : وحجم المجتمع محدود المعاینة ویتم حسابة فقط في حالة السحب مع عدم الارجاعیسمى كسر.  

N n
N 1



Nأو   n
N
   یسمى معامل الارجاع او معامل التصحیح وهو یستخدم فقط في حالة السحب مع

  .عدم الارجاع

iX
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تخصصات لأحد الجامعات في بلد ما یخضع  05إذا كان العدد الكلي للأساتذة في  :01التمرین 
لذي یمثل عدد المدرسین في هذه ا X للتوزیع الطبیعي، والبیانات التالیة توضح قیم المتغیر العشوائي

   X1=16 ،X2=22،  X3=34، X4=42 ،X5=56 :التخصصات
  :المطلوب

  .2وتباینه  أحسب المتوسط الحسابي للمجتمع -1
  .الممكن سحبها من هذا المجتمع في حالة السحب مع الإرجاع n=02أوجد كل العینات ذات الحجم -2
                   الحسابيوسطه توزیع المعاینة للوسط الحسابي للعینة، ثم احسب  خطأ المعاینة ثم أوجد-3

  .في حالة السحب مع الإرجاع  وتباینه    
  .الممكن سحبها من هذا المجتمع في حالة السحب بدون الإرجاع n=02أوجد كل العینات ذات الحجم-4
في حالة   أوجد توزیع المعاینة للوسط الحسابي للعینة، ثم احسب وسطه الحسابي    وتباینه     -5

  .الإرجاعالسحب بدون 
ثم اشتق العلاقة بین كل من التوزیع العیني والمجتمع  05و 03قارن بین الإجابتین في السؤال رقم  -6

  .لكل من الوسط الحسابي والتباین في حالتي السحب بالإرجاع والسحب بدون إرجاع
  :الحل

  .2وتباینه  المتوسط الحسابي للمجتمع حساب كل من -1
05

i
i 01

X 16 22 34 42 56
34

N 05

    

  
   

           
05 2

2 2 2 2 2i2 i 01
X 16 34 22 34 34 34 42 34 56 34

203 20
N 05

.
         

  


  
  الممكن سحبها من هذا المجتمع في حالة السحب مع الإرجاع n=02كل العینات ذات الحجم إیجاد  -2

لا یتغیر عند سحب مفردة من مفردات المجتمع،  Nفي حالة السحب مع الارجاع فان حجم المجتمع 
ومن ثم تكون المشاهدات مستقلة عن  وهذا یعني ان سحب اي مفردة لا یتاثر بسحب المفردات السابقة،

بعضها البعض ویمكن سحب المفردة أكثر من مرة لتكوین العینة، فاذا أخذنا جمیع العینات الممكنة 
مع تحقق  فانها ستكون ترتیبة بتكرارها من هذا المجتمع بالارجاع والمكونة من مفردتین والتي یمكن سحب

  :الشروط التالیة
  .          سحب جزء من الكل-
  )قائمة(تكراربترتیبه .                    الترتیب مهم-
 Nn.                        التكرار ممكن-
  .السحب على التوالي-

X
2
X

X
2
X
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nعدد العینات الممكنة هو  02N 05 25   
  .الممكن سحبها من هذا المجتمع بالارجاع n=02 ذات الحجمیوضح مختلف العینات  01والجدول رقم 

  العینات الممكنة
)16.56(  )16.42(  )16.34(  )16.22(  )16.16(  
)22.56(  )22.42(  )22.34(  )22.22(  )22.16(  
)34.56(  )34.42(  )34.34(  )34.22(  )34.16(  
)42.56(  )42.42(  )42.34(  )42.22(  )42.16(  
)56.56(  )56.42(  )56.34(  )56.22(  )56.16(  

                   الحسابيوسطه توزیع المعاینة للوسط الحسابي للعینة، ثم احسب  خطأ المعاینة ثمإیجاد -3
  .في حالة السحب مع الإرجاع  وتباینه    

وعلى سبیل المثال نحسب متوسط العینةالاولى  لایجاد خطا المعاینة نحسب اولا متوسط العینات الممكنة 
كالتالي 

1

16 16 16
02X


     یوضح ذلك 02والجدول رقم وهكذا لجمیع القیم المتبقیة.  
  متوسط العینات الممكنة

36  29  25  19  16  
39  32  28  22  19  
45  38  34  28  25  
49  42  38  32  29  
56  49  45  39  36  

  معلمة المجتمع-إحصائیة العینة=  خطأ المعاینة :اما خطأ المعاینة فیسم حسابة وفق العلاقة التالیة 
  یوضح خطا المعاینة 03والجدول رقم 

  خطأ المعاینة
36-34=02  29-34=-05  25-34=-09  19-34=-15  16-34=-18 
39-34=05  32-34=-02  28-34=-06  22-34=-12  19-34=-15  
45-34=11  38-34=04  34-34=00  28-34=-06  25-34=-09  
49-34=15  42-34=08  38-34=04  32-34=-02  29-34=-05  
56-34=22  49-34=15  45-34=11  39-34=05  36-34=02  

  .توزیع المعاینة للمتوسط الحسابي للعینة هو التوزیع الطبیعي لان المجتمع یتوزع توزیعا طبیعیا
من اجل حساب الوسط الحسابي : حساب الوسط الحسابي والتباین للعینة في حالة السحب مع الارجاع-

بحیث نوضح فیه ) متوسط العینات( 02انطلاقا من الجدول رقم  04والتباین نشكل الجدول رقم 
  :التكرارات الممكنة لمتوسط العینات المختلفة كالتالي

  
  

X
2
X
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iX  in  
iX  in  

16  01  36  02  
19  02  38  02  
22  01  39  02  
25  02  42  01  
28  02  45  02  
29  02  49  02  
32  02  56  01  
  25  المجموع  01  34

  
  
  
 
               :و نحسب المتوسط لحسابي لهذه المتوسطات كالتاليأ

   حساب التباین-  

  الممكن سحبها من هذا المجتمع في حالة السحب بدون الإرجاع n=02كل العینات ذات الحجمإیجاد -4
في حالة السحب بدون إرجاع فان اي مفردة في المجتمع لا یمكن ان تسحب الا مرة واحدة لتكوین العینة 

  الممكنةوفي هذه الحالة توجد لدینا طریقتین لایجاد عدد العینات 
  ترتیبة بدون تكرار وتتحقق بتوفر الشروط التالیة :الطریقة الاولى

  .          سحب جزء من الكل-
  ترتیبه بدون تكرار.                    الترتیب مهم-
n.                   التكرار غیر ممكن-

NP 
  .السحب على التوالي-

عدد العینات الممكنة هو        
n 2
N 5

N 05 05 04 03 20
03N n 05 02P P! ! !

!! !
     

 
  

الممكن سحبها من هذا المجتمع         n=02 ذات الحجمیوضح مختلف العینات  05والجدول رقم 
  .بدون إرجاع

X

15

i i
i 01

15

i
i 01

n X 16 01 19 02 56 01 850
X 34

25 25n

.............





      
   




         
215

i i2 i 01
15X

i
i 01

2 2 201 16 34 02 19 34 01 56 34
25

2540 101 60
25

n XV X
n

...........

.






 

        


 






25

i
i 1

X 850X 34
n 25




  
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  العینات الممكنة
)16.56(  )16.42(  )16.34(  )16.22(   -------  
)22.56(  )22.42(  )22.34(   -------  )22.16(  
)34.56(  )34.42(   -------  )34.22(  )34.16(  
)42.56(   -------  )42.34(  )42.22(  )42.16(  

 -------  )56.42(  )56.34(  )56.22(  )56.16(  
  حساب الوسط الحسابي والتباین في حالة السحب بدون إرجاع- 5

الجدول والموضحة في  من اجل حساب الوسط الحسابي والتباین نحسب اولا متوسط العینات الممكنة 
 .06رقم 

  متوسط العینات الممكنة
36  29  25  19   -------  
39  32  28   -------  19  
45  38   -------  28  25  
49   -------  38  32  29  

 -------  49  45  39  36  

  07بعد حساب المتوسطات الممكنة نستخرج التكرارات المقابلة لهذه المتوسطات وندونها في الجدول رقم 
iX  in  

iX  in  

19  02  38  02  
25  02  39  02  
28  02  45  02  
29  02  49  02  
32  02   ------   --------  
  20  المجموع  02  36

10

i i
i 01

10X

i
i 01

19 02 25 02 49 02 680X 3420 20
n X

n
............



         





  

:                     كالتالي ىكما یمكن حسابه بطریقة اخر  

10

i
i 1

X 680X 34
n 20




    

   :حساب التباین-
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 
       

210

i i2 i 01
15X

i
i 01

2 2 2

V X
02 19 34 02 25 34 02 49 34

20

1524 76 20
20

n X

n

...........

.








        


 






  وتتحقق بتوفر الشروط التالیة توفیقة بدون تكرار: الطریقة الثانیة
  .          سحب جزء من الكل-
  توفیقة بدون تكرار.               الترتیب غیر مهم-
n.                  التكرار غیر ممكن-

NC 
    .السحب دفعة واحدة-
  عدد العینات الممكنة هو  
  

  
الممكن سحبها من هذا المجتمع         n=02 ذات الحجمیوضح مختلف العینات  08والجدول رقم 

  .بدون إرجاع
  العینات الممكنة

)16.56(  )16.42(  )16.34(  )16.22(   -------  
)22.56(  )22.42(  )22.34(   -------   -------  
)34.56(  )34.42(   -------   -------   -------  
)42.56(   -------   -------   -------   -------  

 -------   -------   -------   -------   -------  
  حساب الوسط الحسابي والتباین في حالة السحب بدون إرجاع-

 الجدول  والموضحة في والتباین نحسب اولا متوسط العینات الممكنةمن اجل حساب الوسط الحسابي 
  .09رقم 

  متوسط العینات الممكنة
36  29  25  19   -------  
39  32  28   -------   -------  
45  38   -------   -------   -------  
49   -------   -------   -------   -------  

 -------   -------   -------   -------   -------  

  
  

   
02
05

n
N

05 05 04 03 10
02 0302 05 02

N
n N n CC ! !

! !! !
!

! !
    




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  10بعد حساب المتوسطات الممكنة نستخرج التكرارات المقابلة لهذه المتوسطات وندونها في الجدول رقم 
iX  in  

iX  in  

19  01  38  01  
25  01  39  01  
28  01  45  01  
29  01  49  01  
32  01   ------   --------  
  10  المجموع  01  36

10

i i
i 01

10X
i

i 01

19 01 25 01 49 01 340X 3420 10
n X

n
............



         





  

:                     كما یمكن حسابه بطریقة اخرى كالتالي 

10

i
i 1

X 340X 34
n 10




    

   :حساب التباین-

         
210

i i2 i 01
15X

i
i 01

2 2 201 19 34 01 25 34 01 49 34
10

762 76 20
10

n XV X
n

...........

.






 

        


 






العیني والمجتمع لكل من الوسط الحسابي والتباین في حالتي العلاقة بین كل من التوزیع إشتقاق  -6
  .السحب بالإرجاع والسحب بدون إرجاع

  في حالة السحب مع الإرجاع 6-1
وجدنا ان الوسط الحسابي للعینة في حالة السحب مع الارجاع هو نفسه  :بالنسبة للوسط الحسابي-أ

ان الوسط الحسابي للاوساط الحسابیة للعینات یساوي الوسط  ىو بعبارة أخر الوسط الحسابي للمجتمع ا

                                           :الحسابي للمجتمع اي انه
 

X

X

34X

E X 34










  
  

في حالة السحب مع  وجدنا مما سبق ان تیابن العینة لا یساوي تباین المجتمع :بالنسبة للتباین-ب

    :ولكن توجد علاقة بینهما الا وهي الارجاع 
2

2
XV X 203 20 101 60

n 02
. .                                           

Xعند حساب تباین العینة لتوزیع المعاینة ل      وتكون هذه ) 101.60(وقد حصلنا على هذه القیمة  
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تباین توزیع المعاینة وبین تباین توزیع المجتمع صحیحة اذا تم سحب العینات بالارجاع من العلاقة بین 
مجتمع محدود الحجم، حیث لا یؤثر سحب مفردة من المجتمع على  سحب مفردة أخرى ومن ثم یكون 

ة هذین الحدثین مستقلین احصائیا وتكون العلاقة الاخیرة صحیحة ایضا في حالة المجتمعات اللانهائی
ومن  الحجم سواء كان السحب بالارجاع او بدون ارجاع حیث لا یتاثر حجم المجتمع بسحب مفردة منه،

ثم یكون حدث سحب مفردة مستقلا عن حدث سحب مفردة اخرى ویتحقق هذا الاستقلال الاحصائي 

nعندما یكون حجم المجتمع كبیرا بالنسبة لحجم العینة اي عندما  0 05
N

.  

  في حالة السحب مع عدم الارجاع 6-2
الوسط الحسابي لتوزیع العینة في حالة السحب مع عدم الارجاع هو ایضا  :بالنسبة للوسط الحسابي-أ

                              یساوي الوسط الحسابي للمجتمع اي ان 
 

X

X

34X

E X 34










  
  

وجدنا فیما سبق ان تباین العینة لا یساوي تباین المجتمع في حالة السحب مع عدم  :بالنسبة للتبیاین-ب

:      الارجاع ولاكن توجد علاقة بینهما وهي كالتالي 
2

2
X

N nV X
n N 1

203 20 05 20 76 20
02 05 01

. .

  


  


  

عندما یتم السحب مع عدم الارجاع فان سحب مفردة من المجتمع لتكوین العینة یؤثر على سحب اي 
یكون الحدثین غیر مستقلین ویتحقق عدم الاستقلال الاحصائي ایضا عندما یكون حجم مفردة أخرى وهنا 

nیرا نسبیا بالنسبة لحجم العینة اي عندما یتحقق الشرطغالمجتمع ص 0 05
N

..  

  :الخلاصة
  في حالة السحب بالارجاع او عدم الارجاع فان متوسط العینة یساوي دائما متوسط المجتمع اي 

  x
E X    

nفي حالة السحب بالارجاع او عدم الارجاع و- 0 05
N

.         فان                
2

2
X n  

nفي حالة السحب مع عدم الارجاع و - 0 05
N

.            فان           
2

2
X

N n
n N 1

  
  
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  من مجتمع یتبع التوزیع الطبیعي Xتوزیع المعاینة  للوسط الحسابي-2
  معلوم 2عندما یكون التبیاین 2-1

وسحبنا منه كل  2وتبیاین إذا كان لدینا مجتمع یتوزع توزیعا طبیعیا بمتوسط حسابي  :04نظریة
  ستوزع توزیعا طبیعیا X، فتوزیع المعاینة للوسط الحسابي للعینةnالعینات العشوائیة البسیطة ذات الحجم 

بمتوسط حسابي قدره 
X
  وتباین قدره

2
2
X n
  اي 2

X X
X N ,   وسیتوزع هذا المتغیر

                         :        كما یلي Zتبعا للاحصاءة  توزیعا طبیعیا معیاریا
  

  .ض النظر عن حجم العینة سواء كان كبیرا ام صغیراغهذه النظریة صحیحة ب
  محدود والسحب مع عدم الارجاع فتوزیع المعاینة للوسط الحسابي للعینة  Nأما اذا كان حجم المجتمع 

ستوزع توزیعا طبیعیا بمتوسط حسابي قدره 
X
  وتباین قدره

2
2
X

N n
n N 1

 


   

اي 2
X XX N ,  تبعا للاحصاءة  وسیتوزع هذا المتغیر توزیعا طبیعیا معیاریاZ كما یلي                              :

 2
X

X N n
n N 1

X XZ 0 1,
 



     

سائق، وعلمت ان اعمارهم  1500إذا كان عدد سائقي سیارات الاجرة في مدینة ما هو  :02تمرین
مع سنوات، فاذا سحبنا  07سنة، وانحراف معیاري قدره  45تتوزیع توزیعا طبیعیا بمتوسط حسابي قدره 

  .سائقا 16عدم الارجاع من هذا المجتمع عینة عشوائیة بها 
  :المطلوب

  أوجد توزیع المعاینة لمتوسط اعمار سائقي سیارات الاجرة؟-1
  سنة؟ 48أحسب احتمال ان یكون متوسط العمر لهذه العینة أكبر من -2

  :الحل
X:  07سنة وانحراف معیاري  45متغیر عشوائي مستمر یخضع للتوزیع الطبیعي  بمتوسط حسابي 

 سنوات وهو یمثل اعمار سائق سیارت الاجرة  2X N 45 07, 
 
 

 
N=1500, 45  , 07، n =16       والسحب مع عدم الارجاع   

  إیجاد توزیع المعاینة لمتوسط اعمار سائقي سیارات الاجرة                 -1
بما ان المجتمع یخضع للتوزیع الطبیعي فان توزیع المعاینة سوف یخضع هو الاخر للتوزیع الطبیعي 

         04حسب النظریة رقم   2
X XX N ,  

  لتوزیع المعاینة حساب التوقع الریاضي والتباین

X

 i
2

i X

X

N 0 1X

n

X
Z ,




 

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المتوسط الحسابي لتوزیع المعاینة      X
E X 45   

محققان ننتقل اذن ) الشرطان الكافیان(بما ان المجتمع محدود والسحب مع عدم الارجاع : حساب التباین
  الى الشرط اللازم وهو كسر المعاینة

n  نحسب اولا كسر المعاینة 16 0 0106 0 05
N 1500

. .   إذن لا نستخدم معامل الارجاع ،.  

 
2

2
X n

49 03 062516 .   
                        إذن       X N 45 03 0625, .  

بما ان توزیع المعاینة یخضع : سنة 48حساب احتمال ان یكون متوسط العمر لهذه العینة أكبر من -2
 Zللتوزیع الطبیعي ولحساب الاحتمال السابق ننتقل الى القیمة المعیاریة او الاحصاءة 

 i X

X

N 0 1
XZ ,



 

   

   

48 45P X 48 P Z P Z 01 71
03 0625

1 P Z 01 71 1 F 01 71
1 0 95637 0 04363

.
.
. .

. .

 
  
 

    

    

  
  

طالب في امتحان الاحصاء الاستنتاجي تتوزع توزیعا طبیعیا  420إذا علمت ان معدلات :03تمرین
، فاذا سحبنا من هؤلاء الطلبة مع عدم الارجاع عینة عشوائیة 25وتباین قدره  68بمتوسط حسابي قدره

  .طالب 100تشمل 
  المطلوب

  أوجد توزیع المعاینة لمعدلات الطلبة؟-1
  ؟69و 67بین أحسب احتمال ان یكون المتوسط الحسابي لهذه العینة -2

  الحل
X:  وهو یمثل  25وتباین قدره  68متغیر عشوائي مستمر یخضع للتوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي قدره

معدلات الطلبة      X N 68 25,  
2Nالسحب مع عدم الارجاع  420 68 25 n 100, , ,     

یتوزع توزیعا طبیعیا فان توزیع المعاینة بما ان المجتمع : إیجاد توزیع المعاینة لمعدلات الطلبة-1
  :لمعدلات الطلبة في العینة سیتوزع هو الاخر توزیعا طبیعیا  بمتوسط حسابي وتباین كالتالي

 2
X XX N ,   

  X
E X 68   
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ننتقل الى ) محققانالشرطان الكافیان (بما ان المجتمع محدود والسحب مع عدم الارجاع : حساب التباین
  الشرط اللازم وهو كسر المعاینة

nنحسب كسر المعاینة  100 0 238 0 05
N 420

. .  إذن الشرط محقق وبالتالي نستخدم معامل الارجاع ،.  

  
22

X
25 420 100 0 1909100 420 1

N n
n N 1 .  

  
  

 X N 68 0 1909, .  
  69و 67حساب احتمال ان یكون المتوسط الحسابي لهذه العینة بین -2

     بما ان توزیع المعاینة یخضع للتوزیع الطبیعي ولحساب الاحتمال السابق ننتقل الى القیمة المعیاریة

Z                       او الاحصاءة  i X

X

N 0 1
XZ ,



                                      

   

       
 

67 68 69 68P 67 X 69 P Z P 02 29 Z 02 29
0 1909 0 1909

F 02 29 F 02 29 F 02 29 1 F 02 29

02F 02 29 01 02 0 98899 1 0 97798

. .
. .

. . . .

. . .

 
  
 

 
  

         

     

     

   

مصنع للمصابیح الكهربائیة یفترض ان اعمار المصابیح تتوزع توزیعا طبیعیا بمتوسط  :04تمرین
  .مصباح 36ساعة، اخذت عینة عشوائیة حجمها 40ساعة وانحراف معیاري قدره 800حسابي قدره 

  :المطلوب
  أوجد توزیع المعاینة لمتوسط اعمار المصابیح؟-1
  أحسب الاحتمالات التالیة-2
  ساعة؟ 780العمر اقل من ان یكون متوسط  2-1
  ساعة؟ 810ان یكون متوسط العمر اكبر من  2-2
  ساعة؟ 810ساعة و 790ان یكون متوسط العمر محصور بین  2-3

  الحل
X:  وهو  40وانحراف معیاري  800متغیر عشوائي مستمر یخضع للتوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي

  .یمثل اعمار المصابیح الكهربائیة
N=∞(مجتمع لا محدود)، 800 ، 40 ،n=36 

بما ان المجتمع یتوزع توزیعا طبیعیا فان توزیع  :إیجاد توزیع المعاینة لمتوسط اعمار المصابیح-1
  :المعاینة لمتوسط اعمار المصابیح سیتوزع هو الاخر توزیعا طبیعیا بمتوسط حسابي وتباین كالتالي
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 2
X XX N ,   

X
E X 800   
 

   

من خلال معطیات التمرین نلاحظ ان المجتمع لا محدود وبالتالي لا نستخدم معامل : حساب التباین

              :ویحسب التباین كالتالي الارجاع 22
2
X

40
44 44

36n .                                         

 X N 800 44 44, .  
  

  حساب الاحتمالات-2
2- 1     
  

        
2-2                 
  

2-3 

   

       
 

790 800 810 800P 790 X 810 P Z P 01 50 Z 01 50
44 44 44 44

F 01 50 F 01 50 F 01 50 1 F 01 50

02F 01 50 01 02 0 93319 01 0 86638

. .
. .

. . . .

. . .

 
  
 

 
  

         

     

     

   

  :ملاحظة هامة
إذا كان السحب مع الارجاع فهذا یعني ان التوزیع هو توزیع ذي الحدین - X BEN np npq,   
إذا كان السحب مع عدم الارجاع فهذا یعني ان التوزیع هو توزیع مافوق الهندسي -

N nX HG np npq
N 1

, 
 
 




  

عند كبر حجم المجتمع وذهابه الى ما لانهایة، یقترب التوزیع مافوق الهندسي من التوزیع ذي الحدین 
وبالتالي یصبح معامل الارجاع مساویا   ،اي یتساوى السحب مع عدم الارجاع مع السحب مع الارجاع

الى الواحد الصحیح       
N

N n 1N 1lim


   
) بالارجاع او عدم الارجاع(وبما ان حجم المجتمع في التمرین كبیر جدا لم یذكر خاصیة السحب  

  .لانهما سوف یتساویان
  
  

       780 800P X 780 P Z P Z 03 F 03 01 F 03
44 44

01 0 99865 0 00135
.

. .

 
  
 

         

  

     

 

810 800P X 810 P Z P Z 01 50 01 P Z 01 50
44 44

01 F 01 50 01 0 93319 0 06681

. .
.

. . .

 
  
 

       

    
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 )n≤30(مجهول و 2التبیاین عندما یكون 2-2
 لا یكون الانحراف المعیاري للمجتمع  Xفي كثیر من التطبیقات المتعلقة باستعمال الوسط الحسابي 

الانحراف المعیاري (Sفاننا نستعمل  30یساوي او اكثر من  nمعلوما ، ولذلك اذا كان حجم العینة 
خاضعا لتوزیع یمكننا  X، ویكون المتغیر العشوائي الانحراف المعیاري للمجتمعبدلا من ) للعینة

  )n≥30(مادامت )Z(تقریبه الى التوزیع الطبیعي المعیاري
مأخوذة من مجتمع و ) n≤30(عینة عشوائیة بسیطة حجمها  n……x3,x2x1,xذا كانت لدینا إ :05نظریة

یخضع للتوزیع الطبیعي  2X N ,    2وكانت  مجهولة، وكانتS2  هي تباین العینة فان
بمتوسط حسابي قدره  سیكون له توزیع قریب من للتوزیع الطبیعي المعیاريXالمتغیر العشوائي

X
 

وتباین قدره 
2

2
2

X n n
S


    او بشكل مكافئ
2 2

2

X n n 1
S


    وتعطى علاقته كالتالي:  

  i i iX X X

X

n 1n

N 0 1Z X X X
SS

,

  




   


                                                  

nمحدود والسحب مع عدم الارجاع و ) N(أما اذا كان المجتمع  0 05
N

.   فنستبدل العلاقات السابقة
  :باضافة معامل الارجاع وتصبح العلاقات كالتالي

22

2
X 22

N n
n n 1 n 1

N n
n n n 1

S

S










 
 










    

  :فتصبح علاقته كالتالي) Z(اما المتغیر العشوائي 

                                       i i iX X X

X N nN n
n 1n 1n 1n

N 0 1Z X X X
SS

,

  


  

   


   

متغیر عشوائي یمثل أطوال الطلاب لجامعة ابن خلدون، وكان هذا المتغیر  Xإذا كان  :50تمرین
طالب  37سم وتباین مجهول، اخذت عینة عشوائیة حجمها 160یخضع للتوزیع الطبیعي بوسط حسابي

  .سم60وكان تباین العینة هو
  :المطلوب

  أوجد توزیع المعاینة  لمتوسط أطوال الطلبة؟-1
  سم؟163الطلبة في هذه العینة اقل من أحسب احتمال ان یكون طول -2

  :الحل
X:  سم وتباین مجهول، وهو یمثل اطوال 160متغیر عشوائي یخضع للتوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي
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الطلبة لجامعة ابن خلدون بتیارت  2X N 160,   
N=∞(مجتمع لا محدود)، 160 ، 2 ، S2=60، n=37 

بما ان المجتمع یخضع للتوزیع الطبیعي وتباینه مجهول : إیجاد توزیع المعاینة  لمتوسط اطوال الطلبة-1
فان توزیع المعاینة لمتوسط اطوال الطلبة سیكون توزیع قریب  30وحجم العینة المسحوبة اكبر تماما من 

من التوزیع الطبیعي المعیاري  2
X XX N ,   

X
E X 160   
 

    

من خلال معطیات التمرین نلاحظ ان المجتمع لا محدود وبالتالي لا نستخدم معامل  :حساب التباین

:          الارجاع ویحسب التباین كالتالي
2 2

2
X

60 01 67
n n 1 37 1

S .  
 

                                                                           
:        كما نعلم ان العلاقة بین تباین العینة المتحیز والعینة غیر المتحیز تعطى بالعلاقة التالیة

     
2 2 22 nS 37 60nS n 1 S S 61 67

n 1 37 1
.

       
 

  

إذن               
22

2
X

61 67 01 67
n n 37

S . .


      
وبالتالي فان                                                           X N 160 01 67, .   

  سم163حساب احتمال ان یكون طول الطلبة في هذه العینة اقل من  -2

بتطبیق علاقة التوزیع الطبیعي المعیاري           X X Xi i i

X

n 1n

N 0 1Z X X X
SS

,


  




   


  

                     163 160P X 163 P Z P Z 02 32 F 02 32 0 98983
01 67

. . .
.

 
  
 

      
  

)n>30(مجهول و 2التبیاین عندما یكون 2-3
فان الانحرافات المعیاریة للعینة تكون ذات  30اقل تماما من  nفي الحالات التي یكون فیها حجم العینة    

وبالتالي یكون المتغیر  لا تكون تقدیرا موثوقا للانحراف المعیاري للمجتمع  Sتغیر كبیر لدرجة ان 
، وانما یخضع لتوزیع )Z(خاضعا لتوزیع لا یمكننا تقریبه الى التوزیع الطبیعي المعیاري  Xالعشوائي 

وبالمعلمتین ) V=n-1(بدرجة حریة ) او توزیع المعاینات الصغیرة(آخر یطلق علیه توزیع ستودنت 

V
V0

V 2
X T , 

 
 

   

مأخوذة من و ) n>30(عینة عشوائیة بسیطة حجمها  n……x3,x2x1,xذا كانت لدینا إ :06نظریة 
مجتمع یخضع للتوزیع الطبیعي 2X N ,    2وكانت  مجهولة، وكانتS2  هي تباین العینة فان

بدرجة  )T(لن یخضع للتوزیع الطبیعي المعیاري وانما لتوزیع آخر هو توزیع ستودنتXالمتغیر العشوائي
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فهما  X، اما معلمتي توزیع المتغیر العشوائي ل )V=n-1(حریة 
X
  وتباین قدره

2
2

2

X n n
S


    او بشكل مكافئ
2 2

2

X n n 1
S


    وتعطى علاقته كالتالي:   

                                                           

i i iX X X

X

n 1n

T X X X
SS



  




   


                               

nأما اذا كان المجتمع محدود والسحب مع عدم الارجاع و  0 05
N

.   فنستبدل العلاقات السابقة باضافة

:                        معامل الارجاع وتصبح العلاقات كالتالي

22

2
X 22

N n
n n 1 n 1

N n
n n n 1

S

S










 
 










   

 :  فتصبح علاقته كالتالي) T(اما المتغیر العشوائي 

    

i i iX X X

X

n 1n

N nN n
n 1n 1

T X X X
SS



  


 
 


   


  

متغیر عشوائي یمثل اوزان اكیاس الطحین التي تنتجها احدى المؤسسات، وكان هذا  Xإذا كان  :6تمرین
كغ وتباین مجهول، اخذت عینة عشوائیة بسیطة  50المتغیر یخضع للتوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي 

اكیاس من انتاج هذه المؤسسة ووجد ان الانحراف المعیاري لاوزان هذه الاكیاس یساوي  09حجمها 
  .كغ01
  :طلوبالم
  أوجد توزیع المعاینة لمتوسط اوزان الاكیاس؟-1
  كغ؟51أحسب احتمال ان یزید الوسط الحسابي لهذه العینة عن -2

  :الحل
X:  كغ وتباین مجهول، وهو یمثل اوزان 50متغیر عشوائي یخضع للتوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي

  .اكیاس الطحین التي تنتجها احدى المؤسسات
N=∞(مجتمع لا محدود)، 50 ، 2 ، S2= 01،  n=09 

بما ان المجتمع یخضع للتوزیع الطبیعي وتباینه مجهول : إیجاد توزیع المعاینة لمتوسط اوزان الاكیاس-1
فان توزیع المعاینة سوف یخضع لتوزیع  30وحجم العینة العشوائیة البسیطة المسحوبة اقل تماما من 

أي) V=09-01=08(بدرجة حریة ) T(ستودنت  2
v X XX T ,   

  ایجاد معلمتي التوزیع اي التوقع الریاضي والتباین
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التوقع الریاضي یساوي 
X

E X 50   
 

   

من خلال معطیات التمرین نلاحظ ان المجتمع لا محدود وبالتالي لا نستخدم معامل  :حساب التباین

:          الارجاع ویحسب التباین كالتالي
22

2
X

01 0 125n n 1 09 1
S .   

   

وبالتالي فان                                             08X T 50 0 125, .  
  كغ51الحسابي لهذه العینة عن حساب احتمال ان یزید الوسط -2

iبتطبیق علاقة توزیع ستودنت                  i iX X X

X

n 1n

N nN n
n 1n 1

T X X X
SS



  


 
 


   


  

                        08 08 0 98851 50P X 51 P T P T 02 828 F 02 828
0 125

.. .
.

 
  
 

        

لا نجد  08بدرجة حریة  02.32بالعودة الى جدول ستودنت والبحث عن قیمة الاحتمال المقابل للقیمة 
محصورة بین قیمتین ولایجاد قیمة الاحتمال المقابل لها نستخدم نظریة الحصر هذه القیمة وانما تكون 

  :بالنقصان او الزیادة كالتالي
  

         02.896                           02.828                  02.306     
           0.99                               α                        0.975  

  :ستخدام نظریة الحصر بالنقصانبا
                                 )0.975-0.99)                        (02.306-02.896(  

                                     )0.975- α)                        (02.306-02.828(  
  إذن                           

                                                  )0.015)                        (00.59(  
                                              )0.975- α)                         (0.522(  

  :    هي αإذن قیمة 
                                                     0 522 0 015 0 975 0 9880 59

. . . ..
    

  من مجتمع لا یتبع التوزیع الطبیعيXتوزیع المعاینة  للوسط الحسابي -3
قد یحدث في كثیر من الاحیان ان یكون المجتمع الذي تسحب منه العینات لیس معتدلا، فقد یكون 

  .ملتویا نحو الیمین او نحو الیسار في هذه الحالة نطبق نظریة النهایة المركزیة
م،إن اهمیة هذه 1901م وبرهنها لیبانوف 1812إن اول من عرض هذه النظریة هو لابلاس عام 

النظریة تتاتى من كونها إعتمدت متغیرات عشوائیة مختلفة، بصرف النظر عن طبیعة المجتمع 
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إذ یكفي ان یكون لهذه المتغیرات العشوائیة توقع )طبیعیا كان ام غیر ذلك(الاحصائي الذي جاءت منه 
  .یاضي وانحراف معیاري ایا كان شكل توزیعهار 

ونظریة النهایة المركزیة لها أهمیة كبیرة في الاستنتاج الاحصائي، فباستخدامها نعتبر توزیع المعاینة 
للوسط الحسابي للعینة توزیعا قریبا من التوزیع الطبیعي، وبالتالي نستطیع استخدام التوزیع الطبیعي في 

الحسابي للمجتمع دون الحاجة الى معرفة التوزیع الاحتمالي لهذا المجتمع، استنتاجات خاصة بالوسط 
، وكلما زاد حجم العینة كلما اقترب توزیع المعاینة للوسط )n≥30(بشرط ان یكون حجم العینة كبیرا 

  .الحسابي للعینة أكثر من التوزیع الطبیعي مهما كان توزیع المجتمع الذي سحبنا منه العینات
) مجهول(إذا كان لدینا مجتمع توزیعه لا یتبع التوزیع الطبیعي ):نظریة النهایة المركزیة( 60نظریة 

وسحبنا منه كل العینات العشوائیة البسیطة والممكنة وذات الحجم الكبیر  2وتبیاین وسطه الحسابي 
)n≥30( فتوزیع المعاینة للوسط الحسابي للعینةX بمتوسط  قریبا من التوزیع الطبیعيسیتوزع توزیعا

حسابي قدره 
X  2وتباین قدره

X بعبارة أخرى فإن  i X

X

0 1Z X ,


 


  یقترب من التوزیع الطبیعي

 .nالمعیاري كلما كبرت 
ون،  50ون وانحراف معیاري  300في احد المصانع كان الوسط الحسابي لاجور العمال  :70تمرین 

  .عامل من عمال هذا المصنع 40وقد تم سحب عینة عشوائیة من 
  :المطلوب

  للوسط الحسابي لاجور العمال؟ أوجد توزیع المعاینة-1
  :الاحتمالات التالیةأحسب -2
  ون؟ 275إحتمال ان یكون الوسط الحسابي للعینة اقل من 2-1
  ون؟ 320إحتمال ان یكون الوسط الحسابي للعینة أكبر من  2-2
  ون؟ 315ون و 280إحتمال ان یكون الوسط الحسابي للعینة بین  2-3

  :الحل
X:  ون،  50ون وانحراف معیاري  300متغیر عشوائي مستمر یخضع لتوزیع مجهول بمتوسط حسابي

وهو یمثل متوسط اجور العمال لاحد المصانع  X In 300 2500,   
N=∞(مجتمع لا محدود)، 300 ، 50 ،n=40 

ان توزیع  مجتمع اجور العمال مجهول، ونظرا لان حجم العینة بما : إیجاد توزیع المعاینة-1
كبیر n 40 n 30  إذا یمكننا تطبیق نظریة النهایة المركزیة، ومن ثم فان توزیع المعاینة ل ،X 

سیكون معتدلا تقریبا اي  2
X XX N ,   

X
E X 300   
 

   
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من خلال معطیات التمرین نلاحظ ان المجتمع لا محدود وبالتالي لا نستخدم معامل  :حساب التباین

                                  :    الارجاع ویحسب التباین كالتالي 22
2
X

50
62 50

40n .                                               
  إذن
  
  الاحتمالاتحساب -2
2- 1   
  
2-2                   
  
  

2-3   
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F 01 90 F 02 53 01
0 97128 0 99430 01 0 96558

. .
. .

. . . .

. .
. . .

 
  
 

 
  

         

     

  

   

  

وسطین حسابیین لعینتینالمعاینة للفرق بین توزیع -04 1 2X X   
في كثیر من الدراسات یرغب الباحث في مقارنة مجتمعین لمعرفة الاختلاف بینهما، وذلك بمقارنة  :تمهید

متوسطیهما اي بحساب الفرق بین وسطیهما الحسابیین 1 2
  حیث

1  ترمز للوسط الحسابي
للمجتمع و

2 ترمز للوسط الحسابي للمجتمع الثاني، فمثلا یقارن الباحث بین أوزان الوحدات المنتجة
، او یقارن مستوى الاسعار في "ب"والوسط الحسابي لاوزان الوحدات المنتجة بالمصنع  "أ"بالمصنع 

مختلفین بحساب الفرق بین الوسط الحسابي لاسعار السوق الاول، والوسط الحسابي لاسعار  نسوقی
یر متوافرة وبالتالي غالخ،وحیث انه في أغلب الدراسات تكون بیانات المجتمعین .....السوق الثاني وهكذا

یكون
1 و

2 هذه الدراسات نحاول استنتاج الفرق الحقیقي بین متوسطي  مجهولین، ولاجراء مثل
المجتمعین  1 2

  باستخدام الفرق بین متوسطي حسابیین لعینتین ، 1 2X X حیث العینة الاولى ،
للمجتمع الاول بالرقم مسحوبة من المجتمع الاول، والعینة الثانیة مسحوبة من المجتمع الثاني، ویرمز 

 یرمز للوسط الحسابي لعینة مسحوبة من المجتمع الاول، 1X، وبالتالي فان02وللمجتمع الثاني بالرقم 01
متغیران  2Xو1Xیرمز للوسط الحسابي لعینة مسحوبة من المجتمع الثاني وبما ان الاحصائیتین 2Xو

عشوائیین، إذن الفرق بینهما 1 2X X هي الاخرى متغیر عشوائي ولاجراء اي استنتاجات خاصة
بالمعلمة  1 2

   باستخدام الاحصائیة 1 2X X  یجب معرفة ودراسة طبیعة توزیع المعاینة لهذه

     

 

320 300P X 320 P Z P Z 02 53 01 P Z 02 53
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01 F 02 53 01 0 99430 0 00570
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  .الاحصائیة، والذي یطلق علیه توزیع المعاینة للفرق بین متوسطین حسابیین
توزیع المعاینة للفرق بین وسطین حسابیین لعینتین مستقلتین 4-1 

1 2X X  
 طبیعة فان ذلك یتوقف علىتوزیع المعاینة للفرق ، إذا تمت المعاینة من مجتمعین مستقلین، ولمعرفة 

معلومیة او مجهولیة تبایني المجتمعین وحجم  وكذلك ) توزیع طبیعي او غیر طبیعي(توزیع المجتمعین
وسوف نتطرق الى مختلف هذه  30او اصغر تماما من  30العینتین المسحوبیتین اكبر أو یساوي 

  :الحالات كالتالي
2ة للفرق            لمجتمعین یتوزعان توزیعا طبیعیا وبتباینین معلومین توزیع المعاین:أولا

1 2و

2   
من مجتمع لامحدود یتوزع توزیعا  1nإذا سحبنا كل العینات العشوائیة الممكنة ذات الحجم :08نظریة

طبیعیا بوسط حسابي 
1  2وتباین

1 وسحبنا كل العینات العشوائیة الممكنة ذات الحجم ،n2  من
مجتمع آخر لا محدود هو الاخر یتوزع توزیعا طبیعیا بوسط حسابي 

2  2وتباین

2 وكانت العینات ،
مستقلة عن العینات المسحوبة من المجتمع الثاني فان توزیع المعاینة للفرق المسحوبة من المجتمع الاول 

سیكون توزیعا قریبا من التوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي هو          بین المتوسطات
1 2X X

        

و تباین
1 2

2

X X  اي 
1 21 2

2

1 2 X XX XNX X ,


     

  .ولایجاد معلمتي التوزیع نستعین بخصائص التوقع والتباین  
                    :    التوقع الریاضي       

1 2X X 1 2
1 2 1 2E X X E X E X            

                             :التباین      
1 2

2 2
2 2 1 2
X X

1 2

1 2 1 2V X X V X V X
n n

          

:       فتصبح علاقته كالتالي) Z(اما المتغیر العشوائي 
     1 2 1 2

2 2
1 2

1 2

X X
Z 0 1

n n

,
   


 

                                                

أما ذا كان احد المجتمعین او كلیهما لا یتوزع توزیعا طبیعیا، فیكون توزیع المعاینة للفروق قریبا من 
  .المركزیةحسب نظریة النھایة ) n1≥30،n2≥30(التوزیع الطبیعي اذا كانت العینتان كبیرتین، اي 

، 09وتباین  50سحبت من مجتمع یتوزع توزیعا طبیعیا بمعدل  20حجمها  عینة عشوائیة:08تمرین 
، وكانت 04وتباین  40سحبت من مجتمع آخر یتوزع توزیعا طبیعیا بمعدل  15وعینة أخرى حجمها

  .العینتان المسحوبتان مستقلتین عن بعضهما البعض
  :المطلوب

  للفرق بین متوسطي العینتین؟أوجد توزیع المعاینة -1
  ؟08.20أحسب احتمال ان یكون الفرق بین متوسطي العینتین اقل من -2
  

 
1 2X X

 1 2X X
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  :الحل
  یجاد توزیع المعاینة للفرق بین متوسطي العینتینإ-1

  المجتمع الاول
X1: اي 09وتباین  50متغیر عشوائي مستمر یخض للتوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي  1X N 50 09,

،N1=∞، n1=20:  ولدینا  
  

  المجتمع الثاني
X2:  اي 04وتباین  40متغیر عشوائي مستمر یخض للتوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي  2X N 40 04,

،N2=∞، n2=15:  ولدینا  
  

ان المجتمع الاول یخضع للتوزیع الطبیعي فان توزیع المعاینة له    سوف یخضع هو الاخر للتوزیع  بما
الطبیعي، والمجتمع الثاني یخضع للتوزیع الطبیعي فان توزیع المعاینة له   سوف یخضع هو الاخر 

توزیع قریب من للتوزیع الطبیعي، وبالتالي فان الفرق          هو متغیر عشوائي جدید سوف یكون له 
 :التوزیع الطبیعي كالتالي 

1 21 2

2

1 2 X XX XNX X ,


    

                       : الریاضي التوقع     
1 2X X 1 2

1 2 1 2

50 40 10
E X X E X E X   

  

                     

                               :التباین
     

1 2

2 2
2 2 1 2
X X

1 2

1 2 1 2

09 04 0 7220 15

V X X V X V X
n n

.

   

 

     


  

            إذن  1 2X X N 10 0 72, .    
  08.20حساب إحتمال ان یكون الفرق بین متوسطي العینتین اقل من -2

للتوزیع الطبیعي المعیاري       ) Z(بتطبیق الاحصاءة 
     1 2 1 2

2 2
1 2

1 2

X X
Z 0 1

n n

,
   


 

   

       1 2X X 08 20 10P 08 20 P Z P Z 02 12 F 02 12 01 F 02 12
0 72

01 0 98300 0 0170

.. . . .
.

. .

 
   

 

         

  
طبیعیا بمتوسط حسابي  یتوزع توزیعا 1Nلیكن لدینا مجتمع أول حجمه  :09نظریة

1  2وتباین

1 
مع عدم الارجاع مع تحقق الشرط  n1وسحبنا منه كل العینات العشوائیة الممكنة ذات الحجم 

1

1

n 0 05
N

.  
 

،ولیكن لدینا مجتمع ثاني محدود حجمه      وحسبنا كل المتوسطات الحسابیة لها ولتكن

N2   یتوزع هو الاخر توزیعا طبیعیا بمتوسط حسابي
2  2وتباین

2  وسحبنا منه كل العینات العشوائیة

2
1 150 09,   

2
2 240 04,   

1X
2X

 
1 2X X

1X
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2مع تحقق الشرط  مع عدم الارجاع  n2الممكنة ذات الحجم 

2

n 0 05
N

.  
 

، وحسبنا كل المتوسطات لها  

، فان توزیع المعاینة للفرق بین المتوسطات           سیتوزع توزیعا قریبا من التوزیع الطبیعي     ولتكن
أي           و تباین        بمتوسط حسابي   

1 21 2

2

1 2 X XX XNX X ,


    

  .ولایجاد معلمتي التوزیع نستعین بخصائص التوقع والتباین 
:                   التوقع الریاضي       

1 2X X 1 2
1 2 1 2E X X E X E X            

:   التباین      
2 2

1 2

1 2
1 2

2 2
X X

1 1 2 2

1 2
1 2 1 2

N n N n
N 1 N 1V X X V X V X

n n
   

 
 

                

:فتصبح علاقته كالتالي) Z(اما المتغیر العشوائي 
     

2 2
1 1 1 2 2 2

1 1 2 2

1 2 1 2

N n N n
n N 1 n N 1

X X
Z 0 1,

     
 

   
   

، 18وتباینه  30وسطه الحسابي  1000یتوزعان توزیعا طبیعیا الاول حجمه  مجتمعان:09تمرین
، فإذا سحبنا من كل مجتمع عینة عشوائیة مع 40وتباینه  24وسطه الحسابي  1400والثاني حجمه 

  .250وحجم العینة الثانیة  120عدم الارجاع وكانت العینتان مستقلتین، وكان حجم العینة الاولى 
  :المطلوب

  أوجد توزیع المعاینة للفرق بین متوسطي العینتین؟ -1
  ؟05احسب إحتمال ان یكون الفرق بین متوسطي اعینتین اقل من -2

 :الحل
  یجاد توزیع المعاینة للفرق بین متوسطي العینتینإ-1

  المجتمع الاول
X1:اي  18وتباین  30للتوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي  عمتغیر عشوائي مستمر یخض

 1X N 50 09,
،)n1=120 السحب مع عدم الارجاع(، N1=1000:  ولدینا  

  

  المجتمع الثاني
X2: اي 40وتباین  24للتوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي  عمتغیر عشوائي مستمر یخض  

  
،)n2=250 السحب مع عدم الارجاع(، N2=1400:  ولدینا

  

بما ان المجتمعین یتوزعان توزیعا طبیعیا، فان توزیع المعاینة لفروق المتوسطات سیكون توزیعا قریب  
  :من التوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي وتباین على التوالي

                                             
1 2X X 1 2

1 2 1 2

30 24 06
E X X E X E X   

  

      
  

 
1 2X X 2X

1 2X X


1 2

2

X X

2
1 130 18,   

2
2 224 40,   

 2X N 24 40,
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ننتقل ) الشرطان الكافیان محققان(والسحب مع عدم الارجاع بما ان المجتمعین محدودین : حساب التباین
  .الى الشرط اللازم وهو كسر المعاینة

1:المجتمع الاول

1

n 120 0 12 0 05
N 1000

. .    اذن نستخدم معامل الارجاع او التصحیح.  

2:المجتمع الثاني

2

n 250 0 18 0 05
N 1400

. .   اذن نستخدم معامل الارجاع او التصحیح.  

             
     

2 2

1 2

1 2
1 2

2 2
X X

1 1 2 2

1 2
1 2 1 2

N n N n
N 1 N 1

18 1000 120 40 1400 250 0 2636120 1000 01 250 1400 01

V X X V X V X
n n

.

   
 
 

    
 

     


   

      إذن  1 2X X N 06 0 2636, .   
  05حساب إحتمال ان یكون الفرق بین متوسطي اعینتین اقل من -2

للتوزیع الطبیعي المعیاري    ) Z(بتطبیق الاحصاءة 
     

2 2
1 1 1 2 2 2

1 1 2 2

1 2 1 2

N n N n
n N 1 n N 1

X X
Z 0 1,

     
 

   
   

          1 2X X 05 06P 05 P Z P Z 01 95 F 01 95 01 F 01 95
0 2636

01 0 97441 0 02559

. . .
.

. .

 
   

 

         

  

   

، ون 120ون وتباین 24بوسط حسابي " أ"الانفاق الاستهلاكي العائلي في مدینة  إذا كان:10تمرین
ون، فإذا سحبنا  72ون وتباین  15بوسط حسابي " ب"والانفاق الاستهلاكي العائلي الیومي في مدینة 

عائلة،  150عینة عشوائیة تشمل " ب"عائلة، ومن المدینة  240عینة عشوائیة تشمل " أ"من المدینة 
  .العینتان مستقلتین عن بعضهما البعض وكانت

  :المطلوب
  أوجد توزیع المعاینة للفرق بین متوسطي العینتین؟ -1
  ون؟ 10أحسب احتمال ان یكون الفرق بین متوسطي العینتي اكبر من -2

  :الحل
  توزیع المعاینة للفرق بین متوسطي العینتین إیجاد-1

  المجتمع الاول
X1: اي  120وتباین  24متغیر عشوائي مستمر یخضع لتوزیع مجهول بمتوسط حسابي 1X In 24 120,

،N1=،n1=240∞: ولدینا  
  

  المجتمع الثاني
X2:  اي 72وتباین  15متغیر عشوائي مستمر یخضع لتوزیع مجهول بمتوسط حسابي    

، N2=،n2=150 ∞: ولدینا
  2

2 215 72,   
 2X In 15 72,

2
1 124 120,   
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المتغیر           سیتوزع توزیعا قریب من التوزیع الطبیعي بالرغم من ان توزیع المجتمعین مجهولان، 
وبما ان المجتمعین كبیران فلا نستخدم معامل ) نظریة النھایة المركزیة(،n2≥30، و n1≥30وذلك لان 
  عند حساب  تباین توزیع المعاینة للفروق اي ) او التصحیح(الارجاع 

:                      التوقع الریاضي     
1 2X X 1 2

1 2 1 2

24 15 09
E X X E X E X   

  

        

                             :التباین
     

1 2

2 2
2 2 1 2
X X

1 2

1 2 1 2

120 72 0 98240 150

V X X V X V X
n n

.

   

 

     


  

إذن           1 2X X N 09 0 98, .   
  .ون 10احتمال ان یكون الفرق بین متوسطي العینتي اكبر من حساب -2

   للتوزیع الطبیعي المعیاري      ) Z(بتطبیق الاحصاءة 
     1 2 1 2

2 2
1 2

1 2

X X
Z 0 1

n n

,
   


 

     

                      
 

1 2X X 10 09P 10 P Z P Z 01 01 P Z 01 01
0 98

01 01 01 0 84375 0 15625

01

01 F

. .
.
. . .

 
   

 

      

   




  

2توزیع المعاینة للفرق           لمجتمعین یتوزعان توزیعا طبیعیا وبتباینین مجهولین :ثانیا

1 2و

2 
  وحجم العینتین كبیر

من مجتمع لامحدود یتوزع  1n ≤  30إذا سحبنا كل العینات العشوائیة الممكنة ذات الحجم :11نظریة
توزیعا طبیعیا بوسط حسابي 

1  2وتباین

1  مجهول، وسحبنا كل العینات العشوائیة الممكنة ذات الحجم
 n2 ≥30 من مجتمع آخر لا محدود هو الاخر یتوزع توزیعا طبیعیا بوسط حسابي

2  2وتباین

2 
مجهول، وكانت العینات المسحوبة من المجتمع الاول مستقلة عن العینات المسحوبة من المجتمع الثاني 
فان توزیع المعاینة للفرق بین المتوسطات          سیكون توزیعا قریبا من التوزیع الطبیعي بمتوسط 

حسابي هو 
1 2X X

 و تباین
1 2

2

X X اي                         
1 21 2

2

1 2 X XX XNX X ,


     

  .ولایجاد معلمتي التوزیع نستعین بخصائص التوقع والتباین  
:                        التوقع الریاضي       

1 2X X 1 2
1 2 1 2E X X E X E X            

                     :                     التباین 
     

2 2

1 2

1 2

2 2 2 2
21 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

S S SS
n n n 1 n 1

V X X V X V X
n n

 

 

 
 

    

 
  

  :فتصبح علاقته كالتالي) Z(اما المتغیر العشوائي 

 
1 2X X

 
1 2X X

 1 2X X
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                                                  1 2 1 21 2 1 2

2 2 2 2
1 2

1 2
1 2

1 2

X X X X

S S S S
n 1 n 1 n n

Z 0 1,
 

      


  

   

 40كمعدل یومي، سحبت منه عینة عشوائیة تمثل انتاج  كغ من المكرونة 700معمل ینتج  :11تمرین
كغ كمعدل یومي،  500كغ، معمل آخر ینتج  40كغ بانحراف معیاري  740یوما فبل وسطها الحسابي 

  .كغ 20كغ بانحراف معیاري  480یوما فبل وسطها الحسابي  35سحبت منه عینة عشوائیة تمثل إنتاج 
  :المطلوب

  متوسطي العینتین؟ رق بینأوجد توزیع المعاینة للف-1
  كغ؟ 210كغ و180أحسب احتمال ان یكون الفرق محصور بین -2

  :الحل
  متوسطي العینتین توزیع المعاینة للفرق بینإیجاد -1

وبالاستفادة  30المجتمعان یخضعان لتوزیع مجهول وبما ان حجم العینتین المسحوبتین اكبر او تساوي 
  .توزیع المعاینة للفرق سوف یكون له توزیع قریب من التوزیع الطبیعيمن نظریة النهایة المركزیة فان 

 N1=∞، 700=1µ ،n1=40،S1=40      :المجتمع الاول
 N2=∞ ،500=2µ ،n2=35،S2=20    :المجتمع الثاني

               :حساب التوقع الریاضي     
1 2X X 1 2

1 2 1 2

700 500 200
E X X E X E X   

  

        

                 :حساب التباین
     

   

2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

2 2

1 2 1 2
S S

n n n 1 n 1

40 20 52 80
40 1 35 1

V X X V X V X

.

  
 

 
 

   



 
   

إذن            1 2X X N 200 52 80, .   
  كغ 210كغ و180ان یكون الفرق محصور بین حساب احتمال -2

  للتوزیع الطبیعي المعیاري   ) Z(بتطبیق الاحصاءة 

           

   

   

1 2
180 200 210 200P 180 X X 210 P Z P 02 75 Z 01 38

52 80 52 80
F 01 38 F 02 75 01
0 91621 0 99702 01 0 91323

. .
. .

. .
. . .

 
 
 

          

  
   

   

2توزیع المعاینة للفرق           لمجتمعین یتوزعان توزیعا طبیعیا وبتباینین مجهولین :ثالثا

1 2و

2 
  وكان على الاقل حجم احد العینتین صغییر

في بعض الدراسات الاحصائیة لمقارنة متوسطین حسابیین لعینتین ومعرفة الفرق  نحتاج:تمهید
بینهما 1 2X X1إذا كان لدینا مجتمع اول یتوزع توزیعا طبیعا بمتوسط حسابي ف 2وتباین

1 ،مجهول

 
1 2X X
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2وتباین   2ومجتمع ثاني یتوزع هو الاخر توزیع طبیعي بمتوسط حسابي 
2 وحجم العینة مجهول ،

وكانت  ،n2<30، وحجم العینة المسحوبة من المجتمع الثاني n1<30المسحوبة من المجتمع الاول 
ولدراسة توزیع المعاینة للفرق العینتان مستقلتین عن بعضهما البعض، 1 2X X  في هذه الحالة نكون

  :أمام حالتین هما
عندما یكون التباینین مجهولین ومتساویین : الحالة الاولى 2 2 2

1 2     
ذا كان لدینا مجتمعین الاول یتوزع توزیعا طبیعیا بمتوسط حسابيإ:12نظریة

1  2وتباین

1  والمجتمع ،
الثاني یتوزع هو الاخر توزیعا طبیعیا بمتوسط حسابي 

2  2وتباین

2  2، وكان

1 و
2

2   مجهولین
، ومن المجتمع الثاني عینة  n1<30ومتساویین، وسحبنا من المجتمع الاول عینةعشوائیة بسیطة حجمها 

م ان افضل مقدر لتباین كما نعل، مع فرضیة تساوي تبایني المجتمعین n2<30عشوائیة بسیطة حجمها 
المجتمع الاول هو تباین  المجتمع هو تباین العینة المسحوبة منه، فیعني ذلك ان افضل مقدر لتباین

2العینة المسحوبة منه
1S 2، وان افضل مقدر لتباین المجتمع الثاني هو تباین العینة المسحوبة منه

2S ،
2وبالطبع 

1S 2و
2S  مختلفان في القیمة وبما ان تباین المجتمع الاول یساوي تباین المجتمع الثاني فلیس

معلمتین متساویتین بتقدیرین مختلفین، لذلك نقدر التباینین بنفس المقدر، وهو عبارة  ق ان نقدرطمن المن
لحریة الخاصة بكل عن الوسط المرجح لتباین العینة الاولى وتباین العینة الثانیة، ویتم الترجیح بدرجة ا

2، ویرمز له بالرمز  )the pooled variance(عینة، ویطلق على هذا المقدلر التباین المشترك 
pS  

                 :وهو یحسب كمایلي   
   

2 2
1 1 2 22

p
1 2

2 2
1 1 2 2

1 2

n 1 S n 1 S
S

n 1 n 1
n S n S
n n 2

 
  

 
  


    

المجتمعین وحجم ویخضع توزیع المعاینة للفرق بین متوسطي في حالة عدم معلومیة تبایني 
       :الى توزیع ستودنت بالعلاقة التالیة 30العینین اقل تمام من 

                                                     
1 21 2

2

1 2 1 2n n 2 X XX X
TX X ,

      
  :وتعطى معلمتي التوزیع كما یلي

   :                  التوقع الریاضي     
1 2X X 1 2

1 2 1 2E X X E X E X           

    :     التباین

                      

     
2 2 2 2

1 2 1 2

1 2 1 2
2 2

2p p
p

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1

V X X V X V X S S
n n n n

S S Sn n n n

  

     
 

     

  

    :كالتالي) T(حصاءة ستوندت إوتعطى 

                                                                    1 2 1 2

p
1 2

X X
T

1 1S n n

   



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من مجتمع  اول یخضع للتوزیع الطبیعي  04بتیاین  16سحبت عینة عشوائیة حجمها :12تمرین
یخضع  ثانيمن مجتمع  05بتباین  14وتباینه مجهول، وسحبت عینة اخرى حجمها  30بمتوسط حسابي

  .وتباین مجهول 28هو الاخر للتوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي 
  :المطلوب

  أوجد توزیع المعاینة للفرق بین متوسطي العینتین بافتراض تساوي التباینین؟-1
  ؟04احسب احتمال ان یكون الفرق اقل من-2

  :الحل
  توزیع المعاینة للفرق بین متوسطي العینتین بافتراض تساوي التباینین إیجاد-1

المجتمعان یخضعان للتوزیع الطبیعي وبتباینین مجهولین وبما ان حجم العینتین المسحوبتین أقل تماما 
ومع فرضیة تساوي التباینین فان توزیع المعاینة للفرق سوف یخضع لتوزیع ستودنت بدرجة حریة  30من 

n1+n2-2 
1µ ،n1=16،2=30      :المجتمع الاول

1
04S  

2µ ،n2=14، 2=28    :المجتمع الثاني

2
05S   

تخضع لتوزیع ستودنت                         المعاینة 
1 21 2

2

1 2 1 2n n 2 X XX X
TX X ,

     

               :حساب التوقع الریاضي
     

1 2X X 1 2
1 2 1 2

30 28 02
E X X E X E X   

  

        

  نحسب اولا التباین المشترك: حساب التباین

                                
2 2

1 1 2 2

1 2

2
p

16 04 14 05 134 04 78516 14 2 28
n S n S
n n 2S .     


   

                                              

      2

p
1 2

1 2 1 2
1 1V X X V X V X

1 104 785 0 6416 14

S n n
. .

   
 

 
 
 

  

  
  

إذن توزیع المعاینة هو                                           1 2 28X X T 02 0 64, .   
  04مناحتمال ان یكون الفرق اقل حساب -2

           :كالتالي) T(لحساب هذا الاحتمال نستعین باحصاءة ستودنت    1 2 1 2

p
1 2

X X
T

1 1S n n

   



  

      1 2 28 28
04 02P X X 04 P T P T 02 50 F 02 50 0 991

0 64
. . .

.
 
  
 

         

  .وقد تم ایجاد الاحتمال السابق باستخدام نظریة الحصر بالنقصان كما تم شرحها سابقا 
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متساویین غیر  التباینین مجهولین وعندما یكون  :الحالة الثانیة 2 2
1 2    

ذا كان لدینا مجتمعین الاول یتوزع توزیعا طبیعیا بمتوسط حسابي إ:13 نظریة
1 2وتباین

1 والمجتمع ،
الثاني یتوزع هو الاخر توزیعا طبیعیا بمتوسط حسابي 

2  2وتباین

2  2، وكان

1 و
2

2   مجهولین
، ومن المجتمع الثاني  n1<30وغیر متساویین، وسحبنا من المجتمع الاول عینةعشوائیة بسیطة حجمها 

، كما نعلم ان افضل المجتمعینتساوي تبایني عدم مع فرضیة  n2<30عینة عشوائیة بسیطة حجمها 
2مقدر لتباین المجتمع هو تباین العینة المسحوبة منه

1S2، وان افضل مقدر لتباین المجتمع الثاني هو
2S  

2وبتعویض  
1S  2و

2S في العلاقة السابقة نتحصل على المتغیر التالي    :   
2 2
1 2

1 2 1 2

1 2

X X
S S
n n

   


   

والتوزیع الاحتمالي لهذا المتغیر العشوائي معقد جدا، وقد درس هذه المشكلة كثیر من الاحصائیین، ومن  
 the fisher-Behren(بهرین-أهمهم فیشر وبهرین، ولذلك تسمى هذه المشكلة بمشكلة فیشر

problem(یر هو غ، واقترحت عدة حلول لهذه المشكلة أكثرها استخداما هو اعتبار ان توزیع هذا المت
   :تحسب كالتالي Vبدرجة حریة ) T(توزیع قریب من توزیع ستودنت 

                                                                          

22 2
1 2

1 2
2 21 2

1 2

1 2

1 2

S S
n n

V
S S
n n

n 1 n 1

 
 
  

   
   
      





 

   

 :             في هذه الحالة كالتالي ) T(احصاءة ستونت  وتعطى   
V2 2

1 2

1 2 1 2

1 2

T
X X

S S
n n

   


  

من مجتمع  اول یخضع للتوزیع الطبیعي  36بتیاین  09سحبت عینة عشوائیة حجمها :13تمرین
من مجتمع ثاني یخضع  25بتباین  16وتباینه مجهول، وسحبت عینة اخرى حجمها  64بمتوسط حسابي

 .وتباین مجهول 59للتوزیع الطبیعي بمتوسط حسابيهو الاخر 
  :المطلوب

  أوجد توزیع المعاینة للفرق بین متوسطي العینتین بافتراض عدم تساوي التباینین؟-1
  ؟08احسب احتمال ان یكون الفرق أكبر من-2

  :الحل
  توزیع المعاینة للفرق بین متوسطي العینتین بافتراض عدم تساوي التباینین؟ إیجاد-1

  المجتمعان یخضعان للتوزیع الطبیعي وبتباینین مجهولین وبما ان حجم العینتین المسحوبتین أقل تماما 
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عدم تساوي التباینین فان توزیع المعاینة للفرق سوف یخضع لتوزیع ستودنت بدرجة  ومع فرضیة 30من 
 Vحریة 

1µ ،n1=09،2=64      :المجتمع الاول

1
36S  

2µ ،n2=16، 2=59    :المجتمع الثاني

2
25S   

V               بدرجة حریة المعاینة تخضع لتوزیع ستودنت  
1 21 2

2

1 2 V X XX X
TX X ,


    

 :              حساب التوقع الریاضي
     

1 2X X 1 2
1 2 1 2

64 59 05
E X X E X E X   

  

        

                               :حساب التباین
     

2 2
1 2

1 2
1 2 1 2

S S
n nV X X V X V X

36 25 05 562509 16 .

 
 
 
 

 
 
 

   

  

  

  :كالتالي Vبعد حساب التباین نستخرج درجة الحریة
2

2 2

22 2
1 2

1 2
2 21 2

1 2

1 2

1 2

36 25
09 16 16

36 25
09 16
09 16

S S
n n

V
S S
n n

n 1 n 1

 
          

      
                





 

   

                                     إذن توزیع المعاینة هو   1 2 16X X T 05 05 5625, .   
  08احتمال ان یكون الفرق أكبر من حساب-2

 :كالتالي) T(باحصاءة ستودنت لحساب هذا الاحتمال نستعین    
2 2
1 2

1 2 1 2

1 2

T
X X

S S
n n


   


  

     1 2 16 16 16
08 05P X X 08 P T P T 01 272 01 P T 01 272
05 5625

01 F 01 272 01 0 886 0 114

. .
.

( . ) . .

 
  

 

       

    
   

 في جدول توزیع ستودنت لا یوجد 16عند درجة حریة  01.272ان الاحتمال المقابل للقیمة  :ملاحظة
نظریة الحصر بالنقصان كما تم شرحها سابقا في  مباستخدا) 0.886(لذا تم ایجاد الاحتمال المقابل لها 

  07التمرین 
  توزیع المعاینة للفرق بین متوسطي عینتین          مرتبطتین:4-2

في كثیر من الدراسات عند مقارنة متوسطي عینتین نجد ان العینتین یر مستقلتین، وتكون كل  :تمهید
قیمة في العینة الاولى مقرونة بقیمة في العینة الثانیة، أي تكون القیمة الاولى في العینة الاولى والقیمة 

ة الالولى والقیمة الثانیة في العینة الاولى في العینة الثانیة تابعتین لنفس المفردة، والقیمة الثانیة في العین

 
1 2X X



عابد علي:الدكتور                                                         توزیعات المعاینة: المحور الأول  

الإستنتاجي الإحصاء مقیاس في محاضرات   37 

،أي نجد ان القیم المشاهدة في العینتین تكون ازواج من القیم، ...الثانیة تابعتین لنفس المفردة وهكذا
  .ولذلك سمیت العینتان في هذه الحالة بالعینتین المزدوجتین او المقرونتین او المرتبطتین

إذا كان لدینا مجتمعین الاول یخضع للتوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي :14نظریة
1 2وتباین

1  ،
ومجتمع ثاني هو الاخر یخضع للتوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي 

2 2 وتباین

2 وكان المجتمعان ،
n سحبت من كل مجتمع عینة حجمها مرتبطان و 1 2 3 nX X X X, , و .................. 1 2 3 nY Y Y Y, , ...................... 

القیمتین المتناظرتین في العینتین،إذا كانت الفروق بین قیم العینتین  iYو iXعلى الترتیب، بحیث تمثل 
المتناظرتین هي  1 2 3 nd d d d, , iحیث  ................. i id X Y   لجمیع قیمi=1,2,3,………….n ،

فان 1 2 3 nd d d d, , على أنها  nتشكل عینة الفروق ویمكن النظر لهذه العینة التي حجمها  .................
1عینة عشوائیة من مجتمع طبیعي وسطه الحسابي  2d    2وتباینه

d ولنفرض ان وسط العینة ،
2وتباینها هو  dهو 

dS   الحالتین التالیتین ونمیز:  
nحجم العینة  :الحالة الاولى 30 2و

d مجهول  
: في هذه الحالة فان متوسط الفرق للعینتین سوف یخضع للتوزیع الطبیعي كالتالي    d N E d d,V  

  :ویتم حساب معلمتي التوزیع كما یلي 

 

 
2 22
d d

n

i
i 1

d

2
d

S S
n n 1 n

d
E d n

V d




 


 

 





  

             : في حالةعدم معلومیة التباین نستخدم الاحصاءة التالیة d d

d d

d dZ N 0 1S S
n 1 n

,
 

 



   

nحجم العینة  :الحالة الثانیة 30 2و
d مجهول  

  اي Vبدرجة حریة ) T(في هذه الحالة فان متوسط الفرق للعینتین سوف یخضع للتوزیع ستودنت 
    Vd T E d d,V   

  :ویتم حساب معلمتي التوزیع كما یلي 

 

 

n

i i i
i 1

2 22
d d

n

i 1
d

2
d

d X Y

n

S S
n n 1 n

E d n

V d










 


 

 





  

nالعینة وحجم  في حالةعدم معلومیة التباین 30  إحصاءة ستودنتنستخدم :  d d

d d

d dT S S
n 1 n


 

 


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إذا كان أداء العمال یخضع للتوزیع الطبیعي، وفي في تجربة لبیان تحسن ھذا الأداء تم  :14تمرین
فكانت قیاس الكفاءة قبل وبعد دخولھم دورة تحسین عاملا في المعمل 16سحب عینة عشوائیة بحجم 

  :الأداء كما ھو مبین في الجدول التالي
  Xi(  07  08  07  07  08  08  09  09  09  08  07  07  07  08  08  08بعد 

  Yi(  05  05  05  04  07  08  05  06  07  08  05  06  05  07  07  05(قبل
   :المطلوب

  أوجد توزیع المعاینة  للفرق بین  متوسطي العینتین المرتبطتین ؟ -1
  ؟02.50أحسب احتمال أن یكون الفرق في الأداء قبل وبعد الدورة لا یقل عن -2

  :الحل
یر عشوائي یخضع للتوزیع الطبیعي غمت آداء العمالبما ان :  توزیع المعاینة للفرق بین العینتین إیجاد-1

  .فالمعاینة سوف تخضع لتوزیع ستودنت 30اقل تمام من  وحجم العینة المسحوبة
  :إیجاد معلمتي التوزیع

i نحسب اولا الفرق  i id X Y  ونلخص النتائج في الجدول التالي:  
  Xi(  07  08  07  07  08  08  09  09  09  08  07  07  07  08  08  08بعد 
  Yi(  05  05  05  04  07  08  05  06  07  08  05  06  05  07  07  05(قبل

i i id X Y   02  03  02  03  01  00  04  03  02  00  02  01  02  01  01  03  

:                          التوقع الریاضي 
n

i i i
i 1

n

i 1
d

d X Y

n
30 01 87516E d n .


   


   

    :التباین
       

n 2
2 2 2i

i 12
d

d d 02 01 875 03 01 875 03 01 875
n 16

S

12 71875 0 8016

. . ............ .

. .




     

 


   

 
2
dS 0 80V d 0 053n 1 15

. .     
إذن توزیع المعاینة هو        15d T 01 875 0 053. , .  

  02.50احتمال أن یكون الفرق في الأداء قبل وبعد الدورة لا یقل عن حساب -2
d                         حصاءة ستودنت إلحساب الاحتمال التالي نستعین ب d

d d

d dT S S
n 1 n


 

 


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        15 15 15d 02 50 01 875P 02 50 P T P T 02 715 01 P T 02 715
0 053

01 F 02 715 01 0 9915 0 0085

. .. . .
.

( . ) . .

 
  

 

      

    
   

في جدول توزیع ستودنت  لا یوجد 15عند درجة حریة  02.715ان الاحتمال المقابل للقیمة  :ملاحظة
نظریة الحصر بالنقصان كما تم  مباستخدا )02.715(المقابل للقیمة  )0.9915(لذا تم ایجاد الاحتمال 

  .07شرحها سابقا في التمرین 
P توزیع المعاینة لنسبة العینة-5

   
یحتاج الباحث في اغلب الدراسات لمعرفة نسبة ظاهرة معینة في المجتمع محل الدراسة، كنسبة :تمهید

المدخنین في مدینة ما، نسبة الذكور في جامعة ما، نسبة الوحدات التالفة في انتاج مصنع 
وافر فیه الخ،ففي كل هذه الحالات نجد ان المجتمع محل الدراسة منقسم الى قسمین، قسم تت....معین،

والقسم الثاني لا تتوافر فیه الظاهرة المدروسة، ومجتمعات ) الخاصیة المدروسة(الظاهرة محل الدراسة 
ته غیر وصفیا أي نوعیا لا نستطیع قیاسه قیاسا كمیا، وبالتالي تعاد صیاغمن هذا النوع یكون فیها المت

إذا توافرت الظاهرة محل  )X=01(یر العشوائي القیمة غ، حیث یاخذ المتXیر عشوائي غوتحویله الى مت
ویطلق  إذا لم تتوافر الظاهرة في المفردة المدروسة،) X=0(الدراسة في المفردة المدروسة، ویاخذ القیمة 

ونتعامل في هذا النوع  بتوزیع ذي الحدین،) 01او 0(على هذا النوع من التوزیع الذي یاخذ قیمتین فقط 
ویطلق علیها نسبة  Pنسبة الظاهرة محل الدراسة في المجتمع، ویرمز لها بالرمزمن المجتمعات مع 

 :المجتمع وهي تحسب كالتالي
  
P=                                                             =  
 
تمثل إحتمال ظهور هذه الظاهرة في المجتمع، ویرمز لاحتمال عدم ظهور هذه الظاهرة  Pوبالتالي فان  

، حیث ان حدث ظهور الظاهرة وحدث عدم ظهورها هما حدثان مكملان لبعضهما qفي المجتمع بالرمز 
pالبعض اي  q 01    

من اهم معالم المجتمع التي یرغب الباحث في معرفتها لیستطیع وصف المجتمع  Pوتعتبر النسبة 
محل الدراسة وصفا جیدا، ولكن في الكثیر من الاحیان لا نستطیع تحدید نسبة المجتمع لعدم توافر 
بیانات لدینا عن كل مفردات المجتمع، ولذلك نقوم بالاستدلال علیها، اي استنتاجها باستخدام نسبة 

ة محل الدراسة في العینة العشوائیة المسحوبة من هذا المجتمع، ویرمز لنسبة العینة الظاهر 
Pبالرمز

  وتحسب كما یلي:  
P


  
  

X عدد مفردات المجتمع التي تتحقق فیها الظاهرة المدروسة 

 N العدد الكلي لمفردات المجتمع

X  التي تتحقق فیها الظاهرة المدروسة العینةعدد مفردات  

العینةالعدد الكلي لمفردات   n 
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Pنسبة العینة 
 ، عشوائي له توزیع كأي احصائیة تتغیر قیمتها من عینة الى اخرى وبالتالي فهي متغیر

  .إحتمالي یطلق علیه توزیع المعاینة لنسبة العینة
np متغیر عشوائي منفصل یخضع للتوزیع ثنائي الحدین بمتوسط حسابي  X لیكن :15نظریة   

2وتباین  npq   من مجتمع ما غیر محدود، حیثP  معینة، ولتكننسبة المفردات ذات صفةP
 متغیر

من ذات المجتمع بالارجاع او  nعشوائي تمثل نسبة المفردات ذات الصفة المذكورة في العینة المسحوبة 
nو عدم الارجاع، 0 05

N
. 

 
 

   نتحصل على توزیع المعاینة للاحصاءةP
 كالتالي:  

n 0 05
N

p qN P
n

P ...................... .,
  

 
 

   

Pیر العشوائي غللمت) Z( أما الاحصاءة
 فتعطى بالعلاقة التالیة:   P

P

P P PZ N 0 1
p q

n

,





  

 
   

لاثبات معلمتي التوزیع نستخدم خاصیة التقریب اي تقریب التوزیع ذي الحدین باستخدام :البرهان
  .التوزیع الطبیعي

 فان معلمتي التوزیع هما متغیر عشوائي مستمر یخضع للتوزیع الطبیعي Xاذا كان لدینانعلم انه 
 2X N ,    

فان معلمتي  متغیر عشوائي منفصل یخضع لتوزیع ذي الحدین Xكما نعلم ایضا اذا كان لدینا 
 التوزیع هما X ben np npq,  

:            باستخدام خاصیة التقریب نجد 

  2
X

X

E np
V npq





 
 

   

xP كما نعلم من جهة اخرى ان
n



   
   :بادخال التوقع الریاضي على طرفي المساوات وبالاستعانة بخصائص التوقع التي ذكرت فیما سبق نجد

                                                        
   

 
P

X 1 1E P E E X np pn n n

E P p





 
 
 

   

 
   

  :بادخال التباین على  طرفي العلاقة السابقة وبالاستعانة بخصائص التباین نجد

                                           
   

 
2

2
P

X 1 1 p qV P V V X npq
n n n nn

p qV P
n





 
 
 

   


 
   

،  0.35المجتمعات تخضع لتوزیع ذي الحدین وتساوي أحد  في كانت نسبة المدخنین إذا :15تمرین
  مفردة 100فاذا سحبت عینة عشوائیة من 
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  :المطلوب
  ؟المدخنین أوجد توزیع المعاینة للنسبة-1
   ؟0.4تكون نسبة المدخنین في هذه العینة أكبر من  أحسب احتمال ان-2
  من نسبة المجتمع؟ 0.05في العینة في حدود  ماهو إحتمال ان تكون نسبة المدخنین-3

  :الحل
X: متغیر عشوائي منفصل یخضع لتوزیع ذي الحدین وهو یمثل نسبة المخنین في أحد المجتمعات.  
لمعرفة طبیعة التوزیع نستخدم شروط التقریب من التوزیع ذي الحدین : إیجاد توزیع المعاینة للنسبة-1

  :الى التوزیع الطبیعي
  0.50یقترب من  Pالاحتمال-1
  20حجم العینة اكبر او یساوي -2

  .وبما ان الشرطین محققین فتوزیع المعاینة للنسیة  سیكون له توزیع قریب من التوزیع الطبیعي
 P=0.35،n=100:  ولدینا من المعطیات

Pنستخرج معلمتي توزیع النسبة 
 بحساب التوقع الریاضي والتباین  

                                                                 

 
   2

P

P

p 1 p
n

p qV P
n

0 35 0 65 0 002275
100

E P p 0 35

. . .

.









 


  

 

  

  

                                                                :إذن N 0 35 0 002275P . , .

  

  .0.4ان تكون نسبة المدخنین في هذه العینة أكبر من حساب إحتمال -2

 :كالتالي) Z(الاحتمال نستعین بالاحصاءة لحساب  P

P

P P PZ N 0 1
p q

n

,





  

 
  

                     
     

 

0 40 0 35P P 0 40 P Z P Z 01 05 01 P Z 01 05
0 002275

01 F 01 05 01 0 85314 0 14686

. .. . .
.
. . .

  
 
 

       

    
   

  .من نسبة المجتمع 0.05إحتمال ان تكون نسبة المدخنین في العینة في حدود حساب -3
نسبة العینة تكون مابین                                   P 0 05 0 35 0 05 0 30 0 40. . . . , .      

  : ویحسب الاحتمال كالتالي
   

 

0 30 0 35 0 40 0 35P P P Z P 01 05 Z 01 05
0 002275 0 002275

02F 01 05 01 02 0 85314 01 0 70628

0 30 0 40 . . . . . .
. .

. . .

. .
  

 
 

        

     

   
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np متغیر عشوائي منفصل یخضع للتوزیع ثنائي الحدین بمتوسط حسابي X لیكن :16نظریة   
2وتباین  npq   من مجتمع ما محدود، حیثP  ذات صفة معینة، ولتكننسبة المفرداتP

 متغیر
من ذات المجتمع مع عدم  nعشوائي تمثل نسبة المفردات ذات الصفة المذكورة في العینة المسحوبة 

nو الارجاع، 0 05
N

. 
 
 

  نتحصل على توزیع المعاینة للاحصاءةP
 كالتالي:  

                                   
 
 

P

2
P

E P P

p q N n nV P 0 05n Nn 1 ......................... .









 

    

   

  
N                     إذن توزیع المعاینة هو n n 0 05

N 1 N
p qN P nP ...................... ., 

 
 

  


  

Pیر العشوائي غللمت) Z( أما الاحصاءة
 فتعطى بالعلاقة التالیة:      

                                                        P

P

P P PZ N 0 1
p q N n

n N 1

,





  

  


    

تخضع  أسرة وكانت نسبة الافراد فیها من الذكور 2500إذا كان عدد الاسر في بلد ما هو :16تمرین
المجتمع مع عدم الارجاع وكانت ، سحبت عینة عشوائیة من هذا %59 تمثل هي للتوزیع ذي الحدین و

  .اسرة 200قیمة هذه العینة 
  :المطلوب

  لنسبة الذكور في الاسر؟ أوجد توزیع المعاینة-1
  %61و %51أحسب إحتمال ان تكون نسبة الذكور في هذا البلد تتراوح بین -2

  :الحل
X: متغیر عشوائي منفصل یخضع لتوزیع ذي الحدین وهو یمثل نسبة الذكور في أحد المجتمعات.  
لمعرفة طبیعة التوزیع نستخدم شروط التقریب من :  :إیجاد توزیع المعاینة لنسبة الذكور في الاسر-1

  :التوزیع ذي الحدین الى التوزیع الطبیعي
  0.50یقترب من  Pالاحتمال-1
  20او یساوي حجم العینة اكبر -2

  .وبما ان الشرطین محققین فتوزیع المعاینة للنسیة  سیكون له توزیع قریب من التوزیع الطبیعي
  P=0.59،n=200،N=2500:  ولدینا من المعطیات

Pنستخرج معلمتي توزیع النسبة 
 بحساب التوقع الریاضي والتباین 

:                                                       حساب التوقع الریاضي 
P

E P 0 59.


    
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ننتقل الى الشرط ) الشرطان الكافیان محققان(المجتمع محدود والسحب مع عدم الارجاع : حساب التباین
n    اللازم وهو كسر المعاینة 200 0 08 0 05

N 2500
. .     

  .        الشرط اللازم محقق اذن نستخدم معامل الارجاع او معامل التصحیح

                                                    
  2

P
0 59 0 41 2500 200 0 0011

200 2500 1

p q N nV P n n 1
. . .





   


       

 وعلیه فتوزیع المعاینة هو     N 0 59 0 0011P . , .

  

  %61و %51تتراوح بین إحتمال ان تكون نسبة الذكور في هذا البلد حساب -2
  )Z(من اجل حساب الاحتمال نستعین بالاحصاءة 

   

   

P P 0 51 0 59 0 61 0 59P Z P 02 41 Z 0 60
0 0011 0 0011

0 60 F 02 41 1

0 51 0 61

F 0 72575 0 99202 1
0 71777

. . . . . .
. .

. .

. .

. .
.

  
  
 

        

  



  


   

Pوفقا انظریة النهایة المركزیة، توزیع المعاینة للنسبة  ):نظریة النهایة المركزیة( 17نظریة 


یقترب من  
 npكبیرا بما فیه الكفایة، ویتحقق ذلك عندما یكون كل من  nالتوزیع الطبیعي عندما یكون حجم العینة 

np:                                        أي اذا تحقق 05أكبر او یساوي  npو  05 N
nq 05








   

والذي تعطى علاقته كالتالي) z(والمتغیر العشوائي  P PZ N 0 1
p q

n

,




  سیتبع توزیعا قریبا من

  التوزیع الطبیعي المعیاري
قواعد لحجم العینة اللازم من اجل استخدام التوزیع ) Cochran 1963(وقد وضع العالم كوكرن 

  :الطبیعي والجدول التالي یوضح ذلك
  تساوي Pإذا كانت   على الاقل یساوي nیستخدم التوزیع الطبیعي إذا كان 

30  0.50  
50  0.40-0.60 
80  0.30-0.70  
200  0.20-0.80  
600  0.10-0.90  
1400  0.05-0.95  

 0.20بفرض ان مجتمعا ما افراده عدة آلاف یمثل مصنعا لانتاج بطاقات المعایدة، فإذا كان :17تمرین 
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  .بطاقة 300من البطاقات تالفة،اخذت عینة عشوائیة بسیطة حجمها 
  :المطلوب

  التالفة؟ أوجد توزیع المعاینة لنسبة البطاقات-1
  ؟0.19أحسب احتمال ان تكون نسبة البطاقات التالفة اكبر من-2

  :الحل
X:  بمتوسط جسابي  ذي الحدینمتغیر عشوائي منفصل یمثل بطاقات المعایدة وهو یخضع لتوزیع

0.20 
  P=0.20 ،q=1-p=1-0.20=0.80،n=300: لدینا من معطیات السابقة

 لتوزیع ذي الحدینبما ان المجتمع یخضع لتوزیع : إیجاد اوزیع المعاینة لنسبة البطاقات التالفة-1
      ولمعرفة توزیع المعاینة نستخدم نظریة النهایة المركزیة
np 0 20 300 60 05 N
nq 0 80 300 240 05

.

.




    
   

         

  .التوزیع الطبیعيإذن الشرطان محققان وبالتالي فتوزیع المعاینة سوف یكون له توزیع قریب من 

                                                                            P N E P V P,
  
   

  إیجاد معلمتي التوزیع
                                                       :حساب التوقع الریاضي 

P
E P 0 20.


   

  بما ان المجتمع كبیر جدا لا نستخدم معامل الارجاع ویحسب التباین كالتالي: حساب التباین
                                                    2

P

0 20 0 80 0 00053
300

p qV P n
. . .




    

 :    إذن توزیع المعاینة هو كالتالي N 0 20 0 00053P . , .

  

  0.19اكبر منان تكون نسبة البطاقات التالفة  حساب احتمال-2
  )Z(لحساب الاحتمال نستعین بالمتغیر العشوائي 

                 

     

   0 43

0 19 0 20P P 0 19 P Z P Z 0 43 01 P Z 0 43
0 00053

01 F 0 43 0 66640F .

. .. . .
.
. .

  
  
 

         

   
  

توزیع المعاینة للفرق بین نسبتي عینتین -6 1 2P P
 
   

إذا كانت الدراسة الخاصة بمقارنة ظاهرة معینة في مجتمعین مختلفین، أي محاولة معرفة الفرق :تمهید
1Pحیث ،)P1-P2(بین النسبتین 

 2ترمز لنسبة الظاهرة في المجتمع الاول، وP
  ترمز انسبة الظاهرة في

كل مفردات المجتمع  بیانات عن كل مفردات المجتمع الاول والمجتمع الثاني، وعند عدم توافر 
أي استنتاجها باستخدام الفرق بین نسبتي العینتین ، )P1-P2(الثاني،نقوم بالاستدلال على المعلمة 
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العشوائیتین المسحوبتین من هذین المجتمعین،أي باستخدام الاحصائیة  1 2P P
 
1، حیثP

  نسبة الظاهرة
2Pفي العینة العشوائیة المسحوبة من المجتمع الاول، و

  نسبة الظاهرة في العینة العشوائیة المسحوبة من
المجتمع الثاني، ولذلك یجب دراسة توزیع المعاینة لهذه الاحصائیة والذي یطلق علیه توزیع المعاینة 

  .ق بین نسبتي عینتینللفر 
نسبة  1Nتشكل عینة عشوائیة من مجتمع إحصائي حجمه  n1……x3,x2x1,xإذا كانت  :18نظریة

ونسبة عناصر العینة التي لها نفس الخاصیة هي  P1عناصرها التي لها الخاصیة مدار البحث تساوي 
1P
 وكانت لدینا ، x1,x2,x3……xn2   والتي تشكل عینة عشوائیة من مجتمع إحصائي ثاني حجمهN2 

لها نفس الخاصیة  ونسبة عناصر العینة التي  P2نسبة عناصرها التي لها الخاصیة مدار البحث تساوي 
2P
  وكانت العینتین مستقلتین عن بعضهما البعض، وقمنا بحساب الفرق بین بین نسب عینات المجتمع

الاول ونسب عینات المجتمع الثاني، أي حسبنا كل قیم  1 2P P
 
  فسنحصل على توزیع المعاینة للفرق

بین نسبتي عینتین  1 2P P
 
 بمتوسط حسابي الطبیعي تقریبا والذي یخضع للتوزیع 

1 2P P
 


  وتباین

1 2P P
 


 ونمیز الحالتي التالیتین ،:  

1 في حالة السحب بالارجاع او عدم الارجاع و-

1

n 0 05
N

.  
 

2و 

2

n 0 05
N

.  
 

  

                                                                      انطلاقا من خصائص التوقع الریاضي والتباین نستنتج معلمتي التوزیع    
                                                               1 2 1 2 1 2N E VP P P P P P,

      
 
 

    

:                                           التوقع الریاضي   1 21 2 1 2P PE E EP P P P
   

 
       

:                                 التباین       1 1 2 2
1 2

1 2
1 2

P 1 P P 1 P
P P

n n
V V VP P

   
 
 

 
      

    :  فیعطى بالعلاقة التالیة) Z(اما المتغیر العشوائي    
   

 1 2 1 2

1 1 2 2

1 2

P P P P
Z N 0 1

P 1 P P 1 P
n n

,
 
  


 



   

1عدم الارجاع وفي حالة السحب مع -

1

n 0 05
N

.  
 

2و 

2

n 0 05
N

.  
 

  

                                                                      انطلاقا من خصائص التوقع الریاضي والتباین نستنتج معلمتي التوزیع    
                                                               1 2 1 2 1 2N E VP P P P P P,

      
 
 

    

:                                           التوقع الریاضي   1 21 2 1 2P PE E EP P P P
   

 
       

      :    التباین       
1 2

1 1 2 2

1 2

1 1 2 2

1 2
1 2 P P N n N n

N 1 N 1
P 1 P P 1 P

V V V n nP P
   

 
    

  
 

 
  



عابد علي:الدكتور                                                         توزیعات المعاینة: المحور الأول  

الإستنتاجي الإحصاء مقیاس في محاضرات   46 

  : فیعطى بالعلاقة التالیة) Z(اما المتغیر العشوائي 

                                   
   

 1 2 1 2

1 1 2 21 1 2 2

1 1 2 2

P P P P
Z N 0 1

P 1 P P 1 PN n N n
n N 1 n N 1

,
 
  


    

 

  

فقد یتحقق الاول  لیس بالضرورة ان یتحققا معا، بالنسبة لكسر المعاینة للمجتمع الاول والثاني: ملاحظة
  .ولا یتحقق الثاني او العكس

الحشریة بالسوق، وتدعي الشركة المصنعة للنوع إذا علمت انه یوجد نوعین من المبیدات :18تمرین
من الحشرات عند استعماله وتدعي الشركة المصنعة للنوع الثاني انه  %90الاول انه یقضي على 

من الحشرات عند استعماله فإذا تم رش حجرتین لهما نفس الحجم بالنوع الاول  %80یقضي على 
  .في حجرة ووضعت كل عینة 200لحشرات حجم كل منها والثانیة بالنوع الثاني وتم اختیار عینتین من ا

  :المطلوب
  إیجاد توزیع المعاینة للفرق بین نسبتي العینتین؟-1
  ؟%18و %15یكون الفرق مابین نسبتي العینتي مابین  أحسب احتمال ان -2

  :الحل
  P1=0.90،P2=0.80،n1=n2=200 :المعطیات التالیةلدینا 

بما ان المجتمعین یخضعان الى توزیع مجهول : بین نسبتي العینتینإیجاد توزیع المعاینة للفرق -1
  ولمعرفة توزیع المعاینة نستعین بنظریة النهایة المركزیة

1          بتطبیق نظریة النهایة المركزیة :المجتمع الاول 1

1 1

n p 0 90 200 180 05 N
n q 0 10 200 20 05

.

.




    
   

  

1Pإذن توزیع المعاینة للنسبة ل 
 یخضع للتوزیع الطبیعي.  

2بتطبیق نظریة النهایة المركزیة          :المجتمع الثاني 2

2 2

n p 0 80 200 160 05 N
n q 0 20 200 40 05

.

.




    
   

  

2Pإذن توزیع المعاینة للنسبة ل 
 یخضع للتوزیع الطبیعي.  

للمجتمع الثاني یخضع مادام توزیع المعینة للمجتمع الاول یخضع للتوزیع الطبیعي  وتوزیع المعاینة 
                        :للتوزیع الطبیعي فان الفرق  یعتبر متغیر عشوائي جدید یخضع هو الاخر للتوزیع الطبیعي كالتالي

                                           1 2 1 2 1 2N E VP P P P P P,
      

 
 

    
یر العشوائيغللمت ایجاد معلمتي التوزیع 1 2P P

 
  

                 :التوقع الریاضي   1 21 2 1 2P PE E E 0 90 0 80 0 10P P P P . . .
   

 
          
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                          :التباین
       

   

1 2
1 1 2 2

1 2
1 2 P P

0 90 1 0 90 0 80 1 0 80 0 00125
200 200

P 1 P P 1 P
V V V n nP P

. . . . .

   
 
    

   

 


  

إذن توزیع المعاینة هو      1 2 NP P 0 10 0 00125. , .
 
   

  %18و %15ان  یكون الفرق مابین نسبتي العینتي مابین  حساب إحتمال-2
  )Z(العشوائي   بالمتغیر لحساب الاحتمال نستعین
 

   
1 2P 0 15 0 10 0 18 0 10P Z

0 00125 0 00125
0 15 0 18 P 01 41 Z 02 26

F 02 26 F 01 41 0 98809 0 92073 0 06736

P P . . . .
. .

. . . .

. . . . .

    
       

        

    



نسبة النجاح فیه  1400الاول حجمه  یخضعان لتوزیع ذي الحدین، إذا كان لدینا مجتمعین:19تمرین
نسبة النجاح فیه في نفس  1200، والمجتمع الثاني حجمه %70في امتحان الاحصاء الاستنتاجي هي 

مع عدم الارجاع  350،أخذت عینة عشوائیة بسیطة من المجتمع الاول حجمها %65الامتحان هي 
وكانت العینتین مع عدم الارجاع   150واخذت عینة عشوائیة بسیطة من المجتمع الثاني حجمها ،

  .مستقلتان عن بعضهما البعض
  :المطلوب

  أوجد توزیع المعاینة للفرق بین نسبتي العینتین؟-1
  ؟%20احتمال ان یكون الفرق بین نسبتي العینتین اقل من  أحسب-2

  :الحل
 P1=0.70،P2=0.65،n1=350  ،n2=150،N1=1400  ،N2=1000: لدینا المعطیات التالیة

بما ان المجتمعین یخضعان لتوزیع ذي الحدین وحجم : إیجاد توزیع المعاینة للفرق بین نسبتي العینتین-1
  .المعاینة سوف یكون له توزیع قریب من التوزیع الطبیعيالعینتین كبیر جدا فان توزیع 

                                           1 2 1 2 1 2N E VP P P P P P,
      

 
 

    
یر العشوائيغایجاد معلمتي التوزیع للمت 1 2P P

 
  

                 :التوقع الریاضي   1 21 2 1 2P PE E E 0 70 0 65 0 05P P P P . . .
   

 
          

ننتقل الى ) الشرطان الكافیان محققان(ان المجتمعین محدودین والسحب مع عدم الارجاع بما  :التباین
  )كسر المعاینة(الشرط اللازم 

1:كسر المعاینة للمجتمع الاول

1

n 350 0 25 0 05
N 1400

. .   إذن الشرط محقق نستخدم معامل الارجاع.  

2:كسر المعاینة للمجتمع الثاني

2

n 150 0 15 0 05
N 1000

. .   الشرط محقق نستخدم معامل الارجاع إذن.  
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       

   

1 2
1 1 2 2

1 2

1 1 2 2
1 2

1 2
P P

0 001741

P 1 P P 1 P
V V V n n

0 70 1 0 70 1400 350 0 65 1 0 65 1000 150
350 1400 1 150 1000 1

N n N nP P N 1 N 1

.

. . . .

   
 
    



 



 


     
 

 
  

  

إذن توزیع المعاینة هو      1 2 NP P 0 05 0 001741. , .
 
   

  %20احتمال ان یكون الفرق بین نسبتي العینتین اقل من حساب -2
  )Z(لحساب الاحتمال نستعین بالمتغیر العشوائي 

              1 2
0 20 0 05P 0 20 P Z P Z 03 60 03 60 0 99984

0 001741
P P F. .. . . .

.
   

  
 

         

  Sوالانحراف المعیاري  2Sتوزیع المعاینة للتباین  -7
فهو یقیس مدى تشتت  هو احد مقایسس التشتت 2Sمن المعلوم والشائع لدى الاحصائیین ان التباین 

الظاهرة حول متوسطها الحسابي وكلما كان هذا التشتت ضعیف كانت الظاهرة الاحصائیة قریبة من 
  كانت الظاهرة الاحصائیة بعیدة عن المتوسط الحسابي لهاالمتوسط الحسابي لها وكلما زاد التشتت 

  عند الاستدلال عن  Xلها نفس اهمیة و   2ستدلال عنللایستخدم   2S وعلیه فان تباین العینة
  :وسف یتم التفصیل في هذا النوع من المعاینة كالتالي ،
  2Sتوزیع المعاینة لتباین العینة  7-1
والمسحوبة من مجتمع ما ثم  حسبنا بعد ذلك  nأخذنا كل العینات العشوائیة الممكنة والتي حجمها  إذا

وقبل الخوض في  ،2Sلكل عینة، فاننا نحصل بذلك على توزیع المعاینة للتباین ) التغایرات(التباینات 
2وتباین العینة المعدل  2Sهذا النوع من التوزیع لابد ان نفرق بین تباین العینة 

S
 والذین تعطى

  :معادلتهما كالتالي

                                            n≥30إذا كان حجم العینة -
 

n 2

i2 i 1
X X

nS 





  

                                   n<30إذا كان حجم العینة -
 

n 2

i
i 1

2 X X

n 1S 
 





  
سحبت من مجتمع یتوزع توزیع  nعینة عشوائیة حجمها  n……x3,x2x1,xن ألنفرض  :19نظریة

2او 2Sفإن تباینة العینة  2و طبیعي بمعدل 
S
  2(سیتوزع توزیع مربع كاي ( بدرجة حریةn-1 

:       كالتالي 
2

2

2 2
2
n 1

n 1 S nS






 

   
لاشتقاق توزیع مربع كاي هو التوزیع الطبیعي، إن الاساس النظري  ):2(مقدمة عن توزیع مربع كاي

، وعلى افتراض كان لدینا المتغیر )Z(بمعنى آخر ان توزیع مربع كاي مشتق من الدرجة المعیاریة 
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 أي ان 2 وتباین یخضع للتوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي ) X(العشوائي  2X N ,   ، عندئذ
:كالتالي) Z(تكون الدرجة المعیاریة  XZ N 0 1,


  وبتربیع قیمة الدرجة المعیاریة سنتحصل ،

، وعند البحث عن التوزیع الاحتمالي لهذا المتغیر سیتضح بانه یخضع لتوزیع         )Z2(على المتغیر 
اي  واحدة بدرجة حریة) 2(مربع كاي 

2
2 2

1
XZ  

 
 




   

  یتصف مربع كاي بالخصائص التالیة :)2(خصائص توزیع مربع كاي
  .المساحة الكلیة تحت منحنى التوزیع تساوي الواحد الصحیح -1
إن قیمة مربع كاي موجبة دوما اي -2 2 0    
  )n-1( للتوزیع هو عدد درجات الحریة الوسط الحسابي-3
  )2n-2( للتوزیع هو ضعف درجات الحریة 2إن التباین -4
  )موجبإلتواء (ملتو نحو الیمین ) 2(منحنى توزیع مربع كاي-5
یقترب من التوزیع الطبیعي ) 2(فان توزیع مربع كاي ) n>30(عندما یكون عدد درجات الحریة -6

  ).Z(المعیاري 
من   2تباین و متغیر عشوائي یخضع للتوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي  X إذا كان :20نظریة

مسحوبة  nحجمها  متغیرة عشوائیة تمثل تباین عینة 2S، ولتكن )محدود او لا محدود( مجتمع ما
 :فان التوقع الریاضي والتباین یعطى كالتالي  او بدون ارجاع  بالارجاع

    :حالة المعاینة بالارجاع-أ
                                                 التوقع الریاضي-1  2

2 2
S

n 1E S n
 
  
 

   

  
  :البرهان

                                                 نعلم ان   
 

n 2

i
i 1

n
2
i 2i 12

X X

n

X
XnS  




 
  

  :بإدخال التوقع الریاضي على طرفي المساواة وبالاستعانة بخصائص التوقع نجد
)1( ..................................   

n n2 22 2 2
i i

i 1 i 1

1 1E S E X X E X E X
n n 

   
       

      

                                               :كما نعلم من جهة اخرى ان
(2)                       ..............................................     

22
i i iV X E X E X   

(3)                     ............................................   22V X E X E X 
 
 

   
        :نجد) 1(في ) 3(و) 2(بتعویض  
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         

   
n

2 2 2 2
X

i 1

n 2 22
i i

i 1

1
n

1E S V X E X V X E Xn





   
      
   

     

   




  

وبما ان السحب مع الارجاع فهذا یعني                                            
2

2
XV X

n
     

                           بالتعویض نجد            

                                                     

   2
n 2

2 2 2

i 1

2 2

S 1
n nE



 
 
 
 

    

  


2

2
n
   2

2

11 n

n 1
n

 
  
 

 
 
 
 

 



   

وبشكل عام یعرف متغیر إحصائي آخر یسمى ) n≥30(كبیرة عندما  nفي التطبیقات العملیة نعتبر  
2العینة المعدلمتغیر تباین 

S
  

2وتباین العینة المعدل  2Sنعلم انه توجد علاقة بین تباین العینة
S
 كالتالي:  
                                                              

n2 2
2

i
i 1

n 1S S X Xn 1 n 1



  

     

  :التوقع على طرفي المساوات نجدبادخال 
                                                2

2n nE S E S
n 1

   
   

  
 

 n 1
n 1 

  
 


n

2 2 
  
 

     

2أي ان 
2E S

 
 
 

  2هو مقدر أجود منS  كما هو واضح الان، وكما سنجده لاحقا اثناء دراسة محور

  .التقدیر
نعلم ان تباین العینة یتوزع وفق توزیع مربع كاي بدرجة حریة : التباین-2 E X n 1    وتباین

   V X 2 n 1    
                         :ویعطى التباین في حالة السحب مع الارجاع كالتالي 

2 2
2

2 2
nS nSV

   
      
   

 
 

   

  :بمساوات تباین العینة بتباین مربع كاي و بالاستعانة بخصائص التباین التي سبق وان تطرقنا لها نجد 

                                                       
2

2 2
4

2
2

2
n2 n 1 S 2 n 1nS 

 
 
 

     





   

:                                                                وبالتالي نجد   2 2 4
2

2 n 1
S

n


     

2 أما تباین العینة المعدل
S
 فیعطى بالعلاقة التالیة:    
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 

22 2
2 2 2 2 2

2

n nV S S S S
n 1 n 1

n

        
       

      
   

 


 n 1  

 2 n 1

n 1




 2n
4 42

n 1
  



   

nفي حالة المعاینة مع عدم الارجاع و -ب 0 05
N

.   
  .لا یتحقق كسر المعاینة وبالتالي تبقى العلاقات كما هي في حالة السحب مع الارجاعفي هذه الحالة 

نحراف معیاري إ و  25ذا كان لدینا مجتمع كبیر جدا یخضع للتوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي إ :20تمرین
03  

احسب التوقع الریاضي والتباین لكل من تباین العینة وتباین العینة المعدل  لجمیع العینات   :المطلوب
  .والتي یمكن سحبها من هذا المجتمع 09الممكنة ذات الحجم 

 :الحل
N:   لدینا المعطیات التالیة 25 03, ,       

  2Sحساب التوقع الریاضي والتباین لتباین العینة -1
                 نعلم ان : التوقع الریاضي     22 2 2n 9E S E S 03 10 125

n 1 9 1
.  

  
   

   
 

   

نعلم مما سبق ان               :التباین       
 

 42
2 2 4 2 2

2
2 9 1

03 16
9

2 n 1
S S

n


  


      

2حساب التوقع الریاضي والتباین لتباین العینة المعدل -2
S
  

                                   نعلم ان :التوقع الریاضي 2
2 2

2 03 09E S E S
    
   
   
   

    

                  نعلم مما سبق ان  :التباین 4
2 2

4 2 03 20 25
9 1

2V S V Sn 1 .
    
   
   
   

 


     

من   2تباین و متغیر عشوائي یخضع للتوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي  Xإذا كان  :12نظریة
 مع عدم الارجاع مسحوبة  nحجمها  متغیرة عشوائیة تمثل تباین عینة 2S، ولتكن )محدود( مجتمع ما

nوكان  0 05
N

.  فان التوقع الریاضي والتباین یعطى كالتالي:  
نستخرج التوقع الریاضي والتباین لتباین العینة وتباین العینة المعدل  :حالة المعاینة مع عدم الارجاع

  :كالتالي
                                          :الریاضي التوقع-1  2

2
S

2 N n 1
N 1 n

E S   
  

  

 


                                      

  وجدنا مما سبق :البرهان
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         

   
n

2 2 2 2
X

i 1

n 2 22
i i

i 1

1
n

1E S V X E X V X E Xn





   
      
   

     

   




  

وبما ان السحب مع  عدم الارجاع فهذا یعني                             2
2
X

N n
N 1

V X n



    
  

          بالتعویض وباختصار العلاقات الریاضیة نجد                  22 N n 1
N 1 n

E S   
  

  

 


   

   :أما تباین العینة المعدل فان توقعه یعطى كالتالي

                           2
2 n nE Sn 1E S

          





n 1
n 1 

  
 


n

2 2N N
N 1 N 1

               
     

  :التباین-2

هو                                                       2Sتباین العینة ل    2 2 4
2

2 n 1
S

n


    

2أما تباین العینة المعدل 
S
                                                 2فهو

2 42S
n 1

 
 
 

 


   

لا یخضع الى التوزیع الطبیعي فان تباین العینة یعطى بالعلاقة  Xإذا كان المتغیر العشوائي  :ملاحظة
4:                  الریاضیة التالیة

2

4

S n
     

  .یقترب كثیرا من التوزیع الطبیعي S2فان توزیع ) n≥100(ومن اجل 
نحراف  80 یخضع للتوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي 1000إذا كان لدینا مجتمع حجمه  :21تمرین وإ

  مع عدم الارجاع 200، فإذا تم سحب عینة عشوائیة حجمها 06معیاري 
  احسب التوقع الریاضي والتباین لكل من تباین العینة وتباین العینة  :المطلوب

  :الحل
  2Sحساب التوقع الریاضي والتباین لتباین العینة -1

  نعلم ان     :التوقع الریاضي

         
 222 2N n 1 1000 200 1 06 35 85nN 1 1000 1 200E S E S .         

                        
       

               :التباین 
 

 42
2 2 4 2 2

2 12 8952
2 200 1

06
200

2 n 1
S S

n
.

      
   
   


 


       

2حساب التوقع الریاضي والتباین لتباین العینة المعدل -2
S
  
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نعلم ان                       :التوقع الریاضي 
2 22N 1000S 06 36 03

N 1 1000 1
E .

    
    

    
   

 
   

نعلم ان                     : التباین 
2 2 42 4 22 2S S 06 13 025

n 1 200 1
.

              
      

  
 

     

 مشاهدة من مجتمع یتوزع توزیع طبیعي بمتوسط حسابي  20سحبت عینة عشوائیة بحجم  :22تمرین
  .09وتباین 

  :المطلوب
  ؟15أحسب احتمال ان یزید تباین العینة عن -1

  :الحل
:لدینا من المعطیات n 20 X N 09, ,    

X : متغیر عشوائي مستمر یخضع للتوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي   09وتباین   
  :لحساب الاحتمال التالي، یجب استخدام احصاءة مربع كاي والتي تعطى كالتالي 

                                                               
 

2
2

2 2
2
n 1

n 1 S nS







 
  

V نحسب درجة الحریة  n 1 V 20 1 19       

   2
2

2
2
19

nS 20 15P S 15 P P 33 3409 .
          

    


  

لا نجدها وانما تكون محصورة بین قیمتین  19بالبحث عن هذه القیمة بجدول مربع كاي عند درجة حریة 
  :ولایجاد الاحتمال المقابل لها نستخدم نظریة الحصر بالنقصان كالتالي

36.191                                33.34                       32.852  
0.99                                      α                          0.975  

            )0.99-0.975(                        )36.191-32.852(  
-0.975)              α (                         )(33.34-32.852               

  :بالطرح نجد
                           )0.015(                        )03.339(  

                 -0.975)     α                           ()0.488(               
  :    هي αإذن قیمة 

                                                     0 488 0 015 0 975 0 97703 339
. . . ..

    

2إذن                    
19

2
19 01 P 33 34 01 0 977 0 023P 33 34 . . ..   

   
  

         
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  Sتوزیع المعاینة للانحراف المعیاري العینة  7-2
عندما نسحب عددا كبیرا من العینات العشوائیة  متساویة الحجم من مجتمع إحصائي ما، نحصل من كل 
منها على قیمة للانحراف المعیاري، فتشكل هذه القیم من الانحرافات المعیاریة لتلك العینات فیما بینها 

الانحرافات المعیاریة، وهذا التوزیع یقترب من التوزیع الطبیعي توزیعا تكراریا یطلق علیه  بتوزیع معاینة 
  .مع تزاید حجم العینة

ویطلق على الانحراف المعیاري للتوزیع التكراري لعدد كبیر من جدا من الانحرافات المعیاریة لعینات 
 sرمز لهعشوائیة من حجم واحد، ومن مجتمع إحصائي واحد بالخطأ المعیاري للانحرافات المعیاریة وی

  :والذي یحسب من العلاقات التالیة
s:               إذا كان الانحراف المعیاري للمجتمع معلوما- 2n

    
أما إذا كان الانحراف المعیاري للمجتمع غیر معلوم، یستعاض عنه بدلالة الانحراف المعیاري للعینة -

s                                                     :كالتالي
S
2n

    

  :  إذا كان المجتمع لا یخضع للتوزیع الطبیعي فان الانحراف المعیاري یعطى بالعلاقة التالیة أما

                                                        
4

4
s 24n

 
 


   

 التوالي إذا كان لدینا مجتمع یمثل أعمار خمسة أطفال، وكانت أعمارهم على:23تمرین
  .، وقمنا بسحب جمیع العینات العشوائیة البسیطة من حجم طفلین من هذا المجتمع03،02،06،08،11

  أوجد المتوسط الحسابي للمجتمع  وتباین المجتمع؟-1
  الانحرافات المعیاریة؟أوجد الانحراف المعیاري لتوزیع معاینة -2

  :الحل
  حساب المتوسط الحسابي والتباین للمجتمع-1

:       نعلم ان المتوسط الحسابي یعطى بالصیغة التالیة
5

i
i 1

X 02 03 06 08 11 06
N 05

       


   
  : أما التباین فیحسب بالصیغة التالیة

  
           

05 2
2 2 2 2 2

i
2 i 1

X 02 06 03 06 06 06 08 06 11 06
10 80

N 05
.

         
   


   

  الانحرافات المعیاریةحساب الانحراف المعیاري لتوزیع معاینة -2
2:           نحسب اولا الانحراف المعیاري للمجتمع كالتالي 10 80 10 80 03 29. . .      

  : بتطبیق قانون الانحراف المعیاري لتوزیع المعاینة للانحرافات المعیاریة نجد
                                                          s s

03 29 01 643
2n 2 2

. .    

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2 توزیع المعاینة للنسبة بین تبایني عینتین  -8
1S 2و

2S   
2 إذا كان لدینا  :22نظریة

1S 2و
2S  1تباین عینتین عشوائیتین بحجمn 2وn  مسحوبة من مجتمعین

2یتوزعان توزیع طبیعي بتباین 
1 2و

2   على التوالي فان النسبة
2
1
2
2

S
S
 
 
  

لتباین العینتین تتوزیع توزیع   

:                     بحیث ان v2و V1بدرجة حریة ) F(فیشر 
1 2

22
1 1 1

2 21 1 1
n 1 n 122

2 2 22 22 2 2

S n 1 S
n 1

F F
S n 1 S
n 1

,



 

 
 
  
 
 
  

   

  

   

هو في الحقیقة توزیع مشتق ) F(إن الاساس النظري لاشتقاق توزیع فیشر ):F(مقدمة عن توزیع فیشر
  .مقسوما على درجة حریته )2(من نسبة توزیعین مستقلین كل منهما عبارة عن توزیع مربع كاي 

2(وعلى إفتراض كان لدینا المتغیر العشوائي 
1(  كمتغیر عشوائي یخضع  الى توزیع مربع كاي بدرجة

                                      :حیث ان) n1-1(حریة  
2

2 111 1
2 2
1 1 1

2
n 1

2
1

n 1 Sn S






 

     

2(وكان لدینا ایضا 
2(  كمتغیر عشوائي یخضع الى توزیع مربع كاي بدرجة حریة)n2-1 (حیث ان:  

                                                             2
2 2
2 2

2
2 222

2
2
n 1

2
2

n 1 Sn S






 

    

من خلال النسبة بین التوزیعین السابقین مقسوما ) F(ومما تقدم یمكن الحصول على المتغیر العشوائي  
على نوعین من درجات الحریة تتمثل في ) F(على درجة حریته، حیث سیعتمد المتغیر الجدید كل منهما 

  أي ان  )n2-1(ودرجات الحریة للمقام ) n1-1(بدرجات الحریة للبسط 

                                  

 

 

 
 

 

1 2

1

2
2

2

22
1 1

22 2
1 11 2

n 1 n 12 2 2 2
2 12 2

22 2

2
11

2
1

2
22

n 1

n 1

S
n 1 SF F

S S
n 1

n 1 S

n 1 S
,





  









  

   
 
 







   

  یتصف توزیع فیشر بالخصائص التالیة ):F(خصائص توزیع فیشر 
، فیبدا منحنى التوزیع من الصفر على المحور )F>0(قیم المتغیر العشوائي لفیشر لا تكون سالبة -1

  .الافقي، ویمتد الى الیمین وعند القیم الكبیرة یقترب من المحور الافقي ولكن لا یلتقیان
  .ملتو ناحیة الیمین یشبه توزیع مربع كاي فهو منحنى توزیع فیشر-2 
  .المساحة الكلیة تحت منحنى التوزیع تساوي الواحد الصحیح-3
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  .یقترب توزیع فیشر من التوزیع الطبیعي كلما زادت درجتا الحریة-4
  )V2=n2-1(ودرجة حریة المقام ) V1=n1-1(یعتمد توزیع فیشر على معلمتین وهما درجة البسط -5

2إذا كانت  :24تمرین
1S  2و

2S  تمثل التباینات لعینتین عشوائیتین مستقلتین عن بعضهما البعض
1nبحجم  16 2وn 21 2سحبت من مجتمعین یتوزعان توزیعا طبیعیا بتباین قدره

1 09  ،
2
2 16  على التوالي  

   :المطلوب
  أحسب الاحتمال التالي-1

2
1
2
2

SP 01 74
S

( , ) 

   :الحل
  .بما ان المطلوب هو نسبة تباین عینتین إذن سوف نستخدم توزیع فیشر

1:نحسب اولا درجة الحریة للبسط والمقام كالتالي 1 1

2 2 2

V n 1 V 16 01 15
V n 1 V 21 01 20

     
     

                 

  نحسب الان الإحتمال

 

2 1 1
1 2 22

1 11 11
15 202

2 2 2 2
2 2 2

2 22 2

15 20 1

n n1 1 16 1S n 1 n 1S 16 1 09P 01 74 P 01 74 P F 01 74
S 21 1n n1 1S 21 1 16n 1 n 1

P F 03 14 01 P F

,

,

. . .

.
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  تمارین المحور الاول
سائق، وعلمت أن أعمارهم  2000إذا كان عدد سائقي سیارات الأجرة في مدینة ما هو  :الأول التمرین

سنة، فإذا سحبنا مع عدم الإرجاع  49سنة، وتباین قدره  50تتوزع توزیعا طبیعیا بمتوسط حسابي قدره 
  .سائقا 25من هذا المجتمع عینة بها 

  :المطلوب
  سیارات الأجرة في العینة؟أوجد توزیع المعاینة لمتوسط أعمار سائقي -1
  .48و 54أحسب احتمال أن یكون متوسط العمر لهذه العینة محصورا بین -2
  .سائقا 144نفرض أن حجم العینة المسحوبة مع عدم الإرجاع  تغیر  وأصبح -3
  أوجد توزیع المعاینة للمتوسط أعمار سائقي سیارات الأجرة في العینة؟ واحسب الاحتمال السابق؟ 3-1

غ وانحراف معیاري 1000تخضع أوزان علب سائل غسیل معین لتوزیع وسطه الحسابي  :الثانيین التمر 
  .علبة 35غ، إذا أخذت عینة عشوائیة حجمها 77قدره 

   :المطلوب
  .أوجد توزیع المعاینة لأوزان العلب في للعینة -1
  غ؟980احسب احتمال أن یزید المتوسط الحسابي لأوزان العلب في العینة عن -2

مصنع لإنتاج نوع معین من المصابیح الكهربائیة، إذا علم أن عمر المصباح من إنتاج  :الثالثالتمرین 
ساعة،  60ساعة وانحراف معیاري قدره  800هذا المصنع یخضع للتوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي قدره 

  .من إنتاج هذا المصنع 64سحبت عینة عشوائیة حجمها 
   :المطلوب 
  أوجد توزیع المعاینة لمتوسط عمر المصابیح  في العینة ؟ -1
  .ساعة 815ساعة و 790أحسب احتمال أن یكون متوسط العمر في المصابیح محصور بین -2
 26إذا فرضنا أن الانحراف المعیاري لعمر المصابیح مجهولا، وأخذت عینة عشوائیة حجمها  -3

  .ساعة 45بة هو مصباح وكان الانحراف المعیاري للعینة المسحو 
  أوجد توزیع المعاینة لمتوسط عمر المصابیح  في العینة ؟ واحسب الاحتمال السابق؟ 3-1
مصباح  32إذا فرضنا أن الانحراف المعیاري لعمر المصابیح مجهولا، وأخذت عینة عشوائیة حجمها -4

  .ساعة 40وكان الانحراف المعیاري للعینة المسحوبة هو 
  نة لمتوسط عمر المصابیح  في العینة ؟ واحسب الاحتمال السابق؟أوجد توزیع المعای 4-1
 25ساعة، وأخذت عینة عشوائیة حجمها  30إذا فرضنا أن الانحراف المعیاري لعمر المصابیح هو-5

  .مصباح
  أوجد توزیع المعاینة لمتوسط عمر المصابیح  في العینة ؟ واحسب الاحتمال السابق؟ 5-1
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، 18وتباینه  30وسطه الحسابي  1000یتوزعان توزیعا طبیعیا، الأول حجمه مجتمعان  :الرابعالتمرین 
، فإذا سحبنا من كل مجتمع عینة عشوائیة مع 40وتباینه  24وسطه الحسابي  1400والثاني حجمه 

وحجم  120عدم الإرجاع وكانت العینتین مستقلتین عن بعضهما البعض، وكان حجم العینة الأولى 
  .250العینة الثانیة 

   :المطلوب
  أوجد توزیع المعاینة  للفرق بین  متوسطي العینتین ؟ -1
  ؟05أحسب احتمال أن یكون الفرق بین متوسطي العینتین اقل من -2
وفي العینة  50نفرض أن حجم العینتین المسحوبتین مع عدم الإرجاع تغیر وأصبح في العینة الأولى -3

  .70الثانیة 
  بین  متوسطي العینتین ؟ واحسب الاحتمال السابق؟أوجد توزیع المعاینة  للفرق 3-1

 Aالمصابیح من النوع  Bو Aیقوم مصنع بإنتاج نوعین من المصابیح الكهربائیة  :الخامسالتمرین 
فإذا تم سحب عینة  ،  ساعة وتباین   700متوسط عمر تخضع في إنتاجها إلى التوزیع الطبیعي ب

فهي  Bمن النوع ، أما المصابیح 30مصباحا بانحراف معیاري  18عشوائیة من النوع الأول تقدر ب 
،    فإذا تم سحب عینة عشوائیة من ساعة وتباین 500الأخرى تخضع للتوزیع الطبیعي بمتوسط عمر 

  .ساعة 25مصباحا بانحراف معیاري  12النوع الثاني تقدر ب 
  :المطلوب

  أوجد توزیع المعاینة  للفرق بین  متوسطي العینتین ، بافتراض تجانس تبایني المجتمعین؟ -1
  ؟215أحسب احتمال أن یكون الفرق بین متوسطي عمر المصابیح اكبر من -2
  أوجد توزیع المعاینة  للفرق بین  متوسطي العینتین ، بافتراض عدم تجانس تبایني المجتمعین؟-3
  ؟215كون الفرق بین متوسطي عمر المصابیح اكبر من أحسب احتمال أن ی -4

إذا كان أداء العمال یخضع للتوزیع الطبیعي، وفي في تجربة لبیان تحسن هذا الأداء :السادس التمرین
عاملا في المعمل فكانت قیاس الكفاءة قبل وبعد دخولهم دورة تحسین 13تم سحب عینة عشوائیة بحجم 
  :التالي الأداء كما هو مبین في الجدول

  Xi(  07  08  07  07  08  08  09  09  09  08  07  07  08(بعد 
  Yi(  05  05  05  04  07  08  05  06  07  08  05  06  05(قبل

   :المطلوب
  أوجد توزیع المعاینة  للفرق بین  متوسطي العینتین المرتبطتین ؟ -1
  ؟02.50أحسب احتمال أن یكون الفرق في الأداء قبل وبعد الدورة لا یقل عن -2

دراسة قام بها مركز متخصص لمعالجة آثار الإدمان على التدخین في مجتمع  في :السابع التمرین

2
1

2
2
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إذا علمت أن نسبة المدخنین تخضع لتوزیع ذي الحدین وتمثل شخص، ف 3000إحصائي متكون من 
  .مدخنا 100، و سحبنا عینة عشوائیة من هؤلاء المدخنین مع عدم الإرجاع تشمل 58.27%
   :المطلوب

  أوجد توزیع المعاینة لنسبة المدخنین في هذه المدینة؟ -1
  ؟%70و %55احسب احتمال أن تكون نسبة المدخنین في هذه العینة تتراوح بین -2
  .مدخنا 180نفرض أن حجم العینة المسحوبة مع عدم الإرجاع تغیر وأصبح -3
  الاحتمال السابق؟أوجد توزیع المعاینة لنسبة المدخنین في هذه المدینة؟ واحسب  3-1

 0.30في مجتمع هو  Bإذا كانت نسبة الأشخاص الذین یحملون صنف الدم من نوع  :الثامنالتمرین 
  شخص  500فإذا تم اختیار عینة عشوائیة حجمها 

  :المطلوب
  ؟Bالأشخاص الذین یحملون صنف الدم من نوع  أوجد توزیع المعاینة لنسبة-1
  :في الحالتین التالیتین Bأحسب احتمال أن یكون الأشخاص الذین یحملون صنف الدم من نوع -2
  0.35أكبر من  2-1
  0.35و  0.25محصور بین  3-1

إذا علمت أن شركة متخصصة في صناعة الالكترونیات تستورد قطع الغیار اللازمة  :التاسعالتمرین 
بسبب عیوب  %08لها من مصدرین مختلفین وان القطع الواردة إلیها من المصدر الأول ترفض بمعدل 

لنفس السبب، فإذا كانت خطوط  %05بها، بینما القطع الواردة إلیها من المصدر الثاني ترفض بمعدل 
  .قطعة من المصدر الثاني یومیا 300قطعة من المصدر الأول و 150ج تستخدم الإنتا

   :المطلوب
  أوجد توزیع المعاینة للفرق بین نسبتي العینتین؟ -1
 ؟%07أحسب احتمال أن یكون الفرق ما بین نسبتي العینتین اقل من أو یساوي -2

، 05، 03، 01( إذا كان لدینا مجتمع یخضع للتوزیع الطبیعي و مكون من القیم التالیة :العاشرالتمرین 
   )n=02(، وسحبنا منه العینات العشوائیة الممكنة والمتساویة في الحجم ولیكم حجمها )09، 07

  :المطلوب
  أحسب المتوسط الحسابي للمجتمع وتباینه؟-1
  الممكن سحبها من هذا المجتمع مع الإرجاع؟) n=02(إیجاد كل العینات الممكنة ذات الحجم -2
  أحسب القیمة المتوقعة لتباین العینة     في حالة السحب مع الإرجاع ومقارنتها بتباین المجتمع؟-3
  الممكن سحبها من هذا المجتمع مع عدم الإرجاع؟) n=02(إیجاد كل العینات الممكنة ذات الحجم  -4
این العینة     في حالة السحب مع عدم الإرجاع ومقارنتها بتباین أحسب القیمة المتوقعة لتب -5

  المجتمع؟

2S

2S
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في حالة السحب بالإرجاع وعدم الإرجاع؟ ومقارنته بتباین  أحسب القیمة المتوقعة لتباین العینة   -6
  المجتمع؟

إیجاد توزیع المعاینة  -7
2

2
nS


  في حالة السحب بالإرجاع وعدم الإرجاع؟ 

إیجاد توزیع المعاینة  -8
2

2
n S



  في حالة السحب بالإرجاع وعدم الإرجاع؟ 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

2
S




 

 

  
  
  
  
  
  
 
 
 
  
 
 
  

  نظریة التقدیر: الثاني المحور
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 تمهید
هو إیجاد الطرق التي تمكننا من الاستدلال على قیمة معالم المجتمع  الإحصائیةإن أحد أهداف النظریة 

  .وذلك عن طریق النتائج التي تحصل علیها من عینة عشوائیة نختارها من بین مفردات المجتمع
 x1,x2,x3……xnعن طریق عینة من المشاهدات  فإذا كنا نرغب في تقدیر أحد معالم المجتمع ولیكن 

من واقع هذه المشاهدات تسمى تقدیرا  مسحوبة من المجتمع فإن القیمة التي یتم حسابها للمعلمة 
)Estimate ( هذا التقدیر تسمى  إلىالتي تستخدم للوصول  الإحصائیةة الریاضیة غالصی أوبینما الدالة

، والمقدر هو دالة تعتمد على المشاهدات ولتكن )Estimator(مقدرا  n1 2 3f X X X X, , ,................,

  

قیمة هذه الدالة عند التعویض بقیم المشاهدات فیها، ولهذا فإن التقدیر یختلف من عینة  بینما التقدیر هو
من هناك اختلافا بین قیم المشاهدات  أنم استخدام نفس المقدر وهذا أمر طبیعي حیث غر  أخرى إلى

  .ة التي یتم التعویض فیهاغالمقدر له نفس الصی أنم غر  أخرى إلىعینة 
یمكن تقدیر معلمة المجتمع بقیمة واحدة وهي قیمة المقدر التي نحصل علیها من بیانات لعینة، فالتقدیر 

علیه تعبیر المقدر یمثل قیمة تقدیریة لمعلمة  أطلقناحصاء العینة والذي إالذي نحصل علیه عن طریق 
المجتمع مقدرة بقیمة واحدة، وبصورة أخرى فانه یمكن إیجاد قیمة تقدیریة واحدة لمعلمة المجتمع ویسمى 

  .هذا التقدیر بتقدیر النقطة
والتقدیر في علم الإحصاء لا تختلف أسسه عن هذا المنطق حیث یكون لدینا توزیعا احتمالیا معلوم 

والحصول على دالة ) المجتمع(لصیغة ولكن مجهول المعلمات وباختیار عینة عشوائیة من هذا التوزیع ا
ر لمعلمة المجتمع والقیمة دلقیم العینة یستخدمها كمقدر لمعلمة المجتمع المجهولة، هذه الدالة سمیت بالمق

  .التي یتم الحصول علیها من هذه الدالة تستخدم كتقدیر لقیمة المعلمة
هو تقدیر لتباین  2S، وتباین العینة للعینة العشوائیة هو تقدیر لمتوسط المجتمع  Xفالوسط الحسابي

P، ونسبة صفة معینة في العینة 2المجتمع 
 هي تقدیر لنسبة نفس الصفة في المجتمعP.  

وتتلخص مشكلة التقدیر في استخدام بیانات عینة عشوائیة مسحوبة من المجتمع في إیجاد تقدیر معالم  
  :المجتمع المجهولة، وهناك نوعان من التقدیر هما

  التقدیر النقطي-أ
  .التقدیر ضمن قترة- ب

  :كالتاليوسوف نستعرض كلا التقدیرین بنوع من التفصیل 
  )التقدیر بقیمة واحدة( التقدیر النقطي-01

تحسب قیمتها من بیانات  بإحصائیةالمقصود بهذا النوع من التقدیر، هو تقدیر معلمة المجتمع المجهولة 
نقوم بتقدیر المعلمة بقیمة واحدة فقط تحسب من العینة،  أيعینة عشوائیة مسحوبة من هذا المجتمع، 

، ونقدر Xبالوسط الحسابي للعینة ولذلك یسمى التقدیر بقیمة،  فمثلا نقدر الوسط الحسابي للمجتمع 



عابد علي:نظریة التقدیر                                                         الدكتور: يالثان المحور  

الإستنتاجي الإحصاء مقیاس في محاضرات   63 

  .الخ......وهكذا 2Sبتباین العینة  2تباین المجتمع
ونستخدم لتقدیرها دالة تعتمد على بیانات العینة  وبصفة عامة إذا كان لدینا مجتمع معلمته المجهولة 

یرمز لها بالرمز x1,x2,x3……xnالعشوائیة 
  الإحصاء القیمة المقدرة تعني في علم ) ^(بحیث الإشارة

 :وبالتالي n1 2 3f X X X X, , ,................,

  

فهذه الدالة یطلق علیها مقدر أي المقدر هو عبارة عن إحصائیة، وعند التعویض في هذه الدالة ببیانات 
العینة المسحوبة، فالقیمة العددیة التي نحصل علیها تسمى تقدیرا، أي أن المقدر متغیر عشوائي تتغیر 

  .عینة إلى أخرى بینما التقدیر هو إحدى قیم هذا المتغیر قیمته من
أي  X، فیقدر بالوسط الحسابي للعینة إذا كانت المعلمة المجهولة هي الوسط الحسابي للمجتمع :مثال

:   أن
n

i
i 1

X
X

n


  


   
  :مثلا فان 27هذا المجتمع، وحسبنا وسطها الحسابي ووجدنا أن قیمته  فإذا سحبنا عینة عشوائیة من

 : هو المعلمة المجهولة  
X : هي مقدر بقیمة

  
X 27  :هي تقدیر بقیمة.  

ذا كانت المعلمة المجهولة هي تباین المجتمع أي أن  2S، فیقدر بتباین العینة2وإ
 

n

i
2 2 i 1

X X
S

n 1





  



  

  :فإن 06فإذا سحبنا عینة عشوائیة من هذا المجتمع، وحسبنا تباینها ووجدنا أن قیمته هي 
2 : هي المعلمة المجهولة.  
2S:  هي مقدر بقیمة

.  
2S 06 : هي تقدیر بقیمة.  

  )معیار فیشر للمقدر الجید(المقدر الجیدخصائص - 02
یعطي قیما قریبة جدا من قیمة المعلمة لجمیع العینات الممكن إذا أخذنا مقدرا معینا فان هذا المقدر لا 

محسوب من عینة واحدة ذا قد تكون  اختیارها وعلى ذلك فلا یمكن الحكم على المقدر في ضوء تقدیر
  .هذه القیمة قریبة جدا من القیمة الحقیقیة وقد تكون بعیدة عنها

یعطي قیما قریبة من القیمة ) كبیر من العیناتكعدد (ولذلك یعتبر المقدر جیدا إذا كان في المتوسط  
الحقیقیة أو بعبارة أخرى إذا كان یعطي في غالب الأحیان قیما تكون قریبة جدا من القیمة ونادرا ما 

  .یعطي قیما بعیدة جدا عن القیمة الحقیقیة
م فیشر ولكي یكون المقدر جید یجب أن یحقق بعض المعاییر، وترجع كلمة المقدر الجید إلى العال

)Fisher(، توافرت فیه الخصائص التالیة إذاویعتبر المقدر مقدرا جیدا طبقا لمعیار فیشر:  
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یقال إن المقدر غیر متحیز إذا كان توقعه الریاضي یساوي  :)Unbiasness(خاصیة عدم التحیز-1
وكانفإذا كانت معلمة المجتمع هيقیمة المعلمة الحقیقیة للمجتمع، 

 هو المقدر المحسوب من عینة

n1 2 3X X X X, , , مسحوبة من المجتمع فان المقدر ,.......
 غیر متحیز إذا كان: E

 
 
 
    

Eكان إذاأما  b
 

 
 
    فان المقدارb E

 
 

 
   یسمى مقدار التحیز.  

فإذا كان  كما انه من النادر أن نجد تقدیرا یكون متوسط مربع خطأه اقل ما یمكن لجمیع قیم 
  تقدیرا

فان متوسط مربع الخطأ هو للمعلمة
2

MSE E
    

   
   
  .  

إذا كانت  ):Mean Squared error(تعریف متوسط مربع الخطأ1-1 n1 2 3X X X X X, , ,......., 
توزیعه الاحتمالي  Xعینة عشوائیة مسحوبة من مجتمع  f X,  یعتمد على معلمة وذا أخذنا ،

 f X

 كتقدیر للمعلمة  فان الخطأ في هذا التقدیر أو الخسارة الناجمة من اتخاذ

  كتقدیر للمعلمة
  یمكن أن یقاس بالمقدار 

 
 
  ولكن هذا المقدار یمكن أن یكون موجبا أو سالبا حسب قیمة ،

 

المحسوبة من العینة، وحتى نتخلص من الإشارة فإننا نأخذ مربع هذا المقدار أي
2 

 
 
  كمقیاس لقرب

التقدیر
 من المعلمة ولكن هذا المقدار یتغیر من عینة لأخرى لذلك فإننا نأخذ القیمة المتوقعة له أي

نأخذ القیمة المتوقعة له
2

E
  

 
، والتي تسمى متوسط مربع خطا التقدیر ل 

 ویرمز له بالرمز                

 MSE  
 
 
 أي أن

2

MSE E
    

   
   
    كمقیاس لجودة المقدر

  للمعلمة.  

     ویمكن إعادة كتابته على الصورة التالیة 

                         

2

2 2

2

MSE E E E

E E E E 2 E E E

V E 2 E E E

   

     

    

         
         

          

              
             

              

           
          

          

      

          

         



 

   

Eالحد الأخیر في الطرف الأیمن یساوي صفرا لان  E 0E E
         

      
      

       

وعلى ذلك فان       2MSE V b
    

   
   
       

حیث                    
2

2b E
  

     
      

أي أن متوسط مربع الخطأ لأي تقدیر یساوي تباین التقدیر مضافا إلیه مقدار آخر هو مربع 2b    
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یسمى المقدار b E
 

 
 

      الإحصاءبمقدار التحیز في 
 كتقدیر للمعلمة  وهو یبین مقدار

 الإحصاءالاختلاف بین متوسط توزیع 
  وبین المعلمة أقل ما یمكن إذا  الخطأ، ویكون متوسط مربع

التقدیر ل أنكان كل من التباین ومربع التحیز أقل ما یمكن، وهذا یعني 
  یكون قریبا من المعلمة إذا

  .كان كل من التباین ومربع التحیز اقل ما یمكن
1مربع خطا، فإذا كان وعلى ذلك فإننا نفضل التقدیر الذي له اقل متوسط


 2و


  مقدران للمعلمة 

1فإننا نفضل


 2عن


  1إذا كان 2MSE MSE

    
   
   
    

یقال بأن ):Consistency(الاتساق -2
  مقدرا متسقا لمعلمة المجتمع  إذا كانت

  تؤول إلى 
nnكلما زاد حجم العینة أي ) تقترب منهاأي (

P 0lim




 
  
 
      أو بشكل مكافئ

nn
P 1lim





 
  
 
       

ویكون 
  مقدرا متسقا إذا كانت

  تقدیرا غیر متحیزا للمعلمة نه من الصفر كلما زاد ویقترب تبای
  . حجم العینة

معنى أن تؤول 
 إلى  هو أن التوزیعات العینیة للمقدر

  لأحجام العینات المتتابعة في الكبر سوف
تولد لنا متسلسلة من متوسطات 

  ومتسلسلة من تباینات
  بحیث أن متسلسلة المتوسطات تؤول إلى

  ونهایة متسلسلة التباینات تؤول إلى الصفر مع زیادةn زیادة لا نهائیة.  
غیر متحیز قد یكون المقدر المتسق یكون غیر متحیزا في النهایة بینما المقدر ال أنهذا ویمكن ملاحظة 

   :أو لا یكون مقدرا متسقا وعموما یكون أي مقدر متسقا إذا كان

n

n

E

V 0

l im

lim



 



 

  
  

   


 
     

  

 
  

قد یوجد للمعلمة الواحدة أكثر من مقدر ویمكننا المقارنة بین هذه  ):Efficiency(خاصیة الكفاءة -3
المقدرات من خلال المقارنة بین تبایناتهم حیث نعتبر أن المقدر الأقل تباینا هو المقدر الأكثر كفاءة، 

1فإذا كان لدینا المقدران 


 2و


  للمعلمة  1وكان تباین المقدر الأول هوV

 
 
 
  وتباین المقدر الثاني

2Vهو
 

 
 
 1فان المقدر


 2یكون أكثر كفاءة من المقدر


  1، وبفرض أن


 2و


  مقدرات غیر متحیزة

21أي  VV
   

       
  وأن الكفاءة النسبیة،)Relative efficiency ( 1للمقدران


 2و


  هي
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:كالتالي
1

2

V
e

V





 
 
 
 
 
 





1كانت قیمتها اقل من الواحد الصحیح فان، فإذا  


  یكون مقدرا ذي تباین اقل من

2


  ذا كانت النسبة اكبر من الواحد فان 2ویكون هو الأكفأ، وإ


 یكون هو الأكفأ.  

المقدر أنیقال  ):Sufficienc(خاصیة الكفایة -4
 مقدرا كافیا للمعلمة إذا كان تقدیر

  یحتوي
، وهذا یعني انه بعد معرفةعلى كل المعلومات الموجودة في العینة عن المعلمة 

  فان المعلومات
  .المتبقیة في العینة لا تفید في معرفة 

كانت  فإذا n1 2 3X X X X, , عینة عشوائیة مسحوبة من مجتمع یتبع التوزیع الاحتمالي  ,......., f X, 
:فان احتمال اختیار العینة هو   

n

n1 2 3 i
i 1

f x x x x f x, , ,......, , ,


     

ذا أمكن تحلیل هذا الاحتمال إلى حاصل ضرب دالتین تعتمد الأولى على المعلمة والتقدیر والثانیة       وإ
لا تعتمد على المعلمة أي إذا كان    n n1 2 1 2 1 2f x x x f f x x x, , ........., , , , ,.....,

 
 
 

       

والمتوفرة في العینة قد لخصها وامتصها واحتوى علیها التقدیر فإن هذا یعني أن كل المعلومات عن 
 

بحیث أن أي تقدیر آخر لا یحتوي على هذا القدر من المعلومات التي یحتویها التقدیر الكافي، وعلى 
  .ذلك یكون التقدیر الكافي هو أفضل التقدیرات وخاصة إذا كان غیر متحیز

1یقال عن المقدر ):Closeness(صف والتركیزخاصیة الترا-5

  لتقدیر الوسیط بأنه أكثر تراصفا

2تركیزا من المقدر أو

  أيأكبر من الثاني  بالأولدرجة الثقة  أو احتمالفي تقدیره إذا كان:  

                                      1 2P P
   

  
   
           

0ولكفافة قیم     
  :في هذا الصدد بحیث) Bitman(ومن جانب آخر یمكن استخدام تعریف بتمان 

                                                                   2 1
1P 2

  
 
 
 
        

له التوزیع الطبیعي  إحصائيمن مجتمع  مأخوذةعینة عشوائیة   2Xو 1Xلیكن  :1تمرین X N 1, 
  :معرفة بالعلاقات التالیة ، ثلاث مقدرات ل  T1،T2، T3 ولتكن

 3 1 2 2 1 2 1 1 2
1 3 1 2 1 1T X X T X X T X X
4 4 3 3 2 2

, ,        
  :المطلوب

  ؟المقدرات الثلاثة غیر متحیزة ل أي-1
  أي المقدرات الثلاثة أكفأ؟-2
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  :الحل
  :نوجد التوقع الریاضي للمقدرات الثلاثة كالتالي، تحدید أي المقدرات الثلاثة غیر متحیز ل-1

                                           

 

   

 

   

 

 

1 2

1 2

1

1 1 2 1 2

2 1 2 1 2

3 1 2 1 2

1 1
2 2

1 2E X E X
3 3

E E E E

1 1E X E X
2 2

E E E E

1 2
3 3

E E E E

1 E X
4

1 1 1 1T X X X X2 2 2 2

1 2 1 2T X X X X3 3 3 3

1 3 1 3T X X X X4 4 4 4

     
          
     

     
          
     



     
          
     

   



  

 

  

  

  











  2
3 1 3E X
4 4 4

     

   

  .هي مقدرات غیر متحیزة ل T1،T2، T3أي أن المقدرات الثلاثة 
من أجل تحدید أي  من المقدرات الثلاثة هو المقدر : تحدید أي المقدرات  الثلاثة هو مقدر كفؤ-2

  نحسب التباین لكل مقدر كالتالي الكفء
  1Tالمقدر الأول 

                                           1 1 2 1 2V V V V1 1 1 1T X X X X2 2 2 2
     
          
     

    

  :وبالاستفادة من خواص التباین نجدوذلك لان المتغیرین العشوائیین مستقلین، 
                                                     1 1 2

1 1 1 1 1V T V X V X 1 14 4 4 4 2      
   2Tالمقدر الثاني

                                          1 2 1 22 V V V1 2 1 2X X X X3 3 3 3V T      
     
     

   

  وبالاستفادة من خواص التباین نجدوذلك لان المتغیرین العشوائیین مستقلین، 
                                                  2 1 2

1 4 1 4 5V T V X V X 1 19 9 9 9 9      
  3Tالمقدر الثالث 

                                                                  3 1 2 1 2
1 3 1 3V T V X X V X V X4 4 4 4

     
          
     

     

  
  وبالاستفادة من خواص التباین نجدوذلك لان المتغیرین العشوائیین مستقلین، 
                                                 3 1 2

1 9 1 9 10V T V X V X 1 116 16 16 16 16       
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نلاحظ أن        1 2 3
1 5 10V T V T V T
2 9 16

      
  .T3 وكلاهما أفضل من المقدر T2 أفضل من المقدر T1أي أن المقدر 

كان  إذا :02تمرین n1 2 3X X X X X, , ,.......,  عینة عشوائیة مسحوبة من مجتمع یخضع للتوزیع
   2و تباین  الطبیعي بمتوسط حسابي 

  :المطلوب

 أنأثبت -1
n

i
i 1

X
X

n



  .تقدیرا غیر متحیز ومتسقا وكافیا للمعلمة   
  :الحل

  یر متحیزغهو تقدیر  Xإثبات أن 

التوقع الریاضي      
n

n n ni
i 1

i i
i 1 i 1 i 1

X
1 1 1 1E X E E X E Xn n n n n



  

 
         

   
 

     


   n    

   التباین   

n

n n ni
2i 1

i i2 2 2
i 1 i 1 i 1

X 1 1 1 1V X V V X V X
n n nn n n



  

 
           
 

     



   n

2
2

n
   

وان تباینه هو  تقدیرا غیر متحیز للمعلمة  Xوبالتالي یكون 
2

n
  

  هو تقدیر متسق Xإثبات أن -

                                                                       
 
 

2
n

n nV X 0
n

E Xlim

lim lim



 
 


   

  هو تقدیر متسق للمعلمة  Xإذن 
  هو تقدیر كافیا Xإثبات أن  -

                                          
 

i

n
n1 2

i 1

n

2
i

2

n 2

i 1
2

x

2

x

2

1f x x x e
2

1
2

e

, ,............,

 
 
 
 

 
 
 



 
 
 
 






















   

وحیث أن                                                 
n n 2 22

i i
i 1 i 1

X X X n X
 

        
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                                        إذن             
n

n 2
i

i 1
2 2

X Xn X

2 21
2

e e

         


 
 

 
       
 




  

وعلى ذلك یكون  ، بینما الحد الثاني خال من المعلمة ،Xالحد الأول على الیسار یعتمد فقط على 
X  تقدیرا كافیا للمعلمة.  
  )لمجالياالتقدیر (التقدیر بفترة-03

المقدر الذي نستخدمه عند تقدیر معلمة المجتمع تختلف نتائجه التقدیریة من عینة إلى أخرى  إن:مقدمة
، وكما نعلم فإننا نختار عینة )رغم استخدام نفس الصیغة الإحصائیة في التقدیر لكل عینة یتم اختیارها(

نستخدمها في تقدیر معلمة المجتمع ونأمل أن یكون التقدیر المحسوب منها أقرب ما یكون للمعلمة واحدة 
الحقیقیة التي لا نعلم قیمتها بالتحدید، ولكن لیس هناك ما یدعو إلى الاعتقاد بان معلمة المجتمع سوف 

فضل وضع حد أعلى تساوي تماما قیمة التقدیر بنقطة الذي نحصل علیه من الصیغة، لذلك یكون من الأ
وحد أدنى للتقدیر بحیث یمكن القول أن معلمة المجتمع التي لا نعلم قیمتها بدقة تقع بین هذین الحدین 
وبصورة أخرى یمكن تكوین فترة ثقة تحدد بعددین بحیث نتوقع أن تقع معلمة المجتمع داخل هذه الفترة 

  .باحتمال معین یطلق علیه معامل الثقة
من قیمتین عددیتین تعرفان  یتألفهو التقدیر الذي  ):التقدیر بمجال(ر ضمن فترة تعریف التقدی 3-1

  .یتضمن المعلمة المطلوب تقدیرها بدرجة ثقة محدودة أنمجال من القیم الذي نتوقع 
یجب إیجاد  مثلا إذن بصفة عامة، وفقا لهذا التعریف لإیجاد فترة الثقة للمعلمة المجهولة ولتكن

بحیث یكون  uو Lإحصائیتین ولتكونا  P L U 1       
وهاتین الإحصائیتین تكونا متغیرین عشوائیین وذلك لأنها دوال في بیانات العینة، وان الفترة الناتجة من 

Lذلك ستكون  U   ویطلق علیها تسمیة ، 1 100% فترة الثقة لتقدیر المعلمة المجهولة  
الحد الأعلى لفترة " U"تسمیة الحد الأدنى لفترة الثقة بینما یطلق على " L " ، ویطلق علىمستوى الثقة أو 

  .أو مستوى الدلالة أو مستوى المعنویة α، كما وتسمى   α-1تسمیة معامل الثقة الثقة، ویطلق على
  :ولإیجاد فترة الثقة المطلوبة نتبع الخطوات التالیة 
نفتش عن كمیة تكون تابعة في متغیرات العینة وتحوي الوسیط المجهول ویكون توزیعها هو أحد -1

  .التوزیعات الشهیرة، تسمى هذه الكمیة بالكمیة المحوریة
العینة بحیث یكون احتمال أن نحصر هذه الكمیة المحوریة بین قیمتین معیاریتین مأخوذتین من توزیع -2

  . α-1تقع هذه الكمیة المحوریة المحصورة بین هاتین القیمتین المعیاریتین یساوي
   .نعزل الوسیط المجهول ونوجد فترة الثقة المطلوبة-3
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فترة الثقة حول المتوسط  -04    
فترة الثقة حول المتوسط  4-1  معلوما     عندما یكون التباین  

لیس من الضروري ( 2تباین و حسابي لا محدود بمتوسط  حجمه مجتمع إذا كان لدینا:10نظریة
 n  بحیث nمنه كل العینات العشوائیة الممكنة ذات الحجم  وسحبنا )ان یكون توزیعه توزیعا طبیعیا

سیكون قریبا من من X، فإن توزیع المعاینة للوسط الحسابي للعینة )n≥30(تكون كبیرة بما فیه الكفایة 
بوسط حسابي وتباین قدرهما على التوالي  )نظریة النهایة المركزیة(التوزیع الطبیعي

2
X N

n
,

 
  
 

    

سیكون توزیعا  Xأما إذا كان المجتمع یتوزع توزیعا طبیعیا، فان توزیع المعاینة للمتوسط الحسابي للعینة 
الى المتغیر  Xصغیرا او كبیرا، وفي هذه الحالة نستطیع تحویل  nطبیعیا، وذلك سواء كان حجم العینة 

                       كالتالي Zالمعیاري  iXZ N 0 1

n

,     

   Zوالتتوزیع  الاحتمالي للمتغیر   ، والمعلمة المجهولة هي Xهي دالة في المقدر Zونلاحظ هنا أن 
هي كمیة محوریة نستطیع استعمالها في  Zإذن  لا یعتمد على هو التوزیع الطبیعي المعیاري الذي

  .إیجاد فترة الثقة للمتوسط الحسابي للمجتمع
عندما یكون تباین المجتمع معلوما او عند مستوى ثقة  µویعطى مجال الثقة للمتوسط الحسابي للمجتمع 

 1 100%  1 كالتالي 12 2
P X Z X Z 1

n n  

 
 
 
 

         
  :بحیث

1یسمى المقدار  2
X Z

n

  بالحد الادنة لفترة الثقة.   

1یسمى المقدار  2 n
X Z 

  بالحد الاعلى لفترة الثقة.  

1یسمى المقدار  2
Z

n


  .التقدیربخطأ  

  :البرهان
  الذي یوضح مجال الثقة 01الشكل رقملدینا 

2
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0,4

0,3

0,2

0,1

0,0

Z
0

1 02
Z 1 02

Z 


1

2


2


  
ومن خلال الشكل یتضح أن            

1 12 2
P Z Z Z 1  

 
 
 
 
        

1في العلاقة السابقة نجد      Zوبتعویض بقیمة المتغیر  12 2

X

n

P Z Z 1  

 
 
 
 
 
 


       

على الحدود الثلاثة للمتباینة الموجودة بین قوسین، بحیث نجعل الحد الأوسط  العملیات الجبریة وبإجراء
للمتباینة یحتوي على المعلمة المجهولة فقط، ویتم ذلك بضرب الأطراف الثلاثة للمتباینة في 

n
 

  :فنحصل على ما یلي
                              

1 12 2
XP Z Z 1

n n  

 
 

 
 

         

: من الأطراف الثلاثة للمتباینة نجد  Xثم بطرح 
1 12 2

X XP Z Z 1
n n  

 
 

 
 

         

عادة ترتیب أطراف المتباینة نتحصل على ما یلي) 1-(وبضرب الأطراف الثلاثة للمتباینة في    :وإ

                             1 12 2
P X Z X Z 1

n n  

 
 
 
 

        

            : المختصرة كالتالي الأخیرة بالكتابةویمكن كتابة العلاقة   1 1 2
CI X Z

n 
 
 

 
     

nوالسحب مع عدم الإرجاع مع تحقق العلاقة ) محدود(أما ذا كانت المعاینة من مجتمع - 0 05
N

.  یتم
  :التصحیح كالتالياستبدال العلاقة السابقة بإضافة معامل الإرجاع أو 

                
1 12 2

N n N n
N 1 N 1

P X Z X Z 1
n n  

  
 
   

         
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  :والجدول التالي یوضح مختلف القیم والدرجات المعیاریة التي یأخذها مجال الثقة كالتالي
درجة الثقة  1 100%    1     1 2

Z 
   

90% 0,90 0,10  01,645  
95% 0,95  0,05  01,960  
99%  0,99  0,01  02,575  

نتاج أحد المصانع فوجد أن المتوسط إمصباح كهربائي من  100سحبت عینة عشوائیة من :03تمرین
في  ساعة، فإذا علمت أن الانحراف المعیاري لعمر المصباح 1000الحسابي لعمر المصباح هو 

  .ساعة 150المجتمع هو 
  :المطلوب

  ؟ إیجاد تقدیر نقطة لمتوسط عمر المصباح-1
  وماذا تستنتج؟؟في هذا المصنعالمصباح لمتوسط عمر  %95إیجاد تقدیر فترة الثقة -2
  وماذا تستنتج؟ ؟في هذا المصنعالمصباح  لمتوسط عم %99إیجاد تقدیر فترة الثقة  -3
  ، استنتج العلاقة بین مستوى الثقة وطول فترة الثقة؟2و1علیها في السؤالین بمقارنة النتائج المتحصل -4
   مصباح؟ 200إذا كان حجم العینة  المصباح لمتوسط عمر %95إیجاد تقدیر فترة الثقة  -5

  :الحل
n     :یلي لدینا من معطیات التمرین ما 100 X 1000 150, ,     

X:            إیجاد تقدیر النقطة لمتوسط عمر المصباح-1 1000

     

  .لمتوسط عمر المصباح في هذا المصنع %95إیجاد تقدیر فترة الثقة  -2
فیمكننا تطبیق نظریة النهایة المركزیة، ومن ثم فان توزیع المعاینة یتبع  30بما ان حجم العینة أكبر من 

التوزیع الطبیعي بصرف النظر عن التوزیع الأصلي للمجتمع، ومن ثم یمكننا حساب فترة الثقة 
 1 100%  بالعلاقة التالیةلمتوسط مجتمع معلوم التباین:  

                        1 12 2
P X Z X Z 1

n n  

 
 
 
 

        

بما أن  95 100 1% %       
0إذن 05 0 95 1. .  0 وبالتالي فان الدرجة المعیاریة تساوي 05 0 9751 2

Z Z 1 960, , ,


    

  :بالتعویض في الحد الأدنى والأعلى لفترة الثقة نجد

                                      
 

 

1 2

1 2

150L X Z L 1000 1 96 970 60
n 100

150U X Z U 1000 1 96 1029 40
n 100

. .

. .





     

     
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  بالتعویض في العلاقة الأساسیة لمجال التقدیر نجد
                                     970 60 1029 40 0 95P . . .   

ساعة ولا  970.60سوف لن یقل عن  المصباحأن عمر  %95نحن متأكدون بدرجة ثقة : الاستنتاج 
  .ساعة 1029.40یزید عن 

بتطبیق العلاقة الأساسیة في : المصباح في هذا المصنع رلمتوسط عم %99إیجاد تقدیر فترة الثقة  -3

التقدیر                   
1 12 2

P X Z X Z 1
n n  

 
 
 
 

        

بما أن  99 100 1% %     
0لدینا  01 0 99 1. .    0وبالتالي فان الدرجة المعیاریة تساوي 01 0 9951 2

Z Z 2 575, , ,


    

  :بالتعویض في الحد الأدنى والأعلى لفترة الثقة نجد

                                   
 

 

1 2

1 2

150L X Z L 1000 2 575 931 375
n 100

150U X Z U 1000 2 575 1038 625
n 100

. .

. .





     

     
   

  بالتعویض في العلاقة الأساسیة لمجال التقدیر نجد
                                       961 375 1038 625 0 99P . . .   

ساعة ولا  931.375سوف لن یقل عن  المصباحأن عمر  %99نحن متأكدون بدرجة ثقة : الاستنتاج
  .ساعة 1038.625یزید عن 

  :نجد 2و1السؤالین من النتائج المتحصل علیها في : مستوى الثقة وطول فترة الثقة استنتاج العلاقة بین- 4
  58.80=970.60-1029.40=%95طول فترة الثقة عند مستوى ثقة 
  77.25=961.375-1038.625=%99طول فترة الثقة عند مستوى ثقة 

  .نستنتج أن العلاقة بین مستوى الثقة وطول فترة الثقة هي علاقة طردیة
فترة الثقة حول المتوسط  4-2   مجهولا یكون التباینعندما  

معلومة، إلا انه في الحقیقة وفي كثیر من  غیر معلومة و بالرغم من انه في بعض الأحیان تكون 
ذا أردنا تكوین فترة ثقة حول  الحالات تكون  غیر معلومة فان  عندما تكون غیر معلومة أیضا،وإ

وفي هذه الحالة فان فترة الثقة ) الانحراف المعیاري للعینة( Sباستخدام  المدخل المناسب هو تقدیر
وفي هذه  ) n≥30(وبالتالي نمیز حالتین هما إما أن تكون ، تتوقف على حجم العینة حول المتوسط

یتم التقدیر باستخدام توزیع  )n<30( الحالة یتم التقدیر باستخدام التوزیع الطبیعي المعیاري أما إذا كان
  ).V=n-1(ستودنت بدرجة حریة 
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مجهولة   یخضع للتوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي) لا محدود(إذا كان لدینا مجتمع حجمه  :02نظریة
مجهول أیضا، أخذت عینة عشوائیة 2وتباین n1 2 3X X X X X, , ,......., حجمها )n≥30(،  في هذه

 ،و یعطى مجال الثقة  للمتوسط الحسابيالمجتمعتباین العینة كتقدیر غیر متحیز لتباین  S2الحالة یؤخذ 
مجهولا أیضا أو عند مستوى ثقة  2عندما یكون تباین المجتمع  للمجتمع  1 100%    

  :بالعلاقة التالیة

                                  1 12 2

S SP X Z X Z 1
n 1 n 1  

 
 
 
 

     
       

                    قدره او بشكل مكافئ 
2 2

1 12 2
P X Z X Z 1

n n
S S
 

  

 
 
 
 
 

        

nوالسحب مع عدم الإرجاع مع تحقق العلاقة ) محدود(أما ذا كانت المعاینة من مجتمع  - 0 05
N

. 
  :السابقة بإضافة معامل الإرجاع أو التصحیح كالتالي یتم استبدال العلاقة

                 
1 12 2

N n N n
N 1 N 1

S SP X Z X Z 1
n 1 n 1  

  
 
   

    
 

  

 
2 2

1 12 2

N n N n
N 1 N 1

P X Z X Z 1
n n

S S
 

  

 
  

   
 

      قدره او بشكل مكافئ      

نظرا للشكاوى التي تتلقاها إدارة الشركة المنتجة للنضائد السائلة بخصوص العمر الزمني  :04تمرین
نضیدة من بین عدد كبیر  50المنتجة لها قامت باختیار عینة عشوائیة تتكون من الذي تعمره النضائد 

سنة وانحراف معیاري  02.67جدا من هذه النضائد فوجدت أن متوسط العمر الزمني لهذه العینة یساوي 
  .01.94یساوي 

  :المطلوب
  فترة ثقة حول متوسط العمر الزمني الذي تعمره هذه النضائد بصفة عامة؟ %95أوجد -1

  :الحل
n     :یلي لدینا من معطیات التمرین ما 50 X 02 67 S 01 94, . , .    

  لمتوسط العمر الزمني الذي تعمره هذه النضائد % 95تقدیر فترة الثقة  إیجاد-1
، إذن یمكن استخدام التوزیع 30اكبر من ) n=50(بما أن تباین المجتمع مجهول وحجم العینة كبیر

الطبیعي المعیاري، وبتطبیق العلاقة الأساسیة في التقدیر                   

1 12 2

S SP X Z X Z 1
n 1 n 1  

 
 
 
 

     
 

  

بما أن  95 100 1% %     
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0لدینا  05 0 95 1. .    0وبالتالي فان الدرجة المعیاریة تساوي 05 0 9751 2
Z Z 1 960, , ,


    

  :بالتعویض في الحد الأدنى والأعلى لفترة الثقة نجد

                                 
 

 

1 2

1 2

S 1 94L X Z L 2 67 1 96 02 1268
n 1 50 1
S 1 94U X Z U 2 67 1 96 03 2132

n 1 50 1

.. . .

.. . .





     
 

     
 

   

  بالتعویض في العلاقة الأساسیة لمجال التقدیر نجد
                                       02 1268 03 2132 0 95P . . .   

مجهولة  یخضع للتوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي ) لا محدود(إذا كان لدینا مجتمع حجمه  :03نظریة
مجهول أیضا، أخذت عینة عشوائیة 2وتباین n1 2 3X X X X X, , ,.......,  حجمها)n<30( في هذه ،

،و یعطى مجال الثقة  للمتوسط الحسابي تباین العینة كتقدیر غیر متحیز لتباین المجتمع S2الحالة یؤخذ 
مجهولا أیضا أو عند مستوى ثقة  2عندما یكون تباین المجتمع  للمجتمع  1 100%    

  :بالعلاقة التالیة

                                  n 1 n 1
2 2

1 1
S SP X T X T 1

n 1 n 1, ,   

 
  
 

    
       

قدره                     او بشكل مكافئ 
2 2

n 1 n 1
2 2

1 1
P X T X T 1

n n
S S

, ,

 

   

 
 
 
 
 

        

nوالسحب مع عدم الإرجاع مع تحقق العلاقة ) محدود(أما ذا كانت المعاینة من مجتمع  - 0 05
N

. 
  :السابقة بإضافة معامل الإرجاع أو التصحیح كالتالي یتم استبدال العلاقة
                 

n 1 n 1
2 2

1 1
N n N n
N 1 N 1

S SP X T X T 1
n 1 n 1, ,   

  
 
   

    
 

  

 
2 2

n 1 n 1
2 2

1 1
N n N n
N 1 N 1

P X T X T 1
n n

S S
, ,

 

   

 
  

   
 

     قدره او بشكل مكافئ      

 32.40سنوات یساوي  10طفلا أعمارهم  16إذا علمت أن متوسط أوزان عینة تتكون من  :05تمرین
  .كغ 05.40كغ، وبانحراف معیاري یساوي 

  :المطلوب
لأوزان مجتمع العینة على افتراض أن مجتمع ) (فترة ثقة لتقدیر المتوسط الحسابي  %99أوجد  -1

  المعاینة مجتمع طبیعي؟ 
  :الحل

n     :یلي لدینا من معطیات التمرین ما 16 X 32 40 S 05 40, . , .    
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  لأوزان مجتمع العینة) (فترة ثقة لتقدیر المتوسط الحسابي  %99إیجاد -1
فان عملیة  30بما أن المجتمع یخضع للتوزیع الطبیعي بتباین مجهول وحجم العینة المأخوذة اقل من

  :وبالعلاقة التالیة) T(التقدیر سیتم إجرائها باستخدام توزیع ستودنت 

                                n 1
2 2

1 1
S SP X T X T 1

n 1 n 1, ,   

 
  
 

    
 

  

بما أن  99 100 1% %     
0لدینا  01 0 99 1. .   ودرجة الحریة)V=n-1=16-1=15 ( وبالتالي فان قیمة ستودنت

0تساوي   01 0 995 151 n 1 1 152 2
T T 02 947T . . ,, ,

.  
     

  :بالتعویض في الحد الأدنى والأعلى لفترة الثقة نجد

                       
 

 

1 n 12

1 n 12

S 05 40L X L 32 40 02 947 28 291
n 1 16 1
S 05 40U X L 32 40 02 947 36 509

n 1 16 1

T

T

,

,

.. . .

.. . .

 

 

     
 

     
 

   

  بالتعویض في العلاقة الأساسیة لمجال التقدیر نجد
                                       28 291 36 509 0 99P . . .   

من المجتمع،  العینة عبارة عن جزء :للنوعیات لتقدیر النسبة في المجتمع العینةتحدید حجم  4-3
وبالتالي فان مقدر القیمة المحسوب من العینة لا نتوقع انه یساوي القیمة الحقیقیة للمعلمة المجهولة التي 

طأ المعاینة لان یقدرها، والفرق بین تقدیر القیمة لأي معلمة وبین القیمة الحقیقیة للمعلمة یطلق علیه خ
 هذا الخطأ ینتج بسبب استخدامنا للعینة بدلا من المجتمع ككل، وعند تقدیر الوسط الحسابي للمجتمع 

أي بالوسط الحسابي للعینة ، فسیكون خطأ المعاینة في هذه الحالة مساویا إلى  Xبمقدر القیمة 
 X  فترة الثقة للمتوسط الحسابي للمجتمع تعطى بالعلاقة التالیة أن، ونعلم مما سبق :  

                              
1 12 2

P X Z X Z 1
n n  

 
 
 
 

        

لا  Xوبدون خطأ، ولكن في معظم الأحیان  تقدر Xفعلا تقع في مركز الفترة فان فإذا كانت
بالضبط وبالتالي سیكون هناك خطأ في التقدیر بقیمة واحدة، وحجم هذا الخطأ یساوي الفرق  تساوي 
وبالتالي نحن على ثقة قدرها  Xو مابین  100 1%  ن هذا الفرق سوف لن یكون أكبر من أب 

1 2
Z

n
 والذي سوف یرمز له بالرمزE  إذن

1 2
E Z

n
  

  :ویتحدد حجم العینة وفق الحالات التالیة 
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في هذه الحالة حجم العینة هو : الطبیعيالمجتمع لا محدود ویخضع للتوزیع -
2 2
1 2

2E
n

Z 


  
  في هذه الحالة حجم العینة هو  : یخضع للتوزیع الطبیعي و الإرجاعالسحب مع عدم المجتمع محدود و -

                                                                  
 

2 2
1 2
2 2 2

1 2

NZ
n

N 1 E Z








  
   

في هذه الحالة حجم العینة هو: المجتمع لا محدود ویخضع لتوزیع ستودنت-
2

1 n 12

2

2

T

E
n , 


   

في هذه الحالة حجم العینة  :لتوزیع ستودنتیخضع  و السحب مع عدم الإرجاعالمجتمع محدود و  -

                                                              هو    
 

2
1 n 12

2
1 n 12

2

2 2

NT
n

N 1 E T
,

,

 

 




  
   

المحسوب من عینة مبدئیة ذات  S2مجهولة فیمكن تقدیرها باستخدام تباین العینة  2 أما ذا كانت-
حجم صغیر متفق علیه، أو یمكن تقدیرها من عینة سبق الحصول علیها من دراسات سابقة أو دراسات 

ذا كان توزیع المجتمع معتدلا تقریبا فان   :مماثلة، وإ
  أصغر قیمة إذن-أكبر قیمة=، كما أن المدى  06=المدى 

 06/المدى=)(المعیاريالانحراف    i iMax X Min XRang
06 06


               

تؤخذ من مجتمع إحصائي  أنالتي یجب  nكم یجب أن یكون حجم العینة العشوائیة  :06تمرین
لتحدید المتوسط الزمني الذي تستغرقه آلة معینة في تحریك  والذي یخضع للتوزیع الطبیعي للمحركات

ذا  0.50هو  ، بان أعلى خطأ في تقدیر المعلمة من الثقة %95عجلة سیارة على أساس  دقیقة، وإ
  .دقیقة 02.56علمت من تجارب سابقة میدانیة بان تباین المجتمع الإحصائي معروف ویساوي 

  :الحل
21 طیات التمرینعلدینا من م 95 E 0 50 02 56 N%, . , . ,        

0لدینا  05 0 95 1. .    0وبالتالي فان الدرجة المعیاریة تساوي 05 0 9751 2
Z Z 1 960, , ,


    

  بتطبیق العلاقة الأساسیة لحساب العینة في حالة مجتمع لا محدود ویخضع للتوزیع الطبیعي نجد

                                                  
 

2 2 2
1 2

2 2

01 96 02 56
40

E 0 50
n

Z
n . .

.




     

محركا من مجموع كافة المحركات على الأقل كي یكون أكبر خطأ في  40أي أننا یجب أن نفحص 
  0.50التقدیر هو 
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لتقدیر وسطي وزن الخروف، مع  الأغنامالواجب سحبها من مجتمع  ما حجم العینة العشوائیة :07تمرین
خطا في تقدیر المعلمة  أعلى، وان 600وتباین المجتمع هو  2000حجم المجتمع هو  أنالعلم    

 .03، وان قیمة الدرجة المعیاریة هو05هو
  :الحل

2Zلدینا من معطیات التمرین  03 E 05 600 N 2000, , ,       
ویخضع  الإرجاعبتطبیق العلاقة الأساسیة لحساب العینة في حالة مجتمع محدود والسحب مع عدم 

   للتوزیع الطبیعي نجد
 

     
       

2

2 2

2 2
1 2
2 2 2

1 2

2000 03 600
195

2000 1 05 03 600

NZ
n n

N 1 E Z





 
 




  
   

لتقدیر  015یرغب أحد خبراء الكفاءة باستخدام المتوسط الحسابي لعینة عشوائیة ذات حجم  :08تمرین
افترضنا  فإذاللسیارات،  الكبیرة الصناعاتمتوسط الكفاءة المیكانیكیة لعدد معین من العمال في إحدى 

  .06.20وبناءا على الخبرة بان الانحراف المعیاري للمجتمع هو
  :المطلوب

  من الثقة؟ %99للمجتمع العمالي على أساس  كم یكون أعلى خطأ في تقدیر المتوسط الحسابي -1
 ، فكم هو تقدیر المتوسط الحسابي 69.50إذا افترضنا بان المتوسط الحسابي للعینة السابقة هو -2

  من الثقة؟ %99لكفاءة العمال كافة في تلك الصناعة وذلك بنفس الدرجة 
  :الحل

n :لدینا من معطیات التمرین 150 06 20 1 0 99 X 69 50, . , . , .       
  .من الثقة %99للمجتمع العمالي على أساس  تحدید أعلى خطأ في تقدیر المتوسط الحسابي -1

:یعطى بالعلاقة التالیة نعلم أن أعلى خطأ في تقدیر المتوسط الحسابي ل
 1 2
E Z

n


  
0لدینا  01 0 99 1. .    0وبالتالي فان الدرجة المعیاریة تساوي 01 0 9951 2

Z Z 2 575, , ,


      

إذن                    
1 2

02 575 06 20
01 30

150
E Z En

. .
.

     

  من الثقة %99لكفاءة العمال كافة في تلك الصناعة وذلك بنفس الدرجة  تقدیر المتوسط الحسابي -2
نعلم أن    1 1 2

CI X Z
n 

 
 

 
    وبالتالي فان التقدیر هو    

                 1

2
1 1 2

X E 69 50 1 30 68 20
X E 69 50 1 30 70 80

CI X Z n
. . .
. . . 

 
 

 






     


     
     
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ترغب وزارة الصناعة في معرفة متوسط عمر العمال في صناعة ما، وكان لدیها معلومات  :09تمرین 
  .تفید بان العمال یبدؤن العمل في الثامنة عشرة من العمر، ویحالون على التقاعد في الستین منه

  :المطلوب
إذا ربنا في التأكد من كل الحالات العملیة  المتوسط،ما هو حجم العینة المراد سحبها لتقدیر هذا  -1

  سنة؟ 01.50على أن لا یزید الخطأ في التقدیر عن 
  :الحل

               :من معطیات التمرین لدینا   i iE 01 50 Max X 60 Min X 18 Z 03. , , ,      
یقع به متوسط  أنالمدى العددي الذي یمكن  1/6یمكننا تقدیره ب  ،بما أن تباین المجتمع مجهول

  .الظاهرة المدروسة
  نحسب قیمة المدى

                                           i iRang Max X Min X Rang 60 18 42        
Rangإذن قیمة الانحراف المعیاري سوف تساوي                                     42 07

06 06
     

وبتطبیق العلاقة الأساسیة في حساب حجم العینة  نجد         
 

2 2 2
1 2

2 2

03 07
196

E 01 50
n

Z
n

.




     

  )Techebecheff(فترة الثقة بإستخدام نظریة تشیبیشیف  - 05
لا یخضع للتوزیع الطبیعي وحجم  أونظریة تشیبیشیف إذا كان توزیع المجتمع مجهول  تستخدم

  وتعطى معادلة التقدیر بالعلاقة التالیة) n<30( 30العینة المسحوبة من المجتمع اقل تماما من 
                                                        2

1P X K 1
K

       
2بحیث 

11 1
K

     
ویتم التقدیر بالعلاقة التالیة                1CI X K n 

 
 


     

ون، أخذت عینة  30وانحراف معیاري  لدینا دخول أفراد مؤسسة ما بمتوسط حسابي  لیكن:10تمرین
  .ون 80، فكان متوسطها الحسابي 25عشوائیة بسیطة حجمها 

  :المطلوب
  ؟%95مستوى ثقة  متوسط أجور العمال عندلأوجد فترة الثقة  -1

  :الحل
إذن لا یمكننا ) 30أقل تماما من(بما أن المجتمع لا یخضع للتوزیع الطبیعي وحجم العینة صغیر 

نما یتم استخدام احد الاختبارات اللامعلمیة ألا وهو متراجحة تشبیشیف   .استخدام توزیع ستودنت، وإ
30لدینا من معطیات التمرین  n 25 X 80 1 0 95, , , .        
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  :كالتالي Kلتطبیق علاقة التقدیر السابقة باستخدام متراجحة تشیبیشیف نستخرج أولا قیمة 
                                       2 2

1 11 1 0 95 1 K 20 02 05
K K

.           
  بعد ذلك نستخرج فترة التقدیر   

                                  
 

P X K X K 1
n n

30 30P 80 02 05 80 02 05 0 95
25 25

P 53 1672 106 8328 0 95

.

. . .

 
 
 
 
  
 

     

    

 

  

مستقلین فترة الثقة حول الفرق بین متوسطي مجتمعین  -06 1 2    
  :لإیجاد فترة الثقة حول الفرق بین متوسطي مجتمعین مستقلین فإننا نمیز الحالات التالیة

  فترة الثقة حول الفرق بین متوسطي مجتمعین  معلومي التباین 6-1
أن إذا افترضنا:04نظریة 1n1 2 3X X X X, , عینة عشوائیة من مجتمع یخضع للتوزیع الطبیعي  ,.......,

2غیر معلوم وتباین  1بمتوسط حسابي 
1 وكانت  معلوم 2n1 2 3X X X X, , عینة عشوائیة  ,.......,

2غیر معلوم وتباین 2ثاني متوسطه الحسابي  إحصائيمن مجتمع 
2  معلوم، وكانت العینتین مستقلتین

تمثل متوسط العینة الثانیة، وكان   2Xیمثل متوسط العینة الأولى و 1Xعن بعضهما البعض وكان 
، )، إذا كان المجتمعین غیر طبیعیین30أو كان حجم كل عینة أكبر من (مجتمعي العینتین طبیعیین 

فإن توزیع المعاینة للفرق ما بین متوسطي العینتین  1 2X X   سوف یكون له توزیع قریب من التوزیع

الطبیعي بمتوسط حسابي 
1 2 1 2X X 

 
 


     وتباین 1 2

2
X X

2 2
1 2

1 2n n

      وبالتالي فان المتغیر

                      :یعطى كالتالي) Z(العشوائي    
 

1 2 1 2

2 2
1 2

1 2

X X
Z N 0 1

n n

,
   


 

   

هي دالة في المقدر  Z أنونلاحظ  1 2X X  والمعلمة المجهولة 1 2   والتوزیع الاحتمالي ،
هو التوزیع الطبیعي المعیاري الذي لا یعتمد على المعلمة المجهولة  Zللمتغیر  1 2  إذن ،Z  هي

كمیة محوریة نستطیع استعمالها في إیجاد فترة الثقة للفرق بین متوسطي مجتمعین  1 2  ،
  وباستخدام خواص التوزیع الطبیعي المعیاري نجد أن

                                                 
1 12 2

P Z Z Z 1  

 
 
 
 
      

  :نجد Zوبالتعویض في العلاقة السابقة بقیمة  
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                                      1 2 1 2
1 12 22 21 2

1 2

X X
P Z Z 1

n n

  

 
 
 
 
 
 
 
 

   
    

 
   

الجبریة على الحدود الثلاثة للمتباینة الموجودة بین قوسین، بحیث نجعل  العملیاتبعض  وبإجراء
للمتباینة تحتوي فقط على المعلمة المجهولة الأوساط 1 2   ،وهي الفرق بین متوسطي المجتمعین

  :علاقة التقدیر التالیة فنحصل على

              
2 2 2 2
1 2 1 21 2 1 21 21 12 21 2 1 2

P X X Z X X Z 1n n n n  

 
 
  
 

                 

وبالتالي فان فترة الثقة للفرق بین متوسطي مجتمعین   1 2   عندما یتوزع المجتمعان توزیعا طبیعیا
بتباینین معلومین وعند مستوى ثقة  1 100%  هي  

                                            
2 2
1 2

1 2
1 21 2 11 2 n nCI X X Z

 
 
 



       

1وكسر المعاینة للمجتمع الأول هو  أما إذا كان المجتمعان محدودان-

1

n 0 05
N

.  وكسر المعاینة

2للمجتمع الثاني هو 

2

n 0 05
N

.  فان مجال التقدیر یعطى بالعلاقة التالیة  

                   
2 2
1 1 1 2 2 2

1 1 2 2
1 21 2 11 2

N n N n
n N 1 n N 1CI X X Z

 
 
 



 
 
  
 

    
 

        

الدخل  بمتوسطالقاطنة بمدینة تیارت  للأسرفي دراسة خاصة بمقارنة متوسط الدخل الشهري  :11تمرین
ون، وتباین  6400القاطنة بمدینة مستغانم، فإذا كان تباین الدخول في مدینة تیارت هو  للأسرالشهري 

 400 ون،فإذا اخترنا من مدینة تیارت عینة عشوائیة تحتوي على3600الدخول في مدینة مستغانم هو 
ون، واخترنا من مدینة مستغانم عینة 250أسرة ووجدنا أن متوسط الدخل الشهري لهذه الأسر یساوي

أسرة ووجدنا أن الدخل الشهري لهذه الأسر یساوي  300عشوائیة مستقلة عن العینة السابقة تحتوي على 
  ون 210

  :المطلوب
  ؟%90 درجة ثقةعند  أحسب فترة الثقة للفرق بین متوسطي الدخول في المدینتین-1

  : الحل
  لدینا من معطیات التمرین

2:    المجتمع الأول مدینة تیارت
11 16400 n 400 X 250 1 0 90, , , .        

2: المجتمع الثاني مدینة مستغانم
22 23600 n 300 X 210 1 0 90, , , .       
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 %90إیجاد فترة الثقة عند مستوى معنویة 
  بتطبیق العلاقة الأساسیة في التقدیر نجد

        
     

2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2
1 2 1 21 21 12 2n n n n

P X X Z X X Z 1  

 
 
 
 

   
            

  نستخرج أولا مقدار الدرجة المعیاریة كالتالي
0لدینا  10 0 90 1. .    0وبالتالي فان الدرجة المعیاریة تساوي 10 0 9501 2

Z Z 1 645, , ,


      

  :بالتعویض في الحد الأدنى والأعلى لفترة الثقة نجد

    

     

     

2 2
1 2

1 2

2 2
1 2

1 2
1 2

1 2

1 2
1 2

6400 3600
400 300n n

6400 3600
400 300

250 210 1 645

n n
X X Z 250 210 1 645 48 70

X X Z L 31 30

U U

L ,

, .

,






  
   

 
 

  
 

 

     

   

  

 
  

               إذن فترة التقدیر هي 1 2P 31 30 48 70 0 90, , , 
 
 

       

  وحجم العینتین كبیر التباین مجهوليفترة الثقة حول الفرق بین متوسطي مجتمعین  6-2
أن إذا افترضنا :05نظریة 1n1 2 3X X X X, , عینة عشوائیة من مجتمع یخضع للتوزیع  ,.......,

2غیر معلوم وتباین  1الطبیعي بمتوسط حسابي 
1  معلوم وكانت 2n1 2 3X X X X, , عینة  ,.......,

2غیر معلوم وتباین 2عشوائیة من مجتمع إحصائي ثاني متوسطه الحسابي 
2  معلوم، وكانت العینتین

2الأولى ویمثل متوسط العینة  1Xمستقلتین عن بعضهما البعض وكان 
1S  یمثل تباین العینة الأولى

2تمثل متوسط العینة الثانیة، و  2Xالغیر متحیز لتباین المجتمع و
2S  یمثل تباین العینة الثانیة الغیر

، إذا كان 30أو كان حجم كل عینة أكبر من (متحیز لتباین المجتمع وكان مجتمعي العینتین طبیعیین 
، فإن توزیع المعاینة للفرق ما بین متوسطي العینتین )المجتمعین غیر طبیعیین 1 2X X   سوف یكون

 له توزیع قریب من التوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي 1 2 1 2X X
    وتباین

2 2

1 2

1 21 2

2 2
2 1 2
X X 1 2

2 2
1 2

1 2

S S
n n

S S
n 1 n 1n n 

 
 

 


 

 
      وبالتالي فان المتغیر العشوائي)Z ( یعطى  

  :كالتالي     2 2
1 2

1 2

1 2 1 2

S S
n 1 n 1

X X
N01Z ,

 

 
 

 

  أو بشكل مكافئ    
1 2

1 2

1 2 1 2

S S
n n

X X
Z N01,

 
  
 



 
   

      
  الثقة بالعلاقة التالیةویعطى مجال 

     
2 2 2 2
1 2 1 21 2 1 21 21 12 21 2 1 2

S S S SX X Z X X Z 1
n 1 n 1 n 1 n 1

P   

 
 
 
 

           
     
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طالبا، 75امتحان في مادة الإحصاء لمجموعتین مستقلتین من الطلبة، الأولى تشمل  أجري:21تمرین
:طالبا وكانت نتائج هذا الامتحان للمجموعتین كما یلي 50والثانیة تشمل

       

2:الأولىالمجموعة 
1 1X 80 S 49, ، 2:المجموعة الثانیة

22X 70 S 36,    
  :المطلوب

أوجد فترة الثقة ل-1 1 2   ؟%95عند درجة ثقة  
  :الحل

  لدینا من معطیات التمرین
1:المجموعة الأولى

2
1 1 75X 80 S 49 n, ,  ، 2:المجموعة الثانیة

2 22 50X 70 S 36 n, ,    
  الأساسیة في التقدیر نجدبتطبیق العلاقة 

     
2 2 2 2
1 2 1 21 2 1 21 21 12 21 2 1 2

S S S SX X Z X X Z 1
n 1 n 1 n 1 n 1

P   

 
 
 
 

           
   

 

  نستخرج أولا مقدار الدرجة المعیاریة كالتالي
0لدینا  05 0 95 1. .    0وبالتالي فان الدرجة المعیاریة تساوي 05 0 9751 2

Z Z 1 960, , ,


   

  :بالتعویض في الحد الأدنى والأعلى لفترة الثقة نجد

     

     

2 2
1 2

1 2

2 2
1 2

1 2
1 2

1 2

1 2
1 2

49 36
75 1 50 1

S S 80 70 1 960
n 1 n 1

S S 49 36
n 1 n 1 75 1 50 1

X X Z 80 70 1 960 12 32

X X Z L 07 68

U U

L ,

, .

,






 
  

 

 
   

    

   

  

 
  

إذن فترة التقدیر هي                1 2P 07 68 12 32 0 95. . , 
 
 

      
  وحجم العینتین صغیرالتباین  مجهوليبین متوسطي مجتمعین فترة الثقة حول الفرق  6-3

الطبیعـي عندما یكـون لـدینا مجتمعـین إحصـائیین غیـر معلـومي التبـاین ولكـن توزیعهمـا التكـراري مـن النـوع 
أو المعتـــــــدل وعنـــــــدما یكـــــــون حجـــــــم كـــــــل مـــــــن العینتـــــــین المـــــــأخوذتین مـــــــن هـــــــذین المجتمعـــــــین صــــــــغیرا 

)n1<30،n2<30 ( فإننــا نســتخدم عــادة متباینــة الثقــة الخاصــة بتوزیــع ســتودنت)T ( بــدلا مــن توزیــع)Z (
  ونمیز حالتین هما

عندما یكون التباینان مجهولین ومتساویین :الحالة الأولى 2 2 2
1 2     

إذا كانت :06نظریة 1n1 2 3X X X X, ,  1عینة عشوائیة من توزیع طبیعي بمتوسط حسابي ,.......,
2مجهول وتباین 

1 مجهول،وكانت 2n1 2 3X X X X, , عینة عشوائیة من توزیع طبیعي بمتوسط ,.......,
2مجهول وتباین  2حسابي 

2 وكانت 2 2 2
1 2   مستقلتین عن بعضهما البعض، فان  والعینتین

یطلق علیه تسمیة المقدر المشترك ویرمز له بالرمز ) التباین المشترك( 2المقدر بقیمة واحدة للمعلمة 
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2
pS   حیث:

 
   

   
2
p

2 2
1 1 2 2

1 2

2 2
1 1 2 2

1 2
S

n 1 S n 1 S
n 1 n 1

n S n S
n n 2

 

 
  

  


   

حصاءة هو               للإن التوزیع الاحتمالي أوقد اثبت ریاضیا ب    1 2 1 2

p
1 2

X X
T

1 1S n n

   



   

  :وعلیه  n1+n2-02یتبع توزیع ستودنت بدرجة حریة  
                                          

1 2 1 21 n n 2 1 n n 22 2
P t T t 1

, ,      

 
  
 
       

:نجد Tوبالتعویض عن قیمة     
1 2 1 2

1 2 1 2

1 n n 2 1 n n 22 2
p

1 2

X X
P t T t 1

1 1S
n n

, ,      

 
 
 
 
 
 
 

   
     


   

  :والتي یمكن إعادة كتابتها بعد إجراء مختلف العملیات الجبریة كالتالي 

     
1 2 1 2

1 2 1 2p p1 21 n n 2 1 n n 22 21 2 1 2

1 1 1 1P X X t S X X t S 1
n n n n, ,      

 
 
 
 

           

السنویة  الإجازاتالسنویة للعاملین، ومعدل  الإجازاتالفارق الحقیقي بین معدل  لمعرفة:31تمرین
للعاملات في إحدى الشركات الضخمة، تم سحب عینتین عشوائیتین مستقلتین من سجلات العاملین 

السنویة  الإجازات أیاممتوسط  أنعاملا  12فوجد من سجلات ) 2010(والعاملات في هذه الشركة لعام 
السنویة  الإجازات أیامعاملات وجد متوسط  10أیام، ومن سجلات 05وما بانحراف معیاري ی 81هو 

  .التباینین في المجتمعین المدروسین متساویان أن، وبفرض أیام 04یوما بانحراف معیاري  85یساوي 
  :المطلوب

بین معدل الإجازات السنویة للعمال والعاملات في هذه  %90أوجد قیمة الفارق الحقیقي باحتمال -1
  ).الشركة، مع فرضیة أن المجتمعین یتوزعان بشكل طبیعي أو قریب من الطبیعي

  :الحل
  لدینا من معطیات التمرین

1 :المجتمع الأول الإجازات السنویة للعاملین 1 1X 81 S 05 n 12, ,    
2: المجتمع الثاني الإجازات السنویة للعاملات 2 2X 85 S 04 n 10, ,     

  كالتالي Tنستخرج أولا مقدار درجة الحریة ومقدار 
1درجة الحریة تساوي  2n n 2 12 10 2 20        

 0.01ومستو المعنویة  20وعند درجة حریة) القیم السفلى(ومن جدول ستودنت من جهة الیسار  
  :نجد
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0لدینا  10 0 90 1. .   وبالتالي فان قیمة ستودنت تساوي  ) 20(ودرجة الحریة
1 2

0 10 0 95 201 n n 2 1 202 2
T T T 01 725. . ,, ,

.   
    

2:     نحسب ألان التباین المشترك كالتالي 2
p p

2 2
1 1 2 2

1 2

12 25 10 16 2312 10 2S S
n S n S
n n 2     

 



    

  :بالتعویض في الحد الأدنى والأعلى لفترة الثقة نجد

    

    
1 2

1 2

1 2 p1 n n 2
1 22

1 2 p1 n n 22 1 2

1 1 1 1X X t S 81 85 23
n n 12 10

1 725

1 1 1 1X X t S 81 85 1 725 23
n n 12 10

07 54

L 0 45

U U

L
,

,

.

. ,

,  

  

 
  
 

 
  
 

    

      

 

  

 

       إذن فترة التقدیر هي             1 2P 0 45 07 54 0 90, , ,      
2متساویین غیر عندما یكون التباینان مجهولین و :الحالة الثانیة

1  2
2   

إذا كانت :70نظریة 1n1 2 3X X X X, ,  1عینة عشوائیة من توزیع طبیعي بمتوسط حسابي ,.......,
2مجهول وتباین

1 مجهول، وكانت 2n1 2 3X X X X, , عینة عشوائیة من توزیع طبیعي بمتوسط ,.......,
2مجهول وتباین  2حسابي

2 2وكانت
1  2

2 مستقلتین عن بعضهما البعض، فإن أفضل  والعینتین
2مقدر لتباین المجتمع الأول

1 2هو تباین العینة المسحوبة منه أي
1S وان أفضل مقدر لتباین المجتمع ،

2الثاني 
2  2هو تباین العینة المسحوبة منه أي

2S  ومن ثم استخدام توزیع ستودنت وبدرجة حریة معینة ،
)V( وعلیه وفقا لذلك فان ، 1 100%  فترة ثقة لتقدیر الفرق مابین متوسطي المجتمعین 1 2   

  :عندما یكون تباین المجتمعین مجهولا ولكنهما غیر متساویین تكون كما یلي

         
2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2
1 2 1 21 21 V 1 V2 2

S S S S
n n n n

P X X t X X t 1
, ,  

 
 
 
 

                 

وقد تم اقتراح العدید من الطرق في كیفیة اختیار درجة الحریة من بینها الطریقة التالیة، والتي هي الأكثر 

قبولا                                   

22 2
1 2

1 2
2 22 2

1 2

1 2

1 2

S S
n n

V
S S
n n

n 1 n 1

 
 
 
 

   
   
   
   




 

   

تم قیاس مستوى السكر في الدم لمجموعتین مریضتین بداء السكري، المجموعة الأولى :41تمرین
مریضا  20مرضى، یعانون من السكري المعتمد على الأنسولین، والمجموعة الثانیة عددها 10عددها

الأولى أن متوسط السكر لدیهم یعانون من السكري غیر المعتمد على الأنسولین، وجد من المجموعة 
         ملغ، ومن المجموعة الثانیة وجد أن متوسط السكر لدیهم165ملغ بانحراف معیاري 310یساوي 
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ملغ، وبفرض أن التجانس بین المجتمعین غیر متساو وان المجتمعین یخضعان 100ملغ بانحراف 235
  .إلى التوزیع الطبیعي

  :المطلوب
المعتمد على الأنسولین وغیر المعتمد على (الحقیقي في متوسط السكر للنوعین أحسب فترة الثقة للفارق 

  ؟%99وذلك عند مستوى ثقة ) الأنسولین
  :الحل

  لدینا من المعطیات
11 :المجموعة الأولى 1n 10 X 310 S 165, ,     
22 :المجموعة الثانیة 2n 20 X 235 S 100, ,     

فان فترة الثقة للمجتمعین  30بما أن المجتمعان یخضعان إلى التوزیع الطبیعي وحجم العینتین اقل من 
 vسوف یخضع لتوزیع ستودنت بدرجة حریة 

  .ومن ثم نحسب قیمة الدرجة المعیاریة لتوزیع ستودنت Vنستخرج قیمة درجة الحریة 

             درجة الحریة 
   

   

22 2

2 22 2

22 2
1 2

1 2
2 22 2

1 2

1 2

1 2

165 100
10 20

12 41 12
165 100
10 20

10 1 20 1

S S
n n

V V
S S
n n

n 1 n 1

,

  
  

   
   

      
      
             






 




 

    

  لدینا 
0لدینا  01 0 99 1. .   وبالتالي فان قیمة ستودنت تساوي  ) 12(ودرجة الحریة   

0 01 0 995 121 V 1 122 2
T T T 03 055. . ,, ,

. 
    

  :بالتعویض في الحد الأدنى والأعلى لفترة الثقة نجد

         

         

2 22 2
1 21 2

1 V 1 22

2 22 2
1 21 2

1 V2 1 2

165 100S SX X t
n n 10 20

165 100S SX X t 03 055
n n 10 20

310 235 03 055

310 235 248 42

L 98 42

U U

L
,

,
.

.

.

.



   

    

 

 



  

  

إذن فترة التقدیر هي                 1 2P 98 42 248 42 0 99. . , 
 
 
       

غیر مستقلینفترة الثقة حول الفرق بین متوسطي مجتمعین -07 1 2    
تكون في حالة عدم تغییر مفردات العینة، وذلك ) المفردات المزدوجة(إن العینات غیر المستقلة :تمهید

أو تزید من بعد إعطاء المفردات معالجة من شكل جدید، من شان هذه المعالجة إما أن تغیر أو تقلل 
  .القیاسات التي تؤخذ لهذه المفردات
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فطریقة إداریة جدیدة یمكن أن تغیر من إنتاجیة الشركات، وطریقة تربویة جدیدة قد تؤدي إلى رفع مستوى 
  .الخ.....الطلاب، ودواء جدید من المحتمل أن یقلل من ضغط الدم

تجربة والثانیة تمثل النتائج بعد التجربة وبالتالي سوف یكون هناك عینتین الأولى تمثل النتائج قبل ال 
ین في هیئة إذا ظهرت مفردات العینت بأنهوفي هذه الحالة تكون العینتین غیر مستقلتین، إذن یمكن القول 
أي أن القیاسات أو القراءات على نفس (أزواج بحیث  إن كل مفردتین لهما علاقة ببعضهما البعض 

ذا كانت العینتین غیر مستقلتین فیجب أن یكون عددهما فان العینتین غی) الوحدة التجریبیة ر مستقلتین، وإ
  .متساوي
لتكن لدینا :08نظریة      n n 2 2 1 1X Y X Y X Y, , ................ , , ترمز لعینة عشوائیة من المفردات ,

 أن أيالمزدوجة،  i iX Y,  على نفس وحدة المعاینة حیث المجتمع  أخذهماترمز لقیاسین تم)X ( له
2وتباین   1توزیع طبیعي بمتوسط حسابي 

1  والمجتمع ،)Y ( 2له توزیع طبیعي بمتوسط حسابي  
2وتباین 

2   فإذا رمزنا للفرق مابین كل زوج من المفردات بالرمزi i id X Y   وi=1،2،3،......،n 
2وتباین  dلها توزیع طبیعي بمتوسط یساوي diفإن 

d ، حیث:  
                                    1 1 1 1 1 2d E d X Y E X E Y        

وأفضل مقدر للوسط الحسابي لمجتمع الفروق  1 2d     هو الوسط الحسابي لعینة الفروقd  ،
2وبما أن تباین مجتمع الفروق مجول،إذن سنقدره بتباین عینة الفروق 

dS ونجد المتغیر العشوائي التالي ،:  
       d

2
d

d
S
n

   یتوزع توزیع ستودنت)T ( بدرجة حریة)V=n-1.(  

وتعطى فترة الثقة للفرق بین متوسطي مجتمعین في حالة عینتین مزدوجتین عند مستوى ثقة  
 1 100%  كالتالي:  

                        
2 2
d d

1 21 V 1 V2 2

S SP d t d t 1
n 1 n 1, ,  

 
 
 
 
       

 
   

أو بشكل مكافئ             
2 2

d d
1 21 V 1 V2 2

S SP d t d t 1
n n, ,

 

  

 
 
 
 
 

          

2و  dبحیث یتم حساب كل من  
dS  2و

dS
  كما یلي:  

                    

     n

i i
i 1

n n2 2

i i22 i 1 i 1
d d

n

i
i 1

X Y

n

d d d d
S S

n n 1

d
d n , ,


 




 
 




  
  

إدعاء من إحدى الشركات المنتجة للأدویة أن هناك نوع جدید من العقاقیر التي یمكن   هناك:51تمرین
كغ، خلال شهر من تناولها، فإذا تناول هذه العقاقیر  04.50استخدامها لتخفیف الوزن بمتوسط قدره 

  :سبعة أشخاص وسجلت أوزانهم قبل بدایة البرنامج وبعد شهر من تناولها فكانت النتائج كما یلي
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  07  06  05  04  03  02  01  لأشخاصا
الوزن قبل تناول 

  X(  58.50  60.30  61.70  69.00  64.00  62.60  56.70(العقاقیر

الوزن بعد تناول 
  Y(  60.00  54.90  58.10  62.10  58.50  59.90  54.40(العقاقیر

  :المطلوب
، %95مستوى ثقة وذلك عند ) تناول العقارقبل وبعد (الفرق في متوسط الوزنأوجد فترة الثقة لمتوسط 

 بافتراض أن المجتمعین یتوزعان توزیعا طبیعیا؟
  :الحل
2و dعینة الفروق ثم نحسب الوسط الحسابي  أولانجد 

dS  2و

dS
  كما یلي: 

iX  iY  i  الأشخاص i id X Y    2id d  
01  58.50  60.00  -01.50 25.573  
02  60.30  54.90  +05.40  03.397  
03  61.70  58.10  +03.60  0.002  
04  69.00  62.10  +06.90  11.176  
05  64.00  58.50  +05.50  03.775  
06  62.60  59.90  +02.70  0.734  
07  56.70  54.40  +02.30  01.580  

  46.237  24.90  407.90  432.80  المجموع

              

n

i
i 1 24 90 03 557

07

d
d n d . .   


 

    

n 2

i
2 2i 1
d d

n 2

i2 2
i 1

d d

46 237 06 605
07

46 237 07 706
06

d d
S Sn

d d
S Sn 1

. .

. .



 


 
 
 

 
 
 

 

  


 


 




  

0وحیث أن    05 0 95 1. .   وبالتالي فان قیمة ستودنت تساوي     ) 06(ودرجة الحریة
0 05 0 975 061 V 1 062 2

T T T 02 447. . ,, ,
. 

    

  :بالتعویض في الحد الأدنى والأعلى لفترة الثقة نجد
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 

 

2
d

1 V2
2
d

1 V2

S 06 605L d t L 03 557 02 447 0 99
n 1 07 01

S 06 605U d t U 03 557 02 447 06 124
n 1 07 01

,

,

.. . .

.. . .





     
 

     
 

   

  بشكل مكافئ باستخدام تباین العینة المعدل أو

                     
 

 

2

d
1 V2

2

d
1 V2

St
n

St
n

07 706L d L 03 557 02 447 0 9907

07 706U d U 03 557 02 447 06 12407

,

,

.. . .

.. . .









     

     

  

      إذن فترة التقدیر هي               1 2P 0 99 06 124 0 95. . , 
 
 

    
 

 Pفترة الثقة لنسبة المجتمع -08
إن التقدیر بقیمة واحدة لنسبة مفردات المجتمع الإحصائي التي تحمل الصفة  مدار البحث یرمز له 

Pبالرمز
  حیثxP

n

   ویطلق علیها تسمیة نسبة العینة،أما نسبة مفردات العینة التي لا تحمل الصفة

qمدار البحث یرمز لها بالرمز  1 P


  ،وبالتالي یفضل  للأخطاءالتقدیر بقیمة واحدة عرضة  أن
Pتوزیع المعاینة لنسبة العینة  أناستخدام التقدیر ضمن فترة، وكما نعلم 

  عندما یكون حجم العینة كبیرا
الواحد یتبع التوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي  أولیست بقریبة من الصفر  pوتكون قیمة 

p
p   وتباین

قدره  2
p

p 1 p p q
n n

     وعلیه فان
 

 P PZ N 0 1
P 1 P

n

,




   

فترة الثقة، فلا نستطیع حساب  بإیجادمجهولة، وهي التي نرغب في تقدیرها  Pنسبة المجتمع  أنوبما 
(تباین المعاینة لنسبة العینة  2

p

p 1 p p q
n n

    ( مقدر بالقیمة لنسبة  أفضلولكننا سنقدره باستخدام

Pوهو نسبة العینة  Pالمجتمع المجهولة 
 2:  مقدر التباین وهو ستخداموعند ا

P

P 1 P

n

  
 
 


   حیث
q 1 P


    

السابقة وبالتالي سیتوزع المتغیر الجدید ) Z(وبالتعویض بقیمة التباین الجدید في صیغة المتغیر العشوائي 
  :كبیرا إذن nتوزیعا قریبا من التوزیع الطبیعي المعیاري، عندما یكون حجم العینة 

                         
1 1 1 12 2 2 2

P P

Pq
n

P Z Z Z 1 P Z Z 1


       

 
 

   
       

  
 

           
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   :الحدود الثلاثة للمتباینات سنتحصل على فترة التقدیر التالیة العملیات الجبریة على وبإجراء 

                            
1 12 2

Pq PqP P Z P P Z 1
n n

  
 

  

 
 
 
 
 

        

xPإذا كانت  :09نظریة
n


  نسبة النجاح في عینة عشوائیة حجمهاn وكان ،n  كبیرا فان فترة الثقة

التقریبیة 1 100%  لنسبة النجاحP   هي  

                               
1 12 2

Pq PqP P Z P P Z 1
n n

  
 

  

 
 
 
 
 

       

nأما إذا كان المجتمع محدود والسحب مع عدم الإرجاع مع تحقق الشرط  0 05
N

.  فإننا نستخدم معامل
  :الإرجاع في العلاقة السابقة ویصبح مجال التقدیر كالتالي

                
1 12 2

N n N n
N 1 N 1

Pq PqP P Z P P Z 1
n n

  
 

  

 
      

 

        

في الحقیقة أن فترة الثقة أعلاه فترة تقریبیة وذلك لان التقریب قد یستخدم في مرحلتین أو ثلاثة مراحل 
الممكن استخدام توزیع ذي الحدین لتقریب التوزیع فوق الهندسي، ثم استخدام التوزیع مختلفة، فمن 

Pالطبیعي لتقریب توزیع ذي الحدین واستخدام النسبة
  لتقریب النسبة الحقیقیة لP ومع ذلك فان فترة ،

  .كبیر بشكل كاف nثقة هذه ستكون جیدة طالما حجم العینة 
ترید أحد الشركات القیام بتسویق نوع جدید من مسحوق الغسیل، وقبل القیام بذلك أرادت  :61تمرین

الشركة القیام بأبحاث  للسوق لمعرفة مدى تفضیل الناس لهذا المسحوق، فسحبت عینة عشوائیة من 
منهم فضلوا هذا  140هدت لهم عبوة مجانیة، وبعد استعمالها وجدت الشركة أن أ مستهلك و 200

  .سحوقالم
  :المطلوب

  تقدیر نقطة لنسبة المستهلكین الذین یفضلون هذا المسحوق؟-1
  لنسبة المستهلكین الذین یفضلون هذا المسحوق؟ %95تقدیر فترة ثقة -2

  :الحل
nلدینا من المعطیات   200 X 140,   
  .تقدیر نقطة لنسبة المستهلكین الذین یفضلون هذا المسحوق-1

x 140P P 0 70
n 200

.
 
     إذنP

  هي مقدر لنسبة المجتمعP. 
 لنسبة المستهلكین الذین یفضلون هذا المسحوق %95تقدیر فترة ثقة  -2

  وبتطبیق نظریة النهایة المركزیة نجد
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                                                      200 0 70 140 05nP 05
200 0 30 60 05nq 05

.

.





  
 
 

   
  

  

  إذن الشرطان محققان وبالتالي النسبة سوف تخضع للتوزیع الطبیعي المعیاري
0لدینا  05 0 95 1. .  0وبالتالي فان الدرجة المعیاریة تساوي 05 0 9751 2

Z Z 1 960, , ,


  

 وبتطبیق علاقة التقدیر للنسبة  
1 12 2

Pq PqP P Z P P Z 1
n n

  
 

  

 
 
 
 
 

         

  :كما یلي نستخرج الحد الأعلى والأدنى

                               
 

 

1 2

1 2

Pq 0 70 0 30L P Z L 0 70 01 960 0 64
n 200

Pq 0 70 0 30U P Z U 0 70 01 960 0 76
n 200

. .. . .

. .. . .

 




 




     

     

  

إذن فترة التقدیر هي                              P 0 64 P 0 76 0 95. . .     
في مركز  تقع Pإذا كانت  :لتقدیر النسبة في المجتمع تحدید حجم العینة للنوعیات المناسب 8-1

Pالفترة فان 
  تقدرP  سوف لن تكون بالضبط  الأحیانوبدون خطأ ولكن في اغلبP

  مساویة للنسبةP 
Eوبالتالي هناك خطأ في التقدیر، وهذا الخطأ یرمز له بالرمز  P P


   ونحن على ثقة قدرها تقریبا ،

 1 100%  إن هذا الخطأ سوف لن یكون أكبر من
1 2

PqZ n

 


، وبالتالي في الحالات التي یمكن  

Pذا كانت إیمكن اختیاره بحیث  فانه  nفیها اختیار حجم العینة 
  سوف تستخدم كتقدیر للنسبةP نحن ،

على ثقة  1 100%  بان هذا الخطأ سوف لن یكون أكبر منE وان حجم العینة المناسب  إذا كان ،
  السحب مع الإرجاع هو

                                                                  
  2

1 2
2

Z 1 P P
n

E




  
  :فان حجم العینة یعطى كالتاليأما إذا كان السحب من مجتمع محدود مع عدم الإرجاع 

                                                     
  

    

2
1 2

2 2
1 2

N 1 P P Z
n

N 1 E 1 P P Z








  
   

Pغیر معلومة ولا نستطیع تقدیرها بالقیمة  P أنوبما -
  لأننا لم نأخذ العینة بعد، ولذلك نضع بدلا من

)1-P)(P ( الاقتران  لان 1/4 وهيأكبر قیمة لها)1-P)(P ( على الفترة)له قیمة عظمى عند ) 0,1
p=1/2   إذن حجم العینة هو 1/4والقیمة العظمى تكون:  
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2
1 2

2
1
4

Z
n

E


   

  :فان حجم العینة یعطى كالتاليأما إذا كان السحب من مجتمع محدود مع عدم الإرجاع -

                                                          
 

2
1 2

2 2
1 2

04

NZ
n

N 1 E Z






 

  

 أنها إلا، )P(تتوافر لدینا معلومات عن قیمة تحقق الظاهرة المدروسة في المجتمع  الأحیانوفي بعض -
  :، وهنا نمیز حالتین هما%50 إلى الأقربنأخذ بالقیمة  فإننا، وصغرىبین قیمتین كبرى  تتراوح

- 05 P 10    فتكون قیمةP=10 
 60 P 80   P=60فتكون قیمة   -

ترغب إحدى الشركات السیاحیة في معرفة نسبة الطلبة بإحدى الكلیات الذین یسافرون إلى  :71تمرین
طالب  2000لندن في فترة العطلة الصیفیة وحیث أن مقابلة وسؤال جمیع طلبة الكلیة البالغ عددهم 

ك في حدود یعتبر أمرا بالغ الصعوبة فقد قررت الشركة اختیار عینة عشوائیة لتقدیر النسبة المطلوبة وذل
  0.04خطأ یساوي 

  :المطلوب
  ؟%95 تحدید حجم العینة بدرجة ثقة 

  :الحل
N :لدینا من معطیات التمرین 2000 E 0 04 1 0 95, . , .      

حیث لا توجد لدى الشركة أیة معلومات أو تقدیرات عن نسبة الطلبة الذین یسافرون إلى لندن خلال 
  :العطلة الصیفیة فإن

0لدینا  05 0 95 1. .  0وبالتالي فان الدرجة المعیاریة تساوي 05 0 9751 2
Z Z 1 960, , ,


   

            
 

  
    

2

2 2

2
1 2

2 2
1 2

2000 01 96
462

04 04 2000 01 0 04 01 96

NZ
n

N 1 E Z
n .

. .






 


 

    

أسرة، وكان المطلوب تقدیر نسبة الأسر  4000أحد الأحیاء من مدینة ما تقطن  في :18تمرین
  .%45النسبة الحقیقیة للمستأجرین مساویة ل ، وكانت %05المستأجرة بخطأ مرتكب لا یزید عن 

  :المطلوب
  ؟%95تحدید حجم العینة الواجب سحبها مع الإرجاع لتقدیر النسبة الحقیقیة للمستأجرین بدرجة ثقة -1
تحدید حجم العینة الواجب سحبها مع عدم الإرجاع لتقدیر النسبة الحقیقیة للمستأجرین بدرجة ثقة  -2

  ؟95%
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  :الحل
N:التمرین لدینامن معطیات  4000 E 0 05 P 0 45 1 0 95, . , . , .       

 %95تحدید حجم العینة في حالة السحب مع الإرجاع عند درجة ثقة -1
0لدینا  05 0 95 1. .  0وبالتالي فان الدرجة المعیاریة تساوي 05 0 9751 2

Z Z 1 960, , ,


 
  

  إذن   

                                 

       
 

2 2
1 2

2 2

Z 1 P P 01 96 0 45 01 0 45
n 380

E 0 05
n . . .

.




 
 

 
  

  %95تحدید حجم العینة في حالة السحب مع عدم الإرجاع عند درجة ثقة  -2

   
  

     
    

      

2 2
1 2

2 22 2
1 2

N 1 P P Z 4000 0 45 0 55 01 96
n 347

N 1 E 1 P P Z 4000 1 0 05 0 45 0 55 01 96
n . . .

. . . .








 
    

   

الجامعیة في الصناعات  الإجازةلقد كان من المرغوب في تحدید نسبة العمال حملة  :19تمرین
  .%22و %02الكیمیائیة، وقد قدرت هذه النسبة بین 

  :المطلوب
الجامعیة في هذه  الإجازةهو حجم العینة الواجب سحبها عشوائیا بغیة تقدیر النسبة الحقیقیة لحملة  ما-1

  ؟%95، وان لا یقل احتمال الدقة عن %05لا یزید الخطأ المرتكب في التقدیر عن أنالصناعة على 
  :الحل

:  لدینا من معطیات التمرین 0 12 P 0 22 E 0 05 1 0 95. . , . , .      
 P=0.22وبالتالي فقیمة  %50نسبة الاحتمال محصورة بین قیمتین نأخذ القیمة الأقرب إلى  وبما أن 

0لدینا  05 0 95 1. .  0وبالتالي فان الدرجة المعیاریة تساوي 05 0 9751 2
Z Z 1 960, , ,


   

إذن حجم العینة هو         
       

 2

2 2
1 2

2

Z 1 P P 01 96 0 22 01 0 22
n 264

E 0 05
n . . .

.




 
    

  الباحثین في تقدیر نسبة الأسر التي لا یزید عدد أفرادها عن ثلاثة أشخاص،رغب أحد  :20تمرین
  .%70و %60وكان الاعتقاد السائد بان نسبة هذه الأسر تترواح بین 

  :المطلوب
تحدید حجم العینة المراد سحبها عشوائیا لتقدیر النسبة الحقیقیة للأسر التي لا یزید عدد أفرادها عن -1

، وان لا یقل إحتمال الدقة %04أن لا یزید الخطأ المسموح ارتكابه في التقدیر عن ثلاثة أشخاص، على 
  ؟%95عن 
  :الحل
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:من معطیات التمرین لدینا 0 60 P 0 70 E 0 04 1 0 95. . , . , .       
 P=0.60وبالتالي فقیمة  %50نسبة الاحتمال محصورة بین قیمتین نأخذ القیمة الأقرب إلى  وبما أن
0لدینا  05 0 95 1. .  0وبالتالي فان الدرجة المعیاریة تساوي 05 0 9751 2

Z Z 1 960, , ,


   

إذن حجم العینة هو         
       

 2

2 2
1 2

2

Z 1 P P 01 96 0 60 01 0 60
n 576

E 0 04
n . . .

.




 
    

للفرق بین نسبتي مجتمعین  فترة الثقة -09 1 2P P  
 إذا كانت :10نظریة 1n1 2 3X X X X, ,  الحدین فانتمثل عینة عشوائیة تخضع لتوزیع ذي  ,.......,

1التقدیر بقیمة واحدة یعطى لهذه العینة 
XP
n


 ذا كانت   فإن) نظریة النهایة المركزیة(كبیرة جدا  n1، وإ

 1 1
1 1

1

P 1 P
P N P

n
,

  
  
 


 وبالمثل إذا كانت ، 1 2 3 n2X X X X, , تمثل عینة عشوائیة تخضع لتوزیع  ,.......,

2ذي الحدین فان التقدیر بقیمة واحدة یعطى لهذه العینة
2

XP
n


  ذا نظریة النهایة (كبیرة جدا  n2كانت  وإ

فان) المركزیة 2 2
2 2

2

P 1 P
P N P

n
,

  
  
 


 ذا كانت العینتین مستقلتین عن بعضهما البعض فان 1، وإ 2P P

 
 

تشكل صیغة خطیة لمتغیر عشوائي یتبع التوزیع الطبیعي تقریبا بمتوسط حسابي 
1 2

1 2P P
P P 


    

وتباین    
1 2

1 1 2 22
P P 1 2

P 1 P P 1 P
n n 



 
    وعلیه فان    : 

 

   
 

1 2 1 2

1 1 2 2

1 2

P P P P
Z N 0 1

P 1 P P 1 P
n n

,

  
 
 

  


 


   

1وبالتالي یمكننا القول بان          1
2 2

P Z Z Z 1  

 
  
 
       

أي أن                                
 

   
1 2 1 2

1 12 21 1 2 2

1 2

P P P P
P Z Z 1

P 1 P P 1 P
n n

 

  

 
  
  
  

 
 
 
 

  
    

 


  

 الخطأمجهولة، فلا نستطیع حساب  P2مجهولة، ونسبة المجتمع الثاني  P1 الأولنسبة المجتمع  أنوبما 
مقدر بالقیمة  أفضلولكننا سنقدره باستخدام     المعیاري لتوزیع المعاینة للفرق بین نسبتي العینتین      

نسبة لمقدر بالقیمة  وأفضل،     وهو نسبة العینة المسحوبة منه  P1المجهولة  الأوللنسبة المجتمع 
   وعلیه فان  ،   وهو نسبة العینة المسحوبة منه   P2المجتمع الثاني المجهولة 

1فترة ثقة لتقدیر الفرق  2P P  انطلاقا من المعادلة الأخیرة وبإجراء بعض العملیات الجبریة على الحدود
  :الثلاثة للمتباینة سنتحصل على الصیغة التالیة للتقدیر

1 2P P
 



1P


2P


 1 100%
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 
1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 21 1
1 2 1 22 2

P 1 P P 1 P P 1 P P 1 P
P P P Z P P P P Z 1

n n n n

       

   

 
 

                                               
 
 

نضیف ) كسر المعاینة(إذا كان المجتمعان محدودان والسحب مع عدم الإرجاع مع تحقق الشرط اللازم 
   .معامل الإرجاع أو معامل التصحیحللعلاقة السابقة 

مع الإرجاع، الأولى تحتوي على  سحبت عینتان عشوائیتان مستقلتان عن بعضهما البعض :21تمرین
وحدة منتجة  200وحدات بها عیوب، والثانیة تحتوي على  06ووجدنا بها ) أ(وحدة منتجة بالآلة  120

  .وحدات بها عیوب 09ووجدنا بها ) ب(بالآلة 
  :المطلوب

ونسبة الوحدات التي بها ) أ(قدر الفرق بین نسبة الوحدات التي بها عیوب في الإنتاج الكلي للآلة -1
  ؟%95وذلك باستخدام مستوى ثقة ) ب(عیوب في الإنتاج الكلي للآلة 

  :الحل
1:      لدینا من معطیات التمرین 1 2 2X 06 n 120 X 09 n 200 1 0 95, , , , .        

  الوحدات التالفةتقدیر الفرق بین نسبتي -1
  :نحسب أولا نسبة الوحدات التي بها عیوب في إنتاج الآلتین كما یلي

1:   هي) أ(نسبة الوحدات التي بها عیوب لعینة إنتاج الآلة -
1 1

1

X 06P P 0 05
n 120

.
 
      

2:    هي) ب(نسبة الوحدات التي بها عیوب لعینة إنتاج الآلة  -
2

2

X 09P 0 045
n 200

.

     

وبما أن   95 1 100% %    
0إذن  05 0 95 1. .  0وبالتالي فان الدرجة المعیاریة تساوي 05 0 9751 2

Z Z 1 960, , ,


   

  :بالتعویض في الحد الأدنى والأعلى لفترة الثقة نجد

                     
       

     

1 1 2 2

1 2 1 1 22

1 1 2 2

1 2 1
1 22

P 1 P P 1 P
L P P Z

n n

0 05 1 0 05 0 045 1 0 045
L 0 05 0 045 01 96 0 0434

120 200

P 1 P P 1 P
U P P Z

n n

0 05 1 0 05 0 0
U 0 05 0 045 01 96

120

. . . .
. . . .

. . .
. . .

   

 



   

 



   
        

 
 

   
        

 
 

 
    

 
     

 
    


   

 45 1 0 045
0 0534

200
.

.




   



عابد علي:نظریة التقدیر                                                         الدكتور: يالثان المحور  

الإستنتاجي الإحصاء مقیاس في محاضرات   96 

إذن فترة التقدیر هي                      1 2P PP 0 0434 0 0534 0 95. . ,   
 

الكلي للآلة  الإنتاجنستطیع القول بان الفرق بین نسبة الوحدات التي بها عیوب في  %95أي بثقة قدرها 
  .%05.34و  %04.34-یقع بین ) ب(ونسبة الوحدات التي بها عیوب في الإنتاج الكلي للآلة ) أ(

   2فترة الثقة لتباین المجتمع -10
وكثیرا ما یكون  2الإحصائیة نجد أنفسنا بحاجة إلى معرفة تباین المجتمع في بعض الدراسات :تمهید

بیانات العینة لتقدیر تباین المجتمع، فمثلا عند تقدیر  إلىهذا التباین مجهولا وغیر معروف لنا، لهذا نلجأ 
متوسط المجتمع باستخدام متوسط العینة استطعنا إیجاد فترات ثقة مناسبة ولكن كانت  فترات الثقة تعتمد 

نستخدم في هذه الحالة الانحراف  مجهولة لذلك ، وأحیانا تكونعلى الانحراف المعیاري للمجتمع
كتقدیر لتباین  2Sنستخدم تباین العینة أننا أي، كتقدیر للانحراف المعیاري للمجتمع Sالمعیاري للعینة 

من بیانات العینة یمكننا الحصول على قیمة  أننا أي، وهذا التقدیر یسمى التقدیر بنقطة، 2المجتمع
التقدیر بنقطة هو التقدیر بقیمة  أن أيواعتبرت تقدیرا لتباین المجتمع،  2Sعددیة وحیدة لتباین العینة

ب في غ، ولكننا الآن نر الإحصائیةعددیة وحیدة وهو تقدیر مقبول وجید ویستخدم في كثیر من الدراسات 
  .لتباین المجتمعاد فترة ثقة یجإ

إذا كانت لدینا  :11نظریة n 3 2 1X X X X, ................... , تشكل عینة عشوائیة من التوزیع الطبیعي  ,

   ، فان توزیع المعاینة للإحصاءة  2وتباین   بمتوسط حسابي یساوي  
2

2

2 2
2 n 1 S nS





 

    
، ومن الجداول الإحصائیة نحصل على n-1كاي وبدرجة حریة –یتبع توزیع یطلق علیه توزیع مربع 

عند درجة حریة معینة،  2الجدول الإحصائي الخاص بهذا التوزیع بحیث نتحصل على قیمتین للمتغیر 
بحیث تكون المساحة على یمین القیمة الكبرى تساوي المساحة على یسار القیمة الصغرى وتساوي 

2
  ،

ذا رمزنا لكل قیمة باستعمال المساحة التي على یمینها سنرمز للقیمة الكبرى بالرمز  2وإ

2
  وللقیمة

2الصغرى بالرمز 
1 2


   2وحیث أن المساحة الكلیة تحت منحنى توزیع  تساوي الواحد الصحیح،إذن

  :الشكل التالي یوضح ذلك و  1المساحة بین هاتین القیمتین تساوي 
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0,08

0,07

0,06

0,05

0,04

0,03

0,02

0,01

0,00
0

2


2


1

2
1 n 12 , 
2

2 n 1, 


  
  :نستنتج مجال الثقة كالتالي أنالشكل السابق یمكننا  نوم 

                                                        2 2 2
n 1 1 n 12 2

P 1, ,   

 
 
 
 
       

إذا كانت لدینا  :12نظریة n 3 2 1X X X X, ................... , عینة عشوائیة مسحوبة من مجتمع له التوزیع  ,
الطبیعي  2X N ,  أننا نرید إیجاد فترة ثقة بمعامل ثقة  وبفرض 1   لتباین هذا المجتمع، في

    :هذه الحالة یكون هناك حالتین

 معلومة فإن إذا كانت :معلوم إذا كان متوسط المجتمع -1
 2

n

2 i 1
X

S
n







تمثل تباین العینة  

، وان الكمیة المحوریة المطلوبة في هذه الحالة هي على أساس متوسط المجتمع 
2

2
nS


، ونعلم أن  
وبالتالي نحصر هذه الكمیة  2، وهو توزیع مستقل عنnتوزیعها هو توزیع مربع كاي بدرجة حریة 

2المحوریة بین القیمتین المعیاریتین  2
1 n n2 2, ,

, 
   2ثم نعزل الوسیط المجهول  فنحصل على فترة ،

الثقة  1 100%  تعطى بالعلاقة التالیةالمطلوبة والتي:  

                                              
2 2

2
2 2
1 n n2 2

nS nSP 1
, , 

 
 
 
 
 

   
 

  

 أفضلفإن  مجهولا في حالة كون متوسط المجتمع  :معلوم غیر إذا كان متوسط المجتمع -2

تقدیر لتباین المجتمع هو 
 

n 2

i2
i 1

X X
S

n 1









، في هذه الحالة فان الكمیة المحوریة هي   

2

2
n 1 S





  
وبالتالي نحصر هذه الكمیة  2، وهو توزیع مستقل عنn-1هو توزیع مربع كاي بدرجة حریة  وتوزیعها

2المحوریة بین القیمتین المعیاریتین  2
1 n 1 n 12 2, ,

,   
   2ثم نعزل الوسیط المجهول  فنحصل على فترة ،

الثقة  1 100% المطلوبة والتي تعطى بالعلاقة التالیة:  
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                                                 
2 2

2
2 2
1 n 1 n 12 2

n 1 S n 1 S
1P

, ,

 

   

 
 
 
 
 
 

 
   

 
  

مسحوبة من مجتمع له التوزیع الطبیعي  25تباین عینة عشوائیة ذات حجم  أنإذا علمت  :22تمرین 

 2X N 10,   وكان
 

25 2
i

i 12 09
X 10

25
S  





   
  :المطلوب

  لتباین هذا المجتمع؟ %95تحدید فترة الثقة عند درجة ثقة -1
  :الحل

2 :لدینا من معطیات التمرین 0910 n 25 1 0 95 S, , . ,      
بما أن   95 100 1% %   0 لدینا 05 0 95 1. .     
وباستخدام جدول مربع كاي نستخرج الدرجتین المعیاریتین الصغرى والكبرى  n=25ودرجة الحریة  

                  كالتالي                                     
2 2

0 025 25n2
2 2

0 975 251 n2

13 120

40 646

. ,,

. ,,

.

.
















 

 
   

  :نستخرج الحد الأعلى والأدنى كما یلي وبالتعویض في حدي الثقة 

                                                     

2

2
1 n2

2

2
n2

nS 25 09L L 05 535640 646

nS 25 09U U 17 149313 120

,

,

..

..





   


   


   

إذن مجال التقدیر هو                                     2P 05 5356 17 1493 0 95. . .      
من مجتمع یخضع للتوزیع الطبیعي  10أخذت عینة عشوائیة حجمها  :23تمرین 2X N ,   ،

2ووجد أن تباینها هو 
S 117 12.

   

  :المطلوب
  لتباین هذا المجتمع؟ %95تحدید فترة الثقة عند درجة ثقة  -1

  :الحل
2 :لدینا من معطیات التمرین

S 117 12n 10 1 0 95 ., . ,

   

بما أن   95 100 1% %    0لدینا 05 0 95 1. .     
وباستخدام جدول مربع كاي نستخرج الدرجتین المعیاریتین الصغرى  n-1=10-1=09ودرجة الحریة  
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                                             والكبرى كالتالي  
2 2

0 025 09n 12
2 2

0 975 091 n 12

02 700

19 023

. ,,

. ,,

.

.

 

 












 

 
  

  :نستخرج الحد الأعلى والأدنى كما یلي وبالتعویض في حدي الثقة

                                               

 

 

2

2
1 n2

2

2
n2

n 1 S 09 117 12L L 55 41119 023

n 1 S 09 117 12U U 390 4002 700

,

,

. ..

. ..









    


    


   

إذن مجال التقدیر هو                                     2P 55 411 390 40 0 95. . .     
   فترة الثقة للانحراف المعیاري للمجتمع -11

إذا كانت لدینا  :13نظریة n 3 2 1X X X X, ................... , عینة عشوائیة مسحوبة من مجتمع له التوزیع  ,
الطبیعي 2X N ,   وبفرض أننا نرید إیجاد فترة ثقة بمعامل ثقة 1      للانحراف المعیاري

    :حالتین نكون أماملهذا المجتمع، 
إذا كان حجم العینة -1 n 30: هذه الحالة مجال الثقة للانحراف المعیاري هو الجذر ألتربیعي  في

فإن ) فترة الثقة للتباین(المتباینة  على كل حد من حدود ألتربیعيالجذر  وبأخذ، للمجال الثقة للتباین
 1 100%   فترة ثقة حول الانحراف المعیاري  للمجتمع الإحصائي مدار البحث ستكون كالتالي:  

  یعطى مجال الثقة للانحراف المعیاري كالتالي :معلوم إذا كان متوسط المجتمع  1-1

                                                            2 2

2 2
1 n n2 2

nS nSP 1
, , 

 
 
 
  
 

  
 

   

  یعطى مجال الثقة للانحراف المعیاري كالتالي :ر معلومغی إذا كان متوسط المجتمع  1-2

                                                        
2 2

2 2
1 n 1 n 1

2 2

n 1 S n 1 S
P 1

, ,

 

   

 
 
 
 
 

 
    

 
   

إذا كان حجم العینة  -2 n 30 :كبیرا عندما یكون حجم العینة n 30  اعتبارفإنه من الممكن 
توزیعا یقترب كثیرا من التوزیع الطبیعي ذي المتوسط الحسابي  الإحصائيتوزیع العینات في المجتمع 

المساوي للانحراف المعیاري للمجتمع     والانحراف المعیاري الذي یساوي
n
  الأساسوعلى هذا 

SZ:  والتي تمثل متغیرا عشوائیا بالعلاقة التالیة Zتحسب الدرجة المعیاریة 

n

   
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                            :الذي یقع ضمن المتباینة التالیة و
1 12 2

SP Z Z 1S
2n

  

 
 
 
 
 
 

       

   وبإعادة ترتیب المتراجعة السابقة نحصل على فترة الثقة لتقدیر الانحراف المعیاري 
                        

1 12 2

S SS Z S Z 1
2n 2n

P   

 
  
 
         

أجل  ومن  n 30 أن نستخدم علاقة التقریب التالیة  نایمكن فإنه 22 2v 1    وهو قریب جدا
) p)100هو المئینة ل  Zpمن التوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي صفر وتباین واحد، وعلیه إذا كان 

  للتوزیع الطبیعي المعیاري فإننا یمكن أن نكتب بدرجة كبیرة من التقریب

                      
2
p pZ2 2v 1          2أو

p pZ2 2v 1     
                          ومنه فان  22

p p
1 Z 2v 12      

ب                             وتعطى حدود الثقة للانحراف المعیاري   c1
CI S Z

2n
      

   مستوى الثقة، وسوف نستعمل الانحراف المعیاري للعینة لتقدیر  إلىتشیر  Zcبحیث  
الزجاجیة لصناعة العدسات ومن خبرة المصنع السابقة  الألواحیستورد أحد المصانع عدد من : 24تمرین

2الزجاجیة بالقیمة  الألواحتم تحدید تباین معامل الانكسار لهذا النوع من  41 26 10.     ولما كان من
الأهمیة بمكان أن تكون كافة الألواح الزجاجیة من نفس معامل الانكسار فان المصنع یرفض الشحنة 

2لوحة زجاجیة هو  20المستوردة إذا كان تباین أي عینة عشوائیة ذات حجم 
4S 2 00 10.


  ،        

  .الألواح الزجاجیة هو مجتمع طبیعي التوزیعلو افترضنا بأن مجتمع  و
  :المطلوب

2رفض الشحنة المستوردة حتى ولو كان  احتمالما هو -1 41 26 10.   ؟  
هو  20إذا افترضنا بان تباین معامل الانكسار للألواح الزجاجیة في عینة عشوائیة ذات حجم -2

2 4S 1 20 10.
  ،  فاحسب فترة التقدیر للثقة للانحراف المعیاري للمجتمع الإحصائي وبدرجة ثقة

  ؟95%
  :الحل

2:لدینا من معطیات التمرین  4 2 4Sn 20 1 20 10 1 26 10, ,. .
          

2احتمال رفض الشحنة المستوردة حتى ولو كان إیجاد -1 41 26 10.     
أن المجتمع الإحصائي من النوع المحدود والمتناهي نلاحظ بان الكمیة المستوردة هي كمیة محدودة أي 

  :وان حجم العینة لیس كبیرا لذا نستخدم قاعدة المتغیر العشوائي لمربع كاي والمبین حسب العلاقة التالیة
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                                                   2 4
2

2 4

20 1 2 00 10n 1 S
30 16

1 26 10
.

.
.

 



 
   

 
   

Vكاي من جهة الیسار وبدرجة حریة –وباستخدام جدول مربع   n 1 V 20 1 19       نجد
2الاحتمال المقابل للعدد المذكور

1 30 16.   1هو 0 95.    
  %95حساب فترة التقدیر للثقة للانحراف المعیاري للمجتمع الإحصائي وبدرجة ثقة -2

بما أن  95 100 1% %    0لدینا 05 0 95 1. .     
Vودرجة الحریة  n 1 V 20 1 19       وباستخدام جدول مربع كاي نستخرج الدرجتین المعیاریتین

 الصغرى والكبرى كالتالي 

                                                             

2 2
0 02519n 12

2 2
0 975 091 n 12

08 907

32 852

. ,,

. ,,

.

.

 

 












 

 
  

  :نستخرج الحد الأعلى والأدنى كما یلي حدي الثقة وبالتعویض في

                                    

    

    

4
4

4
4

2

2
1 n2

2

2
n2

20 1 1 20 10
0 69 10

32 852

20 1 1 20 10
02 56 10

08 907

n 1 S
L

n 1 S
U

L

U

,

,

.
.

.

.
.

.















 
 

 
 


 




 







   

وعلیه یمكن القول بان  1 100%  2فترة ثقة حول  ستكون كالتالي  
                                    4 2 40 69 10 02 56 10. .      

4Uویلاحظ من متراجحة التباین أن الحد الأعلى هو   02 56 10.     ومن البدیهي أن نستنتج قبول كل
الشحنات لو كان الحد الأعلى لتباین المجتمع الإحصائي هو اقل من شروط القبول السابق كأن یكون 

4Uمثلا  01 99 10.     
  :فترة الثقة حول الانحراف المعیاري للمجتمع الإحصائي سیكون كالتاليأما 

                                          0 0083 0 016. .   
 100 بأنهمصباح كهربائي فوجد  200تم حساب الانحراف المعیاري لعمر عینة تتألف من :25تمرین
  .ساعة

  :المطلوب
        %99و %95 درجة الثقة للانحراف المعیاري لكل المصابیح الكهربائیة عندأوجد فترة الثقة -1

  :في الحالتین التالیتین
  .باستخدام نظریة المعاینات الكبیرة-أ
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  باستخدام نظریة المعاینة الصغیرة أو الصحیحة؟ - ب
  :الحل

n: لدینا من معطیات التمرین 200 S 100,    
  %99و %95درجة الثقة  للانحراف المعیاري باستخدام نظریة المعاینات الكبیرة عند إیجاد فترة الثقة-أ
  %95عند درجة ثقة -1

بتطبیق علاقة حدود الثقة في حالة العینات الكبیرة 
1 12 2

S SS Z S Z 1
2n 2n

P   

 
  
 
        

بما أن  95 100 1% %    0لدینا 05 0 95 1. .     
0الدرجة المعیاریة تساويوبالتالي فان  05 0 9751 2

Z Z 1 960, , ,


   

  :بالتعویض في الحد الأدنى والأعلى لفترة الثقة نجد

                                
 

 

1 2

1 2

S 100L S Z L 100 01 960 90 20
2n 2 200
S 100U S Z L 100 01 960 109 80
2n 2 200

. .

. .





     


     


   

 90.20للمجتمع سوف یقع بین  الانحراف المعیاري أن %95 وبالتالي فنحن واثقون بدرجة ثقة 
  .109.80و
  %99عند درجة ثقة  -2

بما أن  99 100 1% %    0لدینا 01 0 99 1. .     
0وبالتالي فان الدرجة المعیاریة تساوي 01 0 9951 2

Z Z 2 575, , .


   

  :بالتعویض في الحد الأدنى والأعلى لفترة الثقة نجد

                                
 

 

1 2

1 2

S 100L S Z L 100 02 575 87 125
2n 2 200
S 100U S Z L 100 02 575 112 875
2n 2 200

. .

. .





     


     


   

 87.125أن الانحراف المعیاري للمجتمع سوف یقع بین  %99وبالتالي فنحن واثقون بدرجة ثقة  
  .112.875و
  %99و %95درجة الثقة إیجاد فترة الثقة للانحراف المعیاري باستخدام نظریة المعاینات الصغیرة عند- ب
  %95عند درجة ثقة -1

     بتطبیق علاقة حدود الثقة في حالة العینات الصغیرة      
2 2

2 2
1 n 1 n 1

2 2

n 1 S n 1 S
P 1

, ,

 

   

 
 
 
 
 

 
    

 
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            نحسب أولا تباین العینة المعدل كالتالي

                                            
2 2

Sn 200S S 100 25
n 1 200 1

100 .
    

  
   

   
 

   

بما أن  95 100 1% %    0لدینا 01 0 99 1. .     
0وبالتالي فان الدرجة المعیاریة تساوي 05 0 9751 2

Z Z 01 960, , .


   

 :علاقة التقریب التالیة نستخدم n=200وبما أن حجم العینة   22 2v 1   فنجد  

                                     

 
  

 
  

2

0 975

2

2

0 025

2

2
2 2
p p 0 975

2
0 975

2
2 2
p p 0 025

2
0 025

1 Z 2v 1
2

1 01 960 2 199 1 239
2

1 Z 2v 1
2

1 01 960 2 199 1 161
2

1 Z 2v 12

1 Z 2v 12

.

.

.

.

.

.

.

.

 
 
 

 
 
 

  

   

  

    

     

 

     

 

   

  الثقة كالتالي نجد ألان حدود

                                         

    

    

2 2

2
1 2

2 2

2

2

n 1 S 200 1 100 25
L 91 47

239

n 1 S 200 1 100 25
U U 111 45

161

L

,

.
.

.
.









 
  



 
   





   

  %99عند درجة ثقة  -2
بما أن  99 100 1% %    0لدینا 01 0 99 1. .     

0وبالتالي فان الدرجة المعیاریة تساوي 01 0 9951 2
Z Z 2 575, , .


 

  
 :علاقة التقریب التالیة نستخدم n=200وبما أن حجم العینة  22 2v 1   فنجد  

 
  

 
  

2

2

2

0 995

2

0 005

2
2 2
p p 0 995

2
0 995

2
2 2
p p 0 005

2
0 005

1 02 575 2 199 1 253
2

1 02 575 2 199 1 150
2

1 Z 2v 12

1 Z 2v 12

1 Z 2v 12

1 Z 2v 12

.

.

.

.

.

.

.

.

 
 
 

 
 
 



   



    

 

 

    

 

    

 




  

  نجد ألان حدود الثقة كالتالي
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    

    

2 2

2
1 2

2 2

2

2

n 1 S 200 1 100 25
L 88 91

253

n 1 S 200 1 100 25
U U 115 47

150

L

,

.
.

.
.









 
  



 
   





  

فترة الثقة حول التناسب مابین تباینین -12
2
1
2
2




   

إذا كانت:14نظریة n1 3 2 1X X X X, ............., , تمثل عینة عشوائیة من مجتمع طبیعي بمتوسط ,
2وتباین1حسابي

1  2وكلاهما غیر معلوم وكانت
1S  تمثل تباین هذه العینة، و كانت 

 n2 3 2 1X X X X, ............., , 2 وتباین  2 تمثل عینة عشوائیة من مجتمع طبیعي بمتوسط حسابي ,
2 

2، وكانت أیضاحیث كلاهما غیر معلوم 
2S   تمثل تباین هذه العینة وكانت العینتین مستقلتین عن

  بعضهما البعض فإن توزیع المعاینة للأحصاءة

                                                        

 

 
1 2

2
21 11 2 21 1 1

2
22 22 2 2

2 2 2

n 1 n 1

n 1 SSn 1
F

n 1 SSn 1

F ,



  

  
      
  
      

  
 

  

  

  ویأخذ الشكل التالي  V2و V1وبدرجات حریة  

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0,0

X
0

2
2


1

1 21 n 1 n 12
F

, ,  1 2n 1 n 12
F

, ,    
حیث    V2و V1عند درجتي معینتین للحریة  Fمن الشكل التالي نستطیع الحصول على قیمتین للمتغیر 

V1 درجة حریة البسط و V2 درجة حریة المقام، بحیث تكون المساحة على یمین القیمة الكبرى تساوي
وتساوي  الصغرىالمساحة على یسار القیمة 

2
  ذا رمزنا لكل قیمة باستعمال المساحة على یمینها ، وإ

سنرمز للقیمة الكبرى بالرمز 
1

2
F 

، وللقیمة الصغرى بالرمز  
2

F  وحیث أن المساحة الكلیة تحت ،
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تساوي الواحد الصحیح،إذن المساحة بین هاتین القیمتین تساوي  Fمنحنى توزیع  1   ویتم التعبیر
  :عن هذه المساحة باستخدام الاحتمال التالي

                                   
1 2 1 2V V 1 V V2 2

P F F F 1
, , , , 

 
 
 
 

      

  :في العلاقة السابقة نجد Fوبالتعویض عن إحصاءة فیشر 

                               
1 2 1 2

2 2
1 2
2 2V V 1 V V2 21
2

SP F F 1
S, , , ,



  

 
 
 
 
 

    


  

  :وبإجراء بعض العملیات الجبریة على الحدود الثلاثة للمتباینة سنتحصل على فترة الثقة التالیة 

                                                          
1 2 1 2

2 2 2 2
2

1 2 1 1 2
2
21 V V V V2 2

S S S SP 1
F F

, , , ,

   

 

 
 
 
 
 


   


   

  :كما یمكن إعطائه بشكل مكافئ كالتالي

                                
1 2 1 2

2 2
1 2 1 1 2 1

2 22
1 2 1 22 21

2
21 V V V V2 2

n n 1 S n n 1 S
n 1 n n 1 nS S

P 1F F
, , , , 

      
      
            

 
 
 
 

 
    


  

ولمجموعة أخرى  16تم امتحان مجموعة من الطلبة في مقیاس الإحصاء الریاضي وعددهم  :26تمرین
  .02و 05، فكانت نتائجهم بانحراف معیاري للمجموعة الأولى والثانیة على التوالي هي 10عددها 

  :المطلوب
  ؟%90أوجد فترة الثقة لنسبة التباین عند درجة ثقة -1
  ؟%98أوجد فترة الثقة لنسبة التباین عند درجة ثقة  -2

  :الحل
1:لدینا من معطیات التمرین 1 2 2n 16 S 05 n 10 S 02, , ,      

  ؟%95لنسبة التباین عند درجة ثقة  الثقة إیجاد فترة-1

                 :بتطبیق العلاقة الأساسیة في التقدیر نجد
1 2 1 2

2 2 2 2
2

1 2 1 1 2
2
21 V V V V2 2

S S S SP 1
F F

, , , ,

   

 

 
 
 
 
 


   


  

  :تباین العینة المعدل للمجموعة الأولى والثانیة كالتالينحسب أولا 
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 

 

2 2 221
1 1 1

1

2 2 222
2 2 2

2

n 16S S S 05 26 67n 1 16 1

n 10S S S 02 04 44n 1 10 1

.

.

 

 

   
        
   
        

   
 

   
 

   

بما أن  90 100 1% %   0لدینا 10 0 90 1. .           ودرجة الحریة للبسط والمقام هي
1 1 1 2 2 2V n 1 V 16 1 15 V n 1 V 10 1 09,            نجد القیمة الصغرى والكبرى   

  .لتوزیع فیشر

                             
1 2

1 2 1 2
2 1

0 95 15 101 V V2

V V V V2 2 0 95 10 151 V V2

F F 02 85

01 01 01F F 0 3937F F 02 54

. , ,, ,

, , , , . , ,, ,

.

..



 


 

       

  :ن الحد الأعلى والحد الأدنى لمجال الثقةنجد ألآ

                                                   1 2

1 2

2 2

1 2

1 V V2
2 2

1 2

V V2

S S 26 67 04 44L L 02 108
F 02 85

S S 26 67 04 44U U 15 257
F 0 3937

, ,

, ,

. . .
.

. . .
.

 



 



   

   

   

إذن مجال التقدیر هو                                     
2
1
2
2

P 02 108 15 257 0 90. . .
 
  
 

  


   

  :كما یمكن الحصول على نفس النتیجة بدون استخدام تبایني العینتین المعدل كما یلي

                            

1 2 1 2

2
1
2
2

2 2
1 2 1 1 2 1

2 22
1 2 1 22 21

2
21 V V V V2 2

16 10 1 25 16 10 1 25
16 1 10 04 16 1 10 04

02 85 0 3937

n n 1 S n n 1 S
n 1 n n 1 nS S

P 1F F

P

, , , ,

. .

 

        
        
                

 
 
 
 
      
      
     





 
  


 
    



2
1
2
2

P 02 10 15 240 0 90. . .





 


 
  
 



  


  

  %98درجة ثقة أیجاد فترة الثقة لنسبة التباین عند -2
بما أن  98 100 1% %   0لدینا 02 0 98 1. .           ودرجة الحریة للبسط والمقام هي

1 1 1 2 2 2V n 1 V 16 1 15 V n 1 V 10 1 09,             نجد القیمة الصغرى والكبرى ،
  .لتوزیع فیشر
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1 2 1 2

2 1
V V V V2 2 0 9 9 1 0 1 51 V V2

1 2 0 9 9 1 5 1 01 V V2
0 4 5 6

0 1 0 1 0 1F F 0 2 6 3 2F F 0 3 8 0

F F

, , , ,
. , ,, ,

. , ,, , .

.. 




   

 


   

  :الحد الأعلى والحد الأدنى لمجال الثقة الآننجد 

                                                   1 2

1 2

2 2

1 2

1 V V2
2 2

1 2

V V2

S S 26 67 04 44L L 01 317
F 04 56

S S 26 67 04 44U U 22 822
F 0 2632

, ,

, ,

. . .
.

. . .
.

 



 



   

   

   

إذن مجال التقدیر هو                                     
2
1
2
2

P 01 317 22 822 0 98. . .
 
  
 

  


  

  :العینتین المعدل كما یليكما یمكن الحصول على نفس النتیجة بدون استخدام تبایني 

                            

1 2 1 2

2
1
2
2

2 2
1 2 1 1 2 1

2 22
1 2 1 22 21

2
21 V V V V2 2

16 10 1 25 16 10 1 25
16 1 10 04 16 1 10 04

04 56 0 2632

n n 1 S n n 1 S
n 1 n n 1 nS S

P 1F F

P

, , , ,

. .

 

        
        
                

 
 
 
 
      
      
     





 
  


 
    



2
1
2
2

P 01 315 22 796 0 98. . .





 


 
  
 



  


  

 الانحرافات المعیاریةللفرق بین  فترة الثقة -13 1 2   
إذا كان لدینا مجتمعان یتوزع كل منهما توزیعا طبیعیا، وسحبنا من المجتمع الأول الذي تباینه :15نظریة

2
1  كل العینات العشوائیة ذات الحجمn12، وحسبنا منها قیم المتغیر

1S  وسحبنا من المجتمع الثاني ،
2الذي تباینه 

2  كل العینات العشوائیة الممكنة ذات الحجمn2 2، وحسبنا منها قیم المتغیر
2S  وكانت ،

العینات المسحوبة من المجتمع الأول مستقلة عن العینات المسحوبة من المجتمع الثاني، فان فترة الثقة 
للانحرافات المعیاریة عند درجة ثقة  1 100% تعطى كالتالي:  

            
2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2 1 21 12 21 2 1 2

S S S SP S S Z S S Z 1
2n 2n 2n 2n  

 
 
 
 

             
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، فكان متوسط عمرها الإنتاجي         "أ"مصباح من الصنف  150عینة عشوائیة من أخذت :27تمرین
مصباح من  100ساعة، كما أخذت عینة عشوائیة أخرى من  120ساعة وانحرافها المعیاري  1400هو 

  .ساعة 80ساعة وانحرافها المعیاري  1200، فوجد متوسط عمرها الإنتاجي "ب"الصنف 
  :المطلوب

  ؟%95عند درجة ثقة " ب"و" أ"الثقة للفرق بین الانحرافات المعیاریة لمجتمع الصنفین أوجد حدود -1
  ؟%99عند درجة ثقة " ب"و" أ"أوجد حدود الثقة للفرق بین الانحرافات المعیاریة لمجتمع الصنفین -2

  :الحل
   :لدینا من معطیات التمرین

11":أ"المجتمع الأول  1n 150 X 1400 S 120, ,    
22":ب"الثاني المجتمع  2n 100 X 1200 S 80, ,    

  %95عند درجة ثقة " ب"و" أ"حدود الثقة للفرق بین الانحرافات المعیاریة لمجتمع الصنفین  إیجاد-1
بما أن  95 100 1% %     

0لدینا  05 0 95 1. .   0وبالتالي فان الدرجة المعیاریة تساوي 05 0 9751 2
Z Z 01 960, , .


   

  :الحد الأعلى لمجال الثقةو  الحد الأدنى نجد الآن

  
         

         

2 22 2
1 2

1 2 1 2 1 2

2 22 2
1 2

1 2 1 2 1 2

120 80S SL S S Z L 120 80 01 960 22 47
2n 2n 2 150 2 100

120 80S SU S S Z U 120 80 01 960 57 53
2n 2n 2 150 2 100

. .

. .





         
 

         
 

   

إذن مجال التقدیر هو        1 2P 22 47 57 53 0 95. . .      
  %99عند درجة ثقة " ب"و" أ"حدود الثقة للفرق بین الانحرافات المعیاریة لمجتمع الصنفین  إیجاد -2

بما أن  99 100 1% %     
0لدینا  01 0 99 1. .   0وبالتالي فان الدرجة المعیاریة تساوي 01 0 9951 2

Z Z 02 575, , .


   

  :الحد الأدنى و الحد الأعلى لمجال الثقة نجد الآن

  
         

         

2 22 2
1 2

1 2 1 2 1 2

2 22 2
1 2

1 2 1 2 1 2

120 80S SL S S Z L 120 80 02 575 16 97
2n 2n 2 150 2 100

120 80S SU S S Z U 120 80 02 575 63 03
2n 2n 2 150 2 100

. .

. .





         
 

         
 

   

إذن مجال التقدیر هو         1 2P 16 97 63 03 0 99. . .      
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  تمارین المحور الثاني
إذا كان عمر المصابیح الكهربائیة في مصنع ما، یخضع للتوزیع الطبیعي بانحراف :الأولالتمرین 
  ساعة، 780متوسط العمر هو  أنمصباحا ووجد  25ساعة، اختیرت عینة عشوائیة من  40معیاري 
  :المطلوب

درجة ثقة أوجد فترة الثقة لمتوسط المجتمع لكل المصابیح المنتجة في هذا المصنع وذلك عند -1
  .؟99%

إذا علمت أن الزمن الذي یقضیه الزبائن في احد المصارف یتوزع وفق التوزیع الطبیعي  :التمرین الثاني
زبون ووجد أن متوسط الزمن  16دقائق، فإذا تم إختیار عینة عشوائیة من  04بانحراف معیاري یساوي 

  .دقیقة 28.50الذي أمضوه بالمصرف كان 
  :المطلوب

الثقة حول متوسط الزمن الذي یمضیه الزبائن بصفة عامة بهذا المصرف وذلك عند درجة أوجد فترة -1
  ؟%99ثقة 

طالبة من جامعة ما، وتم  16طالب و 25أختیرت عینتین عشوائیتین ومستقلتین من  :التمرین الثالث
نحراف كغ لدى الطالبات، أما الا58.14كغ و82.50قیاس أوزانهم فكان متوسط الوزن لدى الطلبة هو 

  .كغ 08.75كغ و12.25المعیاري للطلبة والطالبات فكان على التوالي 
  :المطلوب

  ؟%99أوجد فترة الثقة لمتوسط أوزان الطلبة عند درجة ثقة -1
  ؟%99أوجد فترة الثقة لمتوسط أوزان الطالبات عند درجة ثقة  -2
  ؟%99الطلبة والطالبات وذلك عند درجة ثقة  أوزانأوجد فترة الثقة للفرق بین متوسطي -3

بها  10حذاء من إنتاج احد المصانع وجد بینهم  100في عینة عشوائیة تتكون من  :التمرین الرابع
حذاء من إنتاج مصنع آخر ولنفس النوعیة وجد من  150عیوب، وفي عینة عشوائیة أخرى تتكون من 

  .بها عیوب 12بینهم 
  :المطلوب

  فترة ثقة لتقدیر الفرق بین نسبتي الأحذیة المنتجة من قبل المصنعین وبها عیوب؟ %90أوجد -1
  بها عیوب؟ فترة ثقة لتقدیر الفرق بین نسبتي الأحذیة المنتجة من قبل المصنعین و %98أوجد  -2

عینة عشوائیة مسحوبة من مجتمع یتوزع توزیعا طبیعیا بتباین مجهول، فإذا كان حجم  :التمرین الخامس
، وكان 13العینة  

13 2

i
i 1

X X 128 41.


  .  

  :المطلوب
  ؟%95قدر تباین المجتمع والانحراف المعیاري للمجتمع باستخدام فترة الثقة عند مستوى ثقة -1



عابد علي:نظریة التقدیر                                                         الدكتور: يالثان المحور  

الإستنتاجي الإحصاء مقیاس في محاضرات   110 

مجتمعان الأول توزیعه :التمرین السادس 2
1 1 1X N ,   والثاني توزیعه ، 2

2 2 2X N ,   ،
، ومن المجتمع الثاني عینة عشوائیة مستقلة       05من المجتمع الأول عینة عشوائیة حجمهاسحبنا 

  :، وحصلنا على النتائج التالیة07عن العینة الأولى حجمها 
2:عینة المجتمع الأول

1 1X 525 30 S 2273. ,    
2:عینة المجتمع الثاني

2 2X 510 80 S 1759. ,    
  :المطلوب

الثقة لنسبة تباین المجتمع الأول إلى تباین المجتمع الثاني وذلك باستخدام مستوى ثقة أوجد فترة -1
  ؟95%
مجتمع الثاني لل الانحراف المعیاريمجتمع الأول إلى للأوجد فترة الثقة لنسبة الانحراف المعیاري  -2

  ؟%95وذلك باستخدام مستوى ثقة 
  ؟%99المعیاریة  وذلك عند درجة ثقة أوجد فترة الثقة للفرق بین الانحرافات -3

یدعي احد المصانع انه أنتج نوع معین من الغذاء یحدث تخفیفا في الوزن بمقدار  :التمرین السابع
كغ في المتوسط خلال فترة زمنیة معینة مدتها أسبوعین من تناوله، ولتأكید ادعائه أجریت دراسة  04.50

ل وبعد استخدام هذا النوع من الغذاء لمدة أسبوعین       على عینة من سبعة أشخاص فكانت أوزانهم قب
  :كما یلي
  07  06  05  04  03  02  01  الوزن
  56.70  62.60  64.00  69.00  61.70  60.30  58.50  قبل
  54.40  59.90  58.50  62.10  58.10  54.90  60.00  بعد

  :المطلوب
فترة ثقة لتقدیر الفرق في متوسط الوزن على افتراض أن توزیع الأوزان یخضع للتوزیع  %90أوجد -1

  الطبیعي؟
  nهو تناسب النجاحات المشاهد في عینة حجمها  Pإذا كان  :التمرین الثامن

  :المطلوب
تعطى  Zcعند مستوى الثقة المحدد ب  Pاثبت بان حدود ثقة تقدیر تناسبات  نجاح المجتمع  -1

                                                :بالعلاقة التالیة
 2 2

c c
c 2

2
c

P 1 PZ ZP Z2n n 4nP
Z1 n


  




   

،أوجد حدي الثقة عند مستوى ثقة P=0.55وان النسبة  100بافتراض أن حجم العینة هو -2
  ؟99.73%
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من خلال واقع السجلات بمصلحة الرصد الجوي في السنوات الخمس عشر الماضیة  :التمرین التاسع
سم بانحراف  05.33التي سقطت على مدینة تیارت خلال شهر جانفي كانت  الأمطارمتوسط  أنتبین 

مستغانم خلال نفس الشهر التي سقطت على مدینة  الأمطارسم، ومتوسط كمیة  01.20معیاري یساوي 
  .سم 0.99سم بانحراف معیاري یساوي  03.64كان  ولمدة عشر سنوات

  :المطلوب
فترة الثقة لتقدیر الفرق مابین متوسطي كمیة الأمطار التي سقطت على المدینتین وذلك  %95أوجد -1

  على افتراض أن البیانات من مجتمعین طبیعیین تباینهما متساوي؟
الأمطار التي سقطت على المدینتین وذلك فترة الثقة لتقدیر الفرق مابین متوسطي كمیة  %95أوجد  -2

  على افتراض أن البیانات من مجتمعین طبیعیین تباینهما غیر متساوي؟
عینة عشوائیة مأخوذة من مجتمع إحصائي له توزیع  X1،X2،X3،X4 لتكن :التمرین العاشر

طبیعي 2X N ,  ولتكن T1،T2،T3،T4 أربعة مقدرات معرفة بالعلاقات التالیة: 

   31 3 1 2
1 1 2 3 4

X X 02X 03X 02X
T X T T T X

02 03
, , ,

 
     

: المطلوب  
  ؟أي المقدرات الأربعة هي مقدرات غیر متحیزة لمتوسط الحسابي-1
أي المقدرات الأربعة أفضل مقدر؟-2  
  ؟T4 أحسب الكفاءة النسبیة لهذه التقدیرات بالنسبة للتقدیر-3

، 2وتباین لیكن لدیك مجتمع یخضع للتوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي  :التمرین الحادي عشر
، فإذا علمت 01.80وانحراف معیاري قدره  Xبمتوسط حسابي قدره nسحبت منه عینة عشوائیة حجمها 

  :أن مجال الثقة للمتوسط الحسابي للمجتمع یعطى بالعلاقة التالیة
 P 21 412 22 588 0 95. . .   

  :المطلوب
  ؟Xأوجد قیمة المتوسط الحسابي للعینة -1
  أحسب قیمة الخطأ المعیاري للعینة؟ -2
 المستخدمة في التقدیر؟أوجد قیمة العینة -3
  
  



 

 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  إختبار الفروض: الثالث المحور
  )إختبار معالم المجتمع(
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 تمهید
اختبار معالم (ینقسم الإحصاء ألاستنتاجي أو الاستدلالي إلى نوعین وهما التقدیر واختبارات الفروض  

وقد تطرقنا في المحور السابق إلى نظریة التقدیر وكیفیة استنتاج معالم المجتمع المجهولة ) المجتمع
أو تقدیرها بفترة  حیث  وذلك بتقدیرها إما بقیمة واحدة تحسب من عینة عشوائیة مسحوبة من المجتمع،

نكون واثقین بمقدار ثقة معین أن المعلمة المجهولة تقع داخل هذه الفترة،  أما النوع الثاني والمتعلق 
فسوف یتم التطرق فیه إلى كیفیة استنتاج معالم المجتمع المجهولة عن طریق إجراء  باختبارات الفروض

، ویعود الفضل میة في میدان الاستنتاج الإحصائياختبارات لفروض إحصائیة، وهي الطریقة الأكثر أه
عام ) J.Neman and E.Pearson(الأول في اقترح هذا الإجراء أو الاختبار لكل من نیمان وبیرسون 

  .م1930
التي نذكرها في  وقبل الخوض في هذا المحور سوف نتطرق إلى المفاهیم الأساسیة لاختبار الفروض و

  :النقاط التالیة
  أساسیة لاختبار الفروضمفاهیم  -01
تعرف الفرضیة الإحصائیة على أنها عبارة أو تصور یتعلق  :والرفض والقبول الفرضیة الإحصائیة 1-1

بكامل المجتمع الإحصائي الأم مأخوذة عن عینة عشوائیة منه،أما الرفض والقبول للفرضیة الإحصائیة  
من الإشارة هنا إلى أن رفض الفرضیة لا یعني و الصح والخطأ في تعابیر تستخدم في هذا المجال ولابد 

خطأها أما قبول الفرضیة الإحصائیة فلا یعني بالضرورة صحتها ولكنه یعني عدم وجود حجة والدلیل 
القاطع لرفضها، والهدف من الاختبار الإحصائي هو اختبار فرضیة حول معلمة أو أكثر من معالم 

  :الإحصائي یتكون من العناصر التالیة المجتمع الإحصائي، وبالتالي فان الاختبار
إذا صیغت فرضیة حول توزیع  أو  ):Null Hypothèses(الفرضیة الصفریة او فرضیة العدم -أ

بهدف اختبار صحتها فتدعى عادة بفرضیة العدم ) أو عدة متغیرات عشوائیة(خصائص متغیر عشوائي 
أي التساوي وتعني انعدام الاختلاف والتباین، )H0(ویرمز لها بالرمز  ، كما تدعى ببعض الأدبیات

الإحصائیة بالفرضیة الصفریة أو الأساسیة، وعادة یقوم الباحثون في میادین المعرفة المختلفة بصیاغة 
فرضیة العدم ومهمة الإحصائي تكمن في مساعدتهم في اختیار فرضیة العدم المناسبة واتخاذ القرار 

تلك الفرضیة، إذن فرضیة العدم هي الفرضیة التي یتم اختبارها وعادة إلى جانب فرضیة  بقبول أو رفض
  .العدم تصاغ فرضیة أخرى تدعى بالفرضیة البدیلة

عادة وتعني وجود )1H(والتي یرمز لها بالرمز ):Alternative Hypothèses( الفرضیة البدیلة-ب
 القبول بوجود الاختلاف والتباین أيبفرضیة القبول  أحیاناالاختلاف والتباین وعدم انعدامها، كما تسمى 

   , ,   ،  وتأسیسا على ما تقدم، یمكن صیاغة فرضیة العدم)H0 ( والفرضیة البدیلة)H1( وفقا ،
  :لأحد الأشكال الثلاثة التالیة
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0یتحقق هذا الاختبار وفق العلاقة التالیة                   :اختبار ذو جانبین أو ذیلین-1 0

1 0

H
H

:
:
 
  

   

  یتحقق هذا الاختبار وفق العلاقة التالیة    :  اختبار من الجانب الأیمن أو الجانب العلوي-2
                                                                                    0 0

1 0

H
H

:
:
 
 

               

  یتحقق هذا الاختبار وفق العلاقة التالیة     :إختبار من الجانب الأیسر أو الجانب السفلي -3
                                                                                   0 0

1 0

H
H

:
:
 


  

حصاءة الاختبار بأنها متغیر عشوائي لها توزیع احتمالي معروف، إتعرف  :الاختبار إحصاءة 1-2
المحسوبة من العینة، وتعتمد إحصاءة الاختبار وتستخدم لوصف العلاقة بین القیم النظریة للمجتمع والقیم 

على ما سیتم اختباره من معلمات المجتمع المدروس، لذلك فهي تختلف باختلاف الحالة المدروسة 
للمعلمة، وتسمى عادة باحصاءة الاختبار المحسوبة، وتكون إحصاءات الاختبار على أنواع عدة نذكر 

، احصاءة الاختبار )T(ار، احصاءة الاختب)Z(إحصاءة الاختبار(منها 2  واحصاءة الاختبار ،)F.((  
ویتم تقسیم كل النتائج الممكن الحصول علیها، أي كل القیم التي یمكن أن تأخذها إحصائیة الاختبار  

لمجموعتین غیر متداخلتین، إحداهما تشمل النتائج التي إذا ظهرت نقبل فرض العدم وتسمى منطقة 
وبالتالي یقسم  ظهرت نرفض فرض العدم وتسمى منطقة الرفض، إذاتشمل النتائج التي  والأخرىالقبول، 

  :یلي كما تعریفهمامنطقتین یمكن  إلىالاختبار  لإحصائیةتوزیع المعاینة 
هي المنطقة التي تحتوي على قیم إحصائیة الاختبار ):acceptance region(منطقة القبول2-1

  ).H0(، أي قبول فرض العدم )H0(التي تؤدي إلى عدم رفض العدم 
وهي المنطقة التي تحتوي على قیم إحصائیة الاختبار  ):rejection region(منطقة الرفض  2-2

  .)the critical region(، وتسمى كذلك بالمنطقة الحرجة  ) H0(التي تؤدي إلى رفض فرض العدم 
  :والقیمة أو القیم التي تفصل بین هاتین المنطقتین تسمى بالقیمة أو القیم الحرجة، وتعرف كالتالي 
هي القیمة التي تفصل بین منطقة الرفض ومنطقة  ):the critical region(القیمة الحرجة  2-3

  .القبول
ة لإحصائیة الاختبار، یعتمد على قیمة المشاهد إن اتخاذ القرار :الخطأین من النوع الأول والثاني 1-3

أي على القیمة المحسوبة من العینة العشوائیة المسحوبة من المجتمع، وقد تكون هذه العینة لا تمثل 
  :المجتمع الذي سحبت منه تمثیلا صحیحا، مما یؤدي إلى وقوع متخذ القرار في خطأ من اثنین هما

هذا الخطأ إذا كان فرض العدم في الحقیقة صحیحا، ولكن بیانات  یحدث :الخطأ من النوع الأول-أ
العینة تظهر انه غیر صحیح، أي أن نتائج العینة تؤدي الر رفض فرض العدم مع انه في الواقع 
صحیح، ویرمز لاحتمال وقوع خطأ من النوع الأول أي لإحتمال رفض فرض العدم مع انه في الواقع 

  :سم مستوى المعنویة أي أنویطلق علیه ا αصحیح بالرمز 
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α = P (ارتكاب خطأ من النوع الأول) 
 H0(=Pرفض فرض العدم /صحیح H0فرض العدم (

الخطأ نتیجة لقبول فرض العدم مع أنه في الواقع غیر صحیح،  یحدث هذا:الخطأ من النوع الثاني -ب
أي أن بیانات العینة تؤید فرض العدم، مع أن فرض العدم في الحقیقة غیر صحیح، ویرمز إلى احتمال 

، βوقوع الخطأ من النوع الثاني، أي احتمال قبول فرض العدم مع أن فرض العدم في الواقع خطأ بالرمز
  :أي أن

 P=β)ارتكاب خطأ من النوع الثاني (                                                                 
  =H0(Pقبول فرض العدم /خطأ H0فرض العدم  (                                  

  =H0(Pقبول فرض العدم /هو الصحیح H1 فرض البدیلال (                              
  :الحالات السابقة من خلال الجدول التاليویمكن تلخیص 

  
  القرار

H0 

H0 صحیحة  H0    غیر صحیحة  
  )خطأ من النوع الثاني(قرار خاطئ   قرار سلیم H0قبول 
  قرار سلیم  )خطأ من النوع الأول(قرار خاطئ  H0رفض 

و التي  رمزنا لها  إن من الملائم أن اختبار الفروض یقاس بالاحتمالات الناتجة عن الخطأ الأول والثاني
عندما تكون صحیحة فان منطقة الرفض  H0هو الاحتمال الناتج عن رفض  α، وحیث أن βو αبالرموز

عند ثبات حجم العینة، وعند إنقاص منطقة الرفض فان قیمة  βوفي نفس الوقت ینقص  αتزداد بازدیاد 
β  تزداد، أما إذا زدنا حجم العینة فان معلومات أكثر ستوفر لاتخاذ القرار على أساسه وعندئذ ستنقص

  .βو αقیمتي 
على القیم الحقیقیة  أساساوهو الاحتمال الناتج عن الخطأ من النوع الثاني یتغیر بالاعتماد  βإن قیمة 

  .لمعلمة المجتمع
2مجهول، وتباینه  ذا كان لدینا مجتمع یتوزع توزیعا طبیعیا بوسط حسابي إ:01تمرین 625  ،
  :التالي التالي بخصوص الوسط الحسابي للمجتمع  الإحصائيالاختبار  إجراء وأردنا

                                                                                    0

1

100

80

H
H

:
: 




  

  :إذا كانت القاعدة التي وضعها متخذ القرار اعتمادا على خبرته السابقة كما یلي
Xإذا كان H0، ویقبل 67أقل من  Xإذا كان الوسط الحسابي للعینة  H0یرفض  أكبر من              

  .67أو یساوي
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 :المطلوب
أحسب احتمال وقوع الخطأ من النوع الأول، واحتمال وقوع الخطأ من النوع الثاني، إذا كان قراراه -

  ؟.05سیعتمد على عینة عشوائیة مسحوبة من هذا المجتمع حجمها 
  :الحل
:من معطیات التمرین  لدینا  X 67 n 05X 625 ,, ,     

، وبما أن احتمال الوقوع 67القاعدة التي وضعها متخذ القرار، نجد أن القیمة الحرجة تساوي بناءا على
  H0(=Pαرفض فرض العدم /صحیح H0فرض العدم (     في الخطأ من النوع الأول هو 

          إذن                                                P X 67 100/       
توزیعا طبیعیا  Xوبما أن توزیع المجتمع هو توزیع طبیعي، إذن سیكون توزیع المعاینة للإحصائیة  

  بوسط حسابي وتباین قدرهما على التوالي

X        ،
2

2
X

625 125
n 5
      

Xفعندما یكون فرض العدم هو الفرض الصحیح، یكون  100     
Xوعندما یكون الفرض البدیل هو الفرض الصحیح یكون  80     

Xالمقابلة للقیمة الحرجة ) Z(نحسب القیمة المعیاریة  αلحساب  67 كالتالي:  
                               

X

X 67 100Z 02 95
125

.    


   

إذن           P X 67 P Z 02 95 F 02 95 01 F 02 95 01 0 99841 0 00159. . . . .               
  :وبما أن احتمال الوقوع في الخطأ من النوع الثاني هو 

  H0(P=βقبول فرض العدم /هو الصحیح H1 البدیلفرض ال (                                      
إذن                                                                     P X 67 80/       

Xنحسب القیمة المعیاریة المقابلة للقیمة الحرجة  βولحساب قیمة   67 كما یلي:  
                              

X

X 67 80Z 01 16
125

.    


   

إذن                           01 16 0 87698P X 67 P Z 01 16 F . ..          
إحتمال ( یعرف مستوى المعنویة بأنه   ):Level of Singificance( )α(مستوى المعنویة 1-4

إحتمال الوقوع في (، بمعنى آخر هي )عندما تكون هذه الفرضیة صحیحة H0رفض الفرضیة العدمیة 
       :أنحیث ) α(مستوى المعنویة عادة بالرمز  إلى، ویرمز )الأولالخطأ من النوع 

  H0(=Pαرفض فرض العدم /صحیح H0فرض العدم (                                               
  .بدرجة الثقة) α-1(أحیانا بحجم منطقة الرفض في حین یسمى المقدار ) α(ویسمى مستوى المعنویة  
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عند تصمیم التجربة منذ البدایة، ) α(ویقوم الباحث قبل البدء بعملیة الاختبار بتحدید مستوى المعنویة  
على طبیعة البحث أو الدراسة وغالبا ما یتم تحدید مستوى ) α(حیث یتوقف تحدید مستوى المعنویة 

  .%10او %5او %1حجمها ) α( المعنویة
فهذا یعني انه من المحتمل ) 0.05(مساو إلى ) α(فعلى سبیل المثال، لو تم اختیار مستوى المعنویة 

وهي صحیحة بمقدار خمس  H0الوقوع بالخطأ من النوع الأول، أي احتمال رفض الفرضیة العدمیة 
  ).α=0.95-1(مرة، في حین یكون الاستنتاج صحیحا بدرجة ثقة ) 100(مرات في كل 

تعرف قوة الاختبار بأنها احتمال رفض الفرضیة  ):Power of the Test()β-1(قوة الاختبار 1-5
  :عندما تكون هذه الفرضیة خاطئة أي أن  H0العدمیة 
  H0(P=P.O.Tفرض العدم  رفض/هو خاطئH0  فرض العدم (                               

 =-H0(P 1قبول فرض العدم /خطأ H0فرض العدم  (                                        
                                                                                     1-β = 

  تمثل احتمال الوقوع في الخطأ من النوع الثاني، أي أن) β(من خلال المعادلة الأخیرة، بان  یتضح
 H0 (P=βقبول فرض العدم /خطأ H0فرض العدم                                                 (

أدى ذلك إلى قلیل كلما ) β(وبالتالي یتضح بأنه كلما كان احتمال الوقوع في الخطأ من النوع الثاني 
عندما تكون هذه الفرضیة ) H0(، وهذا یعني زیادة شدة رفض الفرضیة العدمیة )β-1(زیادة قوة الاختبار 

  .خاطئة
على النحو ) β(والثاني ) α(وتأسیسا على ما تقدم، یمكن توضیح العلاقة بین الخطأین من النوع الأول 

  :التالي
  .الخطأ الآخرن انخفاض احد الخطأین یؤدي إلى زیادة -1
، وبالتالي إلى زیادة )β(و) α(، یقلل من إحتمال الوقوع في كلا الخطأین )n(إن زیادة حجم العینة -2

  .درجة الثقة
، في حین )H0(على أساس الفرضیة العدمیة ) α(یحسب احتمال الوقوع في الخطأ من النوع الأول -3

 ).H1(أساس الفرضیة البدیلة  على) β(یحسب إحتمال الوقوع في الخطأ من النوع الثاني 
2مجهول، وتباینه  µإذا كان لدینا مجتمع یتوزع توزیعا طبیعیا، وسطح الحسابي  :02تمرین 81   ،

  :µوأردنا إجراء الاختبار الإحصائي التالي بخصوص الوسط الحسابي للمجتمع 

                                                                                 0
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  :ته السابقة كما یلير إذا كانت القاعدة التي وضعها متخذ القرارات اعتمادا على خب
إذا كان الوسط الحسابي ) H0(، ویقبل 107أكبر من  Xإذا كان الوسط الحسابي للعینة ) H0(یرفض 
 107یساوي أواقل  Xللعینة 
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  :المطلوب
، واحتمال وقوع خطأ من النوع الثاني، إذا كان قراره سیعتمد الأولأحسب احتمال وقوع خطأ من النوع -1

  ؟.09على عینة عشوائیة مسحوبة من هذا المجتمع حجمها 
، فما هي 12 إلىمع تغییر حجم العینة  ،107ل الحرجة والمساویةقام الباحث بتثبیت القیمة  إذا -2

 قیمة كل من الخطأ الأول والثاني وماذا تستنتج؟
  :الحل

:لدینا من معطیات التمرین   X 107 n 09X 81 ,, ,     
، وبما أن احتمال الوقوع 107بناءا على القاعدة التي وضعها متخذ القرار، نجد أن القیمة الحرجة تساوي

  H0(=Pαرفض فرض العدم /صحیح H0فرض العدم (                  في الخطأ من النوع الأول هو 
إذن                                                                      P X 107 100/       

  :وبما أن احتمال الوقوع في الخطأ من النوع الثاني هو
  H0(P=βقبول فرض العدم /هو الصحیح H1 فرض البدیلال (                                      

إذن                                                                   P X 107 112/       
توزیعا طبیعیا  Xوبما أن توزیع المجتمع هو توزیع طبیعي، إذن سیكون توزیع المعاینة للإحصائیة 

X      بوسط حسابي وتباین قدرهما على التوالي        ،
2

2
X

81 09
n 09
     

  :الحالة كما یليفي هذه ) β(و) α(فسنجد أن قیمة 

       107 100P X 107 P Z P Z 02 33 01 P Z 02 33 01 F 02 33
09

01 0 99010 0 0099

. . .

. .

 
 
 

           

  

   

             107 112P X 107 P Z p Z 01 67 F 01 67 01 F 01 67
09

01 0 95254 0 04746

. . .

. .

 
 
 

           

  

   

  12في حالة تثبیت القیمة الحرجة مع تغییر حجم العینة إلى ) β(و) α(قیمة حساب -2
:  نحسب التباین الجدید كالتالي

2
2
X

81 06 75
n 12

.     

       107 100P X 107 P Z P Z 02 69 01 P Z 02 69 01 F 02 69
06 75

01 0 99643 0 00357

. . .
.

. .

 
 
 

           

  

  

             107 112P X 107 P Z p Z 01 92 F 01 92 01 F 01 92
06 75

01 0 97257 0 002743

. . .
.

. .

 
 
 

           

  

  

ویقل ) α( الأولمن النوع  الخطأنلاحظ انه عندما یزداد حجم العینة، یقل إحتمال ظهور  :الاستنتاج
دراسة العینة بدلا   سببها الأخطاءمنطقي لان هذه  أمر، وهذا )β(احتمال ظهور الخطأ من النوع الثاني 
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العینة كلما قل هذان الخطآن إلى أن یساویا الصفر من دراسة المجتمع ككل، وبالتالي كلما زاد حجم 
  .عندما تشمل العینة كل مفردات المجتمع محل الدراسة

وتباین  µمن مجتمع طبیعي بمتوسط  09بفرض انه تم اختیار عینة عشوائیة حجمها  :03تمرین
2 16  وان الفرضیة كانت كالتالي ،  

                                                                                     
0

1

20

24

H
H

:
: 




  

Xإذا كانت   H0وأننا نرفض  0.05الخطأ من النوع الأول هو ) α(فإذا علمت أن قیمة  a   
  :المطلوب

  ؟)القیمة الحرجة( aأوجد قیمة -1
  أوجد قوة الاختبار؟-2

  :الحل
لدینا من المعطیات    X a n 09 0 05X 16 , , ., ,      

X    إذنبما أن العینة من مجتمع طبیعي         ،
2

2
X

16
n 09
    

  H0(=Pαرفض فرض العدم /صحیح H0فرض العدم (                      αوحیث انه من تعریف  

              إذن   0
X

X 20 a 20 03a 60P X a 20 P P Z P Z Z
0416

09
/

 
  
  
  

 

           


   

نجد أن         ومن جدول التوزیع الطبیعي المعیاري P Z 01 645 0 05. .    
03aإذن                                                     60 01 645 a 22 19304 . .      

Xإذا كانت   H0إذن سوف نرفض 22 193.  
یطلق علیه في هذه الحالة تسمیة إحصاءة الاختبار، وان قوة  Xإن متوسط العینة:قوة الاختبار-2

 H0(P=1-βرفض /خاطئة  H0(                                            :  الاختبار تكون كالتالي
 

   

1 P X 22 193 24

X 24 22 193 24P P Z 01 36 F 01 36 0 91309
04 03 04 03

. /

. . . .
 
  
 

    

       
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هو إحتمال الحصول على قیمة لإحصاءة الاختبار  ):Value-P(المشاهد مستوى المعنویة  1-6
كبیرة مثلما القیمة المحسوبة فعلا لهذه الإحصاءة أو أكبر منها عندما یكون فرض العدم صحیحا وفي 

  .نفس اتجاه فرض البدیل
التي ) α(وبعبارة أخرى إن مستوى المعنویة المشاهد لأي اختبار هو أصغر قیمة لمستوى المعنویة  

یمكن عندها رفض فرض العدم، وبصفة عامة سوف نرفض فرض العدم إذا كان مستوى المعنویة 
  .ولا نرفضه خلاف ذلك) α(المشاهد اصغر من أو یساوي 

تعرف المنطقة الحرجة بأنها المنطقة التي عندها یتم رفض  :المنطقة الحرجة والقیم الحرجة 1-7
 بأنهاوالتي تقع فیها إحصاءة الاختبار المحسوبة، بمعنى آخر تعرف المنطقة ) H0(الفرضیة العدمیة 

من المساحة تحت منحنى دالة التوزیع الاحتمالي لإحصاءة الاختبار، حیث إن هذه المساحة تمثل  جزء
  .عندما تكون هذه الفرضیة صحیحة) H0(احتمال رفض الفرضیة العدمیة 

) α(تحت منحنى دالة التوزیع الاحتمالي لإحصاءة الاختبار یمثل مما تقدم یتضح بان مساحة المنطقة 
في حالة الاختبار من جانب واحد، أو تمثل 

2
 
 
 

  في حالة الاختبار من جانبین.  

في حین تعرف القیم الحرجة بأنها قیم جدولیة یتم استخراجها من قیم التوزیع الاحتمالي لإحصاءة 
ومناطق قبولها، وتعتمد القیم ) H0(والتي تتحدد بموجبها مناطق رفض الفرضیة العدمیة الاختبار، 

  :الحرجة على ما یلي
  ).α(مستوى المعنویة -1
  .، كأن تكون ذات جانب واحد أو جانبین)H1(الفرضیة البدیلة -2
2Zالتوزیع الاحتمالي لإحصاءة الاختبار، كـأن یكون احد التوزیعات الآتیة -3 T F, , , 

    
  .حد توزیعات المعاینةأكان التوزیع الاحتمالي  إذافیما  عدد درجات الحریة،-4

ولتوضیح مفهوم المنطقة الحرجة ومفهوم القیم الحرجة نفترض لدینا التوزیع الاحتمالي لإحصاءة الاختبار 
0      :      ، ویراد إختبار الفرضیة الإحصائیة الآتیة)Z(هو التوزیع الطبیعي المعیاري  0H =:    

  ).α(التي تأخذ أحد الأشكال التالیة، عند مستوى معنویة ) H1(ضد الفرضیة البدیلة  

                                                                                 
1 0

1 0

1 0

1 H
2 H
3 H

:
:
:

  
  
 
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0                                                                       :الحالة الأولى   0

1 0

H
H

:
:
 
 

   

  تأخذ الشكل التالي

0 ,4

0 ,3

0 ,2

0 ,1

0 ,0

Z
0

 1
2


2


21
Z 

21
Z 



  

0                                                                     :الحالة الثانیة   0

1 0

H
H >

:
:
 
 

   

  تأخذ الشكل التالي

0,4

0,3

0,2

0,1

0,0

Z
0

 1



1Z 
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0                                                                       :الحالة الثالثة 0

1 0

H
H

:
:
 
 

   

  تأخذ الشكل التالي

0,4

0,3

0,2

0,1

0,0

Z
0

 )H0(لوبق ةقطنم

 1

1Z 

)H0( ضفر ةقطنم
  

فیما یلي أهم الخطوات المتبعة في اختبار الفرضیات : الخطوات المتبعة في اختبار الفرضیات 1-8
  الإحصائیة، نوجزها بما یلي

  :من بین الحالات الثلاث) H1(واختیار الفرضیة البدیلة المناسبة ) H0(تحدید فرضیة العدم-1
0طرف واحد     0أو  0، أو ذات طرفین     

القبول  و) 0.10أو 0.05أو  0.01(كان یكون ) احتمال الرفض) (α(تحدید مستوى المعنویة -2
P=(1-α)100% 

2Zتحدید نوعیة التوزیع واختیار الإحصائیة المناسبة -3 T F, , , 
   یجاد الدرجة القیمة الحرجة لها  أووإ

tabمن الجداول الخاصة بها ونرمز لها بالرمز tab tab tab
2Z T F, , , 

  
  

من بیانات العینة بحیث ) 03(المحددة في الفقرة   calحساب القیمة الإحصائیة-4
2

cal cal cal cal calZ T F, , , 
     

، ونوع )α(القیمة الحرجة حسب نوعیة التوزیع المستخدم، واعتمادا على مستوى المعنویة  تحدید-5
  .في حالة توزیعات المعاینة) ddl(، ودرجات الحریة )H1(الفرضیة البدیلة 

   tabمن العینة بالدرجة الحرجة  calالتحلیل ومقارنة قیمة الإحصائیة المحسوبة -6
، بعد مقارنة قیمة إحصاءة الاختبار )H0(قبول الفرضیة العدمیة  أوإتخاذ القرار بشان رفض -7

  فإذا كانت) α(، مستوى المعنویة )H1(حسب نوع الفرضیة البدیلة  tabمع القیم الحرجة  calالمحسوبة 
، فإن ذلك یدل )H0(تقع في منطقة رفض الفرضیة العدمیة  calقیمة إحصاءة الاختبار المحسوبة  7-1

  ).H1(، وقبول الفرضیة البدیلة )H0(على رفض الفرضیة العدمیة 
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، فإن )H0(في منطقة قبول الفرضیة العدمیة  calأما إذا وقعت قیمة إحصاءة الاختبار المحسوبة  7-2
  ).H1(، ورفض الفرضیة البدیلة )H0(ذلك یدل على قبول الفرضیة العدمیة 

  ) µ(إختبارت الفروض حول المتوسط الحسابي -2
لدینا  بافتراض n 3 2 1X X X X, .................., , مشاهدة، تم ) n(تمثل مشاهدات عینة عشوائیة قوامها  ,

، وان 2وتباین) µ(طبیعي بوسط حسابي إختیارها من مجتمع  2S X,   یمثلان الوسط الحسابي
والتباین لمشاهدات هذه العینة على التوالي، یتم تقدیرهما على أساس مشاهدات العینة، علما أن هذا 

  .الاختبار یكون من جانب واحد أو جانبین
وعلى افتراض أننا نرغب في إختبار الفرضیة العدمیة   0 0H =:   ،ضد أي فرضیة بدیلة أخرى

  :عندئذ هنالك حالتین هما
عندما یكون تباین المجتمع 2-1 2 30(معلوما، وحجم العینة≥n(  

إن من ابسط وأكثر الفرضیات اختبارا إذا توافرت بیانات كافیة عن المجتمع الإحصائي مدار :01نظریة
البحث هي الفرضیات الخاصة بالمتوسط، فإذا كانت  n 3 2 1X X X X, .................., , تمثل عینة  ,

یر طبیعي ولكن شروط تطبیق نظریة النهایة المركزیة تبقى غأو (عشوائیة من مجتمع توزیعه طبیعي 
مجهول وتباینه  µ، متوسطه الحسابي )حةصحی 2 ،وأردنا اختبار ما ذا كانت  معلومµ  تساوي قیمة

مقدر جید   Xعلمنا أن ) التقدیر بنقطة(مثلا أم لا، ومن خلال المحور السابق  0µمعینة ولتكن 
، كما یمكن ربط هذا Xسیكون مبني على أساس  µ، وعلیه فان أي قرار یتعلق بالمتوسط µللمتوسط 

وذلك ) التقدیر: المحور الثاني(والتي سبق وان تعرضنا إلیها في  µالاختبار بفترات الثقة حول المتوسط 
على أساس انه إذا كانت فترة الثقة الناتجة أي   

1 12 2
X Z X Z

n n  

      0تحتويµ  فإنه 

تقع خارج حدي هذه الفترة فنه یجب رفض الفرضیة وفي هذه  0µلا یمكن رفض الفرضیة أما إذا كانت 
0 :                   تكون أنالحالة إما  1 2

X Z
n

         0أو 1 2
X Z

n

    

  :التوالي كما یلي وأنه یمكن إعادة كتابة المتباینتین على
                    0

1 2

X Z
n 





0أو                           

1 2

X Z
n 


 


   

0XZوبتعریف 
n





حیث   Z N 0 1, 0، فإنه وفقا لما سبق نرفض الفرضیة   إذا كانت

1 2
Z Z 
   أو

1 2
Z Z 
  من طرفین وذلك  أو، ولكن الفرضیة الإحصائیة قد تكون من طرف واحد

، وعلیه سیكون هناك فرق بین منطقتي الرفض وذلك كما یتضح من خلال )H1(حسب الفرضیة البدیلة 
  :الجدول التالي
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  القرار  إحصاءة الاختبار  الفرضیة الإحصائیة
  :إختبار من طرفین-أ

0 0

1 0

H
H

:
:
 
 

  
  

cal
0XZ

n





  
  إذا كانت) H0( نرفض
cal tabZ Z     أوcal tabZ Z  
tabبحیث      1 2

Z Z 
   

Pvalueأو إذا كانت     
  :واحدإختبار من طرف - ب

0 0

1 0

H
H >

:
:
 
 

  
  

cal
0XZ

n





  
  إذا كانت) H0(نرفض 

cal tabZ Z  
1tabZبحیث      Z   
Pvalueأو إذا كانت    

  :إختبار من طرف واحد -ج
0 0

1 0

H
H

:
:
 
 

  
  

cal
0XZ

n





  
  إذا كانت) H0(نرفض 

cal tabZ Z   
1tabZبحیث      Z    

Pvalueأو إذا كانت    
بعد المقارنة اعتمادا ) H0(ولغرض إتخاذ القرار الإحصائي حول رفض أو عدم رفض الفرضیة العدمیة 

، والجدول التالي یوضح بعض القیم الجدولیة الشائعة )H1(على مستوى المعنویة ونوع الفرضیة البدیلة 
  .التي تخضع للتوزیع الطبیعي المعیاري ) Z(الاستخدام ل 

)H1(  0 0H :    1 0H >:      1أو 0H <:    
  1 2

Z 
  

1Z    
0.01 02.575  02.326  
0.05  01.960  01.645  
0.10  01.645  01.285  

وتباین  110في إختبار القدرات الذكائیة والذي یتبع التوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي یساوي   :04تمرین
طالبا بمدرسة معینة وكان متوسط درجاتهم  25، فإذا تقدم لهذا الاختبار عینة تتكون من 100یساوي 

  .115بهذا الاختبار یساوي
  :المطلوب

  أكتب فرضیة الاختبار؟-1
درجات الطلبة بصفة عامة في هذه المدرسة یختلف عن المتوسط العام  هل یمكن القول بان متوسط-2

  ؟%05وذلك عند مستوى معنویة 
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  :الحل
  كتابة فرضیة الاختبار-1

2تمثل متوسط درجات الطلبة بصفة عامة بهذه المدرسة وان  µبفرض أن  100   تمثل تباین درجات
Xالاختبار بصفة عامة، و 115 تمثل متوسط درجات الاختبار لعینة الطلبة بهذه المدرسة، إذن خطوات

0                                            :الاختبار الإحصائي تكون كالتالي

1

110
110

H
H

:
:
 
 

  

2-  
0لدینا من المعطیات : إحصاءة الاختبار-

2 110X 115 100 n 25, , ,        وبالتالي فان إحصاءة
0الاختبار تكون كالتالي    

cal
X 115 110Z 02 50

n 10 25
.   


   

وعند مستوى ) Z(بما أن الاختبار من جانبین و من جدول التوزیع الطبیعي المعیاري   :القیمة الحرجة-
0الجدولیة       Zنستخرج قیمة  0.05معنویة  975 tab1 2

Z Z Z 01 960. .
     

قیمة إحصاءة الاختبار المحسوبة أنبما :القرار calZ 02 50. هي أكبر من القیمة الجدولیة
 tabZ 01 960.یعني رفض الفرضیة العدمیة ، وهذا)H0(، الفرضیة  أي أن الاختبار معنوي ونقبل

  .)H1(البدیلة 
  :إذا كانت) H0(وباستخدام مفهوم مجال الثقة یتضح لنا أننا نرفض  

                    0 01 960
X

n
.





0أو                            01 960

X
n

.


 


     

0Xأي إذا كانت     01 960
n

.                          0أوX 01 960
n

.    

113أي انه إذا كانت          92X .                             106أو 08X .            
  :كالتالي) p-value(كما یمكن إثبات صحة القرار باستخدام مستوى المعنویة المشاهدة 

                     
 
       

 

P value P Z 02 50 Z 02 50

F 02 50 01 F 02 50 01 F 02 50 01 F 02 50
02 02F 02 50 02 02 0 99379 0 01242

. .

. . . .
. . .

     

       

     

   

Pvalueنلاحظ أن  0 01242 0 05. .   وبالتالي نرفض ،)H0.(  
مشاهدة من مجتمع یخضع للتوزیع الطبیعي بوسط حسابي  64عینة عشوائیة قوامها  اختیرت :05تمرین

µ  2مجهول وتباین 25   20، وقد لوحظ بان متوسط مشاهدات العینة بلغ.  
  :المطلوب

  أكتب فرضیة الاختبار؟-1
  ؟)0.01α=(، وذلك عند مستوى معنویة 23متوسط المجتمع یقل عن  أنهل تعتقد -2
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  :الحل
  كتابة فرضیة الاختبار-1
2-  

2لدینا من المعطیات  :إحصاءة الاختبار
0X 20 25 n 64 23, , ,       وبالتالي فان إحصاءة

0  الاختبار تكون كالتالي        
cal

X 20 23Z 04 80
n 05 64

.    


  

و من جدول ) القیم السفلى(بما أن الاختبار من جانب واحد وفي الجانب الأیسر  :القیمة الحرجة-
الجدولیة       Zنستخرج قیمة  0.01وعند مستوى معنویة ) Z(التوزیع الطبیعي المعیاري 

1 0 01 0 991 tabZ Z Z Z 02 326. . .           
بما أن قیمة إحصاءة الاختبار المحسوبة :القرار calZ 04 80.  هي أقل من القیمة الجدولیة،

 tabZ 02 326.  وهذا یعني رفض الفرضیة العدمیة ،)H0 ( وقبول الفرضیة البدیلة)H1( مما یدل ،
، أي أن 23على أن متوسط المجتمع یقل عن  23    وفقا لمعطیات العینة وذلك عند مستوى

  .0.01معنویة 
  :كالتالي) p-value(صحة القرار باستخدام مستوى المعنویة المشاهدة كما یمكن إثبات 

                          F 04 80 01 F 04 80 01 01 0P value P Z 04 80 . ..            
Pvalueنلاحظ أن  0 0 01.   وبالتالي نرفض ،)H0.(  

حالة طوارئ تم اختیارها من واقع سجلات خدمات سیارات  16عینة عشوائیة تتكون من :06تمرین
المكان  إلى الإسعافمتوسط الزمن المطلوب لوصول سیارة  أنالمستشفیات، فوجد  بأحد الإسعاف

المكان  إلى الإسعافمجتمع الزمن المطلوب لوصول سیارة  أنفإذا فرضنا  دقیقة، 13المطلوب یساوي 
  .دقائق 03المطلوب یتوزع وفق التوزیع الطبیعي بانحراف معیاري یساوي 

  :المطلوب
  رضیة الاختبار؟أكتب ف -1
وعلى ضوء هذه البیانات هل یمكن القول بان متوسط مجتمع الزمن المطلوب لوصول سیارة  -2

  ؟)0.05α=(دقائق وذلك عند مستوى معنویة  10الإسعاف إلى المكان المطلوب أكبر من 
 :الحل

كتابة فرضیة الاختبار -1
                                                               

0

1

10
10

H
H

:
:
 
 

  

2-  
0Xلدینا من المعطیات : إحصاءة الاختبار 13 03 n 16 10 1 0 05, , , .,        وبالتالي فان

0إحصاءة الاختبار تكون كالتالي                 
cal

X 13 10Z 04
n 03 16

   


  

0

1

23
23

H
H

:
:
 
 
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و من جدول التوزیع ) القیم العلیا( الأیمنبما أن الاختبار من جانب واحد وفي الجانب  :القیمة الحرجة-
الجدولیة       Zنستخرج قیمة  0.05وعند مستوى معنویة ) Z(الطبیعي المعیاري 

1 0 05 0 951 tabZ Z Z Z 01 645. . .      
بما أن قیمة إحصاءة الاختبار المحسوبة :القرار calZ 04 من القیمة الجدولیة  أكبر،هي

 tabZ 01 645. وهذا یعني رفض الفرضیة العدمیة ،)H0 ( وقبول الفرضیة البدیلة)H1( مما یدل ،
، أي أن 10 من أكبرعلى أن متوسط المجتمع  10    وفقا لمعطیات العینة وذلك عند مستوى

  .0.05معنویة 
  :كالتالي) p-value(القرار باستخدام مستوى المعنویة المشاهدة  كما یمكن إثبات صحة

                               P Z 04 01 F 04 01 01 0P value P Z 04 01            
Pvalueنلاحظ أن  0 0 01.   وبالتالي نرفض ،)H0.(  

عندما یكون تباین المجتمع2-2 230(معلوم، وحجم العینة  غییر≥n(  
مــــــــن مجتمــــــــع یخضــــــــع للتوزیــــــــع الطبیعــــــــي )n≤30(إذا أخــــــــذت عینــــــــة عشـــــــوائیة حجمهــــــــا  :02ةیــــــــنظر 

 2X N ,   2وكانـــــــــت  0معلومـــــــــة فـــــــــان إحصـــــــــاءة الاختبـــــــــار للفرضـــــــــیة غیـــــــــر 0H =:  هـــــــــو
0

cal
XZ

S n 1





0أو بشـكل مكـافئ   
cal

XZ
S n


   وهـو یخضـع للتوزیـع الطبیعـي المعیـاري حیــثX  

  .هو الوسط الحسابي للعینة
  03.30بانحراف معیاري  11.50وسطا حسابیا قدره  42إذا أعطت عینة إحصائیة حجمها  :07تمرین

  :المطلوب
  أكتب فرضیة الاختبار؟ -1
أختبر الفرضیة القائلة بان -2 10   مقابل الفرضیة القائلة بان 10   علما بان مستوى ،

  ؟)0.05α=(المعنویة 
  :الحل

كتابة فرضیة الاختبار- 1
                                                                

0

1

15
15

H
H

:
:
 
 

  

وحسب نظریة ) n>30(بما أن المجتمع لا یخضع للتوزیع الطبیعي وحیث أن حجم العینة كبیر جدا -2
  .النهایة المركزیة فان توزیع المعاینة سوف یكون له توزیع قریب من التوزیع الطبیعي المعیاري

0Xلدینا من المعطیات  :إحصاءة الاختبار 11 50 S 03 30 n 64 10 1 0 05. , . , , .,      
0    وبالتالي فان إحصاءة الاختبار تكون كالتالي 

cal
X 11 50 10Z 02 91

S n 1 03 30 42 1
. .

.
   
 

  

وعند مستوى ) Z(بما أن الاختبار من جانبین و من جدول التوزیع الطبیعي المعیاري  :القیمة الحرجة-



عابد علي:اختبار الفروض                                                          الدكتور:الثالث المحور  

الإستنتاجي الإحصاء مقیاس في محاضرات   128 

0               الجدولیة   Zنستخرج قیمة  0.05معنویة  975 tab1 2
Z Z Z 01 960. .

    

بما أن قیمة إحصاءة الاختبار المحسوبة :القرار calZ 02 91. هي أكبر من القیمة الجدولیة،
 tabZ 01 960. وهذا یعني رفض الفرضیة العدمیة ،)H0 ( وقبول الفرضیة البدیلة)H1( مما یدل ،

، أي أن 10على أن متوسط المجتمع أكبر من  10    وفقا لمعطیات العینة وذلك عند مستوى
  .0.05معنویة 

  :كالتالي) p-value(كما یمكن إثبات صحة القرار باستخدام مستوى المعنویة المشاهدة 

                     
 
       

 

P value P Z 02 91 Z 02 91

F 02 91 01 F 02 91 01 F 02 91 01 F 02 91
02 02F 02 91 02 02 0 99819 0 00362

. .

. . . .
. . .

     

       

     

   

Pvalueنلاحظ أن  0 00362 0 05. .   وبالتالي نرفض ،)H0.(  
عندما یكون تباین  المجتمع  2-3 2  غیر معلوم وحجم العینة)n<30(  

إذا كانت لدینا :03نظریة n 3 2 1X X X X, .................., , من  )n<30(تمثل عینة عشوائیة بحیث  ,
مجهول، فان توزیع المعاینة للمتغیر  2وتباین  µمجتمع یخضع للتوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي 

Xهو                )  حصاءةلإأو ا(العشوائي  XT
S n 1 nS


  


   

وبناءا على ذلك إذا كانت مفردات العینة العشوائیة تم ) V=n-1(بدرجة حریة ) t(یتبع توزیع ستونت 
حصاءة الاختبار إن إ، ف)n<30(الحصول علیها من توزیع طبیعي والتباین مجهول وحجم العینة 

) T(ستكون مبنیة على ) µ(المتعلقة بالمتوسط الحسابي للمجتمع  الإحصائیةالمناسبة لإختبار الفرضیات 
بدرجات ) t(نطقة الحرجة لهذا الاختبار یتم الحصول علیها من جدول ستونت المعرفة سابقا، وان قیم الم

  .α، ومستوى معنویة )V=n-1(حریة تساوي
  :وباستخدام هذه الإحصاءة یمكن اختبار الفرضیات التالیة

  القرار  إحصاءة الاختبار  الفرضیة الإحصائیة
  :إختبار من طرفین-أ
  

0 0

1 0

H
H

:
:
 
 

  

cal
0XT

S n 1





  

  أو بشكل مكافئ

 
cal

0XT
S n


  

  إذا كانت) H0(نرفض 
cal tabT T     أوcal tabT T  
tabبحیث      1 n 12

T T
, 

   

Pvalueأو إذا كانت     
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  :إختبار من طرف واحد- ب
  

0 0

1 0

H
H >

:
:
 
 

  

cal
0XT

S n 1





  

  أو بشكل مكافئ

 
cal

0XT
S n


  

  إذا كانت) H0(نرفض 
cal tabT T  

tabبحیث    1 n 12
T T

, 
    

Pvalueأو إذا كانت    
  :إختبار من طرف واحد -ج
  

0 0

1 0

H
H

:
:
 
 

  

cal
0XT

S n 1





  

  أو بشكل مكافئ

 
cal

0XT
S n


  

  إذا كانت) H0(نرفض 
cal tabT T   

tabبحیث  1 n 12
T T

, 
      

Pvalueأو إذا كانت    
غرام من الزیت، وذلك عند وضع قطعة النقود المناسبة،  230تمت صناعة آلة لتعطي  :08تمرین

عبوات  06ولمعرفة ما ذا كانت هذه الآلة تعمل بحب المواصفة السابقة، سحبت عینة عشوائیة من 
  :لقیاس كمیة الزیت في كل عبوة، فوجدت النتائج التالیة

  06  05  04  03  02  01  رقم العبوة
  250  160  200  220  180  190  بالغراممقدار الزیت 

  :المطلوب
  أكتب فرضیة الاختبار؟-1
غرام وذلك عند مستوى معنویة  230هل یمكن القول بأن متوسط عمل هذه الآلة یختلف عن -2
)=0.10α(؟  

  :الحل
كتابة فرضیة الاختبار-1

                                              
0

1

230
230

H
H

:
:
 
 

  

2-  
، إذن )n<30(مجهول، وحجم العینة المختارة  2بما أن المجتمع یخضع للتوزیع الطبیعي بتباین 

  .سنستخدم توزیع ستونت بدلا من التوزیع الطبیعي المعیاري
  : إحصاءة الاختبار

0nلدینا من المعطیات  06 230 1 0 10, .,                     وبالتالي فان إحصاءة الاختبار تكون كالتالي

cal
0XT

S n 1



  

calأو بشكل مكافئ  
0XT

S n


  

  نحسب أولا المتوسط الحسابي للعینة والتباین أو التباین المعدل 
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n 6

i
i 1

X 190 180 220 200 160 250X 200
n 06



       


   

         
       

n 6 2
2 2 21

2 i 1
X X 190 200 180 200 250 200

S 833 34
n 06

.........
.




      

  


   

T(                      cal(نحسب الآن الإحصاءة 
0 200 230 02 32

28 87 6 1
XT

S n 1
.

.
  







   

 0.10بما أن الاختبار من جانبین و من جدول توزیع ستودنت وعند مستوى معنویة  :القیمة الحرجة-
tab0        الجدولیة  Tنستخرج قیمة  950 051 2 n 1T T T 02 015

, . , . 
   

أن قیمة إحصاءة الاختبار المحسوبة بما :القرار calT 02 32. هي أكبر من القیمة الجدولیة،
 tabT 02 015.وهذا یعني رفض الفرضیة العدمیة ،)H0 ( وقبول الفرضیة البدیلة)H1( احتمال، ونؤكد 

تعطیه هذه الآلة  ، بل ما)غرام230( لأجلهاهذه الآلة لا تعمل بحسب المواصفات التي صنعت  أنكبیر 
عن ) ذا دلالة إحصائیة( یختلف اختلافا حقیقیا 230 ، وفقا لمعطیات العینة وذلك عند مستوى

  .0.10معنویة 
  :كالتالي) p-value(كما یمكن إثبات صحة القرار باستخدام مستوى المعنویة المشاهدة 

                     
 
       

 

P value P T 02 32 T 02 32

F 02 32 01 F 02 32 01 F 02 32 01 F 02 32
02 02F 02 32 02 02 0 963 0 074

. .

. . . .
. . .

     

       

     

   

نما تم الحصول علیه  F(02.32)المقابل للقیمة  0.963الاحتمال  لا یوجد في توزیع ستودنت وإ
  .باستخدام نظریة الحصر التي تم التطرق لها في المحورین الأول والثاني

Pvalueنلاحظ أن  0 074 0 10. .  وبالتالي نرفض ،)H0.(  
 10منه على  مضغوطةتنتج إحدى شركات الأدویة مستحضرا دوائیا جدیدا، حیث تحتوي كل : 09تمرین

       ملغ بالمتوسط من المادة الفعالة، قررت وزارة الصحة أنها ستعفي الشركة من الرقابة الصحیة
 المضغوطةمتوسط المادة الفعالة في  أنذا كان هناك ما یؤكد إ، )الجدید الإنتاجوذلك لتشجیعها على (

ملغ فلن  10تساوي  أوملغ وبشكل جوهري، أما ذا كان متوسط المادة الفعالة أقل  10الواحدة تزید عن 
  .تعفى الشركة من هذه الرقابة

متوسط  أنالمستحضر الجدید فوجد  إنتاجمضغوطة من  15تم سحب عینة عشوائیة بسیطة مؤلفة من 
  ملغ،01.53ملغ، بانحراف معیاري یساوي  10.42وي المادة الفعالة یسا

  :المطلوب
  أكتب فرضیة الاختبار؟ -1
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عفائها من الرقابة الصحیة، وذلك عند مستوى معنویة -2 هل سیتم تشجیع الشركة على الإنتاج الجدید وإ
)=0.05α(؟  

  :الحل
0كتابة فرضیة الاختبار                                                       -1

1 10
H 10
H

:
:
 
 

  

2-  
  

0Xمن المعطیات  لدینا :إحصاءة الاختبار 10 42 S 01 53 n 15 10 1 0 05. , . , , .,       وبالتالي
calفان إحصاءة الاختبار تكون كالتالي        

0XT
S n 1




  
calأو بشكل مكافئ  

0XT
S n


  

                                                  cal
0 10 42 10 01 027

01 53 15 1
XT

S n 1
. .

.
 







  

و من جدول توزیع ) القیم العلیا(بما أن الاختبار من جانب واحد فقط ومن الیمین  :القیمة الحرجة-
 الجدولیة  Tنستخرج قیمة   0.05 ستودنت وعند مستوى معنویة

tab0 950 141 n 1T T T 01 761
, . , .              

أن قیمة إحصاءة الاختبار المحسوبة بما :القرار calT 01 027. هي أكبر من القیمة الجدولیة،
 tabT 01 761. الفرضیة العدمیة قبول، وهذا یعني)H0 (الفرضیة البدیلة  ورفض)H1(،   وان الفارق

بین متوسط العینة ومتوسط المجتمع ما هو إلا فارق ظاهري لیس له دلالة إحصائیة ولن تعفى الشركة 
  .)0.05α=(من الرقابة الصحیة وذلك عند مستوى معنویة

  :كالتالي) p-value(كما یمكن إثبات صحة القرار باستخدام مستوى المعنویة المشاهدة 
     P Z 01 027 01 F 01 027 01 0 833 0 167P value P T 01 027 01 . . . ..            

Pvalueنلاحظ أن  0 167 0 05. .  نقبل، وبالتالي )H0.(  
دقیقة، تم تطبیق طریقة  50إذا كان متوسط الوقت اللازم لإنجاز الطلبة لاختبار معین هو :10تمرین

طالب وكان متوسط وقت الانجاز للعینة        12جدیدة للاختبار باستخدام الحاسبات الحدیثة من قبل 
  .11.90بانحراف معیاري دقیقة،  42هو 

  :المطلوب
  أكتب فرضیة الاختبار؟ -1
دقیقة  وذلك عند مستوى معنویة  50أختبر فیما إذا كان متوسط الانجاز للطریقة الجدیدة اقل من -2
)=0.05α(؟  
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  :الحل
0                           كتابة فرضیة الاختبار                       -1

1

H 50
H 50

:
:
 
 

                                            

2-  
0Xلدینا من المعطیات : إحصاءة الاختبار 42 S 11 90 n 12 50 1 0 05, . , , .,       وبالتالي فان

cal              إحصاءة الاختبار تكون كالتالي    
0XT

S n 1



  

calأو بشكل مكافئ  
0XT

S n


  

                                                  cal
0 42 50 02 229

11 90 12 1
XT

S n 1
.

.
  







  

و من جدول توزیع ) السفلىالقیم (أن الاختبار من جانب واحد فقط ومن الیسار  بما :القیمة الحرجة-
 الجدولیة  Tنستخرج قیمة   0.05 ستودنت وعند مستوى معنویة

tab0 950 111 n 1T T T 01 796
, . , .                

أن قیمة إحصاءة الاختبار المحسوبة بما :القرار- calT 02 229.  هي أصغر من القیمة الجدولیة،
 tabT 01 796. وهذا یعني رفض الفرضیة العدمیة ،)H0 ( وقبول الفرضیة البدیلة)H1.(    

  :كالتالي) p-value(كما یمكن إثبات صحة القرار باستخدام مستوى المعنویة المشاهدة 

         
     02 23F 02 23 01 01 0 976 0 024P value P T 02 23 F .. . ..            

Pvalueنلاحظ أن  0 024 0 05. .  نرفض، وبالتالي)H0.(  
إختبار الفروض للفرق بین وسطین حسابیین لمجتمعین -03 1 2  مستقلین  

2وتباین   1إذا كان لدینا مجتمعان، الأول یتوزع توزیعا طبیعیا بمتوسط حسابي 
1  والثاني یتوزع ،

2وتباین   2توزیعا طبیعیا بمتوسط حسابي 
2  وأردنا وضع فروض إحصائیة حول الفرق بین ،

متوسطي هذین المجتمعین  1 2   بمتوسط حسابي ، فان توزیع الفرق سوف یخضع للتوزیع الطبیعي

 1 2 1 2X X
     وتباین 1 2

2
X X

2 2
1 2

1 2n n

      وبالتالي فان المتغیر العشوائي)Z (یعطى كالتالي                      :

   
 

1 2 1 2

2 2
1 2

1 2

X X
Z N 0 1

n n

,
   


 

   

وعلى افتراض أننا نرغب في إختبار الفرضیة العدمیة  1 20H =:   ،ضد أي فرضیة بدیلة أخرى
  : ثلاث حالات هي عندئذ هنالك 

2عندما یكون التباینین  :3-1
1 2و

2  وحجم العینتین كبیر معلومین  
إذا أخذت عینتان عشوائیتان مستقلتان عن بعضهما البعض من مجتمعین، الأول یخضع  :40نظریة

2مجهول وتباین  1للتوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي 
1  معلوم، والمجتمع الثاني یخضع للتوزیع
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2مجهول وتباین  2الطبیعي بمتوسط حسابي 
2  1معلوم، وكان حجم العینة الأولىn  كبیرا وحجم العینة

كبیرا أیضا، فان إحصاءة الاختبار للفرضیة   2nالثانیة  1 20H =:   هو  
   

 
1 2 1 2

2 2
1 2

1 2

X X
Z N 0 1

n n

,
   


 

  

  :كأساس لاختبار الفرضیات التالیة) Z(حصاءة لإوبالتالي یمكن استخدام ا
  القرار  إحصاءة الاختبار  الفرضیة الإحصائیة

  :إختبار من طرفین-أ
  

0 0

1 0

H
H

:
:
 
 

  

  
   

cal

1 2 1 2

2 2
1 2

1 2

X X
Z

n n

   


 
  

  إذا كانت) H0(نرفض 
cal tabZ Z     أوcal tabZ Z  
tabبحیث      1 2

Z Z 
   

Pvalueأو إذا كانت     
  :إختبار من طرف واحد- ب
  

0 0

1 0

H
H >

:
:
 
 

  

  
   

cal

1 2 1 2

2 2
1 2

1 2

X X
Z

n n

   


 
  

  إذا كانت) H0(نرفض 
cal tabZ Z  

tabبحیث    1 2
Z Z 

    

Pvalueأو إذا كانت    
  :إختبار من طرف واحد -ج
  

0 0

1 0

H
H

:
:
 
 

  

  
   

cal

1 2 1 2

2 2
1 2

1 2

X X
Z

n n

   


 
  

  إذا كانت) H0(نرفض 
cal tabZ Z   

tabبحیث  1 2
Z Z 

      

Pvalueأو إذا كانت    
یخضع للتوزیع الطبیعي بمتوسط  أولمن مجتمع  22أخذت عینة عشوائیة بسیطة حجمها :11تمرین
1Xمتوسط حسابي  فأعطت، 110تباین  و 1 حسابي 83  وأخذت عینة عشوائیة ثانیة مستقلة عن ،
فأعطت  81وتباین  2من مجتمع ثاني یخضع للتوزیع الطبیعي بمتوسط حسابي  27وحجمها  الأولى

2Xمتوسط حسابي  69   
  :المطلوب

أختبر الفرضیة -1 1 20H =:   مقابل الفرضیة 1 21H :    وذلك عند مستوى معنویة
)=0.05α(؟  
إختبر الفرضیة -2 1 20 10H -:    مقابل الفرضیة 1 21 10H :     وذلك عند مستوى معنویة
)=0.05α(؟  
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  :الحل
1كتابة الفرضیة الإحصائیة                                                    -1 2

1 2

0

1

H
H

:
:
 
 

  

  : إحصاءة الاختبار 
2لدینا من المعطیات  2

1 21 1 2 2X 83 110 n 22 X 69 81 n 27 1 0 05, , , , , , .           وبالتالي فان

          إحصاءة الاختبار تكون كالتالي     
cal

1 2 1 2

2 2
1 2
1 2

83 69 0
04 95

110 81
22 27

X X
Z

n n

.
 

 


   


 
          

و من جدول التوزیع ) القیم العلیا(بما أن الاختبار من جانب واحد وفي الجانب الأیمن  :القیمة الحرجة-
الجدولیة       Zنستخرج قیمة  0.05وعند مستوى معنویة ) Z(الطبیعي المعیاري 

1 0 05 0 951 tabZ Z Z Z 01 645. . .      
أن قیمة إحصاءة الاختبار المحسوبة بما :القرار calZ 04 95. هي أكبر من القیمة الجدولیة،

 tabZ 01 645. وهذا یعني رفض الفرضیة العدمیة ،)H0 ( وقبول الفرضیة البدیلة)H1( وذلك عند ،
  .0.05مستوى معنویة 

1كتابة الفرضیة الإحصائیة                               -2 2

1 2

0

1

10
10

H
H

:
:





 
 

                                              

     إحصاءة الاختبار تكون كالتالي  :إحصاءة الاختبار

                                             
cal

1 2 1 2

2 2
1 2
1 2

83 69 10
01 41

110 81
22 27

X X
Z

n n

.
 

 


   


 
  

و من جدول التوزیع ) القیم العلیا(بما أن الاختبار من جانب واحد وفي الجانب الأیمن  :القیمة الحرجة-
الجدولیة       Zنستخرج قیمة  0.05وعند مستوى معنویة ) Z(الطبیعي المعیاري 

1 0 05 0 951 tabZ Z Z Z 01 645. . .     
بما أن قیمة إحصاءة الاختبار المحسوبة:القرار calZ 01 41. هي أصغر من القیمة الجدولیة،

 tabZ 01 645. وهذا یعني قبول الفرضیة العدمیة ،)H0 ( ورفض الفرضیة البدیلة)H1( أي انه لا ،
  .0.05وذلك عند مستوى معنویة  10یوجد دلالة بان الفرق بین الوسطین یزید عن 

في مدینة ما، والتي تخضع الأجور  )Bو A(للمقارنة بین الأجور الیومیة للعمال في شركتین  :12تمرین
فیها للتوزیع الطبیعي بحیث  1 1X N 160,و 2 2X N 90, على الترتیب، اختیرت عینة عشوائیة

ون، واختیرت عینة  25أن متوسط أجورهم بلغ  عامل، وتبین)n1=64(بحجم ) A(من عمال الشركة 
  .ون 15عامل وتبین أن متوسط أجورهم بلغ ) n2=36(بحجم ) B(عشوائیة من عمال الشركة 
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  :المطلوب
یختلف عن متوسط الأجور ) A(هل یمكن الاستنتاج بأن متوسط الأجور الیومیة للعمال في الشركة-1

  ؟)0.05α=(وذلك عند مستوى معنویة) B(الیومیة للعمال في الشركة
  :الحل

1الفرضیة الإحصائیة المراد اختبارها هي                                  2

1 2

0

1

H
H

:
:
 
  

  

  : إحصاءة الاختبار
2لدینا من المعطیات  2

1 21 1 2 2X 25 160 n 64 X 15 90 n 36 1 0 05, , , , , , .           وبالتالي فان

إحصاءة الاختبار تكون كالتالي        
cal

1 2 1 2

2 2
1 2
1 2

04 47
X X 25 15 0

Z
160 90
64 36n n

. 
     


 

            

وعند مستوى ) Z(بما أن الاختبار من جانبین و من جدول التوزیع الطبیعي المعیاري  :القیمة الحرجة-
0الجدولیة                  Zنستخرج قیمة  0.05معنویة  975 tab1 2

Z Z Z 01 960. .
    

ـــــرار بمـــــا أن قیمـــــة إحصـــــاءة الاختبـــــار المحســـــوبة:الق calZ 04 47. هـــــي أكبـــــر مـــــن القیمـــــة الجدولیـــــة،
 tabZ 01 960. وهـــذا یعنـــي رفـــض الفرضـــیة العدمیـــة ،)H0 ( وقبـــول الفرضـــیة البدیلـــة)H1( ممـــا یـــدل ،

وفقـا )B(یختلـف  عـن متوسـط الأجـور  الیومیـة لعمـال الشـركة ) A(على أن متوسط  الأجور فـي الشـركة 
  .0.05لمعطیات العینة وذلك عند مستوى معنویة 

  :كالتالي) p-value(باستخدام مستوى المعنویة المشاهدة كما یمكن إثبات صحة القرار 

                     
 
       

 

P value P Z 04 47 Z 04 47

F 04 47 01 F 04 47 01 F 04 47 01 F 04 47
02 02F 04 47 02 02 01 0

. .

. . . .
.

     

       

     

   

Pvalueنلاحظ أن  0 0 05.  وبالتالي نرفض ،)H0.(  
2یكون التباینین عندما :3-2

1 2و
2   العینتین كبیرمجهولین وحجم  

بافتراض أن لدینا مجتمعین یتوزعان توزیعا طبیعیـا الأول هـو  :05نظریة 2
11 1X N ,    وكـلا منهمـا

مجهــول، والثــاني  2
22 2X N ,   وكــان أیضــا مجهــولین، وســحبنا جمیــع أزواج العینــات المســتقلة عــن

توزیـع (وكان حجم العینتین كبیر جدا فان التوزیع الاحتمالي ، )n2(و ) n1(بعضهما البعض على التوالي 
  :للاحصاءة یعطى كالتالي) المعاینة

          2 2
1 2

1 2

1 2 1 2

S S
n 1 n 1

X X
N 01Z ,

 

   
         أو بشكل مكافئ   

1 2

1 2

1 2 1 2

S S
n n

X X
Z N 01,

 
  
 



   
   
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  :وعلیه یمكن استخدام هذه الإحصاءة لاختبار الفرضیات التالیة
  القرار  الاختبار إحصاءة  الفرضیة الإحصائیة

  :إختبار من طرفین-أ
  
  

0 0

1 0

H
H

:
:
 
 

  

   
cal 2 2

1 2

1 2

1 2 1 2

S S
n 1 n 1

X X
Z

 

   
  

  أو بشكل مكافئ
   

cal

1 2

1 2

1 2 1 2

S S
n n

X X
Z

 



  
  

  إذا كانت) H0(نرفض 
  

cal tabZ Z  أوcal tabZ Z  
tabبحیث      1 2

Z Z 
   

  
Pvalueأو إذا كانت    

  :إختبار من طرف واحد- ب
  
  

0 0

1 0

H
H >

:
:
 
 

  

   
cal 2 2

1 2

1 2

1 2 1 2

S S
n 1 n 1

X X
Z

 

  
  

  أو بشكل مكافئ
   

cal

1 2

1 2

1 2 1 2

S S
n n

X X
Z

 



   


 

 إذا كانت) H0(نرفض 
cal tabZ Z 

  
tabبحیث    1 2

Z Z 
   

  
Pvalueأو إذا كانت    

  :إختبار من طرف واحد -ج
  

0 0

1 0

H
H

:
:
 
 

  

   
cal 2 2

1 2

1 2

1 2 1 2

S S
n 1 n 1

X X
Z

 

  
  

  أو بشكل مكافئ
   

cal

1 2

1 2

1 2 1 2

S S
n n

X X
Z

 



   


 

  إذا كانت) H0(نرفض 
cal tabZ Z 

  
tabبحیث  1 2

Z Z 
    

   
Pvalueأو إذا كانت    

والتي تخضع الرواتب فیها إلى  بو  أللمقارنة بین رواتب أعضاء هیئة التدریس في جامعة  :13تمرین
 التوزیع الطبیعي 2

11 1X N ,  و 2
22 2X N ,   على الترتیب، اختیرت عینة عشوائیة من أساتذة

ون، واختیرت  250ون، وتباین قدره  100وتبین أن متوسط رواتبهم بلغ ، )n1=50(جامعة أ بحجم 
ون وتباین  120متوسط رواتبهم بلغ  أن، وتبین )n2=60(بحجم " ب"عینة عشوائیة من أساتذة جامعة 

  .ون 360قدره 
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  :المطلوب
  :أختبر الفرضیات التالیة-1
عن متوسط رواتب نظرائهم في جامعة  یختلف" أ"متوسط رواتب أعضاء هیئة التدریس في جامعة  -1
  ؟)0.05α=(وذلك عند مستوى معنویة " ب"
" ب"یقل عن متوسط رواتب نظرائهم في جامعة " أ"متوسط رواتب أعضاء هیئة التدریس في جامعة  -2

  ؟)0.05α=(وذلك عند مستوى معنویة 
" ب"یزید عن متوسط رواتب نظرائهم في جامعة " أ"متوسط رواتب أعضاء هیئة التدریس في جامعة  -3

  ؟)0.05α=(وذلك عند مستوى معنویة 
  :الحل

1                                 :الفرضیة الإحصائیة المطلوب اختیارها هي-1 2

1 2

0

1

H
H

:
:
 
  

  

  : إحصاءة الاختبار
2لدینا من المعطیات  2

1 21 1 2 2X 100 S 250 n 50 X 120 S 360 n 60 1 0 05, , , , , , .         وبالتالي

          إحصاءة الاختبار تكون كالتاليفان       
cal 2 2

1 2

1 2

1 2 1 2 100 120 0
0597

250 360S S
50 1 60 1n 1 n 1

X X
Z .

 
 
   

 
   

 
  

وعند مستوى ) Z(بما أن الاختبار من جانبین و من جدول التوزیع الطبیعي المعیاري  :القیمة الحرجة-
0الجدولیة                  Zنستخرج قیمة  0.05معنویة  975 tab1 2

Z Z Z 01 960. .
    

بمــــا أن قیمــــة إحصــــاءة الاختبــــار المحســــوبة:القــــرار calZ 05 97.  مــــن القیمــــة الجدولیــــة  أصــــغر،هــــي
 tabZ 01 960.  وهــذا یعنــي رفــض الفرضــیة العدمیــة ،)H0 ( وقبــول الفرضــیة البدیلــة)H1( ممــا یــدل ،
وفقــا لمعطیــات "ب"الرواتــب فــي الجامعــة یختلــف  عــن متوســط "أ"الرواتــب فــي الجامعــة علــى أن متوســط  

  .0.05العینة وذلك عند مستوى معنویة 
1                                    :الفرضیة الإحصائیة المطلوب اختیارها هي -2 2

1 2

0

1

H
H

:
: 

 
 

  

calحصاءة هي الإسبق نعلم أن  مما: إحصاءة الاختبار 0597Z .  
، ومن جدول )القیم السفلى(بما أن الاختبار من جانب واحد فقط ومن جهة الیسار   :القیمة الحرجة-

 الجدولیة Zنستخرج قیمة  0.05التوزیع الطبیعي المعیاري وعند مستوى معنویة 
1 0 950 tabZ Z Z 01 645. .        

قیمــــة إحصــــاءة الاختبــــار المحســــوبة ا أنبمــــ:القــــرار calZ 05 97.  هــــي أصــــغر مــــن القیمــــة الجدولیــــة،
 tabZ 01 645.  وهــذا یعنــي رفــض الفرضــیة العدمیــة ،)H0 ( وقبــول الفرضــیة البدیلــة)H1( ممــا یــدل ،
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وفقا لمعطیات العینة "ب"یقل عن متوسط الرواتب في الجامعة " أ "على أن متوسط  الرواتب في الجامعة 
  .0.05وذلك عند مستوى معنویة 

1                                  :الفرضیة الإحصائیة المطلوب اختیارها هي -3 2

1 2

0

1

H
H

:
: 

 
 

                           

calحصاءة هي الإسبق نعلم أن  مما: إحصاءة الاختبار 0597Z . 
، ومن جدول )العلیاالقیم ( الیمینبما أن الاختبار من جانب واحد فقط ومن جهة   :القیمة الحرجة-

 الجدولیة Zنستخرج قیمة  0.05التوزیع الطبیعي المعیاري وعند مستوى معنویة 
1 0 950 tabZ Z Z 01 645. .     

ا أن قیمــــة إحصــــاءة الاختبــــار المحســــوبةبمــــ:القــــرار calZ 05 97.  هــــي أصــــغر مــــن القیمــــة الجدولیــــة،
 tabZ 01 645. وهـــذا یعنـــي قبـــول الفرضـــیة العدمیـــة ،)H0 ( ورفـــض الفرضـــیة البدیلـــة)H1( ممـــا یـــدل ،

وفقا لمعطیات العینة "ب"عن متوسط الرواتب في الجامعة  یقل" أ "على أن متوسط  الرواتب في الجامعة 
  .0.05وذلك عند مستوى معنویة 

2التباینین  عندما یكون 3-3
1 2و

2  مجهولین وحجم العینتین صغیر  
2عندما یكون

1 2و
2  العینتین صغیر فننا نمیز حالتین موحج  مجهولین:  

عندما یكون التباینان مجهولین ومتساویین : الأولىالحالة  2 2 2
1 2    

الأول هـو  طبیعیـابافتراض أن لدینا مجتمعین یتوزعان توزیعا  :60نظریة 2
11 1X N ,    وكـلا منهمـا

مجهــــول، والثــــاني  2
22 2X N ,  ذا كــــان معلــــوم مســــبقا بــــأن وكــــان أیضــــا مجهــــولین، وإ 2 2

1 2  
، وكـــان حجـــم )n2(و ) n1(جمیـــع أزواج العینـــات المســـتقلة عـــن بعضـــهما الـــبعض علـــى التـــوالي  وســـحبنا

  :للاحصاءة یعطى كالتالي) توزیع المعاینة(العینتین صغیر فان التوزیع الاحتمالي 
   1 2 1 2

p
1 2

X X
T

1 1S n n

   



  

 حیث ) V=n1+n2-2(وبدرجات حریة تساوي ) t(والذي یتبع توزیع یطلق علیه توزیع ستودنت 

                               
   

   
2
p

2 2
1 1 2 2

1 2

2 2
1 1 2 2

1 2
S

n 1 S n 1 S
n 1 n 1

n S n S
n n 2

 

 
  

  


   

  :یمثل التباین المشترك للعینتین، وعلیه یمكن استخدام هذه الإحصاءة لاختبار الفرضیات التالیة
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  القرار  إحصاءة الاختبار  الفرضیة الإحصائیة
  :إختبار من طرفین-أ
  

0 0

1 0

H
H

:
:
 
 

  

  
   

cal

1 2 1 2

p
1 2

X X
T

1 1S n n

   



  

  إذا كانت) H0(نرفض 
cal tabT T     أوcal tabT T  

بحیث     

1 2
tab n n 021 2

T T
,  

  

Pvalueأو إذا كانت     
  :إختبار من طرف واحد- ب
  

0 0

1 0

H
H >

:
:
 
 

  

  
   

cal

1 2 1 2

p
1 2

X X
T

1 1S n n

   



  

  إذا كانت) H0(نرفض 
cal tabT T  

بحیث    
1 2

tab n n 021 2
T T

,  
  

Pvalueأو إذا كانت    
  :إختبار من طرف واحد -ج
  

0 0

1 0

H
H

:
:
 
 

  

  
   

cal

1 2 1 2

p
1 2

X X
T

1 1S n n

   



  

  إذا كانت) H0(نرفض 
cal tabT T   
  بحیث 

 
1 2

tab n n 021 2
T T

,  
  

Pvalueأو إذا كانت    
عینتان عشوائیتان من توزیعین مستقلین ویخضعان للتوزیع الطبیعي بحیث  :14تمرین 2

11 1X N ,   
و  2

22 2X N ,   و كانت 2 2
1 2   و مجهولتان ووجد أن حجم العینة الأولى هو)n1=64(،  

والمتوسط  09بتباین  16، وكان المتوسط الحسابي للعینة الأولى هو )n2=49(وحجم العینة الثانیة هو 
  16بتباین  20الحسابي للعینة الثانیة هو 

  :المطلوب
0إختبر الفرضیة -1 1 2H 0:    0.05=(مقابل الفرضیات التالیة وذلك عند مستوى معنویةα(؟  
1-أ 21H :    

1- ب 21H :    
1-ج 21H :    

  :الحل
1                                :الفرضیة الإحصائیة المطلوب اختیارها هي-أ 2

1 2

0

1

H
H

:
:
 
  
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  : إحصاءة الاختبار
2لدینا من المعطیات  2

1 21 1 2 2X 16 S 09 n 15 X 12 S 16 n 10 1 0 05, , , , , , .         وبالتالي فان

إحصاءة الاختبار تكون كالتالي          
cal

1 2 1 2

p
1 2

X X
T

1 1S n n

   



            

:نحسب أولا تباین العینة المشترك كالتالي
 

     2
p

2 2
1 1 2 2

1 2

15 09 10 16
12 82

15 10 02
S

n S n S
n n 02 .


 

 



   

                       إذن       

 
cal

1 2 1 2

p
1 2

16 20 0
02 74

1 103 58
15 10

X X
T

1 1S n n

.
.

 
  



   



  

      نجد) 23(توزیع ستودنت وعند درجة حریة بما أن الاختبار من جانبین و من جدول  :القیمة الحرجة-
                           

1 2
0 05 0 975 231 15 10 022

n n 021 2
02 069T TT

, . . ,,
.

   
    

الاختبــــار المحســــوبةبمــــا أن قیمــــة إحصــــاءة :القــــرار calT 02 74.  هــــي أصــــغر مــــن القیمــــة الجدولیــــة،
 tabT 02 069.  وهذا یعني رفض الفرضیة العدمیة ،)H0 ( وقبول الفرضیة البدیلة)H1.(  

1                                :الفرضیة الإحصائیة المطلوب اختیارها هي -ب 2

1 2

0

1

H
H

:
:
 
 

  

cal  لدینا مما سبق: إحصاءة الاختبار 02 74T .  
بما أن الاختبار من جانب واحد فقط ومن جهة الیمین ومن من جدول توزیع ستودنت  :القیمة الحرجة-

نجد            ) 23(وعند درجة حریة 
1 2 1 0 05 15 10 02 0 950 23n n 021 01 714T TT

, . , . , .        

المحســـوبةبمـــا أن قیمـــة إحصـــاءة الاختبـــار :القـــرار- calT 02 74.  هـــي أصـــغر مـــن القیمـــة الجدولیـــة،
 tabT 01 714. وهذا یعني قبول الفرضیة العدمیة ،)H0 ( ورفض الفرضیة البدیلة)H1.(  

1                                :الفرضیة الإحصائیة المطلوب اختیارها هي -ج 2

1 2

0

1

H
H

:
:
 
 

  

cal  لدینا مما سبق: إحصاءة الاختبار 02 74T .  
بما أن الاختبار من جانب واحد فقط ومن جهة الیسار ومن من جدول توزیع ستودنت  :القیمة الحرجة-

نجد  ) 23(وعند درجة حریة 
1 2 1 0 05 15 10 02 0 950 23n n 021 01 714T TT

, . , . , .        

بما أن قیمة إحصاءة الاختبار المحسوبة:القرار- calT 02 74.  هي أصغر من القیمة الجدولیة،
 tabT 02 069.  وهذا یعني رفض الفرضیة العدمیة ،)H0 ( وقبول الفرضیة البدیلة)H1.(  
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2متساویین غیر  یكون التباینان مجهولین وعندما  :الحالة الثانیة
1  2

2  
بافتراض أن لدینا مجتمعین یتوزعان توزیعا طبیعیا الأول هو  :07نظریة 2

11 1X N ,    وكلا منهما
مجهول، والثاني  2

22 2X N ,   وكان أیضا مجهولین، ففي هذه نقدر تباین كل مجتمع بتباین العینة
2المسحوبة منه، أي نقدر تباین المجتمع الأول 

1   2بتباین العینة المسحوبة منه
1S  ونقدر تباین ،

2المجتمع الثاني 
2   2بتباین العینة المسحوبة منه

2S نتحصل على إحصاءة الاختبار التالیة ،:  

                                                

   
cal 2 2

1 2

1 2 1 2

1 2

X X
T

S S
n n

   



  

  :تعطى كالتالي) V(وهذا التوزیع قریب من التوزیع الاحتمالي لستودنت بدرجة حریة  

                                                                  

   
   

2
2 2
1 1 2 2

2 2
2 2
1 1 2 2

1 2

S n S n
V

S n S n
n 1 n 1

 
 
 




 

  

في الجدول السابق مع مراعاة  إلیها الإشارةوسیكون القرار لكل فرضیة من الفرضیات السابقة كما سبق 
  .درجة الحریة فقط

  بفرض أن البیانات التالیة تم الحصول علیها من عینتین عشوائیتین مستقلتین :15تمرین
2 :المجتمع الأول

1 1 1X 24 20 S 10 n 15. , ,   2 :المجتمع الثاني
2 2 2X 23 90 S 20 n 10. , ,    

2وعلى افتراض أن 
1  2

2 والمجتمعین طبیعیین  
  :المطلوب

1      ر الفرضیة التالیةبأخت-1 2

1 2

0

1

H
H

:
:
 
  

  ؟)0.01α=(وذلك عند مستوى معنویة       

  :الحل
  0.01إختبار الفرضیة التالیة عند مستوى معنویة 

حیث أن تباین المجتمعین غیر متساویین، وعلیه فإن إحصاءة الاختبار تكون :الاختبارإحصاءة  -

كالآتي                    
cal 2 2

1 2

1 2 1 2

1 2

X X 24 20 23 90 0
T 0 1873

10 20S S
15 10n n

. .
.

     
  


  

بما أن الاختبار من جانبین و یخضع  لتوزیع ستودنت، نستخرج أولا درجة الحریة  :القیمة الحرجة-
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كالتالي                           
   
   

   
   

2
2 2
1 1 2 2

2 2
2 2
1 1 2 2

1 2

2

2 2 15
S n S n

V
S n S n
n 1 n 1

10 15 20 10

10 15 20 10
15 1 10 1

   
   
   




 




 

  

  :كما یلي 15ویتم استخراج قیمة ستودنت الجدولیة عند درجة حریة 

                                             tabV 0 01 0 995 151 152
1 2

02 947T TT T
, . . ,,

.



    

ـــرار- بمـــا أن قیمـــة إحصـــاءة الاختبـــار المحســـوبة:الق calT 0 1873. هـــي أصـــغر مـــن القیمـــة الجدولیـــة،
 tabT 02 947.  الفرضیة العدمیة قبول، وهذا یعني)H0 ( الفرضیة البدیلة  رفضو)H1.(  

إختبار الفروض للفرق بین وسطین حسابیین لمجتمعین -40 1 2  مرتبطین  
أن  نفرض :08نظریة 2

1 1X N ,  و 2
2 2Y N ,   المجتمعان مرتبطان وسحبت من كل وكان

بحیث عینة المجتمع الأول هي ) n(مجتمع عینة حجمها  1 2 3 nX X X X, , وعینة المجتمع الثاني  ..................
هي 1 2 3 nY Y Y Y, , القیمتین المتناظرتین في العینتین،إذا كانت  iYو iXبحیث تمثل ، بحیث ......................

الفروق بین قیم العینتین المتناظرتین هي  1 2 3 nd d d d, , iحیث  ................. i id X Y   لجمیع قیم
i=1,2,3,………….nفان ، 1 2 3 nd d d d, , تشكل عینة الفروق ویمكن النظر لهذه العینة  .................

1على أنها عینة عشوائیة من مجتمع طبیعي وسطه الحسابي  nالتي حجمها  2d    2وتباینه
d ،

2وتباینها هو  dولنفرض ان وسط العینة هو 
dS  ذا رغبنا في اختبار تساوي وسطي المجتمعین امام ، وإ

0الفرضیة التالیة 1 2H :    0كما یمكن صیاغتها بطریقة أخرى هي dH 0:    وتاخذ الفرضیة
  :البدیلة احدى الصور الثلاث التالیة

                                                               
1 d1 1 2

1 1 2 1 d

1 1 2 1 d

H 0H
H H 0
H H 0

::
: :
: :




 
 
 

   
    
   

   

  :الحالتین التالیتینونمیز  
nحجم العینة  :الحالة الاولى 30 2و

d مجهول   

إحصاءة الاختبار هي             في هذه الحالة فان  d d
cal

d d

d

d

d dZ N 0 1S S
n 1 n

d
,

 
 






  

بحیث                                                              
 

 
2 22
d d

n

i
i 1

d

2
d

S S
n n 1 n

d
E d n

V d




 


 

 



  
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 
 

 
2n

in
i 12

i
i 1

n n2
2

i i 2
2 i 1 i 1
d

n 2

i2
i 1

d

d
d

n

d d d
S d

n n

d d 1S
n 1 n 1





 






  
  
    
  
 


  


 

 




 

   

  وسیكون القرار في حالة إختبار من طرفین او من طرف واحد كما تم التطرق له في حالة اختبار
  2في الفقرة ) µ(المتوسط الحسابي للمجتمع 

nحجم العینة  :الحالة الثانیة 30 2و
d مجهول  

cal                             إحصاءة الاختبار هي  في هذه الحالة فان
d d

d d

d dT S S
n 1 n


 

 



      

وسیكون القرار في حالة الاختبار من طرفین او من طرف واحد كما تم التطرق له في حالة إختبار  
  3-2في الفقرة ) µ(المتوسط الحسابي للمجتمع 

إذا كان  :16تمرین 2
1 1X N ,  و 2

2 2Y N ,   وكان المجتمعان مرتبطان وسحبت من كل
والانحراف المعیاري  180وكان مجموع الفروق بین القیم المتناظرة للعینتین هو  30مجتمع عینة حجمها 

  09للفروق هو 
  :المطلوب

  ؟)0.05α=(هل یمكن القول أن المجتمعین لهما نفس المتوسط عند مستوى معنویة-1
  :الحل

0                   :الفرضیة الإحصائیة المطلوب اختیارها هي -1 d0 1 2

1 1 2 1 d

H 0H
H H 0

::
: :

 
 
  

   


   
   

، وبما أن الاختبار المعیاري نستخدم التوزیع الطبیعي 30بما أن حجم العینة هو : رإحصاءة الاختبا -
لدینا و حسب المعطیات   من جانبین

30

1 2 i d
i 1

1 0 05n n 30 d 180 S 09n ., , ,


       

إذن إحصاءة الاختبار هي                            d d
cal

d d

d

d

d dZ N 0 1S S
n 1 n

d
,

 
 






  

كالتالي                                          dنستخرج أولا قیمة 
n

i
i 1

d 180d d 06
n 30

   

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dمحسوبة هي                                    ال Zإذن قیمة  
cal

d

06 0 03 5909
30 1

dZ S
n 1

. 








  

بما أن الاختبار من جانبین و من جدول توزیع الطبیعي المعیاري وعند مستوى معنویة  :القیمة الحرجة-
0نستخرج القیمة الحرجة كالتالي                 0.05 05 0 975tab 1 12 2

Z Z Z Z 01 960. . . 
      

بمـــــا أن قیمـــــة إحصـــــاءة الاختبـــــار المحســـــوبة  :القـــــرا calZ 03 59. هـــــي أكبـــــر مـــــن القیمـــــة الجدولیـــــة،
 tabZ 01 960.  العدمیة، وهذا یعني رفض الفرضیة)H0 ( وقبول الفرضیة البدیلة)H1( وبالتالي نعبر ،

  .0.05انه یوجد فرق معنوي بین متوسطي المجتمعین وفقا لمعطیات العینة وذلك عند مستوى معنویة 
  :كالتالي) p-value(كما یمكن إثبات صحة القرار باستخدام مستوى المعنویة المشاهدة 

                     
 
       

 

P value P Z 03 59 Z 03 59

F 03 59 01 F 03 59 01 F 03 59 01 F 03 59
02 02F 03 59 02 02 0 99983 0 00034

. .

. . . .
. . .

     

       

     

   

Pvalueنلاحظ أن  0 00034 0 05. .  ، وبالتالي نرفض)H0.(  
عشر أشخاص یربون في تخفیض أوزانهم، اشتركوا في نظام غذائي للمساعدة في تخفیض  :17تمرین

  :الوزن فكانت أوزانهم قبل وبعد الاشتراك في النظام كالآتي
  10  09  08  07  06  05  04  03  02  01  رقم الشخص
  82  47  67  68  53  92  37  39  53  62  قبل الاشتراك
  80  45  65  70  55  90  35  40  50  60  بعد الاشتراك

  :المطلوب
هل أدى الاشتراك في النظام الغذائي إلى تخفیض متوسط الوزن؟ وذلك عند مستوى -1

  ؟)0.05α=(معنویة
  :الحل

0                   :الفرضیة الإحصائیة المطلوب اختیارها هي -1 d0 1 2

1 1 2 1 d

H 0H
H H 0

::
: :

 
 
  

   


   
  

وتباین المجتمع مجهول نستخدم توزیع  30اقل من  بما أن حجم العینة هو: رإحصاءة الاختبا -

calوتعطى إحصاءة الاختبار كالتالي     ) V=n-1(ستودنت بدرجة حریة 
d d

d d

d dT S S
n 1 n


 

 


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2و   dلحساب احصاءة الاختبار نحسب أولا 
dS  

iX  iY  i  الأشخاص i id X Y   2
id   2id d  

01  62  60  +02 04 01  
02  53  50  +03  09 04  
03  39  40  -01  01 04  
04  37  35  +02  04 01  
05  92  90  +02  04 01  
06  53  55  -02  04 09  
07  68  70  -02  04 09  
08  67  65  +02 04 01 
09  47  45  +02 04 01 
10  82  80  +02 04 01 

  32 42  10+  ------  ------  المجموع

               
n

i
i 1 10 01

10

d
d n d   


 

     

 
   

   

2

2n

2in
i 12

i
i 1

n n2
2

i i 2
2 2i 1 i 1
d d

n 2

i2 2
i 1

d d

42 01 03 20
10

d
101d 42 03 55

n 10 1 10

d d d
S d Sn n

d d
1S Sn 1 n 1

.

.



 

 


                
 
 

  



    



   


 

 




 



         

  إذن قیمة ستونت المحسوبة هي     

                           cal cal
d d

d d

01 0 01 0 01 6801 78 01 88
10 01 10

d dT TS S
n 1 n

.. .
   



 
  



   

بما أن الاختبار من جانب واحد فقط ومن جهة الیسار ومن من جدول توزیع ستودنت  :القیمة الحرجة-
1    نجد  ) 09(وعند درجة حریة  0 05 10 1 0 950 091 n 1 01 833T TT . , . ,, .      
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بما أن قیمة إحصاءة الاختبار المحسوبة:القرار- calT 01 68. هي أصغر من القیمة الجدولیة،
 tabT 01 833.  وهذا یعني قبول الفرضیة العدمیة ،)H0 ( ورفض الفرضیة البدیلة)H1( وبالتالي ،

وفقا لمعطیات العینة وذلك عند مستوى معنویة  فان النظام الغذائي لم یؤدي إلى تخفیض متوسط الوزن
0.05.  

  )P(إختبار الفروض حول النسبة -5
من المحاولات ) n(متغیر عشوائي متقطع یمثل عدد حالات النجاح في ) X(إذا كان لدینا  :09نظریة

، أي أن المتغیر العشوائي یخضع لتوزیع ذي الحدین بالمعلمتین )P(المستقلة باحتمال نجاح قدره
 X Ben np npq, وفي حالات كون عدد المحاولات ،)n (كبیرا جدا، وان احتمال نجاح المحاولة)P (
لیس صغیرین جدا، ففي هذه الحالة إن توزیع ثنائي الحدین یقترب من التوزیع الطبیعي ) q(أو فشلها 
، وفقا إلى نظریة النهایة المركزیةكبیرة) n(عندما تكون )Z(المعیاري  np 05 nq 05,   فإن توزیع

  :تعطى كما یلي) Z(المعاینة للإحصاءة 

                                     
       

X PX np n
np 1 p P 1 P n 1 P

P PZ N 0 1
P n

,
  

  
    

یتبع التوزیع الطبیعي المعیاري ، وبالتالي یمكن استخدام هذه الاحصاءة لإختبار الفرضیات الخاصة 
  :معینة وذلك كما یليبنسبة عناصر المجتمع الإحصائي التي تحمل صفة 

  القرار  إحصاءة الاختبار  الفرضیة الإحصائیة 
  :إختبار من طرفین-أ
  

0 0

1 0

H P P
H P P

:
:




  

  

 
0

0 0

cal 1 P
P PZ

P n




  

  إذا كانت) H0(نرفض 
cal tabZ Z     أوcal tabZ Z  
tabبحیث      1 2

Z Z 
   

Pvalueأو إذا كانت     
  :إختبار من طرف واحد- ب

  
0 0

1 0

H P P
H P>P

:
:

  

  

 
0

0 0

cal 1 P
P PZ

P n




  

  إذا كانت) H0(نرفض 
cal tabZ Z  

tabبحیث    1 2
Z Z 

    

Pvalueأو إذا كانت    
  :إختبار من طرف واحد -ج
  

0 0

1 0

H P P
H P P

:
:




  

  

 
0

0 0

cal 1 P
P PZ

P n




  

  إذا كانت) H0(نرفض 
cal tabZ Z   

tabبحیث  1 2
Z Z 

      

Pvalueأو إذا كانت    
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بلغت  إنتاجهاالتالفة في  الأجهزةنسبة  أنالالكترونیة  الأجهزة إنتاجأدعت إحدى شركات  :18تمرین
الالكترونیة المجهزة من قبل  الأجهزة، قام احد الوكلاء المعتمدین لهذه الشركة باختیار عینة من 04%

  .جهازا 45التالفة كان  الأجهزةعدد  أنجهاز وتم فحصها، فتبین للوكیل  500الشركة قوامها 
  :المطلوب

وذلك عند مستوى معنویة   هل یمكن الاستنتاج بان الشركة صادقة في إدعائها مع الوكیل،-1
)α=0.05(؟  

  :الحل
0                             :هي الفرضیة الإحصائیة المطلوب اختیارها -1

1

0 04
0 04

H P
H P>

.
.

:
:

             

سوف نستخدم إحصاءة التوزیع الطبیعي  30أكبر من  بما أن حجم العینة هو: رإحصاءة الاختبا -

                             :المعیاري التالیة
 

0

0 0

cal 1 P
P PZ

P n




 

0Pلدینا من المعطیات  0 04 n 500 X 45 1 0 05. , , , .     
Pحصاءة نحسب أولا نسبة عدد الأجهزة التالفة في العینة لإلحساب ا

   
                                                                       X 45P 0 09

n 500
.


     

                               إذن   
   

0

0 0

cal
0 09 0 04 05 70

1 P 0 04 1 0 04 500
P PZ

P n
. . .

. .


 

 
 

بما أن الاختبار من جانب واحد فقط ومن جهة الیمین و من جدول توزیع الطبیعي  :القیمة الحرجة-
نستخرج القیمة الحرجة كالتالي                 0.05المعیاري وعند مستوى معنویة 

1 1 0 05 0 950tabZ Z Z Z 01 645. . .       
ـــــرار ا أن قیمـــــة إحصـــــاءة الاختبـــــار المحســـــوبةبمـــــ:الق calZ 05 70. هـــــي أكبـــــر مـــــن القیمـــــة الجدولیـــــة،

 tabZ 01 645.  العدمیــة، وهـذا یعنــي رفــض الفرضـیة)H0 ( وقبــول الفرضـیة البدیلــة)H1( یعنــي   ، ممــا
  .0.05وفقا لمعطیات العینة وذلك عند مستوى معنویة أن الشركة غیر صادقة في إدعائها مع الوكیل 

المرئیة التي تنتجها شركة الإلكترونیات یتم إرجاعها بسبب  الأجهزةمن  %15 أنإذا علمت  :19تمرین
یار غوجود خلل بها، وفي محاولة للتغلب على هذه المشكلة قامت الشركة بتعدیل في بعض قطع ال

منها للشركة وذلك  30جهاز حیث تم إرجاع  250ثم قامت بتسویق عینة عشوائیة من  للإنتاجاللازمة 
  .بسبب خلل بها

  :المطلوب
  ؟)α=0.01(الشركة عند مستوى معنویة  إنتاجهل یمكن القول بأن هناك تحسن في -1
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  :الحل
0                             :الفرضیة الإحصائیة المطلوب اختیارها هي -1

1

0 15
0 15

H P
H P<

.
.

:
:

              

سوف نستخدم إحصاءة التوزیع الطبیعي  30أكبر من  بما أن حجم العینة هو: رإحصاءة الاختبا -

                             :المعیاري التالیة
 

0

0 0

cal 1 P
P PZ

P n




 

0Pلدینا من المعطیات  0 15 n 250 X 30 1 0 01. , , , .     
Pلحساب الإحصاءة نحسب أولا نسبة عدد الأجهزة التالفة في العینة 

   
                                                                       X 30P 0 12

n 250
.


     

إذن                                  
   

0

0 0

cal
0 12 0 15 01 33

1 P 0 15 1 0 15 250
P PZ

P n
. . .

. .


  

 
 

بما أن الاختبار من جانب واحد فقط ومن جهة الیسار و من جدول توزیع الطبیعي  :القیمة الحرجة-
نستخرج القیمة الحرجة كالتالي                 0.01المعیاري وعند مستوى معنویة 

1 1 0 01 0 990tabZ Z Z Z 02 326. . .          
ا أن قیمة إحصاءة الاختبار المحسوبةبم:القرار calZ 01 33.  هي أصغر من القیمة الجدولیة،

 tabZ 02 326.   الفرضیة العدمیة قبول، وهذا یعني)H0 ( الفرضیة البدیلة  رفضو)H1(  مما  یعني ،
  .0.05وفقا لمعطیات العینة وذلك عند مستوى معنویة  ه لم یطرأ  تحسن على إنتاج الشركةأن
إختبار الفرق بین نسبتي مجتمعین -6 1 2P P   

إذا كانت لدینا :10نظریة 
11 2 3 nX X X X, ,  تمثل عینة عشوائیة من مجتمع ذي الحدین بالمعلمتین ..................

 1 1 1 1 1 1X Ben n P n p q,  1حیثP  تمثل نسبة عناصر المجتمع التي تحمل الصفة قید الدراسة، وكانت
X1  تمثل عدد هذه العناصر، وكانت لدینا 

21 2 3 nX X X X, , عینة عشوائیة من مجتمع ذي الحدین ..................
بالمعلمتین 2 2 2 2 2 2X Ben n P n P q,  2حیثP  تمثل نسبة عناصر هذا المجتمع التي تحمل الصفة

تمثل عدد هذه العناصر، وكان حجم العینتین كبیرا بحیث یمكن استخدام التقریب  X2قید الدراسة، وكانت 
الطبیعي لتوزیع ذي الحدین وكانت العینتین مستقلتین عن بعضهما البعض، فإنه من نظریة النهایة 

    :حصاءة یعطى بالعلاقة التالیةالمركزیة فان توزیع المعاینة للا
 

   
 

1 2 1 2

1 1 2 2

1 2

P P P P
Z N 0 1

P 1 P P 1 P
n n

,

  
 
 

  


 


                                                               

1حیث 
1

1

XP
n


   2و

2
2

XP
n


  وعلیه یمكن استخدام هذه الإحصاءة كأساس لاختبار الفرضیة ،
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0الإحصائیة  1 2H P P:   مقابل جمیع البدائل الممكنة، ولكن قبل أن نوضح كیفیة استخدام هذه
1حصاءة في الاختبار تجدر الإشارة هنا إلى انه إذا كانت لإا 2P P P    1فان

1

X
n

2و 

2

X
n

سیكون   

تقدیر بقیمة واحدة لنفس المعلمة، وبالتالي یمكننا تجمیع هذه التقدیرات من خلال النظر إلى  كلاهمال
1مجموع حالات النجاح وقسمته على إجمالي عدد المحاولات،أي أننا نستخدم التقدیر  2

1 2

X X
n n



عوضا   

1عن 

1

X
n

2و 

2

X
n

Pوسوف نطلق على هذا التقدیر تسمیة التقدیر المشترك ونرمز له بالرمز   
   فإذا كان  

1 2P P P   فإن:                                1 1 2 2

1 2 1 2

P 1 P P 1 P P 1 P P 1 P
n n n n
   

                                                            

والتقدیر بقیمة واحدة لهذا المقدر هو                        
1 2

P 1 P P 1 P

n n

      
   
   
 

   

  :وعلیه یمكن استبدال المقام في الإحصاءة السابقة بهذه القیمة لتصبح كما یلي 

                                    
 

 
1 2 1 2

1 2

P P P P
Z N 0 1

P 1 P P 1 P

n n

,

 

   

 
 
 
   
   
   

  


 


  

حصاءة الاختبار لكل منها كما یلي   :وستكون الفرضیات وإ
  القرار  إحصاءة الاختبار  الفرضیة الإحصائیة

  :إختبار من طرفین-أ
  

1

1

0 2

1 2

H P P
H P P

:
:




  

  
 1 2 1 2

cal

1 2

P P P P
Z

P 1 P P 1 P

n n

 

   

 
 
 
   
   
   

  


 


  

  إذا كانت) H0(نرفض 
cal tabZ Z     أوcal tabZ Z  
tabبحیث      1 2

Z Z 
   

Pvalueأو إذا كانت     

  :إختبار من طرف واحد- ب
  

1

1

0 2

1 2

H P P
H P P

:
:




  

  
 1 2 1 2

cal

1 2

P P P P
Z

P 1 P P 1 P

n n

 

   

 
 
 
   
   
   

  


 


  

  إذا كانت) H0(نرفض 
cal tabZ Z  

tabبحیث    1 2
Z Z 

    

Pvalueأو إذا كانت    
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  :إختبار من طرف واحد -ج
  

1

1

0 2

1 2

H P P
H P P

:
:




  

  
 1 2 1 2

cal

1 2

P P P P
Z

P 1 P P 1 P

n n

 

   

 
 
 
   
   
   

  


 


  

  إذا كانت) H0(نرفض 
cal tabZ Z   

tabبحیث  1 2
Z Z 

      

Pvalueأو إذا كانت    

في دراسة للمقارنة مابین نسبتي السائقین الذین یستخدمون حزام الأمان عند القیادة في  :20تمرین
سائق سیارة خاصة  400سیارات الركوب الخاصة والركوب العامة اختیرت عینة عشوائیة تتكون من 

سائق  200یستخدمون حزام الأمان عند القیادة، ومن عینة عشوائیة تتكون من  240فوجد من بینهم 
  .یستخدمون حزام الأمان عند القیادة 135ارة ركوب عامة وجد من بینهم سی

  :المطلوب
هل یمكن القول بان هناك اختلاف بین نسبة السائقین الذین یستخدمون حزام الأمان عند القیادة في  -1

 ؟)α=0.05(نوعي السیارات عند مستوى معنویة 
  :الحل

1                               :الفرضیة الإحصائیة المطلوب اختیارها هي -1

1

0 2

1 2

H P P
H P P

:
:




  

سوف نستخدم إحصاءة التوزیع الطبیعي  30أكبر من  بما أن حجم العینة هو: رإحصاءة الاختبا -

                        :المعیاري التالیة
 1 2 1 2

cal

1 2

P P P P
Z

P 1 P P 1 P

n n

 

   

 
 
 
   
   
   

  


 


                    

  :لحساب الإحصاءة نحسب القیم التالیة أولا
                                                                          1

1
2

X 240P 0 40
n 400

.

    

                                                                        2
2

2

X 135P 0 675
n 200

.

    

                                                             1 2

1 2

X X 240 135P 0 625
n n 400 200

.
    

 
   

        إذن 
   

   
1 2 1 2

cal

1 2

P P P P 0 600 0 675 0
Z 01 79

0 625 1 0 625 0 625 1 0 625P 1 P P 1 P
400 200

n n

. .
.

. . . .

 

   

 
 
 
   
   
   

    
   

   

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ختبار من جانبین و من جدول توزیع الطبیعي المعیاري وعند مستوى معنویة بما أن الا :القیمة الحرجة-
0نستخرج القیمة الحرجة كالتالي                 0.05 05 0 975tab 1 12 2

Z Z Z Z 01 960. . . 
     

بمــــا أن قیمــــة إحصــــاءة الاختبـــار المحســــوبة  :رالقــــرا calZ 01 79.  هــــي أكبــــر مــــن القیمــــة الجدولیــــة،
 tabZ 01 960. وهذا یعني رفض الفرضیة العدمیة ،)H0 ( وقبول الفرضیة البدیلة)H1( أي انـه توجـد ،

فــروق معنویــة مــا بــین نســبتي الســائقین الــذین یســتخدمون حــزام الأمــان عنــد القیــادة  وفقــا لمعطیــات العینــة 
  .0.05وذلك عند مستوى معنویة 

 أنطالبة، وقد لوحظ  340طالبا و 360طالب، بواقع  700عینة عشوائیة قوامها  اختیرت :21تمرین
 30طالبا، وعدد الطالبات المدمنات على التدخین كان  50عدد الطلاب المدمنین على التدخین كان 

  .طالبة
  :المطلوب

نسبة الطلاب المدمنین على التدخین هي أعلى من نسبة الطالبات المدمنات  أنهل یمكن الاستنتاج -1
  ؟)α=0.05( على التدخین، وذلك عند مستوى معنویة

  :الحل
1                               :الإحصائیة المطلوب اختیارها هي الفرضیة -1

1

0 2

1 2

H P P
H P P

:
:




  

  :حیث أن
P1 :نسبة الطلاب المدمنین على التدخین.  
P2: نسبة الطالبات المدمنات على التدخین.  
سوف نستخدم إحصاءة التوزیع الطبیعي  30أكبر من  بما أن حجم العینة هو: رإحصاءة الاختبا -

                        :المعیاري التالیة
 1 2 1 2

cal

1 2

P P P P
Z

P 1 P P 1 P

n n

 

   

 
 
 
   
   
   

  


 


                    

  :لحساب الإحصاءة نحسب القیم التالیة أولا
                                                                          1

1
2

X 50P 0 14
n 360

.

    

                                                                        2
2

2

X 30P 0 090
n 340

.

    

                                                             1 2

1 2

X X 50 30P 0 114
n n 360 340

.
    

 
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إذن         
   

   
1 2 1 2

cal

1 2

P P P P 0 14 0 09 0
Z 02 080

0 114 1 0 114 0 114 1 0 114P 1 P P 1 P
360 340

n n

. .
.

. . . .

 

   

 
 
 
   
   
   

    
  

   


   

و من جدول توزیع الطبیعي المعیاري ) من الیمین(بما أن الاختبار من جانب واحد :القیمة الحرجة-
نستخرج القیمة الحرجة كالتالي  0.05وعند مستوى معنویة 

1 1 0 05 0 950tabZ Z Z Z 01 645. . .      
بما أن قیمة إحصاءة الاختبار المحسوبة :رالقرا calZ 02 080. هي أكبر من القیمة الجدولیة،

 tabZ 01 645. وهذا یعني رفض الفرضیة العدمیة ،)H0 ( وقبول الفرضیة البدیلة)H1( أي انه توجد ،
نسبة الطلاب المدمنین على التدخین أكبر  أنفروق معنویة ما بین نسبتي  المدخنین  وبالتالي  نستنتج 

  .0.05من نسبة الطالبات المدمنات على التدخین  وفقا لمعطیات العینة وذلك عند مستوى معنویة 
   2الفروض حول التباین اختبار-07

مجهول، وأردنا إجراء اختبارات حول المعلمة  2إذا كان لدینا مجتمع یتوزع توزیعا طبیعیا تباینه
، فإن إحصائیة الاختبار المناسبة في هذه الحالة هي الإحصائیة التي تعتمد على أفضل 2المجهولة

2مقدر بالقیمة للمعلمة المجهولة، وهو تباین العینة المعدل 
S
  2أو تباین العینةS  وهذه الإحصائیة هي ،

المربع -المتغیر العشوائي لتوزیع كاي 2 .  
  

إذا كان لدینا :11نظریة  n1 2 3X X X X, , مشاهدة ) n(عشوائیة حجمها  تمثل مشاهدات عینة ..................
التطبیق یتم تقدیر تباین  ولأغراضغیر معلوم، 2تم اختیارها من مجتمع یخضع للتوزیع الطبیعي بتباین

 على أساس مشاهدات العینة، فان توزیع المعاینة للاحصاءة2Sالعینة  
2
0

2

2 n 1 S





  أو بشكل مكافئ  
 

2
0

2
2 n S


   بدرجة حریة  كآي-یتبع توزیع مربع)n-1(حصاءة  ، والجدول التالي یوضح الفرضیات وإ

  :الاختبار لكل منها كما یلي
  القرار  إحصاءة الاختبار  الفرضیة الإحصائیة

  :إختبار من طرفین-أ
  

2 2
0

2 2
0

0

1

H
H

:
:
 
 

  

 
2

2
0

2
cal

n 1 S



 



  
  أو بشكل مكافئ

  2

2
0

2
cal

Sn
 


  

  إذا كانت) H0(نرفض 
  2 2

cal n 121 , 
   2و 2

cal n 12 , 
   

2بحیث  2
tab n 12 , 

     2و 2
tab n 121 , 

   

Pvalueأو إذا كانت    
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  :إختبار من طرف واحد- ب
  

2 2
0

2 2
0

0

1

H
H

:
:
 
 

  

 
2

2
0

2
cal

n 1 S



 



  
  أو بشكل مكافئ

  2

2
0

2
cal

Sn
 


  

  إذا كانت) H0(نرفض 
2 2
cal n 11 ,    

2     بحیث    2
tab n 11 ,     

Pvalueأو إذا كانت    

  :إختبار من طرف واحد -ج
  

2 2
0

2 2
0

0

1

H
H

:
:
 
 

  

 
2

2
0

2
cal

n 1 S



 



  
  أو بشكل مكافئ

  2

2
0

2
cal

Sn
 


  

  إذا كانت) H0(نرفض 
2 2

n 1cal ,    
2        بحیث  2

n 1tab ,      
Pvalueأو إذا كانت    

في ) تخضع للتوزیع الطبیعي(لوحظ أن الانحراف المعیاري لعمر نوع من المصابیح المنتجة  :22تمرین 
ساعة، وبعد فترة من الزمن طلب مدیر الإنتاج التأكد من أن تشتت عمر  30أحد المصانع بلغ 

نتاج المصابیح المنتجة لم یتأثر بالرغم من تقادم أعمار المكائن المستخدمة، ولغرض تنفیذ طلب مدیر الإ
مصباح، وبعد إجراء فحص المصابیح تبین أن الانحراف  31اختیرت عینة عشوائیة من الإنتاج قوامها 

  .ساعة 35المعیاري بلغ 
  :المطلوب

  ؟)α=0.05(عنویةمالجودة، عند مستوى  بنفس مستوىالمصنع سیبقى  إنتاجهل یمكن الاستنتاج بان -1
  :الحل

                              الفرضیة الإحصائیة المطلوب اختیارها هي   -1
2

2
0

1

900

900

H
H

:
:
 
 

                            

كاي-بما أن الاختبار متعلق بالتباین سوف نستخدم توزیع مربع: رإحصاءة الاختبا - 2  
2:لدینا من معطیات التمرین

0 30 n 31 S 35 0 05, , , .        

:نحسب أولا تباین العینة المعدل كما یلي  222 31 35nSS 1265 83
n 1 31 1

.

  

 
    

المربع المحسوبة كما یلي -نحسب الآن قیمة كاي     
 2

2

2
0

2
cal

31 1 1265 83
42 19

30

n 1 S .
.




 


 


  

أو بشكل مكافئ كما یلي                                       
 

2 2

2 2
0

2
cal

S 31 35n
42 19

30
.  


  

 0.05كاي وعند مستوى معنویة -بما أن الاختبار من جانبین و من جدول توزیع مربع :القیمة الحرجة-
  نستخرج القیمة الحرجة  العلیا والدنیا كالتالي    
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2 2

2 2 2tab n 1 0 975 30tab tab2
2 2 2 2 2

0 025 30tab tab tabn 12

1 46 979

16 791

, . ,

. ,,

.

.

 

 


    
  
  


 



    
    

   

بما أن قیمة مربع كاي المحسوبة والتي تساوي :رالقرا 2
cal 42 19.  تقع بین القیمتین الحرجتین لمربع

كاي    2 2
tab tab46 979 ، 16 791. .     مما یدل ذلك على قبول فرضیة العدم ،H0  ورفض الفرضیة

الزمن  ، وعلیه نستنتج بان إنتاج المصنع سیبقى بنفس مستوى الجودة بعد مضي فترة من H1البدیلة
بمعنى آخر أن تباین العمر الإنتاجي للمصابیح في العینة لا یختلف عن تباین المجتمع وقد یساوي 

  .0.05ساعة وفقا لمعطیات العینة وذلك عند مستوى معنویة 900
  :كالتالي) p-value(كما یمكن إثبات صحة القرار باستخدام مستوى المعنویة المشاهدة 

 
   

2 2P value P 16 791 46 979

F 46 979 F 16 791 0 975 0 025 0 95

. .

. . . . .

     

    
                     

Pنلاحظ أن  value 0 95 0 05. .     ).H0( نقبل، وبالتالي  
   15مشاهدة وتم حساب الانحراف المعیاري للعینة وقد بلغ 40أختیرت عینة عشوائیة قوامها  :23تمرین

  :المطلوب
، وذلك عند مستوى 144هل یمكن الاستنتاج بان العینة مسحوبة من مجتمع طبیعي تباینه أكبر من-1

  ؟)α=0.05(معنویة 
  :الحل

الفرضیة الإحصائیة المطلوب اختیارها هي                                   -1
2

2
0

1

144

144

H
H

:
:
 
 

                          

  كاي-بما أن الاختبار متعلق بالتباین سوف نستخدم توزیع مربع: رإحصاءة الاختبا -
2 :لدینا من معطیات التمرین

0n 40 S 15 144 0 05, , , .         
  :نحسب أولا تباین العینة المعدل كما یلي   222 40 15nSS 230 77

n 1 40 1
.


  

 
   

المربع المحسوبة كما یلي -نحسب الآن قیمة كاي     
2

2
cal 2

0

n 1 S 40 1 230 77
62 50

144
.

.


 
   


   

                                أو بشكل مكافئ كما یلي         22
2
cal 2

0

40 15nS 62 50
144

.   


                            

 30أكبر من  39ودرجة الحریة ) من جهة الیمین(بما أن الاختبار من جانب واحد  :القیمة الحرجة-
كاي الحرجة -كاي إذن یمكن إیجاد قیمة مربع-یر متوفرة في جدول مربعغوهي  2

   على النحو

 2
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                                                         : التالي
3

2
1 1

2 2n 1 Z
9n 9n 

     
    

      

1Zعن قیمة  أولانبحث    1           :كالتالي 1 0 05 0 950 01 6450 05 Z Z Z. . ..          
  إذن 

33

2 2
1 1 0 995

2 240 1 01 645 55 75
9 40 9 40

2 2n 1 Z9n 9n . . . 

                         

    
 

    

  :كما یمكن إیجادها من خلال علاقة التقریب التالیة 

 
  2

2

0 995

2
2 2
p p 0 995

2
0 995

1 01 645 2 40 1 55 47
2

1 Z 2v 12
1 Z 2v 12 ..

. . .

 
 
 



   

     

 


 

بما أن قیمة مربع كاي المحسوبة والتي تساوي :رالقرا 2
cal 62 50.   هي أكبر من القیمة الحرجة

 كآي-لمربع 2
tab

2
1 55 75.   مما یدل ذلك على رفض فرضیة العدم ،H0  وقبول الفرضیة

وفقا لمعطیات 144العینة  محسوبة من مجتمع طبیعي تباینه اكبر من  ، وعلیه نستنتج بان  H1البدیلة
  .0.05العینة وذلك عند مستوى معنویة 

  )اختبار بارتلیت(اختبار تجانس عدة تقدیرات مستقلة لتباین المجتمع-08
من الاختبارات الإحصائیة التي تستخدم في 2مستقلة لتباین المجتمع یعد اختبار تجانس عدة تقدیرات

2اختبار أن التقدیرات المستقلة 
iS  2لتباین المجتمع  هي تقدیرات متجانسة محسوبة على أساسK  من

  )Bartlett Test(العینات ویسمى هذا الاختبار باختبار بارتلیت 
من العینات من مجتمعات طبیعیة مستقلة عن بعضها البعض، وكانت   rإذا أخذنا مجموعة :12نظریة

2تباینات هذه العینات هي  2 2 2
r1 2 3S S S S, , r1وأحجامها   ,.........., 2 3n n n n, , , على الترتیب، وذا  ..........

2أردنا اختبار الفرضیة  2 2
r0 1 2H ...........         2حیث

i هو تباین المجتمعi  ضد الفرضیةH1 
 αعند مستوى معنویة  H0القائلة بأن تباینین على الأقل غیر متساویین، فننا نرفض الفرضیة الصفریة 

إذا كان     2 2
1cal r 1      

2حیث یتم حساب 
cal حسب الصیغة التالیة:  

                                    
     

 

r r
2 2

i i i i
i 1 i 12

cal

r

i 1 i

1n r n 1 S n 1 Sn r
11

1 13 r 1 n rn 1

ln ln
 



 
 
  

 
 
  

   
 


  

 



   

  :حیث أن
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ni : تمثل حجم العینة ذات الرقم)i(  
r  :تمثل عدد العینات.  

Ln :تمثل اللوغاریتم الطبیعي  
2كما یمكن حساب 

cal بالصیغة التالیة:  

                                                    

 
r

i
i

i 1

r
2 2

i i
ï 1

1 1
n 1 n 1

2
cal

r

i 1

n 1 S S

11

3 r 1

ln





 
              
 



 










  

             حیث أن                                                         

 

r
2

i i
2 i 1

r

i
i 1

n 1 S
S

n 1












  

أخذت أربع عینات من أربعة مجتمعات طبیعیة مستقلة عن بعضها البعض ورتبت أحجام  :24تمرین
  :هذه العینات وتبایناتها في الجدول التالي

  تباین المجتمع  تباین العینة  حجم العینة
07  0.47  2

1   
07  0.4614  2

2   
07  0.5714  2

3   
07  0.1995  2

4   
  :المطلوب

تساوي المجتمعات الأربعة مقابل الفرضیة : الفرضیة الصفریةأستخدم اختبار بارتلیت في اختبار -1
 ؟)α=0.01(اثنان على الأقل مختلفان عند مستوى معنویة : البدیلة
  :الحل

2                                         فرضیة الاختبار    -1 2 2
r0 1 2H ...........         

    :H1على الأقل أحد التباینات مختلف                         
  والقیم الحرجةالتوزیع 

والاختبار ذو اتجاه واحد نحو الیمین إذن ) α=0.01(وحیث أن  كآي-التوزیع المستخدم هو توزیع مربع
2           تكون القیمة الحرجة  2

1 r 1 0 99 03 11 345, . , .     
2نقوم الآن بترتیب الحسابات في الجدول التالي وذلك من اجل سهولة إیجاد 

cal  ومقارنتها مع القیمة
  .الحرجة
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in  المجتمع 1   2
iS     2

i in 1 S    2
iSln     2

i in 1 lnS   
01  06  0.47  02.82  -0.755 -04.5301  
02  06  0.4614  02.7684  -0.7734  -04.6409  
03  06  0.5714  03.4282  -0.5596  -03.3579  
04  06  0.1995  01.197  -01.6119  -09.6716  

  22.2007-    10.2138    24  المجموع

   

     

 

 

r r
2 2

i i i i
i 1 i 12

cal

r

i 1 i

2
cal

10 213824 22 200724 01 6986 01 588
01 06941 4 11

3 3 6 24

1n r n 1 S n 1 Sn r
11

1 13 r 1 n rn 1
.ln .

. .

.

ln ln
 



 
 
   

 
 
  

 
 
 

 
 
 


  

 


   
 


  



 

    

 المربع الجد ولیة-نلاحظ أن قیمة كآي :رالقرا- 2
tab 11 345.  المربع المحسوبة -أكبر من قیمة كآي  

 2
cal 01 588. أي أننا نقبل الفرضیة الصفریة ونرفض الفرضیة البدیلة، ومنه نستنتج أن تباینات

  .المجتمعات الأربعة متجانسة
أجریت ثلاث دراسات مسحیة مستقلة للأسرة للتعرف إلى طبیعة العلاقة بین دخل الأسرة :25تمرین

الشهري للأسرة على بعض السلع الغذائیة والخدمات الأساسیة وقد تم ومقدار الإنفاق ) بالدینار(الشهري 
  :الحصول على المعلومات التالیة

حجوم العینات   الدراسة in   تباین الإنفاق 2
iS   

01  30  190  
02  25  210  
03  35  240  

  :المطلوب
هل یمكن الاستدلال بان عینات الأسر للدراسات الثلاث أعلاه مسحوبة من مجتمع طبیعي تباینه -1

 2  وذلك عند مستوى معنویة ،)α=0.01(؟ 
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  :الحل
  فرضیة الاختبار  -1

H0  :إن عینات الأسر للدراسات الثلاث مسحوبة من مجتمع طبیعي تباینه 2.   
H1  :إن عینات الأسر للدراسات الثلاث مسحوبة من مجتمعات مختلفة التباین                               .   
لحساب احصاءة الاختبار: حصاءة الاختبارإ-2 2

calینبغي عمل الجدول التالي ،:  
in   2  الدراسة

iS   in 1  
i

1
n 1

     2
i in 1 S   2 2

iS Sln    2 2
i in 1 S Sln 

01  30  190  29  0.034  5510  0.124  03.596  
02  25  210  24  0.042  5040  0.024  0.576  
03  35  240  34  0.029  8160  -0.110 -03.740  

  0.432    18710  0.105  87      المجموع

حیث أن                                                 
 

 

r
2

i i
2 i 1

r

i
i 1

18710 215 057
87

n 1 S
S

n 1
.



 








  

   

 

 
r

i
i

i 1

r
2 2

i i
ï 1

1 1
n 1 n 1

2
cal

r

i 1

n 1 S S 0 432 0 425
1 11 0 105 873 3 1

2
cal11

3 r 1

ln . .
.



 
 
    

              
 





 


 






 



  

  التوزیع والقیم الحرجة-
والاختبار ذو اتجاه واحد نحو الیمین إذن ) α=0.01(كآي وحیث أن -التوزیع المستخدم هو توزیع مربع
2تكون القیمة الحرجة             2

1 r 1 0 99 02 09 210, . , .     
كآي المحسوبة–بما أن قیمة مربع  :القرار- 2

cal 0 425.  هي أقل من القیمة الحرجة لمربع كآي

 2
tab 09 210.  مما یعني قبول الفرضیة الصفریة ورفض الفرضیة العدمیة، وبالتالي نستنتج بان ،

مسحوبة من مجتمع طبیعي تباینهعینات الأسر للدراسات الثلاث  2 بمعنى آخر إن تباینات الإنفاق ،
 2

iS   الثلاثة هي تقدیرات متجانسة وذلك عند مستوى معنویة)α=0.01.(  
 الانحراف المعیاري الفروض حول اختبار-09

        من مجتمع طبیعي تباینه اختیرت) 1n(حجمها بافتراض لدینا مشاهدات عینة عشوائیة  :13نظریة
2
1  غیر معلوم، وانS1  یمثل الانحراف المعیاري تم تقدیره على أساس مشاهدان العینة، وبافتراض لدینا
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من مجتمع طبیعي آخر مستقل عن المجتمع الأول  اختیرت) n2(مشاهدات عینة عشوائیة ثانیة حجمها
2تباینه 

2   غیر معلوم أیضا، وانS2  یمثل الانحراف المعیاري تم تقدیره على أساس مشاهدات العینة
  :الثانیة، ولاختبار الفرضیة العدمیة مقابل الفرضیات الأخرى نلخصها في الجدول التالي

  القرار  إحصاءة الاختبار  الفرضیة الإحصائیة
  :إختبار من طرفین-أ
  

1 2

1 2

0

1

H
H

:
: 
 


  

  
   1 2 1 2

cal 2 2
1 1 2 2

S S
Z

S 2n S 2n
   




  

  إذا كانت) H0(نرفض 
  أو    

   بحیث     

  أو إذا كانت  
  :إختبار من طرف واحد- ب

1 2

1 2

0

1

H
H

:
: 
 


  

  
   1 2 1 2

cal 2 2
1 1 2 2

S S
Z

S 2n S 2n
   




  

  إذا كانت) H0(نرفض 
  

    بحیث   

  أو إذا كانت 
  :إختبار من طرف واحد -ج

1 2

1 2

0

1

H
H

:
: 
 


  

  

  
   1 2 1 2

cal 2 2
1 1 2 2

S S
Z

S 2n S 2n
   




  

  إذا كانت) H0(نرفض 
  

      بحیث 

  أو إذا كانت 
 600في دراسة حول متوسط الدخل الشهري لإحدى الصناعات، أخذت عینة عشوائیة من :26تمرین

ون،  5950متوسط الدخل الشهري للعامل مساو ل أنعامل من معمل تابع لتلك الصناعة، فوجد 
عامل من معمل آخر تابع  400أخذت عینة عشوائیة من  كما ون، 750معیاري قدره  وبانحراف

معیاري قدره  وبانحرافون،  5250متوسط الدخل الشهري للعامل فیها مساو ل أنللصناعة نفسها، فوجد 
  .ون 700

  :المطلوب
هل یمكن الاستنتاج بان هناك تماثلا في الدخل الشهري للمعمل الأول وللمعمل الثاني وذلك عند -1

  ؟)α=0.05(مستوى معنویة 
  :الحل

1      المطلوب اختبارها هي   الإحصائیةالفرضیة -1 2 1 2

1 12 2

0 0

1 1

0H H
H H

: :
: :

   
  



  
   
 

  

 

cal tabZ Z cal tabZ Z

tab 1 2
Z Z 



Pvalue  

cal tabZ Z

tab 1 2
Z Z 



Pvalue  

cal tabZ Z 

tab 1 2
Z Z 



Pvalue  
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التوزیع  سوف نستخدم بالفرق بین إنحرافیین معیاریین    بما أن الاختبار متعلق: رإحصاءة الاختبا
  )Z(الطبیعي المعیاري 

2:لدینا من معطیات التمرین
1 21 1 2 2n 600 X 5950 S 750 n 400 X 5250 S 700, , , , ,        

  :المحسوبة كالتالي) Z(قیمة  أولانحسب 

              
   

cal 2 2
1 2 1 2

cal 2 2
1 1 2 2

750 700 0
Z 01 520

750 2 600 700 2 400

S S
Z

S 2n S 2n
.

 


  

   



   

و من جدول توزیع الطبیعي المعیاري وعند مستوى معنویة  ینبما أن الاختبار من جانب :القیمة الحرجة-
نستخرج القیمة الحرجة كالتالي  0.05

2
0 05 0 975tab 1 1 2

Z Z Z Z 01 960. . .      

الاختبار المحسوبةبما أن قیمة إحصاءة  :رالقرا calZ 01 520. من القیمة الجدولیة  أقل،هي
 tabZ 01 960.  الفرضیة العدمیة قبول، وهذا یعني)H0 ( الفرضیة البدیلة  رفضو)H1(لا ، أي انه 

هناك تماثلا في توزیع الدخل الشهري للمعمل  أنبین المصنعین، وبالتالي نستنتج  توجد فروق معنویة
  .0.05وفقا لمعطیات العینة وذلك عند مستوى معنویة  الأول والمعمل الثاني

إختبار الفروض حول نسبة التباین-10
2
1
2
2




   

إذا كانت:14نظریة 1n1 2 3X X X X, , تمثل عینة عشوائیة من توزیع طبیعي بحیث ..................
 2

1 1X N , و 2n1 2 3X X X X, , عینة عشوائیة من توزیع طبیعي آخر.................. 2
1 1X N ,   ،

وكانت العینتین مستقلتین و  2
1 1,  و 2

2 2,    2معلمات مجهولة، وكانت
1S  تمثل تباین العینة

2الأولى و 
2S  تمثل تباین العینة الثانیة فان توزیع المعاینة للنسبة بین التباینین یعطى بالاحصاءة التالیة  
2 2
1 2

2 2
12

SF
S






 
   أو بشكل مكافئ  

2 1
1 2

1 1

2 2
2 2

2 2

n 1S n 1
F

n 1S n 1

 
 
 
 
 
 
 
 

 


 

  

یمكن استخدام مئویات توزیع فیشر كقیم حرجة ، وعلیه )V2=n2-1(و) n1-1=V1(بدرجة حریة  
  :لاختبار الفرضیات التالیة والموضحة في الجدول الموالي
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  القرار  إحصاءة الاختبار  الفرضیة الإحصائیة
  :إختبار من طرفین-أ
  

2
1

2
1

2
2 1
2 2

2
2

2 1
2 2

2

0

1

1

1

H

H

:

:

   

   






  

cal

2 2
1 2

2 2
12

SF
S






 
  

  أو بشكل مكافئ

cal

2 1
1 2

1 1

2 2
2 2

2 2

n 1S n 1
F

n 1S n 1

 
 
 
 
 
 
 
 

 


 

  

  إذا كانت) H0(نرفض 

1 2
cal 1 2 V VFF , ,
  و

1 2
cal V V2

F F , ,   

 بحیث

1 21 V V2
tab FF

, ,
 و   

1 2V V2
tab FF

, ,  

  أو إذا كانت           

إختبار من طرف - ب
 :واحد

  
2
1

2
1

2
2 1
2 2

2
2

2 1
2 2

2

0

1

1

1

H

H

:

:

   

  






  

cal

2 2
1 2

2 2
12

SF
S






 
  

  مكافئأو بشكل 

cal

2 1
1 2

1 1

2 2
2 2

2 2

n 1S n 1
F

n 1S n 1

 
 
 
 
 
 
 
 

 


 

  

  إذا كانت) H0(نرفض 
cal tabF F  

  بحیث
1 2

cal 1 V VFF , , 
  بحیث

1 2tab 1 V VFF , ,  
 

  أو إذا كانت  

إختبار من طرف  -ج
 :واحد

  
2
1

2
1

2
2 1
2 2

2
2

2 1
2 2

2

0

1

1

1

H

H

:

:

   

  






  
  

cal

2 2
1 2

2 2
12

SF
S






 
  

  أو بشكل مكافئ

cal

2 1
1 2

1 1

2 2
2 2

2 2

n 1S n 1
F

n 1S n 1

 
 
 
 
 
 
 
 

 


 

  

  إذا كانت) H0(نرفض 
cal tabF F  

  بحیث
1 2

cal V VFF , , 
  بحیث

1 2V Vtab FF , , 
  

  أو إذا كانت  
  

1 أنمع العلم  2
2 1

v v
1 V V

1F F, ,
, ,




   

إذا علمت أن مجتمع أطوال الطالبات، ومجتمع أطوال الطلبة في جامعة ما یتبع التوزیع : 27تمرین
 21طالبة، ومن الطلبة عینة عشوائیة حجمها  31الطبیعي، وسحبنا من الطالبات عینة عشوائیة حجمها 

، وتباین عینة أطوال 64طالبا وكانت العینتان مستقلتین، ووجدنا ان تباین أطوال عینة الطالبات یساوي 
  .36الطلبة یساوي 

Pvalue  

Pvalue  

Pvalue  
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  :المطلوب
أختبر ما إذا كان هناك فرق بین تباین مجتمع أطوال الطالبات وتباین مجتمع أطوال الطلبة وذلك عند -1

  ؟)α=0.10(مستوى معنویة 
  :الحل

الفرضیة الإحصائیة المطلوب اختبارها هي            -
2
1

2
1

2
2 1
2 2

2
2

2 1
2 2

2

0

1

1

1

H

H

:

:

   

   





  

بما أن المجتمعین یتوزعان توزیعا طبیعیا، والعینتین مستقلتین إذن الاختبار : رإحصاءة الاختبا -

F  (cal( المناسب هو اختبار فیشر

2 2
1 2

2 2
12

SF
S






 


cal بشكل مكافئأو   

2 1
1 2

1 1

2 2
2 2

2 2

n 1S n 1
F

n 1S n 1

 
 
 
 
 
 
 
 

 


 
 

  

2لدینا من معطیات التمرین  2
1 2 1 2n 31 n 21 S 64 S 36, , ,      

         :نحسب أولا تباین العینتین المعدل كما یلي

22 21 1
1 11

2 22
2 2

22
2

n S 31 64S S 66 13n 1 31 1
n S 21 36S 37 80S 21 1n 1

.

.

 








 
 
 



    
   

 

cal:   نحسب الآن احصاءة فیشر المحسوبة كما یلي  cal

2 2
1 2

2 2
12

66 13 1 01 7537 80
SF
S

F . ..



   


 


  

calأو بشكل مكافئ كما یلي                  cal

2 1
1 2

1 1

2 2
2 2

2 2

3164 31 1 01 75
2136 21 1

n 1S n 1
F F

n 1S n 1

.

       
   
   
   
    






 


 

                                 

 0.10وعند مستوى معنویة  فیشربما أن الاختبار من جانبین و من جدول توزیع  :القیمة الحرجة-
  والدنیا كالتالي     الحرجة العلیانستخرج القیمة 

                                   
1 2

1 2
2 1

0 10 0 95 30 201 V V 1 30 202 2

V V2 0 95 20 301 V V2

tab

F F F 02 04

1 1 1F 0 518
F F 01 93

F
. . , ,, , , ,

, , . , ., ,

.

.
.

 












  

   
   

 02.04و  0.518تقع بین القیمتین  فیشر المجدولةبما أن قیمة  :رالقرا tab0 518 F 02 04. .   أي
بما  ، و02.04وعلى یمین القیمة  0.518في منطقة القبول، أما منطقة الرفض فتقع على یسار القیمة 
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            H0أي تقع في منطقة القبول، إذن نقبل فرضیة العدم  01.75أن قیمة فیشر المحسوبة تساوي 
أي أن الاختبار لیس ذا معنویة، أي أن تباین مجتمع الطالبات یساوي  ،H1الفرضیة البدیلة و نرفض

  0.10تباین مجتمع الطلبة ولا یوجد فرق حقیقي بینهما وفقا لمعطیات العینة وذلك عند مستوى معنویة 
 :كالتالي) p-value(كما یمكن إثبات صحة القرار باستخدام مستوى المعنویة المشاهدة 

 
   

P value P F 0 518 F 02 04

F 02 04 F 0 518 0 95 0 05 0 90

. .
. . . . .

    

    
   

P  نلاحظ أن  value 0 90 0 10. .      ).H0(، وبالتالي نقبل  
نظرا لعدم التزام بعض الشركات المصنعة لإطارات السیارات بالمواصفات القیاسیة المطلوبة : 28تمرین

مسافة واقل  أطولالذي یعمر  الإطاراتاستیراد نوع واحد من  للإطاراتللتصنیع قررت الشركة العامة 
إطار من كل  16 حیث استخدمت bو Aهما  الإطاراتاختلافا، ولهذا قامت الشركة بتجریب نوعین من 

  :نوع واستعملت هذه الإطارات حتى استهلكت بالكامل فكانت النتائج كما یلي
  الانحراف المعیاري  المتوسط  

  A 36800  5100النوع 
  B 38600  5900النوع 

  :المطلوب
وذلك عند مستوى معنویة   Bاقل اختلافا من النوع  Aمن هذه البیانات هل یمكن القول بان النوع -1
)α=0.05(وعلى افتراض أن المجتمعین طبیعیین؟ ،  

  :الحل

الفرضیة الإحصائیة المطلوب اختبارها هي            -
2
1

2
1

2
2 1
2 2

2
2

2 1
2 2

2

0

1

1

1

H

H

:

:

   

  





  

بما أن المجتمعین یتوزعان توزیعا طبیعیا، والعینتین مستقلتین إذن الاختبار : رإحصاءة الاختبا -

F  (cal( المناسب هو اختبار فیشر

2 2
1 2

2 2
12

SF
S






 


cal أو بشكل مكافئ  

2 1
1 2

1 1

2 2
2 2

2 2

n 1S n 1
F

n 1S n 1

 
 
 
 
 
 
 
 

 


 
 

  

لدینا من معطیات التمرین    2 22 2
1 2 1 25100 5900n 16 n 16 S S,, ,      
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: نحسب الآن احصاءة فیشر المحسوبة كما یلي
 
 

2

cal 2

2 1
1 2

1 1
cal

2 2
2 2

2 2

5100

5900
0 48

n 1S n 1
F

n 1S n 1

F .

 
 
 
  
 
 
 
 


 



 

                                 

بما أن الاختبار من جانب واحد فقط ومن جهة الیسار و من جدول توزیع فیشر وعند  :القیمة الحرجة-
  نستخرج القیمة الحرجة الدنیا كالتالي     0.02مستوى معنویة 

                                   
2 1

1 2 1 V V 0 95 15 15
V Vtab

1 0 416
02 40

1 1
F F

F F
, , . , .

, , .
.

    

 0.28بما أن قیمة فیشر المجدولة تساوي  :رالقرا tabF 0 416.  اقل من قیمة فیشر المحسوبة
 calF 0 48. إذن نقبل فرضیة العدم ،H0 البدیلةالفرضیة  و نرفضH1،  أي أن الاختبار لیس ذا

ولا یوجد فرق حقیقي بینهما وفقا لمعطیات العینة  Bالنوع  یساوي تباین Aالنوع  معنویة، أي أن تباین
  0.05وذلك عند مستوى معنویة 

 :كالتالي) p-value(كما یمكن إثبات صحة القرار باستخدام مستوى المعنویة المشاهدة 
   P value P F 0 416 F 0 416 0 05. . .        

P  نلاحظ أن  value 0 90 0 10. .      ).H0(، وبالتالي نقبل  
  تحلیل الانحدار وتقییم المعالم-11

وكیفیة إیجاد  أكثر أویختص بدراسة العلاقة بین متغیرین  یعتبر تحلیل الانحدار أسلوب إحصائي: تمهید
التنبؤ بمتوسط  أوتمثیل، وذلك لاستخدامها في التقدیر  أفضلمعادلة جبریة تمثل هذه العلاقة ریاضیا 

یرات التي تؤثر غبدلالة بقیة المت) The dépendent variable(احد المتغیرات، ویسمى المتغیر التابع 
  ).The Independent variable(یرات المستقلة غفیه وتسمى المت

م، عند 1886عام  )Francis Galton( "فرانسیس جالتون" من استخدم تعبیر الانحدار العالم وأول 
 أبنائهمباء طوال القامة جدا فان ، فقد وجد انه عندما یكون الأوأبنائهماء بدراسته للعلاقة بین طول الأ

ذایكونون طوال القامة، ولكن في المتوسط اقصر قامة من الاباء،  كان الاباء قصار القامة جدا فان  وإ
 أطوال أنقامة من الاباء، فقد استنتج  أطولیكونون قصار القامة، ولكن في المتوسط یكونون  أبنائهم
نحو  على هذا الاتجاه جالتون أطلقالمجتمع، وقد  أفرادترتد نحو متوسط الطول لجمیع  أوتتجه   الأبناء

  .المتوسط لفظ الانحدار
یدرس العلاقة بین متغیرین  یكون الانحدار بسیطا، إذا كان :تعریف الانحدار الخطي البسیط 11-1

، والثاني متغیر أي مستقل ویرمز له عادة بالحرف )Y(فقط،أحدهما متغیر تابع ویرمز له عادة بالحرف 
)X( ونعبر ریاضیا على أن المتغیر ،)Y ( یتبع المتغیر)X ( بالقول أن المتغیرY دالة للمتغیرX  ویرمز

 Y=f(X):   لذلك كما یلي
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في  Y،Xوبالتالي فان نموذج الانحدار الخطي البسیط هو معادلة ریاضیة تصف العلاقة بین المتغیرین  
0:     المجتمع، والصورة العامة لنموذج الانحدار الخطي البسیط هي كالتالي 1Y B B X     

  :حیث
Y : المشاهدة(قیمة المتغیر التابع للمفردة.(  
X: قیمة المتغیر المستقل للمفردة.  

B0،B1:معالم المجتمع المجهولة وهي عبارة عن قیم ثابتة.  
µ:قیمة الحد الذي یمثل الخطأ العشوائي للمفردة.  
وبما أن بیانات المجتمع یصعب الحصول علیها لذلك تستخدم بیانات العینة لتقدیر معادلة الانحدار  

0:وبالشكل التالي yiیم حیث یمكن التعبیر عن ق 1i i iy b b x     
0:  وتعطى معادلة الانحدار التقدیریة كما یلي  1i iy b b x


   

  :حیث
b0،b1  الانحدارنموذج هي التقدیرات لمعالمB0  ،B1 

 yi   هي قیمةY الحقیقیة.  
iy
  هي قیمةy التقدیریة.  

iأما قیمة  i iy y
 

 
 

    یساوي الفرق بین القیمة الحقیقیة لY  والقیمة التقدیریةiy
    ویكون الفرق إما

 .موجبا أو سالبا أو معدوما
وعادة مجموع الفروق الكلیة بین القیم الحقیقیة والقیم التقدیریة یساوي صفرا، أي أن 

n n

i i i
i 1 i 1

y y 0


 

 
 
 

       

بحیــــــث  X،Yلنفــــــرض انــــــه لــــــدینا عینــــــة مــــــن أزواج قــــــیم  :تقــــــدیر معادلــــــة الانحــــــدار الخطــــــي 11-2
     n n1 1 2 2X Y X Y X Y, , , , ........, ونرغـــــــــــــب بتقـــــــــــــدیر معادلـــــــــــــة الانحـــــــــــــدار الخطیـــــــــــــة  nعـــــــــــــددها  ,

0 1Y B B X    أي إیجاد التقدیرات لمعالم خط الانحـدارB0،B1 حیـث توجـد عـدة طـرق لتقـدیر ،
  .المعادلة أهمها طریقة المربعات الصغرىهذه 

خط یمثل العلاقة بین  أفضلالهدف من تحلیل الانحدار هو تحدید  :رىغطریقة المربعات الص- 
ما یمكن حسب طریقة  أفضلالخط الذي یطابق نقاط شكل الانتشار للبیانات  أو yو Xالمتغیرین 

 أبعادخط یطابق نقاط شكل الانتشار هو ذلك الخط الذي تكون  أفضلالمربعات الصغرى فان 
نقاط شكل الانتشار عن خط الانحدار  أبعاد أننقاط شكل الانتشار عنه أصغر ما یمكن، وبما 
 جعل مجموع مربعات الفروق أي) الأبعاد(موجبة وسالبة تؤخذ مربعات هذه الفروق 
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2
2
i

n n

i i
i 1 i 1

y y


 

 
 
 

      للتوصل إلى القیمة الصغرى لمجموع مربعات الفروق أصغر ما یمكن ، و  
2n

i i
i 1

y y




 
 
 

   نقوم بالاشتقاق الجزئي نسبة لكل منb0،b1  وتبسیط المعادلات نحصل على تقدیرات

  :المربعات الصغرى كما یلي

                                        

2
2
i n

0 1i i
i 10

02 y b b x 0 1
b

...................( )


 
  
 

 
    




   

                                      

2
2
i n

0 1i i i
i 11

02 x y b b x 0 2
b

...................( )


 
  
 

 
    




   

  :   ومن المعادلتین السابقتین نستنتج المعادلتین التالیتین 
                                              0 1i iy nb b X 3............................( )     

                                                2
0 1i i i iX Y b X b X 4......................( )      

  وتسمى هاتان المعادلتان بالمعادلتین الطبیعیتین لخط المربعات الصغرى 
iومن بیانات العینة نستطیع الحصول على   i i iX Y X Y, ,    03(، وبالتعویض في المعادلتین (
  :اللتین تحققان مبدأ طریقة المربعات الصغرى وهما b0،b1وحلهما نستطیع الحصول على ) 04(و

                                     
 

i i i i
1 22

i i

n X Y X Y
b 05

n X X
..............................( )






  
 

   

  b0فنحصل على قیمة ) 03(نعوض في إحدى المعادلتین السابقتین ولتكن المعادلة  b1وبعد معرفة قیمة 
                                0 1 1i i

1b Y b X Y b X 06n .............................( )       

iXحیث 
X

n
 ،iY

Y
n

   وهما الوسط الحسابي لقیمX  والوسط الحسابي لقیمY  ،على التوالي
  .والخط الذي نحصل علیه یسمى بخط الانحدار المقدر أو بخط المربعات الصغرى

مصانع  10في ) Y(ومردودیة العامل  )X(یبین الجدول تطور العلاقة بین استهلاك الكهرباء  :29تمرین
  :كما یلي

  10  09  08  07  06  05  04  03  02  01  رقم المصنع
Yi 02  03  06  04  02  03  04  05  06  08  
Xi  06  6.10  6.80  7.20  7.40  7.90  8.20  8.50  8.90  9.10  

  :المطلوب
  ما هو نوع العلاقة بین مردودیة العامل واستهلاك الكهرباء؟-1
  النموذج الخطي البسیط؟قدر معلمات -2



عابد علي:اختبار الفروض                                                          الدكتور:الثالث المحور  

الإستنتاجي الإحصاء مقیاس في محاضرات   167 

  ؟X=12ما هي قیمة مردودیة العامل عند مستوى -3
  كیف نتأكد من أن المعلمات المقدرة هي معلمات طریقة المربعات الصغرى؟-4

  :الحل
  نوع العلاقة بین مردودیة العامل واستهلاك الكهرباء-1

  
  .تقریبانلاحظ أن العلاقة بین المردودیة واستهلاك الكهرباء هي علاقة خطیة 

  تقدیر معلمات النموذج الخطي البسیط بطریقة المربعات الصغرى العادیة-2
  :یوضح الجدول التالي مختلف العملیات الحسابیة

Yi  Xi  Xi Yi 2  رقم المصنع
iX  

01  02  06  12  36  
02  03  06.10  18.30  37.20  
03  06  06.80  40.80  46.20  
04  04  07.20  28.80  51.80  
05  02  07.40  14.80  54.70  
06  03  07.90  23.70  62.40  
07  04  08.20  32.80  67.20  
08  05  08.50  42.50  72.20  
09  06  08.90  53.40  79.20  
10  08  09.10  72.80  82.80  

  589.97  339.90  76.10  43  المجموع

  :حساب معامل الانحدار كالتالي: أولا
                       

 
     
    2

i i i i
1 22

i i

10 339 90 76 10 43
01 167

10 589 97 76 10

n X Y X Y
b

n X X

. .
.

. .


 








  
 

   

  b0حساب : ثانیا

iXنحسب أولا المتوسط الحسابي لكل من 
X

n
 ،iY

Y
n

    

مردودیة 
8; العامل

0
2
4
6
8

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

یة
ود

رد
الم

إستھلاك الكھرباء
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i

i

X
X

n
Y

Y
n

76 10 07 610
10

43 04 30
10

. .

.





 

 

 




   

                         إذن    0 1 04 30 01 167 07 610 04 580b Y b X . . . .       
i:                وتصبح معادلة الانحدار التقدیریة كما یلي  iy 04 580 01 167X. .


     

 X=12التنبؤ بالمردودیة عند مستوى -3
 i 12 09 424y 04 580 01 167 .. .

   
للتأكد من النتیجة المتحصل : التأكد من أن المعلمات المقدرة هي معلمات طریقة المربعات الصغرى4-

هي معلمات طریقة المربعات الصغرى العادیة نقوم بحساب محدد مصفوفة  b0،b1علیها من أن 
  المشتقات الجزئیة من الدرجة الثانیة بالنسبة للمعلمات المقدرة

                                                     

2 2 2 2
i i

2
i0 10

22 2 2 2
i ii i

2
0 1 1

02n 02 Xb bb
02 X 02 X

b b b

, ,
,

,

 
            
 
 

   
 


   
  

 


  
   

إذا كان محدد هذه المصفوفة موجب فان المعلمتان تجعلان مربع البواقي اصغر ما یمكن، وبما أن محدد 
  المصفوفة هو
               

2 22
i i04n X 04 X 04 10 589 97 04 76 10 433 96det det . . .           

  .معلمتان لطریقة المربعات الصغرى العادیة b0،b1إن هذا المقدار لا یمكن أن یكون سالبا وبالتالي فان 
حیث أننا افترضنا أن نموذج الانحدار الخطي   :الاستدلال الإحصائي للانحدار الخطي البسیط 11-3

هو نموذج خطي بسیط وبالتالي نود تقییم جودة هذا النموذج، أي مدى توفیق معادلة الانحدار للبیانات، 
ر الخطي البسیط من خلال اختبار الفرضیات الإحصائیة ذات العلاقة وعادة ما یتم تقییم نموذج الانحدا

بمعلمات النموذج وتكوین فترات الثقة حول هذه المعلمات، ولكن للقیام بمثل هذا الإجراء یتطلب الأمر 
معرفة خواص مقدرات المربعات لمعلمات نموذج الانحدار وتوزیعاتها الاحتمالیة وذلك لأنها المدخل 

  .ا التقییمالرئیسي لهذ
النقاط  لأزواجحیث انه عند دراستنا  i iX Y,  اعتبرنا أنiy   تمثل القیمة المشاهدة للمتغیر العشوائي

Y ومن خلال النظر للصیغ الریاضیة الخاصة بكل من ،b0،b1  نلاحظ أن هاتین الصیغتین تعتمدان
، وعلیه فإنهما یمثلان قیم مشاهدات لمتغیرات عشوائیة وبالتالي یمكن إیجاد القیمة المتوقعة iyعلى قیم 

  :والتباین لهذه الصیغ، وان لهذه المقدرات الخواص التالیة
1- b0،b1     مقدرین غیر متحیزین أي أن   1 1 0 0E b B E b B,    
نفترض أن التوزیع الاحتمالي للخطأ یتوزع توزیعا طبیعیا بمتوسط حسابي یساوي الصفر وتباین -2
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أي   2یساوي  i
2N 0,  )i=1,2,………,n( وعلیه فان توزیع المعاینة ،)التوزیع الاحتمالي (

  :یتبع التوزیع الطبیعي كما یلي  b0،b1لكل من 

                                                                    
 

n
2 2
Y X i

i 1
n0 0 2

i
i 1

X
b N B

n X X
, 



 
 
 
 
 
 








   

                                                                 
 

2
Y X

n1 1 2

i
i 1

b N B
X X

,



 
 
 
 
 
 




   

2حیث أن غالبا ما تكون -3
Y X  2مجهولة وبالتالي یتم استبدالها بالقیمة التقدیریة لها وهي

Y X


  وبما ،

  :نموذج الانحدار توزیع طبیعي وبالتالي یمكن أیضا الإثبات بانأن توزیع المعاینة لمعلمتي 
                                                                                   

0

0 0
n 2

b

b B t 




   

                                                                              
1

11
n 2

b

b B t 




   

باختبار الفرضیات الإحصائیة الخاصة بمعلمات نموذج الانحدار إذن مما سبق یمكننا القیام 
  :الخطي البسیط وذلك كما یلي

العشوائي  بالخطأتحقق الشرط الخاص  إذا :الإحصائیةالفرضیات  اختبار i
2N 0,  والذي ،

 :یمكن التحقق منه باستخدام ما یطلق علیه تسمیة تحلیل البواقي، فانه یمكن اختبار الفرضیات التالیة
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  القرار  إحصاءة الاختبار  الفرضیة الإحصائیة
  :إختبار من طرفین-أ
  

1

1

0

1

b
b

H B
H B

:
: 

  

  
cal

1

11

b

b Bt 



  

حیث 
1

2
Y X

b
XXSS


 
    

عند مستوى المعنویة ) H0(نرفض 
α إذا كانت  

cal tabT T     أوcal tabT T  
tabبحیث      n 21 2

T T
, 

  

  أو إذا كانت     
  :إختبار من طرف واحد- ب
  

1

1

0

1

b
b

H B
H B

:
: 

  

  
cal

1

11

b

b Bt 



  

حیث 
1

2
Y X

b
XXSS


 
   

  

عند مستوى المعنویة ) H0(نرفض 
α إذا كانت     

cal tabT T  
tabبحیث      n 21T T ,   

    
  أو إذا كانت   

  :إختبار من طرف واحد -ج
  

1

1

0

1

b
b

H B
H B

:
: 

  

  

cal

1

11

b

b Bt 



  

حیث 
1

2
Y X

b
XXSS


 
   

عند مستوى المعنویة ) H0(نرفض 
α    إذا كانت  

cal tabT T   
tabبحیث      n 21T T ,   

    
  أو إذا كانت   

 B0وبالمثل عند الاختبار بالنسبة للمعلمة  
شخص وتم قیاس طول ووزن كل  12إذا افترضنا انه تم اختیار عینة عشوائیة من  :30تمرین

  :منهم وكانت النتائج كما یلي
  12  11  10  09  08  07  06  05  04  03  02  01  الشخص
  175  175  175  160  160  155  155  155  155  150  150  150  الطول
  72  83  77  65  68  61  59  63  54  54  61  50  الوزن

  :المطلوب
  معادلة الانحدار الخطي البسیط؟أوجد -1
1        %05عند مستوى معنویة إختبر الفرضیة التالیة -2

1

0

1

0
0

H B
H B

:
: 

  

Pvalue 

Pvalue  

Pvalue  
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  :الحل
  أیجاد معادلة الانحدار الخطي البسیط-1

  :یوضح الجدول التالي مختلف العملیات الحسابیة
Yi  Xi  Xi Yi 2  الشخص

iX  
01  50  150  7500  22500  
02  61  150  9150  22500  
03  54  150  8100  22500  
04  54  155  8370  24050  
05  63  155  8765  24050  
06  59  155  9145  24050  
07  61  155  9455  24050  
08  68  160  10880  25600  
09  65  160  10400  25600  
10  77  175  13475  30625  
11 83  175  14525  30625  
12 72  175  12600  30625  

  306675  123365  1915  767  المجموع
  :الانحدار كالتاليحساب معامل : أولا

                       
 

     
    2

i i i i
1 22
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0 899

12 306675 1915

n X Y X Y
b

n X X
.


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






  
 

   

  b0حساب : ثانیا

iXنحسب أولا المتوسط الحسابي لكل من 
X

n
 ،iY

Y
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    
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                         إذن    0 1 63 916 0 899 159 583 79 60b Y b X . . . .      
i:                وتصبح معادلة الانحدار التقدیریة كما یلي  iy 79 60 0 899X. .


     

1 إختبار الفرضیة التالیة -2
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0

1

0
0

H B
H B

:
: 



  
  :قبل إجراء الاختبار نحسب أولا الانحراف المعیاري للأخطاء العشوائیة كما یلي
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  
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1 y y b SSn 2 n 2
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cal :قیمة ستونت المحسوبة كما یلي الآننحسب 
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:   كالتالي SSxx قیمة  أولانحسب  
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  نجد أن  %05وعند مستوى معنویة  10ومن جدول ستونت وبدرجة حریة تساوي  
                             0 975 10tab tabn 2 12 20 051 12 2

T T T 0 228T T . ,, ,. .
 

 
      

 02.228أكبر من قیمة ستونت المجدولة وهي  06.868وحیث أن قیمة ستودنت المحسوبة وهي  
  .وبالتالي نرفض الفرضیة العدمیة ونقبل الفرضیة البدیلة
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 لثالمحور الثاتمارین 
كغ، وللتأكد من  0.50المتوسط الحسابي للعبوة هو  أناحد موردي آلات التعبئة  یدعي:التمرین الأول

كغ فإذا علم 0.495عبوة فبلغ متوسط العبوة  36صحة إدعاء المورد تم سحب عینة من العبوات حجمها 
  .كغ 24المعبأة تتبع التوزیع الطبیعي بانحراف معیاري  الأوزان أن

  :المطلوب
 ؟)α=0.05( قرار حول شراء مثل هذه الآلات وذلك عند مستوى معنویة اتخاذهل یمكن للشركة -1

دخلها الشهري من المكالمات الهاتفیة الدولیة قد تزاید  أنتعتقد الشركة العامة للبرید  :التمرین الثاني
سجل من سجلات زبائنها  100هذا الاعتقاد اختیرت عینة عشوائیة تتكون من  ولتأكیدبشكل واضح، 

ون، فإذا كانت سجلات  22.10وسط القسط الشهري المدفوع عن المكالمات الدولیة یساوي مت أنفوجد 
ون 17.10متوسط القسط الشهري الذي یدفعه الزبائن عن المكالمات الدولیة هو  أن إلىالشركة تشیر 

  .ون 450یساوي  وبتباین
  :المطلوب

فرضیة أن الدخل الشهري یتبع التوزیع ، مع )α=0.01(هل تؤید اعتقاد الشركة عند مستوى معنویة -1
 الطبیعي؟

یدعي مدیر مصنع للروائح العطریة، أن المتوسط الحسابي لكمیة العطر الذي تحتویه   :التمرین الثالث
الكلي  الإنتاج، ولاختبار هذا الادعاء سحبت من 16، بتباین یساوي 3سم 50 الأقلزجاجة الكولونیا على 

  .3سم 49.20زجاجة، وكان المتوسط الحسابي لعبوة زجاجات العینة  144للمصنع 
  :المطلوب

  ؟)α=0.05(اختبر صحة ادعاء المدیر باستخدام مستوى معنویة -1
هناك نوع جدید من الطماطم تـم تهجینـه ینمـو  أنیعتقد باحث في مركز البحوث الزراعیة  :التمرین الرابع

بسرعة أكثر من النوع المتداول بین المزارعین حالیا تحت نفس الظروف البیئیة، حیث یكون متوسط طول  
بـذور  10سم بعد فترة زمنیة معینة، ولتأكیـد الاعتقـاد قـام بزراعـة  07.60شتلة الطماطم من النوع الجدید 

                                     فكانــــــــــــــــــت الأطــــــــــــــــــواللفتــــــــــــــــــرة الزمنیــــــــــــــــــة تــــــــــــــــــم قیــــــــــــــــــاس مــــــــــــــــــن النــــــــــــــــــوع الجدیــــــــــــــــــد وبعــــــــــــــــــد نفــــــــــــــــــس ا
  07.50، 07.90،  07.90، 09.10، 08.50، 07.80، 08.10،08.50،80.10،06.60:كما یلي
 :المطلوب

،إذا فرضنا أن )α=0.05(البیانات هل اعتقاد هذا الباحث صحیحا عند مستوى معنویة  بناء على هذه
  النباتات تتبع التوزیع الطبیعي تقریبا؟أطوال هذه 

أیام من شهر جویلیة  في ولایة تیارت  10إذا علمت أن متوسط درجات الحرارة خلال  :التمرین الخامس
درجة، وان متوسط درجات الحرارة لنفس الفترة في ولایة  01.30درجة بانحراف معیاري قدره  35بلغت 
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  . ، علما أن تبایني المجتمعین متساویین01.50ره درجة، بانحراف معیاري قد 30ت غوهران بل
  :المطلوب

هل تعتقد أن متوسط درجات الحرارة في ولایة تیارت یختلف عن متوسط درجات الحرارة في ولایة وهران، 
  ؟)α=0.05(وذلك عند مستوى معنویة 

للمقارنة بین مستوى كفاءة الذكور والإناث في استخدام  برنامج كتابة النصوص  :التمرین السادس
)Word( ،حیث طلب من كل فرد في عینة عشوائیة من عشرة ذكور وعینة عشوائیة من ثماني إناث ،

ممن لهم تقریبا نفس مستوى التدریب،كتابة مقال معین بإستخدام هذا البرنامج وفي نهایة التجربة تم قیاس 
دقیقة  06.40زمن الذي استغرقه كل منهم في الكتابة فكان متوسط الزمن المستغرق في عینة الذكور ال

       دقیقة بانحراف معیاري  05.20 الإناثثانیة، وكان متوسط الزمن في عینة  60بانحراف معیاري 
  .ثانیة 48  
منهما یتبع توزیعا طبیعیا وعلى فرض أن تباین زمن الكتابة متساوي في مجتمعي الدراسة وان كلا  

  .تقریبا
  :المطلوب

هل تؤید هذه البیانات القول بان  الذكور أفضل من الإناث في استخدام هذا البرنامج وذلك عند -1
 ؟)α=0.01(مستوى معنویة

ترغب إدارة أحد المطاعم في تحدید ما إذا كان للدعایة أثر على زیادة متوسط دخلها  :التمرین السابع
    یوم قبل الدعایة فكان المتوسط یساوي 50الیومي، وبالتالي قامت بتسجیل الدخل الیومي ولمدة 

یوما من الدعایة قامت  20المرئیة، وبعد  والإذاعةون، ثم قامت بدعایة عن طریق الصحف  1255
الانحراف المعیاري  أنون، فإذا افترضنا  1330یوما فكان المتوسط  30یل الدخل الیومي ولمدة بتسج

یساوي  ون بینما الانحراف المعیاري للدخل الیومي بعد الدعایة 215للدخل الیومي قبل الدعایة یساوي 
  .ون 238

  :المطلوب
المطعم قد زاد بعد الدعایة، وذلك من هذه البیانات هل یمكن القول بان متوسط الدخل الیومي لهذا -1

  ؟)α=0.10(عند مستوى معنویة
منتجین في اختبار لكفاءة الأداء قبل وبعد  08فیما یلي العلامات التي حصل علیها  :التمرین الثامن

  درجات 5-1انتهاء دورة تدریبیة على مقیاس من 
  10  09  08  07  06  05  04  03  02  01  رقم الشخص

  05  08  07  05  08  06  09  04  05  08  الدورةقبل 
  07  10  09  08  07  11  06  05  07  10  الدورةبعد 
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  :المطلوب
  ؟)α=0.01(أختبر فیما ذا كانت الدورة تزید من كفاءة الأداء للمنتجین، وذلك عند مستوى معنویة -1

وكالة مبیعات ترب بتقدیر الفرق بین نسبة اللذین یستخدمون نوعین من معجوني  :التمرین التاسع
منهم لا یرغبون التغییر  % 20، "أ"من الذین یستخدمون النوع الأول  500الأسنان، في عینة حجمها 

لا یرغبون في التغییر لنوع  %13، "ب"من مستخدمي النوع الثاني  400لنوع آخر، وفي عینة حجمها 
  .آخر

  :المطلوب
أختبر فیما إذا كانت النسبة للمجتمع الأول أكبر من النسبة للمجتمع الثاني، وذلك عند مستوى معنویة -1
)α=0.01(؟  

طالبة عن مدى  150طالب وعینة عشوائیة من  200تم سؤال عینة عشوائیة من  :التمرین العاشر
 105طالبا و 124 أنامعي، فوجد تواجدهم داخل الحرم الج أثناءالتزامهم بحضور جمیع المحاضرات 

  .طالبة من طلبة العینة یلتزمون بحضور جمیع المحاضرات
  :المطلوب

، هل تعطي هذه المعلومات دلالة كافیة على أن الطالبات أكثر التزاما من %05عند مستوى معنویة -1
  الطلاب بحضور المحاضرات؟

یدعي مدیر مصنع لصناعة نوع معین من الأنابیب، أن طول الأنابیب المنتجة  :التمرین الحادي عشر
أو اقل، ولكن یشك المسؤولون على رقابة الإنتاج  0.09في مصنعه تتوزع توزیعا طبیعیا بتباین یساوي

، لذلك سحبوا عینة 0.09في ذلك، ویعتقدون أن تباین أطوال الأنابیب المنتجة في هذا المصنع اكبر من 
  .0.10أنبوبة ووجدوا  أن تباین أطوال أنابیب العینة یساوي  25ائیة تحتوي على عشو 

  :المطلوب
  ؟)α=0.05(إختبر صحة ادعاء المدیر عند مستوى معنویة -1

مل،  200ازیة آلة لتعبئة قواریر سعتها غتستخدم الشركة العامة للمشروبات ال :التمرین الثاني عشر
ولكن هناك نوع من العشوائیة في كمیة المشروب المعبئة بهذه القواریر، هذه الكمیة تتوزع توزیع طبیعي 

مل، وبسبب هذه العشوائیة في الكمیة المعبئة في القواریر، قررت دارة  03بانحراف معیاري یساوي 
من النوع المستخدم حالیا، ولكن  أفضل أنهاركة المصنعة لها الشركة شراء آلة من نوع آخر تدعي الش

كانت الكمیة المعبئة باستخدام هذه الآلة اقل عشوائیة من  إذا إلاسوف لن تقدم على الشراء  الإدارةهذه 
قارورة فكان  71، ولذلك قامت بتجربة الآلة الجدیدة واختارت عینة عشوائیة تتكون من الآلة السابقة
  .مل 02.50معیاري لهذه العینة یساويالانحراف ال
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  :المطلوب
من هذه البیانات هل هناك مبرر لإدارة هذه الشركة بشراء هذه الآلة وذلك عند مستوى معنویة -1
)α=0.05(؟  

واستهلاك ) دخل العائلات(قام مكتب دراسات اقتصادیة بدراسة العلاقة بین الدخل : التمرین الثالث عشر
  :كالتاليالحلیب فكانت النتائج 

t 01  02  03  04  05  06  07  08  09  10  11  
  20.4  20  21.3  22.4  24.3  23.6  25  25.8  30.2  28.9  31.6  الاستهلاك

  24  25  22  20  17  18  16  15  11  12  10  الدخل
  :المطلوب

  ما هو شكل العلاقة بین الاستهلاك والدخل؟-1
  العادیة؟قدر معلمات النموذج الخطي البسیط بطریقة المربعات الصغرى -2
  ؟%05أدرس صلاحیة النموذج وذلك عند مستوى معنویة -3

  لیكن لدیك الجدول التالي والذي یوضح الطبیعة بین متغیرین :التمرین الرابع عشر
X 01  02  03  04  05  06  
Y  06  04  03  05  04  02  

  :المطلوب
  ارسم الشكل الانتشاري؟-1
  التقدیریة؟ Xعلى  Yأوجد معادلة انحدار -2

1                 0.05إختبر الفرضیة التالیة عند مستوى معنویة -3

1

0

1

0
0

H B
H B

:
: 



  
0                0.01إختبر الفرضیة التالیة عند مستوى معنویة -4 0

1 1

H B 0
H B 0

:
:



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0.99970 ,

0.99979

0.99986 ,

0.99990

0.99994 ,

0.99996

1.00000

0.9s882

0.s9916

0.99S40

o.seôsB

0.99971

0.99S80

0.99986

0.99991

0.99994

o.seôs6

0,99900

0.e9929

0.99950

0.99965

0,99976

0.99983

0.99989

0.999S2

0.99995."

üLr
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8.3.3 Loi du Khi-deux à ru ddl X - fi

Table dcs fractiles c,(p) poLrr une loi clu 1/, :7r - pr.{X < c:,(1t)}

\1]
7\ 0 001 0,005 001 0 025 001 01 U9 090 o 975 099 0 995 0 999

: {J ()t)z

li |.02I
.1 0.091; ]o.zro
6 1 0.381
7 0.599
8 I os;7

1.152

L47g
1l I 831
12 2.214
r 3 2.617
l :L 3, 011
15 i 31s3
16 3.942'17 1.416
1E 4 905
n :: 407
20 5 921
2l I Oa+Z
22 (i 9E3
23 | -.t'29

2.1, .i . Ll8 5

25 l s ti+u
26 | 9.22')
'2 I 9.E03
28 10.39r
29 10 9d6
30 IL 558
,10 117.917

i0 ),t 671
iiO 31 73E
70 l:19 036
80 46 i20
90 5'r .156
100 l6L 9tE

u,010
0 072
0 207
0,412
0 676
0 9E9
1 344
r 735
2 155
2 603
3 o74
3 ;65

4 60 1

i:.142
5 697
6 263
6 E.1.1

7.431
E 031
E ri.13

I 260
I 886
10 J20
11 160
11 80E
72 461
13 121

13 7.87

20 707
27 99]
:15 ;;l/l

51 172
59.196
57 328

I0000
0 020
0 115

]ozcz
0.1t54
0.Â72

I r.zrg
1.C17

2 0E8
2 558
3 053
3 J71
.1,107

4 660

J 8r.2
6 ,108

7 0r5
/ UJJ
I 260
8 t97
I i12

10 196
10 856
1r J2,t
12 198
12 E78
13 i65
).1.2;6
l1 9)3
22..r64
29 707
37.+85
45 442
53 540
6r,75,1
70 06Ir

0 001
0 051
u 216
0 .184

0 E31

r 690
2 180

2 700

3 i_r16

.1,,10.1

5,009
5 ô29
6 262
6 908
7 56],
8 231
E 907
9;91
10 283
1tl 982
1t tit9
r2 101

L3 120
L3 84.1

t4 573
L5 3OE

i6 017
L6 791

l) l:-

+t) t82
1t{ 7;E
i7 ti3
)5 047
t1'222

U.0 0.1

t). I 03
0 3;2
0.71r
1.145
L63'
2 167

3 325

3 9,10

4 57r
; 22ij
5 E92
6 571

7 962
8 672
9 390
10 117

10 8;1
1t 591
12 338
13 091
13 8,1iJ

14,6 r 1

1; 379
16 151
16 92E
17,7i)8
1E 193
26,5U9

3 r 761
43 ]EE
5r 739
6U 391

ii9 126

77 929

0 016
0 211
0 5iil
1.064
1.610

I z.zo+
2.833
3 490

]rros

6 30.1

7 0.11

72 113
13 240
14 041
r.1 E.1E

15 659
16.173
t7 2ç)2

18 t 1.1

1E 939
r9 768
20 ;99
29 051
37 689
46 ,1,]9

55 329
64 278
7:l 291
82 358

2 706
4 605
6 2rI
7 779
9'236

r 0 6.15

r2017
13 362
tl iiEl
15 9E7
17 275
18 54l)
19 E12
21 064
22 307

24.769
25 989
27 204
2t.112
29 61à
3U 8t:j
32 AA7

33 196

34 382

JO ]OJ
36 7,lt
37 916
39 087
.t0 25û
51 E05
63 167

7 + rl9;
85 527
9ri;7E
107 56

r Lt 49E

3 r.11

;91)r
; tiI5
I ,1EE

11 070
12.592
rt067
l; r07
Lti 919
1E 307
19, 6 75

21 026
'22 36'2

2.1 996
2(i 29Lj
'2r 587
2E tii9
30 r.14

31 110

32 (i7I
3ji 92.{
h Ll2
JIJ lLJ
37 6r2
3t ètë5
.10 113

5;;rrii
(r, ',1 J.l

7!l {lE2

90 l3t
r01 t8
L t;l lrl

7 t)21
7 378
9 3.16

11,1,13

12 832
74 419
t ri 013
17 535
t9 023
2U 1E3
21.920

2.1 736
26119
27 4E8
28 845
30 191
3\ 5'26

32 Er2
3.1 170

3r 479
36 7EI
35 076
39 36.1
.10,6'10

.11 923

.I3, 195
14 4bt
15 72'2

16 979
,t9 i342
71 120
ôjt 298
I r (123

106 63
1tE tl

r 29 561

I 21 0

I 1 . illrr
l)'27 t

15 086
16, E 12

1E .17;

20 090
21 ri66
23 209
21 i25
'26',2t7
27 638
'29 I7I
30 ,r78
32 000
33 :109

34 E0;
li(i i9r
i37 56(:
3E 932
.r0 2t9
11 63t
42 9t0
1,+ 314
15 6.1,2

.16,963

.18 27S
49 5ES

;0 892
u3 ii! I

76 t51
EE 37IJ

100 l2
112 33
r21 t2

135 E07

7 E79
10 i97
12 E38
1.1.8 û 0

16 750
1E 54E
2U 278
2 t SrJr

23 5t9
2i 188
'26 7i7
28 3Oil
2!) rlll
31 319
32 .q01

:14 267
35 718
,1 , L)li

IJE r-i2
,J9 997
,1t .10 t
:t2 796
11Ix]

4 5 ;J,!
.Lt,92E
.18 290
49 ii45
i0 99.1

;3,072
()() 7ü''
79 490
91 9;2
1()12t
11ii 32
t28 lJ(l

1.10 I (i9

13 8r;
t 6 2(;t,
1E.166

20 51;

'26 ). 2,1

27 87 t-

29 5E5
:l t 2b1
32 9()9

]ti 12.1

37 Li!1,_i

:t9 2;')
40 791
t,l '1r.,

.13 819
rl5 :11 1

.16 79ri
18 2ti5
1Sl 72i
51 179

i)2 6l!l
5,1 051
55 17;
56 E92
;8.3 0I
39 7A)
73 .r03

8ii 660
99 6Ll!
l t2 3l
124Si

L 19 .,119



Arurct,e C Tabie.s nuntért.c1ue,t

C.3 Loi de SruoEur

I

2

3

4

5

6

7

8

9

l0

ll
t2

t3

14

l-(

16

l't
18

l9

20

t)

a)

0.

U

0

0

0,

0,

0

0.

0.

0.

û

0

()

û,

0,

0,

0.

0,32-i

,J 289

0,21"

u.27l

0 26i

0"26-i

0 263

0,252

a 261

û 26tJ

c.260

Çt.259

0 2.59

C.2 5B

0 25E

0 258

0 25r

0 257

4.251

0 25i

0.256

0 2,s6

0.2.5 6

0 256

0.2 56

0,2,55

0.256

0.2 -',6

0,25 6

0.2,r 5

0"2.54

0,25.+

0,2 5.4

0.254

0, ?-53

0,12't

4,617

0,584

0.569

0 559

0.553

0.549

0.546

0,541

0,542

0.-540

0.519

0,53 8

0.537

0 -536

0.535

0 534

0.534

0.533

0,533

0.532

0 532

0,532

0,531

0.531

0.53 r

0,531

0.530

0 530

0.530

1,376

1 .061

0"978

0.941

0.920

0.906

0.896

0,8 89

0.88 3

0.879

3 078

I ,886

r,638

1.531

1.476

1.41A

r 415

I 391

l.-)ôJ

I 312

6.3t4

2,92.4

2.353

2.132

2.0i 5

1.943

1.895

I 860

1.833

1,812

12,7A6

4 303

3.1 82

2.'716

2.571

2.447

2.-?65

2.306

2,262

2 228

2.?.01

2.179

2 160

2 145

-: lJi

2 l2A

2.11A

2.101

2,093

2.086

31821

6,9 65

1.541

3 t4'7

3.365

3.143

2 998

2 896

2.821

2 764

63 657

9,925

-5 841

4,604

4.0)2

).147

3 499

3.355

3.250

3 169

3I8.309

22.327

10.215

i.113

5.893

5.208

4 785

4.501

4»'7
4 144

4.025

3,930

3 852

3.',t8?

3,133

3,686

3 646

3 610

3,5 79

1.552

3 521

3.5 05

3,48,5

3 461

3.450

3.435

3.421

3.408

3,396

3 385

636 619

31.599

1 1 01,1

8.610

6.869

s.9s9

5 408

5,041

4.781

4.581

3.55l

3.460

3.41.6

3,390

3.340

3,29)

21

22

23

).1

25

21

28

29

30

0.

0,

0

0.

0,

0.

0.

0.

0,

0,

0.876

0.873

0.870

0.868

0 866

(.,.6ô)

0.863

0.862

0.86l

0,860

1.363

1.356

1.350

1.345

r 341

1.337

1.333

1.330

1,328

1.?25

1.796

t.78?.

1 771

1.76t

1,75-î

I 146

1.744

1.734

1.i29

1,125

1 721

1 .'717

Lx14

l.7l l
r,708

L706

1 '103

1.70i

1.69e

|,691

1.684

i .671

t.66,1

l.660

r,65_3

1.645

2.'t 18

2.68t

2.650

2,624

2 602

2,583

2 56'7

2.s52

2.539

2.528

3.r06

3.05 5

3,012

2 97i
2,941

?,921

2.898

2,818

'2.861

2.845

0 8-59

0 858

0 8.58

0 8i7

0 856

0 856

0,8-5-5

0.8:-; -i

0 si4

0 854

û 851

0,8,18

C 8,16

0 845

0, it4-l

0, E.l2

1.323

't 321

l3l9
1 318

1.316

1.3 t5

1 .314

1.3i3

i,311

1 310

2 080

2 474

2.069

2.064

2.060

2 056

2.052

2.048

2.045
', 

^À1

2.021

2 000

1.990

1,984

1.9'72

r 960

2 518

2 508

2 500

2.492

2 485

2.479

L.+ | -)

2.461

2.462

2.423

2.390

2.1'14

2.364
a 1/<

2.',326

2,831

2 819

2 807

2.791

2,'781

2.7'79

2.7'/ I

2.763

2,156

2'7 5A

2.104

2.660

2 639

2,626

2,601

2,5i6

4,431

4.318

4.221

4.140

4.0't3

4.01s

3,965

3.9?2

3,883

3.850

3.819

3,792

3.768

3.745

3.'725

).707

3,690

J.O /+

3.659

?,646

,+0

60

80

100

200

xi

0,

0

0,

0

Lr,

0,

0 _52s

0.52i

0,526

0 5:6

0 -515

û, -5 2.i

r ,30-1

1.296

1 292

1,290

r.286

|,282

3.307

3,2f2

3,r95

3 1',t1

3l3t
3 090

FracÉiles de la loi de SrunBnr

[-e fractile 1,, esr [el quc- ÈiT, < t,,t) = p



1 Table des quantiles de la v.a. de Fisher

F-ournit les quantiles x, tels que )
D /\r/-. \rl.\'rxp): I)

pour X 1 Fr, l:n2 
x,

P:0.95

n1
n2
1

2

3

4
5

6

I

I
I

10

inf10050301510

161 200 216 2',25 230 234 237 239 24L 242 246 248 250 252 253 254
18.5 19.0 19.2 19.3 19.3 19.3 19.4 19,4 19.4 19,4 19.43 19.5 19.5 19.5 19.5 19.5l0.l 9,6 9,3 9,1 9,0 E,g B,g B,B B,B B,B g,70 g,7 8,6 8,6 8,5 g,5
7-71.6,94 6,59 6.39 6.26 6.10 6,09 6,04 6.00 5,96 J.86 5,80 it,7J 5.70 5.66 b.63
6.61 5,79 5.41 5,19 5,05 4,95 4,88.1.82 4,77 4.74 1,62 4,56 4.50 4..1.1 4.4t 4.37
5.99 5,1.1 4,76 4.53 1!.zg 4.28 4.2\ 1,15,1.10.1,06 3.9,1 3,87:J.g1 3.75 3.71 3 67
it.59 4-74 4.35,1.72 3,97 3,87 3,79 3.73 3,6g 3.6-1 3,5r 8.,1b 3.3g z.J2 z,2g z.2z
;t,32 4.46,1,07 3.84 3,69 3.58 3,50 3,44 3,39 3,35 3.22 3.lS 3,08 8,02 2,gg 2,gB
5.12 4.26 3.86 3,63 3,48 3,37 3.29 3,23 3.18 3.14 3,01 2,g4 Z,SO Z,SO 2.76 2,71
,1,97 4.10 3.71 3.48 3,33 3.22 3.14 3.07 3.02 2,gB 2.g5 2.77 27î ) 64 ) 7t(\ ) 7,1

11

t2
13

l4
15

16

77
18

19
20

4.8,1 3.98 3,59 3.36 3,20 3,@
4.75 3.89 3,49 3.26 3,11 3.00 2.91 2.E5 2.80 2.75
4.67 3,gl 3,.11 3.1g 3,tJ3 2,92 2,83 2.77 2,7t 2.67
4,6U 3.74 3,34 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 2.65 2.60
4.5-1 3.6E 3.29 3.06 2.90 2.79 '2.7t 2.64 2.;:) 2.itl
-1.19 3.63 3.2.1 3.01 2.8i'2.712.66 2.bg 2.;t4 2.49
l.4i 3.59 i3.20 2.97 2.81 2.70 2.61 2,it5 2.tg 2.45
4,41 3.56 3.16 2.93 2.TZ 2.66 2.58 2.51 2./16 2.tt
4,38 3.52 3.13 2,90 2,74 2,63 2.54 2.48 2,4'2 2.3E

2.:i5

2,'.2,1

4.17 3.3'2 2.92 2.69 2.5:t 2.,12'2,33 2.27 2.21 ').17
4.1'2 3,.27 2.87 ,2.6,12.19 2.37 2.29 2,22 2.16 2.11
4,09 3.23 2,84 2.67 2.45 2.312,25 2,lB 2.12 2.OE
,1.06 3,20 2.87 2,5E 2.42 2,37 2.22 2,75 2,10 2,05
,1,03 3,18 2.79 2,i6 2,40 2.29 2.20 2,1E2.07 2.03
.1.00 3.15 2.76 2.53 2.37 2.25 2.17 2.rO'Z.Oe r.g9
3,98 3.13 2,74 2.ô0 2.3i 2.23 2.14 2.07 2.0'2 1.g7
3.96 3,11 2.72 2,49 2,33 2.21 2.8 2.06 2.00 1.95
3,9ir 3.10 2.71 2.47 2.t32 2.20 2.tl 2.041.99 1.9,1
3.9.1 3.09 2.70 2,46 2,:t1 2.19 2 I0 2,03 1.98 1.93

2.7',2 2,65 2.57 ,2.57 2.46 2.,10
'2.62 2.54 2.47 2.10 2.35 2.30
2.it3 2.46 2.38 2,31 2'20'2.21
'2.46 2,39 2.:31 2.24'2.19 2.1:3
'2.40 2.33 2.2o 2.18 2.1'2 2.07
2,35 2.28 2.19 2.1,2 2.07 2.01
2.3t 2.23 2.15 2.08 2.02 1.96
2,27 2.tg 2,lt 2.041.9g 1.92
'2.23 '2,16 2.OT 2.001.9,1 1,88
'2.20 2,t2 2,041.97 1.91 1.E4mr
2.02 1.93 r.B4 1.76 1.70 1.62
1.96 1.EB 1.79 7.70 1,6,1 1,56
t.92 1,E4 1,74 1.66 1.59 1.51
1.Bg 1,81 1,71 1,63 1,55 1,47
1.87 1.78 1.69 1,60 1.53 1,,1.1

i.84 1,75 1.65 1.56 1.48 1.39
1.81 1.72 1.62 153 1.45 t^3ir
1.79 1.70 1.60 1.51 1..13 1.32
1.78 1.69 1.59 1.49 1..11 1.3u
1.77 168 I 57 1 ,18 I 3q ] R

25
30
35
40
45
50
60
70
80
90

100
150
200
inf

3.90 3.06 2.67 2.,\3Tizta 2,0; zpitT,ulrss,r
3.89 3,04 2.65 2,42 2.26 2.112.06 l,9g 1,93 1,BB
3,E1 3.00 2,60 2.37 2.21 2.10 2,01 1,9,1 1.88 1.83

1.73 1,64 1.5.1 1 .,1,1 1.35 1.22
r.7'2 1.621,51 1,.11 1,32 l.1g
1.67 1.57 1..16 1,35 1.24 1.00

3456



P:0-99

n1
n2
1
,
3

4
D

6

7

I
I
10

-1052 5000 5403

99 99 99

34,1 30,8 29,5

21.2 lB.0 16,7

16.26 13,27 12,06

13.75 10,92 9,7E

12,21t 9,55 8,45

11.26 8.65 7.59

10.56 8.02 6,99

i0.04 7,56 6,55

5625 5761
99 99

28,7 28,2

16.0 I5.5
11,39 10,97

9,15 8,75

7,85 7 ,,16

7,01 6,63

6.42 6,06

5.99 5,64

6157 6209

99,4 99,.1

26,9 26,7

14.20 14.02

9.72 9.55

7 ,56 7.'lu
6,31 6,16

5,52 5.36
.1,96 4,E1

4.56 1.41
.1 D:, ,1 1 ri

6261 6303

99.5 99,5

26,5 26,4

13,84 13.69

9.38 9.21

7,23 7,09

5.99 5.86

5.20 5.07

1,65 1.5'2
, ii I 101.1;) +. L z

2 0..t ? R]

100

633.1 6366

99.5 99,5.,

26.2 26.1

r3.58 13..16

e ,13 t) .02 
I

6,99 6.EE

5.75,r.54
.1.96 1.E6

4.41 1.31

4.0r 3^91

:1 î-:3 c,0

inf1510

5859 5928 5981 6022 6056

99 99 99 99 99

27 ,g 27,7 27.5 27.3 27 .2

15.2 15.0 1'1,8 14,7 11.5

10.67 10.,16 10.29 10,16 10,05

8,,17 E,26 8.10 7.98 7.87

7.19 6.99 6,84 6,72 6.62

6,37 6,1E 6.03 5,91 5.E1

5,80 5,61 5.47 5.35 it,26

5.39 5.20 5,06 4.94 4,85

11

L2
13
t4
15
16

5.67 5.3',2

5.,11 5.06

5,21 4,86

5,0,1 .1.69

.1.89 4,56

4,77 4.44

4.67 4.34
,1,58 4.25
,1.50 4.77
,1,13 4.10

9.65 7.21 6.22

9,33 6,93 5,95

9,07 6,70 5,7,1

8.86 6.51 5,56

8,68 6,36 5,112

B,53 6,23 5,29

8.40 6,11 5.19

E,29 6.01 5.09

9.18 5,93 5,01

8.10 5,85 4.9/'

5,U i 1+rôy

4.E2 .1.64

4,62 ,1.14

4.46 4.28
.t.32 ,1.1,1

4,21) ,1,03

4.10 3,93
,1,01 3, E4
o 

^/ 
a -FJ. Y-t r). I I

3.87 3,70

+.1+ +.u.)
,1.50 .1.39

,1,30 4,19

4,.74 4.03

4.00 3,89

3,89 3,78

3,79 3,68

3.71 3,60

3,63 3.52
n lrJ.O0 J. +U

4,30 ,1.01

.1.10 3,82

3.9.1 3.66

3,80 3,1t2

3.69 3,41

3.59 3.31

3,ô1 3,23

3,'13 3,1ô

3,37 :1,09

3. E6 3,71)

3.66 3,51
o -r n r:,1.i)1 J..)tJ
o .,- , ql
J..) I ù.2- t

3.26 3.10

3,16 3,00
lna )c|)viuu

3.00 2.8'1

2.9,1 2,78
D7n Di,1

3.57 3.17 3 3ii

3,38 i|.27 3.17

:1.22 3.11 3.0(i

3.08 2,9E 2.E7

2.97 2.8û 2.7'
2,87 2.76 2.6it

2.78 2,68 2' ;ti
2.71 2.60 2.19

2.64 2,5'l 2..\2
D 40 '.) )() ') 1i

25
30
Jô

40
45
50
60
70
80
90
100

7,l',i 5,57

7,o6 o,39

7,42 5.27
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