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 : اتمجموع .1

 :اتالمجموع 1.1

 ، جماعة ،قطيع ،كثر استعمال كلمات مرادفة لكلمة المجموعة في حياتنا اليومية مثل اسرة ، عائلة ، فريق ، باقة 

ل الشكل دة داخالتي ينظر اليها ويفكر بها كوحدة واحدة ، فالكلمات الموجو ءسرب. . . لتدل على تجمع من الاشيا

 .البيضاوي ما يسمى مجموعة فصول السنة 

 تعاريف:
 ،أو  نسمّي مجموعة كلّ تجمّع لأشياء تربطها خاصّية مشتركة، و تدعى هذه الأشياء عناصر المجموعة

 نقاط المجموعة.

  يرمز عادة للمجموعات بأحرف كبيرة مثل,,,,,, YXDCBA  و يرمز لعناصر هذه المجموعة بأحرف

,,,,,,صغيرة مثل  yxdcba. 

  تتعينّ مجموعة إذا عرفت جميع عناصرها، و يمكن عندئذ كتابة المجموعة بذكر جميع عناصرها بين

حاضنتين من الشّكل    :مثل cbaA ,,. 

عة أو لمجمواهذه تتعينّ المجموعة أيضا بذكر خاصّة يمكننا بواسطتها الحكم على أيّ شيء بأنهّ عنصر في 

 إنهّ غريب عنها.

 

 مثال:     

{x: فرديx}Aونقرأ ،Aهي مجموعة العناصرx  بحيثx .هو عدد فردي 

 : العدديةّلمجموعات ا 2.1

 تعاريف:
مجموعة الأعداد الطّبيعيةّ   -  ,3,2,1,0IN 

مجموعة الأعداد الطّبيعيةّ المغايرة للصّفر  - ,3,2,1* IN 

مجموعة الأعداد الصّحيحة  -  ,3,2,1,0,1,2, Z 

مجموعة الأعداد الناّطقة  -









*,,: ZqZp

q

p
xxQ 

 IRمجموعة الأعداد الحقيقيةّ و نرمز لها بـ 

 Cمجموعة الأعداد العقديةّ و نرمز لها بـ  -

  نسمّي كلّ مجموعة يمكن الانتهاء من عدّ عناصرها مجموعة منتهيةّ، وهي المجموعة التيّ عدد

 عناصرها محدود، و نقول في الحالة المخالفة إننّا أمام مجموعة غير منتهيةّ.
 :مثال

المجموعة  cbaA ,,  أمّا المجموعة 3هي مجموعة منتهيةّ و عدد عناصرها هو .IN  .ّفهي غير منتهية 
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 الانتماء : 3.1

   إذا كانx  عنصرا من المجموعةA  : فنقول أنهّ ينتمي إليها و نكتبAx. 

  و إذا أردنا نفي انتماءx  إلى المجموعةA  كتبناAx و نقول ،x  لا ينتمي إلىA. 

 المجموعة التيّ لا يوجد فيها أيّ عنصر نسمّها المجموعة الخاليةّ و نرمز لها بـ   أو . 
 : مثال

 : , 2 3D x x IN x    
 مثال: 

إذا كانت  1,2,3,4,5,6,7,8,9A  

 .Aفأي المجموعات الآتية مجموعة جزئية من المجموعة            

1.  5,6,7B 
 

2.  5,8,9,11C 
 

 Aالمجموعة .3
 الحل:

Bإذن  Aينتمي للمجموعة  Bكل عنصر من عناصر المجموعة انلاحظ ن .1 A. 
ليست مجموعة جزئية من المجموعة  Cإن المجموعة .2 5,8,9C  11لان Aفي هذه الحالة 

i. نكتبC A. 

Aإن .3 A    لان كل عنصر فيA ينتمي الىA. 

 ويمكن تعميم الحالة الثالثة بان كل مجموعة هي مجموعة جزئية من نفسها. -

 تذكر بان الانتماء يربط عنصرا بمجموعة بينما يربط الاحتواء مجموعة بمجموعة.

 ات :جماعة مجموع 4.1

( أسرة مجموعة هي نفسها مجموعات أيضا، نسمّي مثل هذه المجموعات جماعة )أوإذا كانت عناصر ال 

 مجموعات.

 

 :مثال

المجموعة     2,1,5, .هي جماعة مجموعات لأنّ كلّ عنصر منها هو مجموعة 

المجموعة     7,6,3,2,4 .ليست جماعة مجموعات لأنّ عناصرها هي أعداد و مجموعات 

 تعميم:  

لتكن   nFFF ,,, 21   جماعة مجموعات، لتكن المجموعة nI ,,2,1  إنّ كلّ عنصر .Ii 

اسم مجموعة الأدلةّ و كلّ عنصر  I، و لذلك يطلق على المجموعة من  iFيقابله عنصر وحيد 

Ii  يسمّى دليل المجموعةiF و للسّهولة و الاختصار نكتب الأسرة .  على الشّكل 
IiiF


. 
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 :تساوي مجموعتان 5.1

BAمتساويتين أو متطابقتين إذا كان لهما نفس العناصر، و نكتب  Bو Aتكون مجموعتان    أو .

 بعبارة أخرى: 

   A B x A x B    . 

غير متساويتين إذا وجد في إحدى المجموعتين عنصر واحد على الأقلّ لا  Bو Aو تكون المجموعتان 

BAينتمي إلى المجموعة الأخرى، ونكتب   و نقرأ ،A  لا تساويB. 
 :مثال 

المجموعتان  2,1,1 A  و   021: 2  xxZxB .متساويتان 

أمّا المجموعتان  2,1,1 A  و 2,1D  ّفهي غير متساويتان لأنA1  وD1. 

 : الاحتواء 6.1

، و نكتب Aعنصرا من  Bإذا كان كلّ عنصر من  Aأنهّا محتواة في مجموعة  Bنقول عن مجموعة  

AB  :أو بعبارة أخرى ، 

(B  محتواة فيA ) AxBx  

. بناء على هذا التعّريف نلاحظ أنهّ إذا كانت Aمجموعة جزئيةّ من المجموعة  Bو تسمّى المجموعة 

متساويتين  Bو  Aالمجموعتان  BA   ّفإنA  تكون محتواة فيB  وB  محتواة فيA:أي ، 

   ABBABA . 

BAمتقارنتان إذا كانت  Bو  Aنقول أنّ المجموعتين    أوAB . 
 : ملاحظة

1. AA   ،A 
2.    BxAxBA  : 
3. BA   ّلا تعني أنAB  

 : مجموعة أجزاء مجموعة 7.1

  لتكنA  مجموعة ما. نسمّي المجموعة التيّ عناصرها أجزاءA مجموعة أجزاء ،A  و يرمز لها

بالرّمز  AP : و منه 

    ABAPB . 
 :مثال

لتكن  cbaA ,, إذن ،              cbcabacbaAAP ,,,,,,,,,,. 
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 ملاحظة:

تحتوي على ثلاثة عناصر و المجموعة  Aإنّ المجموعة  AP  823تحتوي على   عنصرا. و بصورة أعمّ، إذا

عنصر فإنّ مجموعة الأجزاء  nمجموعة منتهيةّ تحتوي على  Aكانت  AP  تحتوي علىn2  عنصرا. هذا من

و  Aكعنصر من  aجهة، و من جهة أخرى يجب أن نميزّ بين  a  كعنصر من AP  أي كمجموعة جزئيةّ من

A. 

 :الاتحّاد 8.1

هو المجموعة المكوّنة من العناصر التّي تنتمي على  BAالذّي نرمز له بـ  Bو  Aاتحّاد مجموعتين  

 أي أنّ: Bو  Aالأقلّ إلى إحدى المجموعتين 

    BxAxxBA  : 

 مثال : 

 =Bل ، ب ، ت ، ع  A ،اذا كانت  مجموعة احرف  كلمة بيروت= 

 .ABاوجد  -

 الحل :

 .  =ABي ، ر ، و ، ب ، ت ، ل ، عان     -

 تعميم :

nAAAيمكننا  تعريف اتحّاد عدد منته أو غير منته من المجموعات. فإذا كانت   ,, مجموعات جزئيةّ من  21

E  فإنّ اتحّاد هذه المجموعات هو المجموعة المؤلفّة من جميع عناصر هذه المجموعات كافةّ و نرمز لها بـ

nAAA  21:و للاختصار نكتب. 

n

n

i

i AAAA 


 21

1

 

و بصورة عامّة، إذا كانت  
IiiA


فإننّا نرمز لاتحّاد هذه المجموعات بـ  Eأسرة مجموعات جزئيةّ من  


Ii

iA


 و يكون 

  
0

:: 0 i

Ii

i AxIiExA 


 . 

 

 :ملاحظة

      BxAxBAx  
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 :خواصّ 

1(AAA  
2(AA  
3(ABBA  
EEAمجموعة كلّية نسبيّا:   Eلتكن  )4  
5(    CBACBA  
6(BAA   وBAB  
BAإذا كانت  )7   وBD   ّفإنBDA  
8(BBABA  

 ع :التقّاط 9.1

هو المجموعة المكوّنة من العناصر التّي تنتمي إلى كلّ   BAالذّي نرمز له بـ  Bو  Aتقاطع مجموعتين  

 أي أنّ: Bو  Aمن المجموعتين 

    BxAxxBA  : 

 

 :1مثال 

 .23452مجموعة ارقام العدد  Aاذا كانت 

A، اوجد8،2أ : أ عدد فردي محصور بين  B  =و كانت  B. 

 لحل :ا

ان   2,3,4,5A  ، 3,5,7B . 

ومنه   3,5A B . 

 :2مثال
 الميلادية  مجموعة الاشهر  Sيوما ، وكانت  31مجموعة الاشهر الميلادية التي عدد ايامها Aاذا كانت      

Aيوما ، فاوجد 30ايامها التي عدد  S. 
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 الحل :
  = Aأكتوبر،  سبتمبر،  أوت،  جويلية،  ماي،  مارس،  جانفيان 

اذن =Sنوفمبر، ديسمبر،  جوان، أفريل،  فيفريكما ان} A S   

 منفصلتان او متباعدتان  A  ،Sونقول في هذه الحالة بان المجموعتين 

 

 

 تعميم :

nAAAيمكننا  تعريف تقاطع عدد منته أو غير منته من المجموعات. فإذا كانت   ,, مجموعات جزئيةّ  21

فإنّ تقاطع هذه المجموعات هو المجموعة المؤلفّة من جميع العناصر المشتركة بين هذه  Eمن 

nAAAالمجموعات و نرمز لها بـ   21:و للاختصار نكتب . 

n

n

i

i AAAA 


 21

1

 

و بصورة عامّة، إذا كانت  
IiiA


فإننّا نرمز لتقاطع هذه المجموعات بـ  Eأسرة مجموعات جزئيةّ من  


Ii

iA


 و يكون    

 IiAxExA i

Ii

i 


,: . 

 :ملاحظة

      BxAxBAx  
  إذا كانBA  نقول إنّ المجموعتينA  وB .منفصلتان 

 :خواصّ 

1(AAA  
2(A 
3(ABBA  
AEAمجموعة كلّية نسبيّا:   Eلتكن  )4  
5(    CBACBA  
6(ABA   وBBA  
ADإذا كانت  )7   وBD   ّفإنBAD  
8(ABABA  
9(     CABACBA   و     CABACBA  
 

  شرط الآتي   بأنهما منفصلتان) متباعدتان ( لذا تحقق الS , A لذلك يقال للمجموعتين

AS =SA   =  ) أي لا يوجد عناصر مشتركة بينهما ( 
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 :التغّطيةّ و التجّزئة لمجموعة 10.1

   إذا كان APK  جزء من مجموعة أجزاء المجموعة(A فإننا نقول أن )K  تغطية للمجموعةA  إذا

 وفقط إذا كان :

XxKXAx  :, 

  ونقول أن APK   تجزئة للمجموعةA  :إذا وفقط إذا تحقق 

 .Aتغطية للمجموعة  K -أ

 .K -ب

 -ت YXYXKYKX ,,,. 

بعبارة أخرى : لتكن  
IiiA


، يقال إنّ هذه الأسرة تشكّل تجزيئة لـ Aأسرة مجموعات جزئيةّ من المجموعة  

A :إذا حققّت الشّرطين التاّلييّن 

 i
Ii

iAA


 

 ii   IjiAAAA jiji  ,, 

 أمثلة : 

إذا كانت  .1 xE  : فإن 
    

            xxxPP

xEP

,,,,

,,




 

 فإن : Eوإذا كانت  .2

                ,,,,)(, EPPPP 

غير خالية، الجزآن  Eمن أجل كل مجموعة  .3 E  و  Exx , هما تجزأتان للمجموعةE. 

، العائلة  Eوعن  يختلف عن  EAومن أجل كل جزء  Eمن أجل كل مجموعة  .4 AA,  تجزئة

 .Eللمجموعة 

العائلة  .5  ** ,0,  IRIR  تجزئة للمجموعةIR. 

 ة :المتمّم 11.1

التّي لا تنتمي إلى  Eفالمجموعة المكوّنة من عناصر  Eمجموعة جزئيةّ من مجموعة كليّة  Aإذا كانت  
A تسمّى متمّمة ،A و يرمز لها بالرّمز .A  ،ACE  أوCA :و يكون 

 AxExACE  : 

واضح أنّ    AxACx E  
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 مثال : 

 Sاحد اشهر السنة الميلادية {  = x  :xاذا كانت  }   

 A=يوما { 30عدد ايامه السنة الميلادية  احد اشهر y  :yوكانت } 

 بطريقة ذكر جميع عناصر المجموعة. S(اكتب عناصر المجموعة 1

 بطريقة ذكر جميع عناصر المجموعة.   A( اكتب عناصر المجموعة 2

 A( ماذا تلاحظ بالنسبة المجموعة 3

 الحل :

 S{ = ،ديسمبر سبتمير، أكتوبر ، نوفمبر، أوت،  جويلية،  جوان،  ماي،  أفريل،  مارس،  فيفري، جانفي( } 1

 A{= سبتمير، نوفمبر،  جوان،  أفريل( } 2

A. أي ان  Sينتمي الى المجموعة  A( الاحظ ان كل عنصر في المجموعة 3    S. 

 :2مثال 

اذا كانت   1,2,3,4,5,6,7,8,9E  ، 2,7,8A  ، 2,3,5,7S . 

 فأوجد كلا مما يلي من المجموعات الاتية : 

 1)
A

EC ،2  )
S

EC  ،3 )
A S

EC  ،4 )
A S

EC  ،5 )EC 
  ،6 )

E

EC . 

 الحل :

1.  1,3,4,5,6,9A

EC . 

2.  1,4,6,8,9S

EC . 

3.  2,3,5,7,8A S   و منه 1,4,6,9A S

EC . 

4.  2,7A S و منه 1,3,4,5,6,8,9A S

EC . 

5. EC E . 

6. 
E

EC . 

 :خواصّ 

1(
E

EC   وEC E . 
2(ACBCBA EE   ،EA  وEB  
3(  BCACBAC EEE   و  BCACBAC EEE  
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 طبيق:ت

 اختصر العبارات التالية :

)()()(.5

)()(.4

)()(.3

)(.2 

        )(.1

1

2

1

2

1

C

CCC

CCC

C

C

ACCBBAC

CBABAAB

CBABAAB

BAAA

BAAA











 

 : لحلا

 لدينا :

   

   
 

  CBACBABA

CBAACBABAAB

CBACBABACBAA

CBABAAB

BABAAABAAA

BABAAABAAA

C

CCCC

CC

CCC

CC

CC













)()(        

)()()(.4

)()()(      

)()(.3

)()()(.2

)(.1

22

1

1

2

1

 

 

   
)()()()()(       

)()()(       

)()()()()(.5 1

CC

CC

CC

ACBACAABCB

ACCAACB

ACCABACCBBAC







 

 :الفرق بين مجموعتين 12.1

 Bو لا تنتمي إلى  A، فإنّ مجموع العناصر التّي تنتمي إلى Eمجموعتين من  Bو  Aإذا كانت  

BAو يرمز لها بالرّمز  Bعن  Aتسمّى فرق   و يكون  BAأو  \

    BxAxxBA  :\ 

 : خواصّ 

1(BCABA E\ 
2(AA \  ،AA \  ، A\  ،EA \ 
3(ABA \. 
 



 

10 
 

 :الفرق التنّاظري 13.1

هو مجموعة العناصر التّي تنتمي إلى واحدة و واحدة فقط من  Bو  Aالفرق التنّاظري لمجموعتين  

 ( و يكون:Bدلتا  Aالذّي يقرأ ) BA. و يرمز لهذه المجموعة بالرّمز Bو  Aالمجموعتين 

    AxBxBxAxxBA  : 

 : خواصّ 

1(ABBA  
2(AA     ،AA 
3(    CBACBA  

 :الجداء  الدّيكارتي 14.1

هو مجموعة جميع الأزواج المرتبّة حيث تكون  في مجموعة ثانيةّ  الجداء الدّيكارتي لمجموعة  

 .و المركّبة الثاّنيةّ في المجموعة الثاّنيةّ  المركّبة الأولى لكلّ منها في المجموعة الأولى 

 و يكون: Bفي  Aو نقرأ  BAنكتب هذا الجداء بالشّكل 

      BxAxyxBA  :, 

yxو هكذا إذا كان    ّفإن   xyyx ,,  و 

          ytxzyxtz  ,,  ،          ytxzyxtz  ,,. 

 : ملاحظة

ينبغي التفّريق بين مفهوم الزّوج   ,x y  لأنّ  و مفهوم المجموعة المتكوّنة من عنصرين

 .و  

   :في الحالة العامة، لدينا       DBCADCBA  

لاحظ المثال التالي من أجل    1,0  DCBA. 

 :خواصّ 

1(A  و A 

ABBAغير متساويتّين و كانتا غير خاليتّين فإنّ  Bو  Aإذا كانت المجموعتين  )2   و بالعكس إذا

فإنهّ :  Bو  Aكان    BAABBA  

3(     CABACBA   و 

     CABACBA . 

 
 

AB

AB

 yx,

  BAyx ,   BAPyx ,
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 :الجداء الدّيكارتي لمجموعة في نفسها 15.1

في نفسها من جميع الأزواج المرتبّة التّي تكون فيها المركّبتان  Aيتألفّ الجداء الدّيكارتي لمجموعة  

 و يكون  2Aأو  AAو نكتب ذلك بالشّكل  Aالأولى و الثاّنيةّ عنصرين في 

  AyAxyxAA  :, 

 تعميم:

nAAAلتكن    ,, nAAA، يرمز لجدائها الدّكارتي بـ nعددها  Eمجموعات جزئيةّ من  21  21 .

 و للاختصار نكتب:

n

n

i

i AAAA 


21

1

 

و يكون      niAxxxxA iin

n

i

i ,,2,1,:,,, 21

1

 


 

يتساوى العنصران  nxxx ,,, 21   و nyyy ,,, 21   من عناصر هذا الجداء الدّيكارتي إذا وفقط إذا

كان:   niyx ii ,,1,  

 :المجموعة البيانيةّ 16.1

مجموعة بيانيةّ  G. لتكن BAتسمّى مجموعة بيانيةّ أو بيان في  BAكلّ مجموعة محتواة في  

، إذا كان BAفي   Gyx ,  ّنقول إنy  يرتبط بـx  وفق البيانG. 

 : مثال

  IRxxxG   IRIRيمثلّ بيان في  ,:

 :البيان العكسي 17.1

. المجموعة BAبيانا في المجموعة  Gليكن      BAyxABxy  تسمّى البيان  ,:,

 و يكون  1Gو ندلّ عليها بالرّمز  Gالعكسي لـ 

    BAyxABxyG  ,:,1 

 إنهّ متناظر. Gنقول عن البيان  1GGإذا كان 

 : مثال

  IRxxxG  إذن  ,2:  
















 IRxxxIRxxxG :

2

1
,:,21. 
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 : تمارين محلولة 18.1

 : 1تمرين

CBAلتكن    ، برهن العلاقات التالية: Eثلاث مجموعات جزئية من مجموعة  ,,

1. A B A B A B     
2. ( )A B C A B A C      

3. ( ) ( ) ( );A B C A B A C      

4. A B A B A    
5. ( )c c cA B A B   

6. ( )c c cA B A B   

7. c cA B B A   
8. ( \ ) ( )c cA B A A B   

9. \ ( \ )A B A A B  

10. ( )cA B B A B A      

 : 2تمرين

المجموعة التالية   BAونرمز له بالرمز  ,BAنعرف الفرق التناظري للمجموعتين 

)\()\( ABBABA . 

 برهن العلاقات الآتية :
1. ( ) / ( )A B A B A B    

2. c cA B A B   
3. A B A B    

4. A B A B A B      
5. A B A C B C     

 : 3تمرين

اذا كانت  2,3,5,7A  ، 2,4,6,8B  ،E  10الى 1مجموعة الاعداد الطبيعية من . 

 اوجد ما يلي :

 A B. 

 A B. 

 A B. 
 B A. 

 
A

EC. 

 
A B

EC. 

 
A B

E EC C. 

 : 4تمرين

 150،مشتركون قي نادي كرة القدم  100مشتركون في نادي السباحة ، 90طالب منهم  300مدرسة فيها 

 لية :غير مشتركين في اي من الناديين ، ارسم شكل من اشكال فن واستعمله في اجابة الاسئلة التا
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  ما عدد المشتركين في الناديين معا 

 .  ما عدد المشتركين في النادي كرة القدم فقط 

 : 5 تمرين

,ن المجموعات لتك ,C B A  من( )P E 

برهن أن:     \ \ \A B C A B A C. 

 : 6 تمرين

B,تعطى  A  مجموعتان جزئيتان منE, 

\بين أن: \E EC A C B B A. 

 : 7 تمرين

B,تعطى  A وC  ثلاث مجموعات جزئيتان منE, 

 بين صحة مايلي :

a. A B A B B  . 

b. A B A B A B  . 

c. A B A C B A C   . 

d. 
A B A C

B C
A B A C


 


. 

 : 8 تمرين

 ,Eمجموعتان جزئيتان من  Bو Aلتكن

هو  Bو Aالفرق التناظري للمجموعتين    \ \A B A B B A . 

بين أن :    \A B A B B A . 

 : 9 تمرين

B,تعطى  A وC  ثلاث مجموعات جزئيتان منE, 

 بين أن :

a. A B A C B C    . 

b. \ \A B A B A B  . 

c. A B A B A B     . 
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 : 10 تمرين

 ,Eمجموعتان جزئيتان من  Bو Aلتكن

حل و ناقش حلول المعادلة ذات المجهول X P E :  بحيثA X B. 

 : 11 تمرين

 ,Eمجموعتان جزئيتان من  Bو Aلتكن

حل و ناقش حلول المعادلة ذات المجهول X P E :  بحيثA X B. 

 : اتحل التمارين 19.1

 :1تمرين 

BA.إذا كان 1   فإن   ABAABA   وبالتالي فإنBABA  إذا كان .

BABA  : فإن 

BA
ABABAB

BBABAA










)()(

)()(
 

 .ليكن : 2

 
 

   
 

)()(

)()(

)()()()(

)()()(

)()(

CABAx

CAxBAx

CxAxBxAx

CxBxAx

CBxAxCBAx











 

 .ليكن:3

 
 

   
 

)()(

)()(                   

)()()()(

)()()(

)()(

CABAx

CAxBAx

CxAxBxAx

CxBxAx

CBxAxCBAx











 

BBA.لدينا دوما  4  BAAوإذا كان  )(   فإنBA نفرض الآن أن .BA  بما أن ،

ABA  )(فإنه يكفي أن نبرهن أن   )( BAA    إذا كان .Ax    فإنBx  لأن(

BA وبالتالي فإن )BAx  .ومنه الاحتواء 

 .ليكن:5

       

    )(                   CCCC

C

BAxBxAx

BxAxBAxBAx




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 .ليكن:6

)( )()(                   

)()()()(

CCCC

C

BAxBxAx

BxAxBAxBAx




 

CCفإن :   4.حسب 7 ABAABABA  )( 

CCCCCفإن :  5وحسب   BBABAA  )()( 

 فإن : 3.حسب 8

CCC

CC

CCC

BABA

ABABE

BAAABAA

)\()(                     

)()(                     

)()()(







 

 .لدينا:9

BABAA

BAABAABAA

C

CCC





)(                

)()(\)\(\
 

ABABC.إذا كان :10  AABCفإن : )(   فإن  4وحسبCBA   إذن ،

BA . والعكس صحيح 

 :2تمرين 

 لدينا :.1

   
        BAABBAABBA

BABBAA

BABABABABABA

CC

CCCC

CCC







\\                            

)()(                            

)()()()()(\)(

 

 .لدينا :2

       
    BABAAB

ABBAABBABA CCCCCCCC





\\          

\\
 

 .لدينا :3

     
  BAABBA

ABBAABBABA





)()(              

\\\\
 

BABAxفإن  Bx، إذا كان  Ax.ليكن 4   وهذا تناقض، وإذا كانBx  فإن
BABAx  . وهذا أيضا تناقضا 

CB.إذا كان 5   فإنCABA   محققة بصفة بديهية . الآن ليكنBx  إذا كان ،Ax 
CABAxفإن    ومنه فإنCx  وإذا كانAx  فإنCABAx   وبالتالي فإن

Cx  ومنه فإن ،CB   وبنفس الطريقة نجد أنBC  . ومنه المساواة 

 : 3تمرين

اذا كانت  2,3,5,7A  ، 2,4,6,8B  ،E  10الى 1مجموعة الاعداد الطبيعية من . 

 اوجد ما يلي :
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  2,3,4,5,6,7,8A B . 

  2A B . 

  3,5,7A B . 

  4,6,8B A . 

  1,4,6,8,9,10A

EC  . 

  1,9,10A B

EC  . 

  1,8,9,10A B

E EC C . 

 : 4تمرين

 150،مشتركون قي نادي كرة القدم  100مشتركون في نادي السباحة ، 90طالب منهم  300مدرسة فيها 

 لية :غير مشتركين في اي من الناديين ، ارسم شكل من اشكال فن واستعمله في اجابة الاسئلة التا

  ما عدد المشتركين في الناديين معا 

 ركين في النادي كرة القدم فقط  ما عدد المشت. 

 : 5 تمرين

,لتكن المجموعات  ,C B A  من( )P E 

   

   

   

\

\ \

E

E E

A B C A C B C

A C B A C C

A B A C







 

 : 6 تمرين

B,لدنيا         A  مجموعتان جزئيتان منE, 

\

\

E E E E

E

C A C B C A C B

B C B

B A







 

 : 7 تمرين

B,لتكن  A وC  ثلاث مجموعات جزئيتان منE, 

a. هن ب أولا ن  

Aنفرض أن  B  و منهB A B. 

xمن أجل  A B  هذا يعني أنx A  أوx B  و لدنياx B  إذنA B B. 

Aو بالتالي  B B. 
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ثانيا نبهن   

Aنفرض أن  B B  و لكنA A B  و بالتاليA B B. 

b. هن ب أولا ن  

Aنفرض أن  B  و بالتاليA A B A B . 

ثانيا نبهن   

Aنفرض أن  B A B لدنياA A B A B B    بنفس الطريقة وB A. 

Aبالتالي و  B. 

c. هن ب أولا ن  

Aنفرض أن  B A C ، 

Bو بالتالي   A B A C A A B A C C     . 

ثانيا نبهن   

Bنفرض أن  A C و بالتاليA B A A C . 

d. هن ب أولا ن  

Aنفرض أن  B A C  وA B A C . 

xلتكن  B. 

xإذا كان  A  هذا يعني أنx A B A C   إذنx C. 

xإذا كان  A  نعلم أنx A B  و منهx A C  إذنx C. 

xو بالتالي  في الحالتين  C و أيضا ،B C و بالتناظر نجد أن ،C B 

Bو بالتالي  C. 

ثانيا نبهن   

Bنفرض أن  Cو بالتاليA B A C  وA B A C .) بديهيا ( 

 : 8 تمرين

 ,Eمجموعتان جزئيتان من  Bو Aلتكن

xليكن   E. 
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   

       

   \

x A B x A et x B ou x B et x A

x A ou x B et x A ou x A et x B ou x B et x B ou x A

x A B et x A B

x A B B A

      

        

  

 

 

 : 9 تمرين

B,تعطى  A وC  ثلاث مجموعات جزئيتان منE, 

 بين أن :

a.  إذا كانA B A C    إذن من أجل كلx B: 

xإذا كان  A  و منهx A B  إذنx A C   و بالتالي,x A x C . 

xإذا كان  A  و منهx A B  إذنx A C   و بالتالي,x A x C . 

xفي الحالتين  C  و أيضاB C و بالتخمين التناظري نجد .C B. 

Bو بالتالي  C. 

 عكسيا نفس الطريقة.

b. 

\ E

E

E

A B A A C B A

A A or A C B

B C A

  

  

 

 

\و بالتالي  \A B A B A B  . 

c.    \A B A B A B  . إذن 

A B A B A B A B

A B





    

  
 

 : 10 تمرين

 ,Eمجموعتان جزئيتان من  Bو Aلتكن

Aإذا كان  .1 B  من الواضح أن المعادلةA X B  ، لا تقبل حلولS . 

Aإذا كان  .2 B  إذن\A X B X B et B A X    .و العكس صحيح 

  \S X P E B A X B   . 

 : 11 تمرين

 ,Eمجموعتان جزئيتان من  Bو Aلتكن

Bإذا كان  .1 A  من الواضح أن المعادلةA X B  ، لا تقبل حلولS . 
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Bإذا كان  .2 A  ليكنX . حلا للمعادلة 

لدنيا    X A X A X B C   حيثC A X A . 

Xعكسيا من أجل  B C .حيث   ,C A A X A B A C B   

أيضا 
 

  

S X B C C A

X P E B X B A

  

   
. 

 تمارين مقترحة : 20.1

 : 1 تمرين

 نعتبر المجموعتبن : 

 ; 1 3A x x    و 2; 2 15B x x x    

 .BوAالمتممتين لـ BCوACأكتب المجموعتين  .1

Aبين أن  :  .2 BC C. 

 : 2تمرين

 حدد في كل حالة مما يلي :    

A B  .A B  .\A B .\B A. 

1.  2,4A   و 2,3B  . 

2.  1,A    و ,5B  . 

3.  ; 2 1A x x     و 2; 3 10B x x x   . 

 : 3تمرين

 .Eالجزئيتين من BوAالمجموعتين  لتكن

بين أن .1       B A

E EA B A B A C B C  

Aبين أن .2 B A B A B   

بين أن .3       A B A B A B B A     ثم استنتج أن

   A B A B B A     . 

بين أن .4   B A

E EA A C B C B   
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 : 4تمرين

Aحيث  Eالجزئيتين منBوAلتكن المجموعتين  B . 

حل في   - P E المعادلةX B X A. 
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 : العلاقات الثنائية .2

 :العلاقة 1.2

 :تعاريف

 مجموعتين.   Bو  Aلتكن  

الثلاثية  Bفي  Aنسمي علاقة من  GBA ,,    حيثG  جزء من الجداء الديكاريBA  إذا كان .

Gyx ),(   فإننا نكتبyx  ونقرأx  علاقةy إذا كان  ،BA   فإننا نقول أن  هي علاقة ثنائية على

A:المجموعة التي نشير لها بـ . 

 yxBAyxG  :),( 

 .تسمى بيان العلاقة 

بالشكل :             Aفي  Bالمعرفة من Sفإن العلاقة  Bفي  Aعلاقة ثنائية من  إذا كانت  

yxySxABxy  :),( 

 .1ويرمز لها بالرمز  تسمى بالعلاقة العكسية للعلاقة 

 أمثلة :

 مجموعة ما. Eلتكن  

 تسمى بالعلاقة الخالية . Gوالتي بيانها  E.العلاقة المعرفة على 1

EEG.العلاقة التي بيانها 2  : تسمى بالعلاقة الخشنة . العلاقة التي بيانها 

 ExxxG  ),,( 

EEوبيانها يسمى بقطر  Eهي المساواة في  . 

 : العلاقة المستمدة 2.2

. ليكن  Eعلاقة ثنائية معرفة على مجموعة  لتكن   EPA. 

 العلاقة المعرّفة بالشكل Aونرمز لها بالرمز  مستمدة من Aنسمي علاقة ثنائية على 

yxyxAyx A  :, 

 : مثال

وليكن   ، يقسملنعتبر العلاقة   Zفي المجموعة  ,...13,11,7,5,3,2A  مجموعة الأعداد الأولية. عندئذ 

 هي علاقة المساواة. يقسمالمستمدة من علاقة   Aلثنائية على االعلاقة 

 : خواصّ العلاقات في مجموعة 3.2

 ، نقول أن : Eعلاقة ثنائية على مجموعة  لتكن 

1.  : انعكاسية إذا كانxxEx  : . 



 

22 
 

2.   :  تناظرية إذا كانxyyxEyx  :, . 

3.   : ضد تناظرية إذا كان  yxxyyxEyx    :,  . 

4.   : متعدية إذا كان  zxzyyxEzyx   :,, . 

 أمثلة :

 بالشكل: Eالعلاقة الثنائية الغير خالية، المعرفة على أجزاء  مجموعة ، و  Eلتكن  .1

   BABAEPBA :\)(, 

 على أكثر من عنصرين. Eانعكاسية ، تناظرية لكنها ليست متعدية إذا احتوت  إن

,:0المعرفة بالشكل :    العلاقة الثنائية  Zفي  .2  xyyxZyx 

 تناظرية ومتعدية لكنها ليست انعكاسية . إن 

 المعرفة بالشكل : العلاقة  Z*في  .3

kxyZkyxZyx  :*:*, 

 انعكاسية ومتعدية لكنها ليست تناظرية ولا ضد تناظرية . إن 

 : علاقات التكافؤ 4.2

 : تعريف

أنها علاقة تكافؤ ، إذا كانت انعكاسية ، تناظرية ،  Eمعرفة على مجموعة  نقول عن علاقة ثنائية  

 .إنهّما متكافئان وفق  مرتبطين بعلاقة التكّافؤ  yو  xومتعدية . و نقول عن عنصرين 

yxو نكتب    أوyx . 

 أمثلة :

E   :المساواة في مجموعة  .1 yxyxEyx  :, 

 هي علاقة تكافؤ .

 والعلاقة : INnلتكن  Zفي   .2

knyxZkyxZyx  ::, 

 هي علاقة تكافؤ . إن 

ININفي   .3  : لتكن العلاقة 

qpqpqpqpININqpqp  ),(),(:),(),,( 

 هي علاقة تكافؤ .

ZZ*في   .4  : لتكن العلاقة 

qpqpqpqpZZqpqp  ),(),(:*),(),,( 

 هي علاقة تكافؤ.
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 :فّ التكّافؤنص 5.2

 .  Eعلاقة تكافؤ على مجموعة  لتكن 

أو  xو التي نشير لها عادة بـ  Eالمجموعة الجزئيةّ من  Exف تكافؤ العنصر ننسمي ص xC 

والمعرفة كما يلي:          xyEyx  : 

 .xف تكافؤ نممثلّ ص xيسمّى 

 : مبرهنة

 فإنّ: Eعلاقة تكافؤ معرّفة على المجموعة  إذا كانت  

1(  ExyxEyx  ,: 

2(Eyxyxyx  ,, 

3(Eyxyxyx  ,, 

4( yxyx 

5(
Ex

xE


 

 : لبرهانا

 .xإذن  xx، و منه Exمن أجل كلّ  xxانعكاسيةّ فإنّ  بما أنّ العلاقة  )1

 لدينا من جهة:         )2

  yxyxyx  

yxyxو من جهة ثانيةّ   فإذا كان ،xt نجد 

ytytyxxt  

yxو منه   ّو نفس الطّريقة نجد أن .xy   إذنyx . 

yxzإذا كان  )3    ّفإنxz  وyz  إذنyx  أيyx . 

 منفصلتان و هذا  yو  xفإنّ المجموعتين الجزئيتّين  غير متكافئين وفق  yو  xإذا كان  )4

يعني أنهّ لا يوجد بين هذين الصّفين أيّ عنصر مشترك:  yx لأنهّ لو كان ،z 

 خلافا لما فرضنا. yx(  و يكون )3مشتركا بينهما فإنهّما سيكونان متطابقين )حسب 

و منه   xxانعكاسيةّ فيكون  بما أنّ  Exليكن  )5
Ex

xxx


  إذن
Ex

xE


 ّوبما أن ،

Ex
Ex




   ّفإن
Ex

xE


. 

 : ملاحظة

 من النظّريةّ السّابقة. )5و  )4و ذلك حسب  Eإنّ مجموعة صفوف التكّافؤ تشكّل تجزئة لـ    
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المجموعة  6.2
E

: 

 ونرمز لذلك بالرمز  على  Eمجموعة صفوف التكافؤ تسمى مجموعة حاصل القسمة للمجموعة 


E . 

 : مبرهنة

 تعرف علاقة تكافؤ صفوفها هي عناصر التجزئة. Eكل تجزئة للمجموعة  

 :البرهان 

لتكن  
IiiE


Iiإذا و فقط إذا وجد  yxبـ: العلاقة الثنّائيةّ  E، و لنعرّف على Eتجزئة لـ   0  بحيث

يكون 
0

, iEyx   ّو ذلك من أجل كلEyx ,. 

 ينتمي حتما إلى أحد عناصر التجّزئة، إذن  Exانعكاسيةّ لأنّ كلّ عنصر  إنّ العلاقة 

xxExxEx ii  , 

 تناظريةّ كما هو واضح في التعّريف.و هي 

Ijiفإنهّ يوجد  zyو  yxلنبرهن أنهّا متعدّية. إذا كان  00 بحيث يكون  ,
0

, iEyx   و
0

, jEzy   و

منه 
00 ji EEy   إذن

00 ji EE  و بالتاّلي ،
0

, iEzx   أيzx. 

 هي علاقة تكافؤ، ويتضّح من تعريفها، أنّ عناصر التجّزئة هي صفوف التكّافؤ. فالعلاقة 

 أمثلة :

 لنأخذ الأمثلة السابقة . 

لدينا  xx  . 

نعلم أن مجموعة حاصل القسمة هي 
Zn

Z


 . 

 : علاقة الترتيب 7.2

 : تعريف و ترميز

أنها علاقة ترتيب إذا كانت انعكاسية، ضد  Eمجموعة، نقول عن علاقة ثنائية معرفة على  Eلتكن  

 تناظرية، متعدية.

وعندئذ تسمى الثنائية  أو  نرمز عادة لعلاقة الترّتيب  بالرمز  ,E .بالمجموعة المرتبة 

 :الترّتيب الكليّ و الترّتيب الجزئي 8.2

 تعاريف :

   نقول عن عنصرينyx,  منE  أنهما مقارنين إذا كانyx   أوxy  

  نقول عن ,E  أنها مرتبة ترتيبا كليا إذا كانت جميع عناصرE  مقارنة مثنى مثنى، وإذا كان

 عنصران على الأقل غير مقارنين  فإننا نقول أنها مرتبة ترتيبا جزئيا .
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 أمثلة :
IRQZINفي  - ,,,  . الترتيب العادي هو ترتيب كلي ، 

في  - *,IN : حيث 

kabINkbaINba  :*:*,    . هو ترتيب جزئ 

في  - ),(EP  حيثE  مجموعة ما، الاحتواء يعرف علاقة ترتيب جزئ عندما تحويE  على أكثر من

 عنصر.

 :افتراضيةّ

21علاقة ترتيب كليّ إذا وفقط إذا كان  Eعلى المجموعة  تكون علاقة الترّتيب   EGG   ،

 .هو بيان العلاقة  Gحيث

 :الإثبات
، وليكن Eهي علاقة ترتيب كليّ على  لنفرض أنّ  )1  2, Eyx  عندئذ: إمّا ،yx   أوxy  . 

yxفإذا كانت    ّفإن  Gyx ,  و بالتاّلي  1,  GGyx 12، إذن  GGE ّوبما أن . 

21 EGG    ّ21فإن EGG  . 

21لنفرض أنّ  )2 EGG   و ليكن ،Eyx , عندئذ ،  1,  GGyx  و بالتاّلي إمّا  Gyx , 

أو   1, Gyx و منه إمّا ،  Gyx ,  أو  Gxy ,  أي إمّاyx   أوxy   ّو هذا يعني أن 

 .Eالترّتيب كليّ في 

 : مثال

 كما يلي : نعرف العلاقة   IN*في المجموعة  

kxyINkyxININyx  ::),( ***  

 . IN*هي علاقة ترتيب على  أثبت أن   -

 : الحل

 هي علاقة ترتيب، بالفعل : إن العلاقة  -ا

xxINxانعكاسية : لدينا  -    .1:*   أي أن ،xx  . 

,,*متعدية : ليكن  -    INzyx   بحيثzyyx   إذن : ,

xkkz
ykzINk

kxyINk












:

:

*

*

 

zxأي أن   . 

,*ضد تناظرية : ليكن  -    INyx   بحيثxyyx   إذن : ,
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yxkkkk
ykxINk

kxyINk











11

:

:

*

*

 
 

 تمارين مقترحة: 9.2

 :1تمرين 

 علاقة في* : معرفة كما يلي 

   , , ,a b c d ad bc     

 علاقة تكافؤ.بين أن  -

 :2تمرين 

1.  معرفة كمايلي : *علاقة في 

 , 0a b ab   

  بين أن.علاقة تكافؤ 
 .عين أصناف التكافؤ 

2.  معرفة كمايلي : علاقة في 

 , 0a b ab   

 علاقة تكافؤ.ليست بين أن 

 :3تمرين 

 معرفة كما يلي : علاقة في 

  2 2,a b a b a b     

  بين أن.علاقة تكافؤ 
 1عين صنف تكافؤ. 

 :4تمرين 

 معرفة كما يلي : علاقة في 

 , 15a b a bb aأو       

  عين بيان. 
  بين أن.علاقة تكافؤ 
  عين/. 

 :5تمرين 

 معرفة كما يلي : علاقة في 

 , 1 1a b a bb aأوbaأو         
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 هل العلاقةكاسية ؟هل هي تناظرية ؟هل هي ضد تناظرية ؟هل هي متعدية ؟عان 

 :6تمرين 

 :  دائرية إذا وفقط إذا تحقق ما يلي  Mفي المجموعة علاقة نقول أن ال

 3( , , ) : ( , ) ( , ) ( , )a b c M a b et b c c a     

 علاقة تكافؤ. ه إذا كانت علاقة دائرية و انعكاسية فهيبين أن 

 :7تمرين 

1. 1 علاقة في : معرفة كمايلي 

     , , ,a b c d a c et b d      

 1بين أنعلاقة ترتيب، هل هذا الترتيب كليّ؟ 

2. 2 علاقة في : معرفة كمايلي 

       , , ,a b c d a c ou a c et b d           

 1بين أنعلاقة ترتيب، هل هذا الترتيب كليّ؟ 

 :8تمرين 

 معرفة كمايلي : علاقة في 

  3 3, 0a b a b    

 1بين أن.علاقة ترتيب 

 هل هذا الترتيب كليّ؟ 
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 :التطبيقات .3

 :تعاريف 1.3

 لتكنFE,  مجموعتين غير خاليتّين، تسمّى عمليةّ ربط كلّ عنصر من المجموعةE 

 . Fفي المجموعة  Eتطبيقا من المجموعة  Fبعنصر وحيد من المجموعة 

 بطريقة أخرى:

 Fفي  Eتطبيقا من  ، نسمي  Fفي  Eعلاقة ثنائية من  مجموعتين،  ,FEلتكن 

 .yxط بحيث واحد وواحد فق Fyيوجد  Exإذا وفقط إذا كان من أجل كل 

 أو بعبارة أخرى: 

yxFyEx  :!, 

 " . Fyيوجد واحد وواحد فقطيعني " " ! "الرمز 

  تسمّىE  مجموعة التعّريف )مجموعة الانطلاق(، و تسمّىF  مجموعة القيم

,,,)مجموعة الوصول(، و يرمز للتطّبيق عادة بالأحرف  hgf. 

  ّللدّلالة على أنf  تطبيق من المجموعةE  في المجموعةF :نكتب 

FEf :  أوFE f. 

 . EFيرمز لها بالرمز  Fفي  Eمجموعة التطبيقات من 

 y، نقول عندئذ إنّ fبواسطة التطّبيق  Fyمرتبط بالعنصر  Exإذا كان العنصر 

و نكتب  fوفق التطّبيق  xصورة   yxf . 

هو  fبيان التطّبيق       yxfBAyxyxG  ,,:,. 

 نتائج : 2.3

 إذا وجد عنصر واحد على الأقلّ ينتمي إلى المنطلق و ليس له مقابل في مجموعة الوصول فإنّ  )1

f .لا يكون تطبيقا 

 fإذا وجد في المنطلق عنصر واحد على الأقلّ له أكثر من مقابل في مجموعة الوصول فإنّ  )2

 لا يكون تطبيقا.

 لعدّة عناصر من المنطلق. يمكن أن يكون عنصر واحد من مجموعة وصول التطّبيق صورة )3

 يمكن لعنصر من مجموعة وصول التطّبيق أن لا يكون صورة لأيّ عنصر من المنطلق. )4

 : الصّورة المباشرة و الصّورة العكسيةّ 3.3

 إذا كانf  تطبيقا منE  فيF و كانت ،A  مجموعة جزئيةّ منE  وB  ّمجموعة جزئية

 تكون بالتعّريف: fوفق  A، فإنّ الصّورة المباشرة لـ Fمن 

       AxxfxfyAxFyAf  :,: 
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،  fللتعّبير عن الصّورة المباشرة للمنطلق وفق  fImو تجدر الإشارة إلى أنهّ يستعمل الرّمز 

أي   fEf Im. 

 تكون بالتعّريف: fوفق  Bكما أنّ الصّورة العكسيّة لـ 

    BxfExBf  :1 

 ملاحظة :

نلاحظ أنّ   FAf   ّو أن  EBf 1 

 نتائج :

، و لنفرض أنّ Fفي  Eتطبيقا من   fليكن  FPBA ,  و EPDC ,:عندئذ ، 

1(     BfAfBAf 111   

2(     BfAfBAf 111   

3(     DfCfDCf  

4(     DfCfDCf  

5(     BfAfBAf 111 \\   

6(  EFf 1 

7(   BfAfBA 11   

8(   DfCfDC  

9(     ff ,1 

10(   DfD 

فليس من الضّروري أن يكون  Aإذا كان  )11   Af 1. 

12(   AfEAFf 11 \\   

13(     DfEfDEf \\ . 

 :تساوي تطبيقان 4.3

gfعن تطبيقين نقول   gfمتساويان و نكتب أنهما  Fفي Eمعرفين من  ,   إذا وفقط إذا

Ex  ،كان لكلّ    xgxf . 

 أي أنّ : 

      xgxfExgf  ,. 

 التطّبيق المطابق: 5.3

xxidExبالشكل:  Eفي  Eالمعرف من  Eidالتطبيق   E  )(, 

 .Eيسمى بالتطبيق المطابق للمجموعة 
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 :) تقابلي( التطّبيق المتباين، الغامر، المتقابل 6.3

FEfليكن   : :تطبيقا ، نقول أن 

 متباين إذا وفقط إذا تحققت إحدى الخاصيتين المتكافئتين التاليتين:)1

)()(:,.2

)()(:,.1

xfxfxxExx

xxxfxfExx




 

 غامر إذا وفقط إذا كان:)2
)(:, xfyExFy  

يكون غامرا إذا و فقط إذا كان  fو عليه نرى أنّ   FEf . 

 إذا وفقط إذا كان متباينا وغامرا. بعبارة أخرى: ) تقابلي(  متقابل)3
)(:!, xfyExFy  

 :تركيب تطبيقين 7.3

GFEلتكن   ،   Gفي Fتطبيقا من g، و  Fفي Eتطبيقا من fثلاث مجموعات و ,,

 Gفي  Eالتطبيق المعرف من  gof، و نرمز لذلك بالرمز gو  fنسمي تركيب 

بالشكل:   )()(, xfgxgofEx  

 : مبرهنة

GFEلتكن   gfثلاث مجموعات  ,,  تطبيقين بحيث: ,
GFE gf  

gfإذا كان  يكون متباينا )على  gofمتباينين )على التوالي غامرين ، متقابلين( فإن  ,

 التوالي غامرا ، متقابلا( .

 غامرا(  gمتباينا )على التوالي  fمتباينا )على التوالي غامرا( فإن  gofإذا كان 

 البرهان :

Exxليكن   -ا 21 )()(بحيث  , 21 xfxf   بما أنg تطبيق منF  فيG : إذن

)()())(())(( 2121 xgofxgofxfgxfg  

21تطبيق متباين بالفرض فإن  gofيث أن وح xx   ومنه فإن ،f. متباين 

FEfلدينا دوما  -ب )(  :ومنه فإن 

GFgEfgEgof  )())(()( 

GEgofتطبيق غامر، إذن      gofلكن  )(   ومنه نجد أنGFg )(  أي أنg .غامر 

 : لتطّبيق العكسيا 8.3

FEليكن   f  تطبيقا، نقول أنf  قابل للعكس إذا وفقط إذا وجد تطبيقEF g   : يحقق

Fidgf   وEidfg  

 

 

f

f

f
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 : مبرهنة
FEليكن   f  تطبيقا، يكونf  قابلا للعكس إذا وفقط إذا كانf  تقابليا ( متقابلا (

 fالمعرف في التعريف السابق وحيدا يسمى بالتطبيق العكسي لـ  gويكون عندئذ التطبيق 

 ويحقق : Eفي  Fوهو تقابل من  1fويرمز له بالرمز 
)()(:),( 1 xfyyfxFEyx   

 : البرهان
FEقابل للعكس وبما أن  fإذا كان  idid gfهما تطبيقان متقابلان إذن  , متقابلان. أيضا التطبيق  ,

g  وحيد، بالفعل إذا وجد تطبيقg  :يحقق التعريف فإن 

    ggoidgogofgfogogoidg
idgfo

idofg
EF

F

E 







 

 متقابلا فإنه يكون لدينا: fوالعكس إذا كان 

)(:!, xfyExFy  

على العنصر الوحيد  Fyوذلك ببعث كل  Eفي  Fمن  gهذا الشرط يسمح لنا بتعريف التطبيق 

Ex  والذي يحقق)(xfy  حينئذ إذا كان ،)(xfy   فإن)(ygx  : وبالتالي فإن 
 
  xygxgofEx

yxfyfogFy





)()(:

)()(:
 

 خاصية : 

يكون قابلا للعكس ولدينا :   قابلين للعكس فإن  ، إذا كان  ليكن  

. 

 : مبرهنة

YXلتكن    . Yفي  Xتطبيقا من  fعنصرا  و  nمجموعتين منتهيتين بهما  ,

 إن القضايا أ، ب، ج، التالية متكافئة :
  التطبيقf  ،متباينا 

 لتطبيق اf  ،غامرا 

  التطبيقf .متقابلا 

 : البرهان

عنصرا أي نفس  nعلى   Xf)(تطبيقا غامرا فإنه يكفي ويلزم أن يحوي  fب حتى يكون ا

 تطبيقا متباينا.  ومنه النتيجة fأي يلزم ويكفي أن يكون   Xعدد عناصر المجموعة 

 : تطبيق

21. ليكن Fفي  Eتطبيقا من fمجموعتين و ,FEلتكن  , AA  جزأين منE  21و , BB  جزأين منF. 

 برهن أن : 

1. f  متباين إذا وفقط إذا كان)()()( 2121 AfAfAAf . 

GFE gf gf ,gof

  111 
 gffg 
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2. f  متباين إذا وفقط إذا كان )( 1

1

1 AffA . 

3. f  غامر إذا وفقط إذا كان )( 1

1

1 BffB . 

 الحل :

21نفرض أنه من أجل كل جزأين . 1 , AA  منE :يكون لدينا 

)()()( 2121 AfAfAAf  

Exxمتباين. ليكن  fونبرهن أن  21 21بحيث  , xx   ولنعتبر المجموعتين 11 xA    و 22 xA   ،

لدينا وضوحا: )()( 21 fAAf. 

من جهة أخرى لدينا:      )()(,)()( 2211 xfAfxfAf   :وبالتالي فإن  ،

     )()()()( 2121 xfxfAfAf  إذن ،)()( 21 xfxf   مما يدل على أنf  متباين. نفرض

21متباين ونبرهن أنه من أجل كل جزأين  fالآن أن  , AA  منE :يكون لدينا 

)()()( 2121 AAfAfAf   لأن الاحتواء()()()( 2121 AAfAfAf    دوما محققا ( إذا وجد

21, AA  منE  بحيث يكون)()()( 2121 AAfAfAf   فإنه يوجد على الأقل عنصرy  يحقق

)(),()( 2121 AAfyAfAfy :لكن ،  

   )(:)(:                             

)()()()(

222111

2121

xfyAxxfyAx

AfyAfyAfAfy





 

xإذن حتما  x1 2  21)لأنه لو كان xx   211فإن AAx  

)()(وبالتالي فإن  211 AAfyxf   إذن ) . غير متباين 

 

متباين ونبرهن أن  f. نفرض أن 2  11

1

1 )(: AAffEA  

)لأن الاحتواء   )( 1

1

1 AffA   دوما

 ، لدينا: Eجزء من  1Aمحققا (. ليكن  

11

11111

1

                       

)()(:)()()(

Axx

xfxfAxAfxfAffx



 

 

نفرض الآن أن   11

1

1 )(: AAffEA  

Exxمتباين. ليكن  ونبرهن أن   21 بحيث  ,

)()( 21 xfxf   ولنعتبر المجموعتين   2211 , xAxA  : لدينا 

    )()()()( 2211 AfxfxfAf  

من جهة أخرى لدينا فرضا:    )(,)( 2

1

21

1

1 AffAAffA   

)()(وبما أن  21 AfAf  :22فإن

1

1

1

1 ))(())(( AAffAffA  

21، أي أن  xx   . 

 

غامر ونبرهن أن : f. نفرض أن 3 )(: 1

1

11 BffBFB   لأن الاحتواء(  11

1 )( BBff 

دوما  

xfy)(بحيث  Exغامر فإنه يوجد  f، بما أن  1Byو Fجزء من  1Bمحققا( . ليكن      : أي أن 

 )()()( 1

1

1

1 BffxfyBfx   

إذن  )( 1

1

1 BffB   لنبرهن الآن أنه إذا كان . )(: 1

1

11 BffBFB   فإنf  يكون غامرا . بما

EFfأن   )(1

فإن:    FFffEf   )()( 1

 غامر. f، أي أن 
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 : تعاريف أخرى 9.3

 : التبّاين النموذجي

YXjX. عندئذ يوجد التطّبيق المتباين Yمجموعة جزئيةّ من مجموعة  Xلتكن   :  الذّي

فإنّ  Xxو قاعدة ربطه كما يلي: أياّ كان  Yو مستقرّه  Xمنطلقه   xxjX . 

 .Yفي  Xبتطبيق التبّاين النموذجي )أو الطّبيعي( لـ  Xjيسمّى 

YXنلاحظ أنهّ إذا كان    ّفإنYj  يساوي التطّبيق المطابق لـY  على نفسه أيYY idj . 
 : التمديد و الاقتصار

 Aمن  g. إذا وجد التطّبيق Eمجموعة جزئيةّ من  A، و لتكن Fفي  Eتطبيقا من  fليكن  

Ax ،، بحيث إنهّ لكلّ  Fفي    xfxg  ّعندئذ نقول إن ،g  هو اقتصارf  علىA  و

gfنكتب  A |
 .Aإلى  gتمديد  fو يسمّى  

 :التطّبيق الثاّبت
FEfو كان  Fعنصرا من مجموعة  bإذا كان   :  تطبيقا منE  فيF معرّفا بالعلاقة ،

  bxfEx   يسمّى تطبيقا ثابتا. f، فإنّ  ,

 : الالتفاف
EEfإذا كان   :  تطبيقا بحيثEidff  ّفإن ،f .يدعى بالالتفاف 

 : التبّديل
EEfيسمّى كلّ تقابل   : بتبديل المجموعةE. 

 : التطّبيق العددي

نا ة، فإنّ لحقيقيّ مستقرّه جزءا من مجموعة أعداد مثلا الأعداد اإذا كان كلّ من منطلق التطّبيق و  

 ندعوه تطبيقا عددياّ أو تابعا عددياّ أو دالةّ عدديةّ.

 : التطّبيق المميزّ

ونرمز له   A، نسمي التابع المميز ) أو الدّال( للمجموعة   Eمجموعة جزئية من مجموعة  Aلتكن  

في  Eالتابع العددي المعرف على  Aبالرمز  1,0  بالشكل 










Ax

Ax
xEx A

  0

  1
)(: 

 

 خواص : 

 

BABA  . 

.. BABABA   

1)()(  xx cAA 
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   BABABA Max   ,01\ 

BABABABA   ..2 
 : البرهان

فإن  Axإذا كان -1
1)()(  xx cAA 

فإن  Axوالمساواة محققة ، وإذا كان 
1)()(  xx cAA 

 

 والمساواة تكون أيضا محققة .

 ، نميز حالتين : Exليكن -2

0)().()()(0)(  xxBxAxx BABA  

 والمساواة محققة . وإلا :

1)().()()(1)(  xxBxAxx BABA  

 والمساواة محققة .

 : 1،2لدينا حسب -3

BABA

BABABA

BABABABA ccccc

















       

11)1)(1(1       

111
)(

 

 نميز حالتين : Exليكن -4

)()()\(0)(\ BxAxBAxxBA  

)(0,)(1وبالتالي فإن   xx BA   1,0(0ومنه فإنmax(  :والطرفان متساويان وإلا فإن 

)()()\(1)(\ BxAxBAxxBA  

)(1,)(0وبالتالي فإن   xx BA     ومنه فإنmax(0,1) 1 .والطرفان متساويان 

 لدينا دوما : -5

( , ) :max( , )
2

x y x y
x y x y

  
   

 

 ومنه نجد أن :

\ \

max(0, ) max(0, )

       =  
2 2

A B A B B A

A B B A

A B A B B A B A

A B

  

   

       

 

  

   

     


  
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 تمارين مقترحة: 10.3

 :1تمرين 

Dمجموعة و P D.مجموعة أجزائهاf تطبيق للمجموعة P D  معرفة كمايلي : في نفسها 

( )f a b  حيثb هي متممةa إلىD. 

 التطبيق أن أثبتf  1تقابلي و أنf f . 

 :2تمرين 

 1,2,3D  و P Dمجموعة أجزائها. نعتبر التطبيقf للمجموعة P D  معرفة كمايلي : في نفسها 

 ( ) 1,2f a a. 

  لمجموعةعناصر اعين P D. 

  عين العناصرx  لمجموعةامن P D  بحيث يكون( )f x . 

  هل توجد في P Dعناصرx بحيث يكون( )f x D؟ 

 استنتج مما سبق أن التطبيقf . غير غامر و غير متباين 

 :3تمرين 

مجموعة نعتبر ال ,0 23D x x   و التطبيقf للمجموعةD  في المجموعة 0,1,2,3,4D 

 معرفة كمايلي : 
( )f x a حيثaهو باقي قسمةx5على. 

 هل التطبيقf غامر؟ هل هو متباين؟ 

 :4تمرين 

في المجموعة  *للمجموعة fنعتبر التطبيق 3 : معرفة كمايلي 

3 1
( )

x
f x

x


 

 التطبيق أن أثبتf 1تقابلي، ثم عين تطبيقه العكسيf . 

 :5تمرين 

للمجموعة gنعتبر التطبيق * 1  معرفة كمايلي : في المجموعة نفسها 

1
( )

x
g x

x


 

 التطبيق أن أثبتg 1تقابلي، ثم عين تطبيقه العكسيg . 

  : عين التطبيقات التاليةg g ،g g g . 

 :6تمرين 

 معرفة كمايلي : في المجموعة نفسها  للمجموعة fنعتبر التطبيق

( )
2

x
f x  إذا كانx .زوجيا 
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( ) 0f x   إذا كانx.فرديا 

 هل التطبيقf غامر؟ هل هو متباين؟ 

 :7تمرين 

 في نفسها. للمجموعة gو fنعتبر التطبيقان

gين التطبيقين ع f،f g :في كل حالة من الحالات التالية 

 
3

( ) 5
2

f x x   و( ) 4 1g x x . 

 2( ) 2 1f x x   و( ) 4 3g x x . 

 3( )f x x  و( ) 2 1g x x . 

 :8تمرين 

 :  في نفسها حيث للمجموعة gو fنعتبر التطبيقان

( ) 2f x x 

( )
2

x
g x   إذا كانx.زوجيا 

1
( )

2

x
g x


 إذا كانx .فرديا 

 هل التطبيقانf،g غامران؟ هل هما متباينان ؟ 

  عين التطبيقينf g وg f. 

 :9تمرين 

 :  في نفسها حيث للمجموعة gو fنعتبر التطبيقان

( ) 3 5f x x   و
1

( ) 1
2

g x x . 

 هل التطبيقانf،g تقابليان ؟ 

  : 1عين التطبيقات التاليةf  ،1g ،1 1g f ،1 1f g 
. 

  :أثبت أن التطبيقينg f،f g.تقابليان 

  : تحقق أن 
1 1 1g f f g 
   ، 

1 1 1f g g f 
   
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 : حقيقيالدوال العددية لمتغير  .4

 تذكير: 1.4

 .𝐼𝑅مجموعة جزئية من  𝐷لتكن 

 تعريف:
 .𝐼𝑅في المجموعة  𝐼𝑅من  𝐷معرف على المجموعة  𝑓نسمي دالة عددية ذات متغير حقيقي، كل تطبيق 

𝐷𝑓.𝐷𝑓مجموعة تعريف الدالة و نرمز لها بالرمز  𝐷يسمى  = {𝑥 ∈ 𝐼𝑅: 𝑓(𝑥),    𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒}. 

 

 مثال:

1. 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛 (
1

𝑥
) , 𝐷𝑓 = 𝐼𝑅∗ 

2. 
2( ) 1f x x  

       2; 1 0 ; 1 1 , 1 1,fD x x x x et x             

 تعريف : ) منحنى دالة (1.1.4

)المستوي منسوب إلى معلم  , , )o i j.f  دالة معرفة على جزءfD من. 

التمثيل البياني )أو المنحني الممثل( للدالة في المعلم   , ,O i jالنقط  هو مجموعة yxM  حيث: ;

Dx و xfy  

 .fCبالرمز  fإلى منحني الدالة نرمز 

 تعريف : ) دورية دالة (2.1.4

:لتكن   ff D  نقول أن ،f   دورية و دورهاTT :إذ تحقق مايلي 

i. , ( )f fx D x T D    

ii. ( ) ( )f x T f x  

T هو أصغر دور و الذي  يحققii. 

 ملاحظة :

):إذن  Tدورية و دورها   fأن كانت الدالة ) , ( ) ( )fn x nT D f x nT f x      

 أمثلة :

)حيث :  fلتكن الدالة ) sin( ).f x x 

fD,هو  fمجموعة تعريف الدالة   

2Tدورية و دورها   fالدالة  

هي  fمجموعة دراسة الدالة  , ,ED     2أو كل مجال طوله. 
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 تعريف : ) شفعية دالة (3.1.4

:لتكن   ff D  

i.  نقول أن الدالةf  زوجية إذا وفقط إذا كان, ( ) ; ( ) ( )f fx D x D f x f x      

ii.  نقول أن الدالةf  فردية إذا وفقط إذا كان, ( ) ; ( ) ( )f fx D x D f x f x       
 

 

 
 

المستوي بيان الدالة الزوجية في 
المنسوب إلى معلم متعامد يكون 

 متناظرا بالنسبة إلى محور التراتيب.

 
بيان الدالة فردية في المستوي 

المنسوب إلى معلم  يكون متناظرا 
 بالنسبة إلى مبدأ المعلم.

 
 أمثلة :

بالعبارة  المعرفة على  f. الدالة 1  12 2  xxf : ّدالة زوجية، لأن 

 ( R ،Rxمن  x) بمعنى، لكلّ  0متناظرة بالنسبة إلى مجموعة تعريفها     

 ،من  xولكلّ          xfxxxf  1212 22

. 

بالعبارة  *المعرفة على  g. الدالة2 
2

g x
x

  :ّفردية، لأن 

 0متناظرة بالنسبة إلى *مجموعة تعريفها    

 ،*من  xولكلّ     
 

 
2 2

g x g x
x x

 
        

  
. 

المعرفة على  h. الدالة 3 ;0  بالعبارة  12 2  xxf  ليست زوجية ولا فردية، لأنّ المجال ;0  غير

 .0متناظر بالنسبة إلى

بالعبارة  المعرفة على  u. الدالة4  3 xxu  ليست زوجية ولا فردية، لأنهّ بالرغم من أنّ مجموعة تعريفها 

، لكن 0متناظرة بالنسبة إلى  3 xxu  لا يساوي xu  ولا يساوي xu. 

 ملاحظة:

 من مجموعة تعريفها حيث  aليست دالة زوجية )أو دالة فردية(، يكفي إيجاد عنصر fللبرهان على أنّ 

   afaf  أو(   afaf .ويعتبر التمثيل البياني للدّالة وسيلة للتحققّ من شفعية الدالة .) 
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 ( + مركز تناظرتعريف : ) محور تناظر4.1.4

 i.  نقول أن منحنى الدالةf  يقبل المستقيم ذو المعادلةx a  كمحور تناظر إذا وفقط إذا كان
, ( ) , ( ) ; ( ) ( ).f f fx D a x D a x D f a x f a x         

ii.  نقول أن منحنى الدالةf يقبل النقطة( , ( )),M a f a  كمركز تناظر إذا وفقط إذا كان

, ( ) , ( ) ; ( ) ( ) 2 ( ).f f fx D a x D a x D f a x f a x f a          

 ملاحظة :

 يقبل محور تناظر )مركز تناظر ( ،     fزوجية  )فردية أو دورية ( أو منحنى الدالة  fإذا كانت الدالة 

 يمكن اقتصار مجموعة دراستها ,

 مثال:

)المعرفة كمالي :  fلتكن الدالة  ) sin( ), .ff x x D  

  الدالةf  2دورية و دورهاT    إذا ,ED    حيثED هو اقتصار الدالةf 

  الدالةf   فردية إذا مجموعة دراستها 0,ED , 

 تعريف : ) الدالة المحدودة (5.1.4

:لتكن   ff D  

محدودة من الأعلى  fبالدالة  fDمحدودة من الأعلى ) من الأسفل ( إذا كانت صورة  fنقول أن  -أ

 ) من الأسفل ( هذا يعني :
, , ( )fM x D f x M     (, , ( )fm x D f x m     ,) 

 محدودة  هذا يعني : fبالدالة  fDمحدودة إذا كانت صورة  fنقول أن  -ب

, , , ( ) .fm M x D m f x M       

 أمثلة : 

 ( ) sin( ), .ff x x D   ،f   ، محدودة, 1 ( ) 1.x f x    , 

 ( ) , .x

ff x e D   ،f   0محدودة من الأسفل بالعدد  ،, 0 .xx e  . 

 ملاحظة :

 صورة مجال محدود بتطبيق ليس محدود دوما مثلا:

 
1

, 0,1
( )

0 , 0

si x
f x x

si x




 
 

 

لدينا   : 0,1f   لكن  0,1fغير محدودة . 
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 تعاريف النهايات : 2.4

 و خواص: تعاريف
0xمن أجل  0، نسمي جوار لــx  كل مجال من الشكل 0 0,x x   حيث. 0  

)0يرمز له بالرمز  0xكل جوار لــ                 )V x  أو
0xV  أو.V 

 تعريف :

 x.0ستثناءإبأو،  0xالمعرفة في جوار النقطة  fلتكن الدالة   

 إذا وفقط إذا : 0xإلى  xعندما يؤولتقيل نهاية  fنقول أن الدالة 

00, 0; ( )x x f x             

و نكتب :            
0

lim ( )
x x

f x


  أو
0

. lim ( )
x

f x  

 ملاحظات:

 0 0 0x x x x x            0يعني أن. ( )x V x 

 ( )f x x          يعني أن. ( ) ( )f x V 

  إذا كانتf  معرفة عند إذن
0

0. lim ( ) ( )
x x

f x f x


 

 ) النهاية من اليمين و النهاية من اليسار ( : تعريف1.2.4
.معرفة على مجال  fلتكن الدالة    I 

 إذا وفقط إذا : 0xعند  تقبل  نهاية من اليمين  fنقول أن الدالة    

0 00, 0; ( )x x x f x              

و نكتب :     
0

lim ( )
x x

f x



  أو

0

. lim ( )
x

f x


 

 إذا وفقط إذا : 0xعند  تقبل  نهاية من اليسار  fنقول أن الدالة    

0 00, 0; ( )x x x f x              

و نكتب :    
0

lim ( )
x x

f x



  أو

0

. lim ( )
x

f x


 

 خاصية :

إذا كانت                    
0

lim ( )
x x

f x



  و

0

lim ( )
x x

f x



  فإن

0

lim ( )
x x

f x


 

 البرهان:

0

1 0 0 1lim ( ) 0, 0; ( )
x x

f x x x x f x   



           

0

2 0 2 0lim ( ) 0, 0; ( )
x x

f x x x x f x   



           

1ليكن                     2sup( , )     0إذنx x      0وx x     و منه 

1 2 0 00, sup( , ); ( )x x x f x                 
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 ملاحظة :

   إذا كانت
0

1lim ( )
x x

f x



  و

0

2lim ( )
x x

f x



  1حيث 2    فإن الدالةf 0لا تقبل نهاية عندx 

 
0 0 0

. lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x f x f x
 

  
    

 تعميم على النهايات:2.2.4
lim ( ) 0, 0; ( )

x
f x A x A f x  


          

lim ( ) 0, 0; ( )
x

f x A x A f x  


           

0

0lim ( ) 0, 0; ( )
x x

f x A x x f x A 


         

0

0lim ( ) 0, 0; ( )
x x

f x A x x f x A 


          

lim ( ) 0, 0; ( )
x

f x A B x B f x A


          

lim ( ) 0, 0; ( )
x

f x A B x B f x A


         

lim ( ) 0, 0; ( )
x

f x A B x B f x A


        

 :و مبرهنات  خواص3.2.4

 : 1مبرهنة 
إذا كانت  الوحدانية : -أ 

0

lim ( )
x x

f x


  وحيدة إذن 

 بمعنى  0xمحدودة في جوارfإذن0xعند نهاية fإذا قبلت الدالة  -ب

0
, ( ) .xx V f x       

 ) عمليات على النهايات (  :خواص 
إذا كانت

0

lim ( )
x x

f x


   و
0

lim ( ) '
x x

g x


 : فإن 

 -أ 
0

lim ( ) ( ) '
x x

f x g x


   

 -ب 
0

lim ( ) ( ) '
x x

f x g x


   

'بالإضافة إلى  -ت 0  0في جوارx  ،
0

( )
. lim

( ) 'x x

f x

g x
 

 : 2مبرهنة 

 -أ
0

0 0
0

lim ( )
x x

Si f ou f

f x


  
 



 

 -ب
0 0

'
lim ( ) lim ( ) '
x x x x

Si f g ou f g

f x et g x
 

  
  



 

 -ت
0

0 0

lim ( ) '
lim ( ) lim ( ) ' x x
x x x x

Si f h g ou f h g
h x

f x et g x 
 

    
   


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 (Principe des gendarmes)خاصية :  
إذا كانت              

0

lim ( )
x x

f x


  و
0

lim ( )
x x

g x


  حيث 

)و كانت                ) ( ) ( )f x h x g x    0في جوارx   فإن
0

lim ( )
x x

h x


. 

 حالات خاصة :
  إذا كانت( ) ( )f x g x   0في جوارx و

0

lim ( ) 0
x x

g x


  فإن
0

lim ( ) 0
x x

f x


. 

 إذا كانتf  0في جوار دالة محدودةx و
0

lim ( ) 0
x x

g x


 فإن 
0

lim ( ) 0
x x

gf x


. 

  إذا كانت( ) ( )f x g x 0في جوارx  :0 0

0 0

lim ( ) , lim ( )

lim ( ) , lim ( )

x x x x

x x x x

Si f x alors g x

Si g x alors f x

 

 

   



   

 

 ) كثيرات الحدود و دوال ناطقة (  خاصية :4.2.4
1ليكن  1

1 1( ) ...m m n n

m m n nP x a x a x a x a x 

       كثير الحدود 0 , 0m na a  . 

0في جوار   0x   ،( ) m

mP x a x .) وحيد حد بأقل درجة ( 

)،  في جوار  ) n

nP x a x .) وحيد حد بأعلى درجة ( 

ليكن               
( )

( )

P x

Q x
)دالة ناطقة )   )Q x و( )P x .) كثيرا حدود 

 أمثلة :

 -أ
3 2 3lim 2 7 2 lim 2

x x
x x x x

 
     


 

 -ب
3 2 3lim 2 7 2 lim 2

x x
x x x x

 
     


 

 -ت

2 2

2 2

2

2

5
lim lim

3 4 3

lim
3

1

3

x x

x

x x x

x x

x

x

 



 








 

 -ث

2 2

2 2

2

2

5
lim lim

3 4 3

lim
3

1

3

x x

x

x x x

x x

x

x

 



 








 

 تمرين :

 :( استخدام التحليل) أحسب النهايات التالية             

1-      
2

21

2 3
lim

3 2 1x

x x

x x

 

 
2-   

2

21

2 1
lim

4 5 1x

x x

x x

 

 
3-   

2

22

6
lim

5 6x

x x

x x

 

 
 

 :( استخدام المرافق)أحسب النهايات التالية  
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1 -
0

lim
1 1x

x

x  
2-   

1

3 2
lim

1x

x

x

 


3-   

3

1 2
lim

3x

x

x

 


 

 ) علاقة المتتاليات و النهايات (  خاصية :5.2.4

0

lim ( )
x x

f x


  إذا و فقط إذا كانت من أجل كل متتالية nx  0التي تؤول إلىx 

limلدينا :  ( )n
x

f x


 

 البرهان:

لدينا : 
0

0lim ( ) 0, 0; ( )
x x

f x x x f x    


           بما أن 

0lim n
x

x x


  من أجل*, N    بحيثn N    0لديناnx x   

*0, : ( ) lim ( ) .n n
x

N n N f x f x 


           

 :حالات عدم التعيين 6.2.4
 نسمي حالات عدم التعيين كل حالة لا يمكن فيها تطبيق المبرهنات أو الخواص المتعلقة بحساب 

 النهايات ، و من هذه الحالات )حالات عدم التعيين ( :

0
, , 0 , ...

0
etc


 


 

 مثال : 

)إذا كانت  ) sin( )f x x  و( )g x x  فإن
0

lim ( ) 0
x

f x


  و
0

lim ( ) 0
x

g x


  و بالتالي
0

( )
lim

( )x

f x

g x
 

هي حالة عدم التعيين من الشكل 
0

0
، و لكن 

0 0

( ) sin( )
lim lim 1

( )x x

f x x

g x x 
  . حسب التعريف 

المستوي منسوب إلى معلم   : التفسير الهندسي7.2.4 , ,O i j. 

يقترب من دون انقطاع من  fCفإن المنحنى 0xيأخذ قيم قريبة بالقدر الكافي من  xعندما  -

)المستقيم  )D  :0ذو معادلةx x  نقول أن المستقيم .( )D  :0ذو معادلةx x  هو مستقيم

 .fCمقارب للمنحنى

-  

 نتيجة:

0

lim ( )
x x

f x


   يكافئ  المستقيم( )D  :0ذو معادلةx x  هو مستقيم مقارب للمنحنىfC 
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   f(x)

 x

C

D

2 3 4-1

2

-1

0 1

1

x

y

M
N

i

j

 
.المنحنى 0تقترب من  MNفإن المسافة  يأخذ قيم كبيرة بالقدر الكافي نحو  xعندما -

fC يقترب من دون انقطاع من المستقيم( )D  :ذو معادلةy نقول أن المستقيم .( )D هو

 عند  fCمستقيم مقارب للمنحنى 

 

 

 

 

 نتيجة:  

lim ( )
x

f x


  يكافئ  المستقيم( )D  :ذو معادلةy   هو مستقيم مقارب للمنحنىfC  عند. 

 ملاحظة :

 . نحصل على نفس الشيء عند            

 المستقيم المقارب المائل:8.2.4
 تعريف:  

)ليكن   0),a aوb عددان حقيقيان وfC  التمثيل البياني لدالةfC في معلم , ,O i j. 

)القول أن المستقيم  )D  ذو معادلةy ax b   هو مستقيم مقارب مائل للمنحنىfCعند (

 .(عندعلى الترتيب 

يعني أن:   lim ( ) ( ) 0
x

f x ax b


   ، على الترتيب ( lim ( ) ( ) 0
x

f x ax b


    ). 

 ملاجظة :

limإذا كانت     ( )
x

f x


  مستقيم مقارب مائلاحتمال وجود . 

 ملاحظات: 

)معرفة بـ: fإذا كانت     -1 ) ( )f x ax b g x   معlim ( ) 0
x

g x


 (lim ( ) 0
x

g x


 )  فإن المستقيم

( )D ذو معادلةy ax b   هو مستقيم مقارب مائل للمنحنىfC  عند 
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 (.) نفس الملاحظة عند 

بدون أن يكون لمنحناها مستقيم مقارب  أو غير منتهية عندلة يمكن أن يكون لها نهاية دا -2

 )مثال: الدالة المربع(

 التفسير البياني:9.2.4
يقترب من دون انقطاع من المستقيم fCو بالتالي المنحنى  0تقترب من  MNفإن المسافة  يؤول  xعندما 

( )D :ذو معادلةy ax b . 

 

 

 

 نتيجة:

 lim ( ) ( ) 0
x

f x ax b


   يكافئ المستقيم( )D :ذو معادلةy ax b  هو مستقيم مقارب للمنحنىfC  عند 

 lim ( ) ( ) 0
x

f x ax b


   يكافئ المستقيم( )D :ذو معادلةy ax b  هو مستقيم مقارب للمنحنىfC  عند 

  

 ax+b 
f ( x ) 

x 

y 

     N 

 

     M 

fC 
D 
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 الاستمرارية : 3.4

 تعريف:1.3.4
 f عدد حقيقي غير معزول من و دالة معرفة على.f g 

 . هي  عند  يعني أن نهاية مستمرة عندالقول أن 

 نتيجة:2.3.4
f مستمرة عند

0

0 0lim ( ) ( )
x x

f x f x x


 . 

 

 مبرهنة:3.3.4
 

 . محدودة في جوار هافإن مستمرة عند إذا كانت 

 

 البرهان :
0ليكن                           0فإنه يوجد   0بحيث 0, ( ) ( )fx D x x f x f x       . 

)0محدودة بــ  fإذن                   )f x  0و( )f x   على 0 0,x x  0أي في جوارx . 

 قيمة :قابلية إستمرارية دالة على يمين و يسار 4.3.4
0و  fDدالة عددية معرفة على مجالfلتكن                            fx D. 

إذا و فقط إذا  0xمستمرة على يمين القيمة  fالقول أن  .1
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x




. 

إذا كان و فقط إذا 0xمستمرة على يسار القيمة  fالقول أن  .2
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x




. 

 أمثلة :

 

0( ) ; 0
x

f x x
x

 
 

 

 
 

 ملاحظات:

 القول أنf مستمرة على المجال ,a b يعني أنf 0قيمةمستمرة عند كل عددxمن ,a b. 

fD0xfD

f0xf0x0( )f x

f
0x0x
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 القول أنf مستمرة على المجال ,a b و فقط إذا كانتإذاfعلى مستمرة ,a b مستمرة على يمين و

 .bعلى يسار القيمة و aالقيمة 

 القول أنf مستمرة على المجال ,a b و فقط إذا كانتإذاfعلى مستمرة ,a b مستمرة على يمين و

 .aالقيمة 

 القول أنf مستمرة على المجال ,a b إذا كانت و فقطإذاfعلى مستمرة ,a b على يسار القيمة وb. 

 التفسير البياني:5.3.4
  . عندما يمكن رسم تمثيلها البياني على هذا المجال دون رفع القلم ) اليد(Iمستمرة على المجال fتكون 

 العمليات على الدوال المستمرة:6.3.4

 مبرهنة :

 فإن : دالتان مستمرتان عند  و كانتإذا  

 .مستمرتان عند  و 

  فإنو  في جوار إذا كانت
1

g
و    

f

g
 .مستمرتان عند  

  مستمرة عند فإن  مستمرة عند  و  مستمرة عند  إذا كانت. 

 نتائج:

 . ℝكل دالة كثير حدود هي دالة مستمرة على (1

 كل دالة ناطقة هي دالة مستمرة على كل مجال من مجموعة تعريفها. (2

xxمثلا  مجموعة تعريفهاالدوال المرجعية مستمرة على كل مجال من  (3 eمستمرة علىℝ ،
ln( )x xمستمرة على*


 .و غيرها 

)sinالدالتان  (4 )x x  وcos( )x x   علىمستمرتانℝ . 

 نهاية متتالية و دالة مستمرة:7.3.4

 مبرهنة:
 .متتالية حدودها في ومستمرة على المجال  لتكن  

 .فإن كانت إذا كانت

 

 مبرهنة القيم المتوسطة:8.3.4

 مبرهنة:

 
 عدد حقيقي محصور بين و ليكنحيث دالة معرفة و مستمرة على المجال 

 .حيث  من المجال  يوجد على الأقل عدد حقيقي فإنه  و 

 التفسير البياني:9.3.4
yيقطع المستقيم ذو معادلة  fمنحنى الدالة  على الأقل في نقطة فاصلتهاc  محصورة بينa وb   . 

 نتيجة:
)المعادلة  )f x   تقبل على الأقل حل محصور بينa وb  . 

fg0x

f gf g0x

( ) 0g x 0x0( ) 0g x 0x

f0xg0( )f xg f0x

fI( )nuI

lim n
x

u


   lim n
x

f u f




f ,a b( )a b

( )f a( )f bc ,a b( )f c 
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 (Bolzanoمبرهنة: ) 10.3.4
دالة معرفة و مستمرة على المجال fإذا كانت ,a b  حيث( )a b  و كان( ) ( ) 0f a f b  

فإنه يوجد على الأقل عدد حقيقي  ,c a b   بحيث( ) 0f c   . 

 التفسير البياني: 11.3.4
 . bو aمحصورة بين  cيقطع محور الفواصل على الأقل في نقطة فاصلتها  fمنحنى                 

 نتيجة:

)المعادلة ) 0f x   تقبل على الأقل حل محصور بينa وb . 

 الدوال المستمرة و الرتيبة تماما: 12.3.4
f على المجال  رتيبة تمامامستمرة دالة ,a b حيث( )a bو ليكن عدد حقيقي محصور بين 

( )f a و( )f b  يوجد عدد حقيقي وحيدفإنهc  من المجال ,a b  حيث( )f c . 

 التفسير البياني: 13.3.4
yيقطع المستقيم ذو معادلة fالدالة  منحنى فاصلتها في نقطة وحيدةc محصورة بينa وb 

 نتيجة:
)المعادلة  )f x  محصور بين  اوحيد حلاتقبلa وb  . 

 حالة خاصة: 14.3.4
على المجال رتيبة تماماو دالة مستمرة  fإذا كانت ,a b حيث( )a b كان و( ) ( ) 0f a f b  

حيدوعدد حقيقيفإنه يوجد  ,c a b بحيث( ) 0f c . 

 التفسير البياني: 15.3.4
 . bو aمحصورة بين cفاصلتها في نقطة وحيدةيقطع محور الفواصل  fمنحنى

 نتيجة:

)المعادلة ) 0f x محصور بين  يدا وحتقبل حلاa وb . 

 الإمتداد بالإستمرارية: 16.3.4
 تعريف :  
 . Iعدد حقيقي لا ينتمي إلى  0xو ليكن Iدالة معرفة على مجال fلتكن   

 إذا و فقط إذا تحقق : Iعلى المجال fهي أمتداد الدالة gنقول أن 

 0

0

\ ; ( ) ( )

( )

x I x g x f x

g x

  



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g f 

 صورة مجال وفق دالة مستمرة 17.3.4
 مبرهنة:

دالة مستمرة على مجال   ,a b              . هي دالة محدودة 

صورة مجال          ,a b  وفق دالةf  مستمرة هو مجال ,m M حيث : 

    
   , ,

, , ; , sup
a b a b

f a b m M m inf f M f   

 

 

 دالة مستمرة و رتيبة تماما على مجال 18.3.4
 مبرهنة :

 .لتكن مستمرة و رتيبة تماما على مجال  
 هو مجال حدوده هي نهايات في حدود المجال . .1
 هي تقابل من المجال نحو المجال. .2
 . و لها نفس إتجاه تغيير التقابل العكسي مستمر على المجال و رتيبة تماما .3
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 الإشتقاقية : 4.4

 قابلية الاشتقاق: 1.4.4

 تعريف العدد المشتق: 2.4.4
 . Iعدد من  0xو Iدالة معرفة على مجال   fتكنل   

0يعني أن النسبة    0xقابلة للاشتقاق عند fالقول أن  

0

( ) ( )f x f x

x x




 xتقبل نهاية محدودة لما  

)'0و نرمز لها بالرمز  0xعند    fلعدد المشتق للدالة با. تسمى هذه النهاية 0xيؤول إلى )f x. 

 

0xبوضع  نتيجة : x h  : نحصل على 

f0تقبل الاشتقاق عندx   يعني
0

0
0

0

( ) ( )
lim '( )
x x

f x f x
f x

x x





0يعني   0

0
0

( ) ( )
lim '( )
h

f x h f x
f x

h

 
. 

 ملاحظات : 3.4.4

 تكونf 0غير قابلة للاشتقاق عندx  0إذا كانت 0

0

( ) ( )
lim
h

f x h f x

h

 
  أو

0 0

0

( ) ( )
lim
h

f x h f x

h

 
  .أو غير موجودة 

  إذا كانتf   قابلة للاشتقاق من أجل كل قيمةx  من المجالI نقول أنf  قابلة للاشتقاق علىI 
'و الدالة :  : '( )f x f x  تسمى الدالة المشتقة للدالةf على المجالI . 

 f تقبل الاشتقاق على المجالI  يعني'f  مستمرة على المجالI. 

 مماس لمنحنى دالة: 4.4.4
 تعريف :

 تمثيلها البياني في المعلم  I  .fCمن  0xو قابلة للاشتقاق عند  Iدالة معرفة على مجال  fلتكن  

 , ,O i j  المماس للمنحنى ،fC   عند النقطة 0 0, ( )A x f x  هو المستقيم الذي يشملA    ومعامل 

)'0توجيهه    )f x     و معادلة له 0 0 0'( ) ( )y f x x x f x   

 

 ملاحظة :

0إذا كانت      0

0

( ) ( )
lim
h

f x h f x

h

 
  فإنfC   .له مماس موازي لمحور التراتيب 

 :0xقابلية إشتقاق دالة على يمين وعلى يسارالقيمة 5.4.4
 

مجال من الشكل  الأقل  دالة معرفة على fإذا كانت .1  0 0,x x أو 0 ,x   0حيث  
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و كانت  
0

0

0

( ) ( )
lim

x x

f x f x

x x






 0xتقبل الإشتقاق على يمين القيمة fنقول أن الدالة 

)'0و عددها المشتق من اليمين هو  )f x . 

مجال من الشكل  الأقل دالة معرفة على  fكانتإذا  .2 0 0,x xأو 0,x  0حيث  

و كانت  
0

0

0

( ) ( )
lim '

x x

f x f x

x x






 0xتقبل الإشتقاق على يسارالقيمة  fنقول أن الدالة 

)'0وعددها المشتق من اليمين هو  ) 'f x . 

 

 ملاحظات : 6.4.4
i.  إذا كانت الدالةf 0تقبل الإشتقاق على يمين و على يسار القيمةxو كان 

0 0

0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

x x x x

f x f x f x f x

x x x x 
 

 


 
 0xتقبل الإشتقاق عند القيمة  fنقول أن الدالة

)'0و عددها المشتق هو  )f x . 

ii.  إذا كانت الدالةf 0تقبل الإشتقاق على يمين و على يسار القيمةxو كان 

0 0

0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

x x x x

f x f x f x f x

x x x x 
 

 


 
 .0xتقبل الإشتقاق عند القيمة لا fنقول أن الدالة

 :  1مثال 

f:الدالة :  x x x  0القيمة  على اليمينقابلية للاشتقاق 0x   لأنها معرفة على 0;  (0)و 0f  

0 0

0 0

0

0

( ) ( ) ( ) (0)
lim lim

lim

lim

0

h h

h

h

f x h f x f h f

h h

h h

h

h

 





 





  








 

 : 2مثال 
:الدالة:    2f x x  0القيمة  على اليسارغير  قابلية للاشتقاق 2x   (2)و 0f   : لأن 

 

0 0

0 0

0

2
0

0

( ) ( ) (2 ) (2)
lim lim

lim

lim

1
lim

h h

h

h

h

f x h f x f h f

h h

h

h

h

h

h

 







 







   








 


 



 

 : 3مثال 
f:الدالة  :  x x  0القيمة  على اليمينقابلية الاشتقاق 0x   و  لأنها معرفة على 
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0 0

0 0

0

0

( ) ( ) ( ) (0)
lim lim

lim

lim

1

h h

h

h

f x h f x f h f

h h

h

h

h

h

 





 





  








 

0القيمة  على اليساروقابلية الاشتقاق  0x   لأنها معرفة على 

0 0

0 0

0

0

( ) ( ) ( ) (0)
lim lim

lim

lim

1

h h

h

h

f x h f x f h f

h h

h

h

h

h

 





 





  









 

 الخلاصة : 7.4.4
0على يمين و على يسار القيمة لاشتقاق تقبل اfالدالة          0x   و

0 0 0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

h h

f x h f x f x h f x

h h 
 

   
  إذن الدالةf  0عند القيمة لاشتقاق تقبل الا 0x . 

 الاستمرارية و قابلية الاشتقاق: 8.4.4
 مبرهنة:

 .0xمستمرة عند  f، تكون هذه الدّالة 0xقابلة للاشتقاق من أجل  fإذا كانت 

 ملاحظة:

 عكس المبرهنة غير صحيح.                        

 مثال :
:الدالة  1f x x   0مستمرة عند القيمة 1x  . لكنها غير قابلة للإشتقاق عند نفس القيمة 

 التفسير الهندسي : 9.4.4
تمثيلها البياني في المعلم  fCدالة و fكن لت , ,O i j . 

  إذا كانت الدالةf  0على يمين القيمة الاشتقاقتقبلx فإنfC   يقبل نصف مماس عند النقطة

 0 0, ( )A x f x  .من اليمين 

  إذا كانت الدالةf  0على يسار القيمة  الاشتقاقتقبلx فإنfC   يقبل نصف مماس عند النقطة

 0 0, ( )A x f x  .من اليسار 

  إذا كانت الدالةf  0على يمين و على يسار القيمة الاشتقاقتقبلxو كان 

0 0

0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

x x x x

f x f x f x f x

x x x x 
 

 


 
 0xلا تقبل الإشتقاق عند القيمة  fالدالة 

يقبل النقطة   fCوالمنحنى 0 0, ( )A x f x .كنقطة زاوية 
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 : القيم الحدية لدالة 10.4.4
  لتكنf  دالة معرفة على مجالI  و لتكنc  قيمة منI نقول أن ،( )M f c هي قيمة محليا

و يحقق  cيشمل القيمة  Jإذا وجد مجال مفتوح  cو التي تبلغها عند fكبرى للدالة 

, ( ) ( )x I J f x f c   . 

  لتكنf  دالة معرفة على مجالI  و لتكنd  قيمة منI نقول أن ،( )m f d هي قيمة محليا

و يحقق  dيشمل القيمة  Jمجال مفتوح  إذا وجد dو التي تبلغها عند fصغرى للدالة 

, ( ) ( )x I J f x f d   . 

 ملاحظة :
)نقول أن                      )f a  قيمة حدية محليا للدالةf. إذا كانت قيمة محليا صغرى أو قيمة محليا كبرى 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ملاحظة :

 أو الصغرى على مجال عند أكثر من عنصر واحد من المجال.يمكن أن تبلغ دالة قيمتها الحدية ألعظمى 

 لا يمكن أن يكونا قيمة حدّية(. أو  والقيمة الحدية تكون دائما عددا حقيقيا ) بمعنى إنّ   

)(af 

)(bf 

a b I 

قيمة المتغير التي تبلغ 

قيمتها  fعتدها الدالة 

 .Iالحدية العظمى على

قيمة المتغير التي تبلغ عتدها 

قيمتها الحدية  fالدالة 

 .Iالصغرى على

 

القيمة الحدية العظمى 

 وهي أكبر  fللدالة 

 .Iعلى fقيمة تأخذها 

القيمة الحدية الصغرى 

وهي أصغر قيمة  fللدالة 

 .Iعلى fتأخذها 
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 المشتقات المتتابعة: 11.4.4
f  دالة قابلة للاشتقاق على المجالI  َو'f .دالتها المشتقة 

 و  fتها المشتقة تدعى الدالة المشتقة الثانية للدالة فإن دال Iقابلة للاشتقاق على  f'إذا كانت 

حيث f"يرمز إليها بالرمز  " ' 'f f تقول أن .f قابلة للاشتقاق مرتين علىI. 

فإن دالتها المشتقة تدعى الدالة المشتقة الثالثة للدالة  Iقابلة للاشتقاق على  f"إذا كانت  

f  (3)و يرمز إليها بالرمزf   و (3) " 'f f  تقول أن . f  قابلة للاشتقاق مرتين على

I . 

، تدعى الدوال المشتقة  6,5,4n,...,و هكذا يمكن تعريف الدوال المشتقة التي رتبتها  
( ) (4) (3),..., , , ", 'nf f f f f  الدوال المشقة المتتابعة للدالةf   : و نكتب

 ( 1) ( ) 'n nf f . 

 مثال : 

 بالعبارة :على المعرفة  xذات المتغير fنعتبر الدالة      

4 3( ) 4 12 6f x x x x    

(5)عين كل من  -   (4) (3), , , ", 'f f f f f ثم استنتج عبارة الدالة ،( )nf  حيثn .عدد طبيعي 

 الحل : 

 حيث :    هي دالة كثيرة حدود فهي تقبل الاشتقاق على  fالدالة

3 2'( ) 4 12 12f x x x   

 حيث :    هي دالة كثيرة حدود فهي تقبل الاشتقاق على  f'الدالة

2"( ) 12 24f x x x  

 حيث :    هي دالة كثيرة حدود فهي تقبل الاشتقاق على  f"الدالة

(3) ( ) 24 24f x x  

 حيث :    على  هي دالة كثيرة حدود فهي تقبل الاشتقاق f(3)الدالة

(4) ( ) 24f x  

 حيث :    هي دالة كثيرة حدود فهي تقبل الاشتقاق على  f(4)الدالة

(5) ( ) 0f x  

)الدالةو هكذا  1)nf   حيث :    هي دالة كثيرة حدود فهي تقبل الاشتقاق على 

 

 

( ), 5, ( ) 0nn n f x   
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 nالمشتقات و العمليات:  12.4.4
 

( )f x  '( )f x  قابلية الاشتقاق على كل مجال من ( )f x  '( )f x  قابلية الاشتقاق على كل مجال من 

a 0  n

a

x
 

1n

an

x 


 *

 

ax a  x 
1

2 x
  0, 

nax 1. . na n x   cos( )x sin( )x  

1

x
 

2

1

x


 * sin( )x cos( )x  

 

 العمليات على المشتقات: 13.4.4
f  وg  دالتان قابلتان للاشتقاق على المجالI  و  الدالة ( عدد حقيقيg  لا تنعدم علىI) 

o   ' ' 'f g f g  . 

o   ' ' 'f g f g g f    . 

o   ' 'f f . 

o 
'

2

' 'f g f f g

g g

    
 

 
. 

o 
'

2

1 'g

g g

  
 

 
. 

:مشتقة الدالة : 14.4.4 ( )f x u ax b  
 مبرهنة: 

 a  َوb  0عددان حقيقيان معa   ،u  دالة قابلة للاشتقاق على مجالI    المكون من الأعداد 
axحيث    xالحقيقية   b I  الدالة  .f  :المعرفة بـ( ) ( )f x u ax b    قابلة للاشتقاق علىI 

)'و  ) '( )f x au ax b  . 

 

 أمثلة:

( )f x  '( )f x  قابلية الاشتقاق على كل مجال من 

cos( )ax b sin( )a ax b   

sin( )ax b .cos( )a ax b  
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 مشتقة الدالة المركبة: 15.4.4
 مبرهنة: 

محتوى فى J (Jدالة قابلة للاشتقاق على المجال  gو Iدالة قابلة للاشتقاق على  fإذا كانت 

( )f I  فإن الدالة )g f  تقبل الاشتقاق علىI  و لدينا من أجل كلx  منI        : 

   '( ) '( ) ' ( )g f x f x g f x   

 تطبيقات: 16.4.4
)مشتقة الدالة:  )x u x 

 مبرهنة: 

  Iتقبل الاشتقاق على  u، فإن الدالة Iدالة قابلة للاشتقاق و موجبة تماما على المجال uإذا كانت 

 :     Iمن  xو لدينا من أجل كل 

 
' '( )
( )

2 ( )

u x
u x

u x
. 

 البرهان:

)نضع:     )v x x     و( ) ( ) ( )f x v u x u x . 

تقبل الاشتقاق على  vالدالة  0,    و
1

'( )
2

v x
x

. 

 Iتقبل الاشتقاق على   fو بالتالي الدالة 

و  
' 1 '( )

'( ) ( ) '( ) '[ ( )] '( )
2 ( ) 2 ( )

u x
f x v u x u x v u x u x

u x u x
    . 

مشتقة الدالة:  ( )
n

x u x 

 مبرهنة:

 n 1عدد طبيعي أكبر تماما من. 
)فإن الدالة  Iدالة قابلة للاشتقاق على  fإذا كانت  )u x  تقبل الاشتقاق علىI  و لدينا من أجل كل

x  منI  : 

 
'

1( ) . ( ). '( )n nu x n u x u x. 

 البرهان:

)نضع:   ) nv x x   و ( ) ( ) ( )
n

f x v u x u x  

)'1و  تقبل الاشتقاق على vالدالة  ) . nv x n x  و بالتالي الدالةf   تقبل الاشتقاق علىI 

و   
' 1 1'( ) ( ) '( ) '[ ( )] '( ) . ( ) . ( ). '( )n nf x v u x u x v u x u x n u x n u x u x        . 

مشتقة الدالة: 

1

( )
n

x
u x



 

 مبرهنة: 
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 n.عدد طبيعي غير معدوم 

فإن الدالة  Iو لا تنعدم على  Iدالة قابلة للاشتقاق على uإذا كانت 
1

nu
و Iتقبل الاشتقاق على 

:   Iمن  xلدينا من أجل كل 
'

1

1 . '( )
( )

( )n n

n u x
x

u u x

 
  

 
. 

 البرهان:

نضع:              
1

( )
n

v x
x

  و 
1

( ) ( )
( )n

f x v u x
u x

  

و*منIتقبل الاشتقاق على كل مجال vالدالة 
1

'( )
n

n
v x

x 
    و بالتالي الدالةf   تقبل الاشتقاق 

و    Iعلى    
'

1 1

. '( )
'( ) ( ) '( ) ' ( ) '( )

( ) ( )n n

n n u x
f x v u x u x v u x u x

u x u x


 


       

 اتجاه تغير دالة: 17.4.4
f  دالة معرفة علىfD  و قابلة للاشتقاق على المجالI  منfD . 

 مبرهنة:

   إذا كان من أجل كلx  من المجالI ،'( ) 0f x    أو ('( ) 0f x    ماعدا عدد منته من )

 .Iمتزايدة تماماً ) أو متناقصة تماما ( على  fمن أجلها، فإن الدالة  f'القيم التي تنعدم 

  إذا كان من أجل كلx  من المجالI ،'( ) 0f x   فإن الدالةf  ثابتة علىI. 

 ملاحظة:

)'، يكفي دراسة إشارة fلدراسة تغيرات  )f x. 

 قيمة حدية محلية: 18.4.4
f دالة معرفة علىfD  و قابلة للاشتقاق على مجال مفتوحI  منfD  0وxعنصر منI. 

 مبرهنة:

)0مغيرة إشارتها فإن  0xعند f'إذا انعدمت الدالة   )f x  قيمة حدية محلية للدالةf. 

 نقطة الانعطاف: 19.4.4
f دالة معرفة علىfD  وI مجال منfD 0وx  عنصر منIوfC  تمثيلها البياني في المعلم , ,O i j 

 تعريف :

 .fCالنقطة التي يخترق عندها المماس المنحنى  fCنسمي نقطة انعطاف للمنحنى  
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 مبرهنة:

 f   تقبل الاشتقاق مرتين علىI  إذا انعدمت الدالة"f  0عندx  مغيرة إشارتها فإن 0 , ( )M x f x  نقطة

 . fCانعطاف للمنحنى 

 :01 ملاحظة 

قابلة للاشتقاق على مجال مفتوح يشمل  fإذا كانت الدالة 
0x  و انعدمت دالتها المشتقة'f  من 

أجل 
0x إشارتها فإن النقطة ولم تغير من 0 0 , ( )M x f x هي نقطة انعطاف للمنحني الممثل 

 .fللدالة 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :  02 ملاحظة  

)"0إشارة     )f xتعطينا وضعية المنحنىfC  بالنسبة للمماس عند 0 , ( )M x f x. 

 

 

 

 

 مثال:

أنشئ  التمثيل البياني           fC  للدالةf   كما يلي :   المعرفة على
2

2
( )

1

x
f x

x



والمستقيم     

     

+0+   -0-  

 

 
  

 

 

 

 

0xx
0xx

'( )f x'( )f x

0( )f x

( )f x
0( )f x( )f x

0x 

)0f(x 

O  𝑖 ⃗⃗⃗   

 𝑗 ⃗⃗⃗   

fC 
)0f(x 

0x O  𝑖 ⃗⃗⃗   

 𝑗 ⃗⃗⃗   

fC 

fC 

)0f(x 

0x O  𝑖 ⃗⃗⃗   

 𝑗 ⃗⃗⃗   

   0       -+f "(x) 

)0f(x 

0x O  i ⃗⃗  

 j ⃗⃗  

fC 

   0       +     -f "(x) 
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2yالذي معادلته :  x. 

  ادرس قابلية الاشتقاق الدالةf   0عند القيمة 0x  ماذا تستنتج ؟  . 

  ناقش بيانيا وضعية التمثيل البياني للدالةf   بالنسبة للمستقيم تأكد من صحة النتائج حسابيا . 

 ماذا تستنتج ؟                    

 الحل : 

 fتمثيل البياني للدالة ال -

 

0عند العدد fدراسة قابلية الاشتقاق للدالة  0x  : 

fDلدينا :  (0)حيث 0f . 

2
0 0

0 0

20

2
( ) ( ) 1lim lim

2 1
lim

1

h h

h

h
f x h f x h

h h

h

h h

 



  

 


 

0 0

20 0

( ) ( ) 2
lim lim

1

2

h h

f x h f x

h h 

 






 

0تقبل الاشتقاق عند القيمة fوعليه الدالة  0x   (0)'و عددها المشتق هو 2f . 

 الاستنتاج : -     

المستقيم   يشمل المبدأO  (0)'و معامل توجيهه 2f  و عليه  هو المماس للمنحني fC 

 .Oفي المبدأ  

وضعية التمثيل البياني  - fC و المستقيم  . بيانيا 

في المجال ,0 التمثيل البياني fC يقع فوق , 

في المجال  0, التمثيل البياني fC يقع تحت . 

التمثيل البيانيOفي النقطة      fCو .يتقاطعان 

 دراسة الوضعية حسابيا :  -

1 1,5 2 2,5-0,5-1-1,5-2-2,5

1

1,5

-0,5

-1

0 0,5

0,5

x

y
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2

3

2

3

2

2
( ) 2

1

2 2 2

1

2

1

x
f x y x

x

x x x

x

x

x

  


 









 

)جدول الإشارة :   ) 2f x x 

0  x 

  32x 

  2 1x  

  ( ) 2f x x 

 

في المجال ,0 البيانيالتمثيل fC يقع فوق , 

في المجال  0, التمثيل البياني fC يقع تحت . 

0xلما                 التمثيل البياني fC  يقطع وهي المبدأ 0النقطة ذات الفاصلة فيO. 

 الاستنتاج :

المماس   التمثيل البيانييخترق fC في نقطة التماسOو تدعى النقطةO.نقطة انعطاف 

 رول : مبرهنة 20.4.4
لتكن  : ,f a b    بحيث 

- f علىمستمرة ,a b. 

- fقابلة للاشنقاق على ,a b. 

- ( ) ( )f a f b . 

عندئذ يوجد  ,c a b بحيث'( ) 0f x . 

 :البرهان

 على المجال             mو قيمة صغرى M، فهي تقبل قيمة عظمى مستمرة على المجال بمأن الدالة

 . 

 لدينا حالتان:                   

1. M m ثابتة و لدينا  في هذه الحالة الدالة'( ) 0f x من أجل كل عدد حقيقيx  من

 ,a b. 

2. M mفي هذه الحالة يوجد عدد حقيقيx ينتمي إلى المجال ,a b بحيث( )f x M  أو

( )f x m. 

f ,a b

 ,a b

f
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من المجالc: توجد قيمة Mنفرض انه مهما تكن ,a b بحيث( )f c M بحيثM  هي

)'قيمة حدية إذن  ) 0f c . 

 ملاحظات :

o . شروط نظرية رول كافية و غير لازمة 

 :1مثال            

f:3لتكن الدالة                   x x المعرفة على المجال 1,1 حيث( 1) (1)f f  (0)و رغم ذلك 0f  . 

o . العدد في نظرية رول ليس وحيدا 

 : 2مثال

:لتكن الدالة         sin( )f x x المعرفة على المجال 0,3 المشتق.هناك ثلاث نقاط ينعدم فيها 

 ) عدم تحقيق شروط مبرهنة رول (   : 3مثال

 لتكن الدوال المعرفة كما يلي:       

1. ( )f x x   في المجال 0,1. 

2. ( )f x x   في المجال 1,1. 

3. 
1 : 0

( )
0 : 0

x x
f x

x

 



في المجال    0,1. 

 يمكن أن تلاحظ أن هذه الدوال لا تحقق شروط مبرهنة رول في المجالات المشار إليها ذلك لأن:

  (0)الدالة الأولى لا تحقق الشرط (1)f f  . 

 0 الدالة الثانية لا تحقق شرط  الاشتقاق إذ أن الدالة لا تقبل الاشتقاق عند  . 

  الدالة الثالثة لا تحقق شرط  الاستمرار على المجال 0,1  0إذ أنها غير مستمرة عند 

من cو رغم ذلك فمبرهنة رول توفرّ شروطا كافية و ليست لازمة لكي توجد نقطة                     ,a b   ينعدم عندها 

)'المشتق، أي:                     ) 0f c . 

 المثال التالي يبين أن شروط مبرهنة رول ليست لازمة :                     

 2 : 1,1
( )

0 : 1

x x
f x

x

  


 

 

رة عند طرفي المجال فهذه الدالة ليست مستم                      1,1  (0)'، ورغم ذلك لدينا 0f  
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 التفسير الهندسي : 21.4.4
 يكون فيها المماس موازي لمحور الفواصل .fيوجد على الأقل نقطة من منحنى الدالة            

 

 مبرهنة التزايدات المنتهية : ) مبرهنة المتوسط ( 22.4.4
لتكن  : ,f a b    بحيث 

- fمستمرة على ,a b. 

- fقابلة للاشنقاق على ,a b. 

عندئذ يوجد على الأقل ,c a b بحيث
( ) ( )

'( )
f b f a

f c
b a





. 

 :البرهان

 سوف نستخدم مبرهنة رول.                      

نفرض وجود دالة مساعدة بحيث :                        
( ) ( )

( ) ( )
f b f a

F x f x x a
b a


  


. 

مشتقة هذه الدالة هي :                      
( ) ( )

'( ) '( )
f b f a

F x f x
b a


 


. 

من المجال  cالدالة تحقق شروط الثلاثة لمبرهنة رول، إذن توجد قيمة                     ,a b  بحيث'( ) 0F x  

و بالتالي :                    
( ) ( )

'( )
f b f a

f c
b a





. 

 : ) مبرهنة كوشي(.معممةمبرهنة التزايدات المنتهية  23.4.4
 بحيث   لتكن 

 .مستمرة على -

 .قابلة للاشنقاق على -

)نفرض أن  ) ( )g a g bو الدالةg  لا تنعدم في المجال ,a b. 

من المجال  cإذن توجد قيمة ,a b بحيث
( ) ( ) '( )

( ) ( ) '( )

f b f a f c

g b g a g c





. 

 :البرهان

نفرض وجود دالة مساعدة بحيث :            ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )F x g b g a f x f b f a g x   . 

مشتقة هذه الدالة هي :                         '( ) ( ) ( ) '( ) ( ) ( ) '( )F x g b g a f x f b f a g x   . 

 : ,f a b 

f ,a b

f ,a b
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من المجال  cشروط الثلاثة لمبرهنة رول، إذن توجد قيمةتحقق Fالدالة                     ,a b  بحيث'( ) 0F x  

و بالتالي :                       ( ) ( ) '( ) ( ) ( ) '( )g b g a f x f b f a g x   و هذا يعني ،
( ) ( ) '( )

( ) ( ) '( )

f b f a f c

g b g a g c





. 

 التفسير الهندسي : 24.4.4
يكون فيها المماس موازي للمستقيم  fيوجد على الأقل نقطة من منحنى الدالة  AB حيث 

 , ( )A a f a و , ( )B b f b. 

 ملاحظات :

 ليست عموما وحيدة لأنه بالإمكان أن يقبل بيان الدالة المعتبرة عدة مماسات توازي   cنلاحظ أن النقطة    

المستقيم    AB. 

 

 مثال:

 يمكن أن نثيت بسهولة من خلال مبرهنة التزايدات المنتهية أن:

, sin( )x x x x     

xيكفي أن نعتبر عنصرا كيفيا   و نطبق المبرهنة على الدالةsin( )x x في المجال 0,1: 

 يوجد ينتمي إلى هذا المجال بحيث:

sin( ) sin(0) ( 0)cos( )x x x   

 و منه 

sin( ) sin(0) ( 0)cos( )x x x   

sin(0)و منه ينتج ) باعتبار أن  0 وcos( ) 1x ) 

sin( ) sin( ) sin(0)

( 0)cos( )

( 0) cos( )

x x

x x

x x

x

 

 

 


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 المطلوب.و هو 

 ( Hôpital’L) قاعدة لوبيتال  مبرهنة : 25.4.4
 :بحيث ن ادالت gو fلتكن 

1. lim ( ) lim ( ) 0
x a x a

f x g x
 

 . 

قابلتان للاشتقاق على  gو fبحيث الدالتانaللقيمة Vيوجد جوار .2 \V a. 

لا تنعدم في g'الدالة  .3 \V a. 

4. 
'( )

lim
'( )x a

f x

g x
 موجودة.

 إذن : 
( ) '( )

lim lim
( ) '( )x a x a

f x f x

g x g x 
 

 :البرهان

xنختار                       aمنV. . نطبق مبرهنة كوشي 

لدينا :                      
( ) ( ) '( )

( ) ( ) '( )

f b f a f

g b g a g









 .aوxعدد جقيقي محصور بين حيث 

)نعلم أن  1لكن من الشرط                       ) ( ) 0f a g a   و بالمقابل
( ) '( )

( ) '( )

f b f

g b g




. 

xإذا كانت                      a  إذنa لان عدد جقيقي محصور بينxوa. 

و من جهة أخرى إذا كانت                     
'( )

lim
'( )x a

f x
A

g x
 فإن

'( )
lim

'( )a

f

g




 . Aموجودة و تساوي 

و بالمقابل                      
( ) '( ) '( )

lim lim lim
( ) '( ) '( )x a a x a

f x f f x
A

g x g g x



  
  . 

و بالتالي :                     
( ) '( )

lim lim
( ) '( )x a x a

f x f x

g x g x 
. 

 ملاحظة:     

aقاعدة لوبيتال صحيحة من أجل  -   أوf   وg  . 

 ث مراحل:في ثلا قاعدة لوبيتال تسمح لنا باستبدال نهاية بأخرى بحيث تكون أسهل في الحساب. هذه القاعدة تستخدم

نتحقق أن  .1
( )

lim
( )x a

f x

g x
هي حالة عدم التعيين من الشكل )

0
, ,0

0





( ، و إذا لم يتحقق الشرط  

 فإنه لا يمكن استخدام قاعة لوبيتال.

)نشتق كل من  .2 )f x و( )g x.على حدى 

حساب  .3
'( )

lim
'( )x a

f x

g x
. 

 



 

65 
 

 :1 مثال

حساب النهاية :         
0

sin(2 )
lim
x

x

x
. 

نلاحظ أن : 
0

limsin(2 ) 0
x

x


  و
0

lim 0
x

x


. 

 و بتطبيق قاعدة لوبيتال نجد أن :        

0 0

sin(2 ) 2 cos(2 )
lim lim 2

1x x

x x

x 


  

 :2 مثال

limحساب النهاية :         
x

x

e

x
. 

limنلاحظ أن :          x

x
e


   وlim

x
x


 . 

 و بتطبيق قاعدة لوبيتال نجد أن :        

2
lim lim

x x

x x

e e

x x 
  . 

 :3 مثال

حساب النهاية :         
40

lim
x

x

e

x
. 

نلاحظ أن :         
0

lim 1x

x
e


  4و

0
lim 0
x

x 


. 

 و بالتالي لا يمكن تطبيق قاعدة لوبيتال.        

لكن :         
40

lim
x

x

e

x
 . 
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 eالأسية ذات الأساس الدالة .5

 :عموميات 1.5
 تعريف  وَ مبرهنة:

 تعريف:
 .0عند  1تساوي مشتقاتها و تأخذ القيمة توجد دالة وحيدة قابلة للاشتقاق على 

 . eذات الأساس  و تسمى الدالة الأسية expهذه الدالة نرمز لها بالرمز 

'expلدينا:  exp وexp(0) 1. 

 الترميز: 2.5
)expبدل  xe، نرمز بالرمزxاصطلاحا، من أجل كل عدد حقيقي              )x. 

 ملاحظة:

x،0xeمن أجل كل عدد حقيقي                   . 

 خواص جبرية: 3.5
 خواص:

 لدينا: n، و كل عدد صحيح نسبي y، و كل عدد حقيقي xمن أجل كل عدد حقيقي  

 .x y x ye e e . 

 
1x

x
e

e

 . 

 
x

x y

y

e
e

e

 . 

 ( )x n nxe e. 

 0 1e . 

  نتيجة:

 f   بـ: دالة معرفة على( ) xf x e ،fودالة قابلة للاشتقاق على'( ) xf x e. 

 دراسة الدالة الأسية: 4.5
 إشارة و إتجاه تغير الدالة الأسية:

 , 0xx e  . 

  الدالة الأسيةxx e متزايدة تماما على. 
 :bوَ  a، من أجل كل عددان حقيقيانxمن أجل كل عدد حقيقي 

 0 0 1aa e   . 

 0 1aa e   . 

 0 1aa e   . 

 
a ba b e e  . 

 
a ba b e e   . 

 

 :1تطبيق           
 المعادلات و المتراجحات التالية:  حل في
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 2 3 0 1xe   2 1 1 0 2xe     2 1 0 3x xe e    2 2 4x xe e  

 طريقة:

المعادلة          u x v x
e e u x v x  . 

المتراجحة             u x v x
e e u x v x  . 

 الحل: 

 1  2تعني 3xe  لأن من أجل كل . هذه المعادلة لا تقبل حلولا فيx 2، من 0xe  

Sإذن  . 

 2  2تعني 1 1xe     2أي 1 0xe e    2أي 1 0x    0,5و منهx   إذن 0,5S . 

 32تعني 1x xe e    2أي 1x x    أي
1

3
x    و منه

1
;

3
S

 
   
 

. 

 4 2تعني 2 0x xe e   بوضع .xe X 2نحصل على 2 0X X   

2جذرا كثير الحدود  2X X  2هما 2و منه  1و 2 0X X    2تعنيX   1أوX  

2X     2تعنيxe  هذه المتراجحة لا تقبل حلولا في .. 

1X   1تعنيxe   0أيx إذن مجموعة حلول المتراجحة . 4  هي 0;S  . 

 :2تطبيق 
 ما يلي : حل في

1. 
2 3 3 2 1x x xe e  . 

2. 5 3 3 1x xe e . 

3. 2 1 3xe  . 

4. 2 5xe   . 

5. 2 3xe  . 

 

 النهايات: 

lim 0x

x
e


  ،lim x

x
e


 . 

0 0

( )lim ( ) lim u x

x x x x
u x e

 
    . 

0 0

( )lim ( ) 0 lim u x

x x x x
u x e

 
   . 

 

 مثال:
بـ   المعرفة على  fنعتبر الدالة  2xf x e  . 
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  لدينا lim 2
x

x


     و بما أنlim X

X
e


   2فإنlim x

x
e  


  

أي  lim
x

f x


 . 

  لدينا lim 2
x

x


     و بما أنlim 0X

X
e


  2فإنlim 0x

x
e  


 

أي   lim 0
x

f x


. 

 جدول التغيرات و رسم المنحنى:

 
 

 

 

 

 

 التزايد المقارن: 5.5
 ،nمن أجل كل عدد طبيعي     

 lim
x

x

e

x
 . 

 lim
x

nx

e

x
 . 

 lim . 0x

x
x e


. 

 lim . 0n x

x
x e


. 

 
0

1
lim 1

x

x

e

x


 

 
 0 0

( )

lim ( ) lim
( )

u x

nx x x x

e
u x

u x 
    . 

  
0 0

( )lim ( ) lim ( ) 0
n u x

x x x x
u x u x e

 
   . 

 ملاحظة:

1xe: 0قريب من xمن أجل           x . 

 ( اتجاه التغيرات: ) ملاحظة 
 خاصية:
expو  uفإن للدالتين Iدالة معرفة على مجال uإذا كانت u  نفس اتجاه التغيرات على المجالI. 

 مثال: 
بـ   المعرفة على  fنعتبر الدالة 

2 1xf x e . 

expfنلاحظ أن  u  حيثu بـ   هي الدالة المعرفة على  2 1u x x . 

متناقصة تماما على المجال  uبما ان الدالة  ;0 ، فإن الدالةf متناقصة تماما على 

المجال  ;0. 

+∞  - ∞ x 

                  + f '(x) 

+ ∞ 
0 f(x) 
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متزايدة تماما على المجال  uبما ان الدالة  0;  فإن الدالةf  متزليدة تماما 

على المجال 0;. 

expxمشتقة الدالة  6.5 u: 
 مبرهنة:

 .Iدالة قابلة للاشتقاق على المجال  uلتكن  

المعرفة بـ :  Iالدالة 
( )( ) (exp )( )u xf x e u x  تقبل الاشتقاق علىI   وَ من أجل كل عدد

x  منI  ،
( )( ) '( ). u xf x u x e. 

 البرهان:

" قابلة للاشتقاق على  expو علما ان الدالة  "  Iقابلة للاشتقاق على   uالدالة  إذا كانت  فإن  ;

expالدالة المركبة uقابلة للاشتقاق علىI :و بتطبيق قاعدة حساب مشتقة دالة مركبة يكون لدينا 

I ،من xمن أجل كل                exp exp expu x u x u x u x u x            

I،من xأي من أجل كل        exp
u x

u x u x e . 

 مثال:                  
 مشتقة الدالةf  بـ   المعرفة على 

2 1x xf x e    هي   
2 12 1 x xf x x e    . 

 الدالةF حيث 
2xF x e  هي دالة أصلية للدالةf حيث 

2

2 xf x xe    على. 

 مثال:                  

لدالة ا -
2 3: x xx e   عندئذ دالتها المشتقة هي الدالة  معرفة وقابلة للإشتقاق على 

21 3: (3 3) x xx x e  

;عين  الثوابت الحقيقية  -  حتى تكون الدالة
3 22 2 9 3: ( 4 ) x x xG x x x e      أصلية للدالة 

3 22 9 3: 5 x x xg x e   

 

 :تمرينات محلولة 7.5
 :1تمرين 

 مايلي:  حل في 

 

2 0x xxe x e  (4 ، )
2 1xe e  (5.) 

 :الحل

المعادلة  حل في  -1 2 4 3 0xx x e   : 

 
2

2
4 3 0 .....(1)

4 3 0
0 .....(2)

x

x

x x
x x e

e

   
     

 

2 1 2 2(1) ; (2) 3 2 0 ; (3) ( 4 3) 0x x x xe e e e x x e       
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4. (1)نحل المعادلة    1و 3x   2أو 1x . 

هي(1)و منه مجموعة الحلول المعادلة  1,3S . 

;لان  المعادلة لاتقبل حلول في. (2)نحل المعادلة  0xx e  . 

 و بالتالي  حلول المعادلة المعطاة هي 

 1,3S  

2المعادلة  حل في  -2 3 2 0x xe e   : 

2

2

3 2 0 0

3 2 0 ....(1)

x

x x

y e

e e y

y y

 


    


  

 

1:  نلاحظ أن  (1)نحل المعادلة  3 2 0    1و بالتالي 1y   2و منه 2y  .حلول مقبولة 

لما 
1 1

0

xy e

x

  

 
و     

2 2

ln 2

xy e

x

  

 
 

المعادلة هيو بالتالي مجموعة الحلول  0, ln 2S . 

المعادلة  حل في  -3
2 1xe e : 

2 1 2 1 0

( 1) ( 1)

xe e x

x x أو

    

   
 

و بالتالي مجموعة الحلول المعادلة هي 1,1S  . 

2المتراجحةحل في -4 0x xxe x e : 

 2 0 1 0x x xxe x e xe x     

;لدينا : 0xx e  ،
 

 

0, ; 0

,0 ; 0

x x

x x

   

   

و 
 

 

1, ; 1 0

,1 ; 1 0

x x

x x

    

    

 

 1 0  x 

+ + + + + + xe 

+ + + -      0     + - x 

- +      0     - + + + 1 x 

- +      0     - -      0     + -  1 0xxe x  

 

و بالتالي :  0,1S  

المتراجحةحل في  -5
2 1xe e : 

2 1 2

2

1 1

2 0

( 2)( 2) 0

xe e x

x

x x

    

  

   

 

;و بالتالي :  2 2;S      
    

 :2تمرين

:نعتبر الدالة 
1x

x
f x

e 
المعرفة على المجموعة      ,0 0, . 
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  احسب الدالة المشتقة للدالةf. 

  .استنتج إشارتها ثم حدد اتجاه تغيراتها 

 .أنشئ التمثيل البياني لها في معلم متعامد ومتجانس 

 الحل :

ينتمي إلىxعدد حقيقي  من أجل كل   ,0 0,   فإن
2

(1 ) 1
( ) 0

( 1)

x

x

x e
f x

e

 
  


 

1)لأن مشتقة الدالة  ) 1xx x e هيxxexg  )( 

)()1(1يعني                                  xexxg 

 

)1(01ومنه   xex 

:من هنا الدالة
1x

x
f x

e 
 متناقصة تماما

 :4تمرين 

بـ :  المعرفة على  fنعتبر الدالة 
1

1

x

x

e
f x

e





و ليكن  C .منحنييها البياني 

عند أطراف مجموعة تعريفها. استنتج المستقيمات المقاربة للمنحني f. عين نهايات الدالة1 C. 

ثم شكل جدول تغيراتها. أرسم المنحني f. أدرس اتجاه تغير الدالة2 C .معلم متعامد و متجانس 

 الحل:

  لديناlim 0x

x
e


  و منه

1
lim 1

1

x

xx

e

e


 


إذن   lim 1

x
f x


 . 

  نعلم أنlim x

x
e


  .و منه لدينا حالة عدم التعيين 

 
 

11 1
lim lim lim

1 11

x xx x

x xx xx x x

e ee e

e ee e

 

  

 
 

 
أنو بما  

lim 0x

x
e 


  فإن lim 1

x
f x


. 

  لدينا 
0

lim 1 2x

x
e


   و 

0
lim 1 0x

x
e


 . 

1xeنعلم أن    0يعنيx  1وxe  0يعنيx  

و بالتالي  
0

lim
x

f x




   و 
0

lim
x

f x




 . 

يقبل المنحني C :ثلاث مستقيمات مقاربة معادلاتها 
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0x  ،1y   1وy . 

2 )f قابلة للاشتقاق على المجالين ;0، 0; 

و لدينا  
 

2

2

1

x

x

e
f x

e


 


 fو بالتالي فالدالة 

متناقصة تماما على كل من المجالين ;0، 0;. 

 للحل: ريناتم

الهدف إثبات أن: ) :1تمرين 


x

x
xelim) 

 بـ:المعرفة علىgالدالةنعتبر  -أ

 ، الشكل المقابل هو

 gCالتمثيل البياني لهافي معلم متعامد و متجانس 

xg)(. احسب1  

 )حساب النهايات غير مطلوب( على f. استنتج جدول تغيرات الدالة 2

من x. برر إذن أنه من أجل كل 3 ;1:xx exe   ماذا تستنتج بشأن النهايات؟ 

. بين انه من أجل كل عدد حقيقي1 -ب 1;x:xx exe  

x.استنتج2 

x
xe


lim 

 :2تمرين 

المعرفة على gالدالة . نعتبر 1 ;1:كما يلي   1 1xg x x e   

 و شكل جدول تغيراتها )لا يطلب حساب النهايات(. gادرس اتجاه تغير الدالة  -أ

استنتج إشارة-ب g x  بين أنه من أجل كل عدد حقيقي وx:
1

1

xe
x




 

المعرفة على gالدالة نعتبر  .2 ;1 :كما يلي   ln 1xf x e x   

معرفة على fاشرح لماذا الدالة  -أ  ;1 ؟ 

 . 1و عند عندfادرس نهايات الدالة  -ب

( ارسم بدقة المنحني1. ) يمكن استعمال نتائج السؤالfادرس تغيرات الدالة  -جـ C  الممثل للدالةf. 

 :3تمرين 

 أحسب النهايات  التالية:

  ;

xexxg )1()( 

  ;
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 :4تمرين 

المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j. 

المعرفة كما يلي: xللمتغير الحقيقي  fنعتبر الدالة العددية   2 3 2x xf x e e x      و C  تمثيلها

 (. 4cmالبياني  في المعلم السابق ) الوحدة 

 .  إلى  xعندما يؤول  f. أ( عين نهاية الدالة 1

ب( بين أن المستقيم     D  2الذي معادلتهy x   مقارب للمنحنى C. 

جـ( ادرس وضع المنحنى   C  بالنسبة إلى المستقيم D. 

فإن:  xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي  
2

3x x

x x

x
f x e e

e e

 
    

 
 fثم استنتج نهاية الدالة  

 .إلى  xعندما يؤول 

. أ( احسب 2 'f x  : ثم تحقق أن    2 1 1x xf x e e   . 

المعادلة  ب( حل في    0f x   ثم شكل جدول تغيرات الدالةf. 

. أ( عين معادلة للمماس 3 T  للمنحنى C  عند النقطة التي فاصلتها
2

ln
3

 
 
 

. ماذا يمكن أن نقول عن  

المستقيمين  T  و D؟ 

ب( أنشئ   T  و D  و C .في نفس المعلم 

 :5تمرين 

 الجزء الأول:

f  كما يلي:  دالة عددية معرفة عل   2 5 2xf x x e    و C  تمثيلها البياني في المستوي 

المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس  ; ,O i j  الوحدة (2cm.) 

 .xو عندما  xعندما  fاحسب نهايات الدالة  (1

fلتكن  (2   الدالة المشتقة للدالةf. 

لدينا: xتحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي  (أ   5 7 xf x x e  . 

ادرس أشارة  (ب f x  ثم أنشئ جدول تغيرات الدالةf. 

مثل الجزء من المنحني  (3 C  6و  0الذي فواصل نقطه بين. 

أ( بين أن المعادلة (4  1,5f x   تقبل، في المجال 0;6 حلين ،  و  حيث  هو الحل

 الأصًغر.
 (.210) تدوّر النتائج إلى و  ب(أعط قيمة مقربة لكل من الحلين 

حل في المجال  (ج 0;6  المتراجحة  1,5f x . 

2

0

1
lim , lim ; lim ( 1)

x x x

xx x x

e e e
x

x x e x  

 


 
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 الجزء الثاني: 

MCنضع f  حيثMC هي الكلفة الهامشية لإنتاج سلعةX مقدرة بالطنT و ،X 6و 0محصور بين. 

 أ( ما هي قيمة السلعة التي من أجلها تكون الكلفة الهامشية أصغرية؟ .1
؟ ) تدور النتائج 1,5ب( ما هي قيم السلعة التي من أجلها تكون الكلفة الهامشية أقل من أو تساوي 

 (.210إلى 

 هي دالة أصلية لدالة الكلفة الهامشية. TCالكلفة الكلية  .2

تحقق أن:    5 3 2x

TC x x e x k     ثم عينk  إذا علمت أن 0 2TC . 
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-1-2

2

3

0 1

1

x

y

y=x

y=ln x
y=exp(x)

2 3-1-2-3

2

-1

-2

0 1

1

x

y

 ية النيبيرية :الدالة اللوغاريتم .6

 اللوغاريتم النيبيري: 

 تعاريف  وَ نتائج: 1.6
 ؛  متزايدة تماما و مستمرة على expالدالة الأسية 

limبالإضافة إلى ذلك         0x

x
e


   وlim x

x
e


  

 نستنتج حسب تعميم مبرهنة القيم المتوسطة، أن صورة       

هي المجال  expبالدالة         0,     . 

0xلدينا كذلك من أجل كل   ؛ يوجد عدد حقيقي وحيدy  بحيثye x. 

lnونرمز له بالرمز" xيسمى هذا العدد " اللوغاريتم النيبيري للعدد         x؛ و هو العدد الذي أسيتهx. 

lnyeلدينا:           x y x  . 

 نتائج: 
 ln x  0معناهx  . 

 من أجل كل عدد حقيقي موجب تماماx :
ln xe x. 

 من أجل كل عدد حقيقيx :ln xe x. 

 ln1 0  َوln 1e . 

 

 مبرهنة: 

y :lnyeو من أجل كل عدد حقيقي xمن أجل كل عدد حقيقي موجب تماما  x y x  . 

 منحنى الدالة: 2.6
 خاصية:

 في مستو منسوب إلى معلم متعامد و متجانس، التمثيليان البيانيان 

 للدالتين الأسية و اللوغاريتم النيبيري متناظران بالنسبة للمنصف

yالأول ) المستقيم ذو معادلة   x ). 

 : دالة اللوغاريتم النيبيري 3.6
 :تعريف

 
الدالة

1
t

t
مستمرة على المجال  0;  فهي تقبل إذن دوالا أصلية على هذا المجال و تقبل بصفة خاصة

 للمتغير. 1من أجل القيمة0دالة أصلية وحيدة تأخذ القيمة

 تعريف:

 " الدالة الأصلية على المجال lnو نرمز إليها بالرمز "  اللوغاريتم النيبيري نسمي الدالة 

 0; للدالة
1

t
t

 .1و التي تنعدم من أجل عند  

x 

y 
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 ترميز: 

من  xنرمز إلى اللوغاريتم النيبيري لعدد  0;   بـ ln x  و أحياناln x. 

من  xلدينا هكذا: من أجل كل 0; ، 
1

1
ln

x

x dt
t

 . 

 ملاحظة:  

1يمكننا تعريف الدالة اللوغارتمية بأنها مساحة الحيز المستوي تحت منحنى الدالة مقلوب  
t

t
 مع  xو 1بين  

x.موجب 

 :تطبيق ) تذكير(

المعرفة على gنعتبر الدالة  ;0    بـ
x

xg
1

)(  

أرسم التمثيل البياني .1 gC للدالةg . في معلم متعامد و متجانس 

متناقصة تماما على  gالدالة )   ;0 .) 

على المجال  fتقبل دالة أصليةgأثبت أن الدالة  .2 ;0. 

ناطقة فهي دالة مستمرة على مجموعة gبما أن الدالة ) 

تعريفها ;0  وبالتالي فهي تقبل على الأقل دالة أصلية ). 

على xg)(ما هي إشارة العدد الحقيقي  .3 ;0. 

0و منه  0xلدينا ) 
1


x
)(0إذن   xg. ) 

 .fاستنتج جدول تغيرات الدالة  .4

)(0بما أن )  xg   إذنfدالة متزايدة تماما ). 

 الخواص الجبرية : 4.6
 : الخاصية الأساسية

من bو aمن أجل كل عددين حقيقيين  0;: ln ln lnab a b . 

 :البرهان

a وb.عددان حقيقيان موجبان تماما 

lna: نضع وlnb   معناهe a وe b . 

 لدينا:

a b e e

e

 

 

  


)lnمعناه      )ab   

أي   ln ln lnab a b    . 

 ملاحظة:

0ab 0) معناهa  0وb )  0)أوa  0وb  )وبالتالي ln ln lnab a b .  
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 ملاحظة:

 النتيجة إلى عدة أعداد حقيقية موجبة تماما و هكذا يكون لدينا:يتم تعميم هذه 
من 1a،2a،...،naمن أجل كل أعداد حقيقية  0;  ، 1 2 1 2ln ... ln ln ... lnn na a a a a a   . 

 نتائج : 5.6
 :1نتيجة

من bو aمن أجل كل عددين حقيقيين  0;: 

1. 

1
ln lna

a

 
  

  

2. 
ln ln ln

a
a b

b

 
  

 . 

 البرهان:

1. a : عدد حقيقي موجب تماما لدنيا 
1 1

1 ln1 ln

1
0 ln ln

a a
a a

a
a

 
     

 

 
    

 

 

و بالتالي         
1

ln lna
a

 
  

 
. 

2. a وb .عددان حقيقيان موجبان تماما 
1

ln ln

1
ln ln

a
a

b b

a
b

   
    

   

 
   

 

 

lnو بالتالي                  ln ln
a

a b
b

 
  

 
. 

 ملاحظة:

0ab 0) معناهa  0وb )  0)أوa  0وb  )وبالتاليln ln ln
a

a b
b

 
  

 
. 

 :2نتيجة
من aمن أجل كل   0; و من أجل كلn من  ، ln lnna n a. 

 : 3نتيجة
من aمن أجل كل عدد حقيقي  0; :  1

ln ln
2

a a. 

 : 4نتيجة
من bو aمن أجل كل عددين حقيقيين  0;:ln ln ba b a . 

 ملاحظة :
 ln( ) ln : 0n na n a a . 
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 . إذا كانn :عدد صحيح زوجيln( ) lnna n a. 

 إذا كانn عدد صحيح فردي :ln( ) lnna n a. 

 ملاحظة :
من aمن أجل كل عدد حقيقي        0; : 

 ln c
ea c a  . 

 ln c
ea c a  . 

 حل معادلات و متراجحات: 6.6
 :  1مثال 

 حل المعادلة و المتراجحتين التالية:             

1.  ln 2 1 2x    ...... 1 

2.  ln 1 3x    ...... 2 

3.  ln 2 5x      ...... 3 

 الحل : 

المعادلة  .1 1  2لها معنى إذا و فقط إذا كان 1 0x    1أي
;

2
D

 
  
 

. 

  2

2

ln 2 1 2 2 1

1

2

x x e

e
x

    


 

 

ومنه مجموعة حلول المعادلة   1  هي
21

2

e
S

 
  
 

. 

المتراجحة .2 2  1لها معنى إذا و فقط إذا كان 0x   أي 1;D  . 

  3

3

ln 1 3 1

1

x x e

x e





     

  
 

ومنه مجموعة حلول المتراجحة 2 31هي ;S e     . 

المتراجحة .3 3 لها معنى إذا و فقط إذا كان ln 2 5x   أي 2;D   . 

  5

5

ln 2 5 2

2

x x e

x e

    

  
 

ومنه مجموعة حلول المتراجحة  3 52هي; 2S e    . 

 :  2مثال        

 حل المعادلة و المتراجحة التاليتين:         

1.    2ln 1 lnx x  ....... 1 

2.    2ln 1 lnx x  ...... 2 
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 الحل: 

المعادلة . 1 12لها معنى إذا و فقط إذا كان 1 0x    0وx أي 1;D  . 

   2 2

2

ln 1 ln 1

1 0

x x x x

x x

    

   
 

2حلول المعادلة  1 0x x   1هما 5

2
x


 

1 5

2
x


 . 

xنلاحظ أن  عنصر منD بينماx  لا تنتمي إلىD 1. و هكذا مجموعة الحلول هي 5

2
S

  
  
  

. 

متراجحة ال. 2 2 2لها معنى إذا و فقط إذا كان 1 0x    0وx أي 1;D  . 

   2 2

2

ln 1 ln 1

1 0

x x x x

x x

    

   
 

2مجموعة حلول المتراجحة  1 0x x   1هي 5 1 5
;

2 2

  
 
 

و بالتالي فمجموعة حلول المتراجحة  

 2 مجموعة التعريفهي تقاطعD 1مع المجال 5 1 5
;

2 2

  
 
 

 . 

1نجد هكذا أن مجموعة الحلول هي: 5
1;

2
S

 
  
 

. 

 :  3مثال 

 حل المعادلتين:    

1.   (1)..... ln 1 2 2ln 2x x   

2.    (2)..... ln 1 ln 2 2ln 2x x   . 

 الحل: 

المعادلة . 1 1لها معنى إذا و فقط إذا كان  1 2 0x x  ي أ   ; 2 1;D    . 

     

  
2

ln 1 2 2ln 2 ln 1 2 ln 4

1 2 4

6 0

x x x x

x x

x x

      

   

   

 

2حلول المعادلة  6 0x x  3هما إلى ينتميان2وD. 

و منه مجموعة الحلول هي  3;2S  . 

المعادلة 2لها معنى إذا و فقط إذا كان 1 0x   و 2 0x    أي 1;D   
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      

  
2

ln 1 ln 2 2ln 2 ln 1 2 ln 4

1 2 4

6 0

x x x x

x x

x x

       

   

   

 

2حلول المعادلة  6 0x x  3هما إلى مقبول لأنه ينتمي2الحل 2وD3و الحل     غير مقبول 

 .Dإلى لأنه لا ينتمي                 

 دراسة دالة اللوغاريتم النيبيري : 7.6
 :و عند  0النهاياتعند 

 مبرهنة :

 
0

lim ln
x

x




 . 

 lim ln
x

x


 . 

 تعميم :

  
0 0

lim ( ) 0 lim ln ( )
x x x x

u x u x

 
   . 

  lim ( ) lim ln ( )
x x

u x u x
 

    . 

 التزايد المقارن: 8.6
 :pمن أجل كل عدد طبيعيوnمن أجل كل عدد طبيعي

 مبرهنات:

o 
ln

lim 0
x

x

x




    ،lim

lnx

x

x
                . 

o 
 ln

lim 0

p

nx

x

x




 ؛

 
lim

ln

n

px

x

x
 . 

o 
0

lim ln 0
x

x x






     ؛ 
0

lim ln 0
pn

x

x x






            . 

o 
1

ln
lim 1

1x

x

x



  ،

0

ln( 1)
lim 1
x

x

x


 . 

 تعميم:  

o 

 

 0 0

ln ( )
lim ( ) lim 0

( )

p

nx x x x

u x
u x

u x 

     
. 

o 

 

 0 0

( )
lim ( ) lim

ln ( )

n

px x x x

u x
u x

u x 
    

  . 

o 
   

0 0

lim ( ) 0 lim ( ) ln ( ) 0
pn

x x x x
u x u x u x

 
    

 

o 

 
0 0

ln ( )
lim ( ) 1 lim 1

( ) 1x x x x

u x
u x

u x 
  

. 
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 البرهان:

limتذكير:
x

x

e

x
   ؛lim 0x

x
xe


 و

0

1
lim 1

x

x

e

x


. 

lnxyنضع: e x y  . 

 :لديناlim ln
y

y


 ومنه:
ln

lim lim 0
xy x

y x

y e



 
 . 

 لدينا:
0

lim ln
y

y




 ومنه:
0

lim ln lim 0x

xx

y y xe
 

 . 

 :لدينا
1

limln 0
y

y


ومنه :
1 0

ln
lim lim 1

1 1xx x

y x

y e 
 

 
. 

 جدول التغيرات:

o دالة اللوغاريتم النيبيري قابلة للاشتقاق على

 0;و لدينا من أجل كلx  من 0; ،

   
1

ln x
x

 . 

 البرهان:
): نضع ) lnf x x 

)لدينا:  ) ln xf x x x e   

 و منه 
( ) ( )1 '( ).

1 '( ).

f x f xx e f x e

f x x

  

 
 

:  وبالتالي
1

'( )f x
x

 

o  كلمن أجلx  من 0; ،
1

0
x
   و منه الدالة

 "ln متزايدة تماما على المجال " 0;. 

 

0 0   x 
                   +  ln x 

 
                 0   

  

 

ln x 
 

 التمثيل البياني :
ليكن C التمثيل البياني لدالة اللوغريتم النيبيري 

في معلم متعامد و متجانس  ; ;O i j. 

المنحني  C الممثل للدالة اللوغاريتم النيبيري يقبل محور 

 التراتيب كمستقيم مقارب.
لدينا  ln 1 1   وln1 0إذن يقبل المنحني . C  عند 

مماسا   1النقطة ذات الفاصلة   : 1y x  . 
 

 : eالعدد  9.6
" مستمرة و متزايدة تماما على المجال lnالدالة "               0;   حسب مبرهنة القيم     و تأخذ قيمها في ، 

ln،  المعادلة المتوسطة              1x  تقبل حلا وحيدا في المجال 0; " نرمز إلى هذا الحل بالرمز .e ." 

 تعريف:

. 1هو العدد الذي لوغاريتمه النيبيري يساوي eالعدد  ln 1e  2,718281828. تعطينا الحاسبةe . 
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)lnإشارة  )x: 

من xمن أجل كل             0; :لديناln 0 1x x  . 

ln 0 1x x  . 

ln 0 0 1x x   . 

lnدراسة دالة  10.6 u : 
 النهايات :

lnلدراسة نهاية دالة    u .نستعمل المبرهنة الخاصة بنهاية دالة مركبة 

 مثال:

المعرفة على  fنعتبر الدالة 2;   بـ   ln 2f x x . 

  لدينا 
2

lim 2 0
x

x


   و بما أن
0

lim ln
X

X


   فإن 
2

limln 2
x

x


   

أي   
2

lim
x

f x


  

  لدينا lim 2
x

x


  و بما أنlim ln
X

X


  فإن lim ln 2
x

x


   

   أي lim
x

f x


  

 اتجاه التغيرات :

 خاصية:
lnو  uفإن للدالتين  Iدالة معرفة و موجبة تماما على مجال uإذا كانت  u   نفس اتجاه التغيرات

 .Iعلى المجال

 مثال:

المعرفة على  fنعتبر الدالة 1;   بـ 
3

ln
1

f x
x

 
  

 

. 

lnfنلاحظ أن   u  حيثu هي الدالة المعرفة على 1;   بـ 
3

1
u x

x



. 

متناقصة تماما على المجال  uبما ان الدالة                   1;  فإن الدالةf متناقصة تماما على المجال 1;. 

 المشتقة و دوال أصلية : 11.6
 خاصية:
 فإن: Iدالة قابلة للاشتقاق و موجبة تماما على مجال uإذا كانت 

  الدالةln u  قابلة للاشتقاق علىI و لدينا من أجل كلx منI ،   
 

 
ln

u x
u x

u x

 . 

  الدالة lnx u x      دالة أصلية للدالة 

 

u x
x

u x

  علىI. 

 البرهان:
): نضع ) (ln )( )f x u x. 

f مستمرتين و قابلتين للاشتقاق علىمركب دالتينIو بالتاليfمستمرة و قابلة للاشتقاقعلىI: 

 '( ) '( ) ln' ( )

1
'( )

( )

'( )

( )

f x u x u x

u x
u x

u x

u x

 

 



 

 مثال:
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 مشتقة الدالةf  بـ   المعرفة على   2ln 1f x x x    هي  2

2 1

1

x
f x

x x


 

 
 

 الدالةF حيث   ln 2 1F x x  هي دالة أصلية للدالةf حيث 
2

2 1
f x

x



1على  

;
2

 
  
 

. 

 ملاحظة:

 دالة f، الدالةIشتقاق و سالبة تماما على المجالدالة مستمرة و قابلة للاuفي حالة ما إذا كانت الدالة

lnوبالتالي الدالة Iشتقاق و موجبة تماما على المجالمستمرة و قابلة للا ( )u  دالة مستمرة و قابلة 

 و Iعلى المجال للاشتقاق

 
'( )

ln ( ) '( )
( )

'( )

( )

u x
u x

u x

u x

u x


 





 

 الخلاصة:
uدالة مستمرة و قابلة للاشتقاق وغير معدومة على المجالI. 

)بـ:  Iالمعرفة علىfالدالة  ) ( )f x u xو قابلة للاشتقاق على مستمرةI و'( )
'( )

( )

u x
f x

u x
. 

 : 1طبيقت

المعرفة على fنعتبر الدالة
1

;
2

 
 

 
بـ      3ln 2 1f x x x   

عند fأدرس نهايتي الدالة .1
1

2
 .و عند  

أحسب .2 f x. 

. عين معادلة لـ   .3  مماس المنحني C الممثل للدالةf 1عند النقطة التي فاصلتها. 

 : لحلا       

حساب النهايات:  .1
1

2

lim ( )
x

f x




 ,lim ( )
x

f x


 . 

)'حساب  .2 )f x:1 6
; ; '( ) 1

2 2 1
x f x

x

 
       

 

. لدينا معادلة المماس  .3
0 0 0'( )( ) ( )y f x x x f x    7ومنه 6y x . 

 : 2طبيق ت

المعرفتين كما يلي: gو fعين مجموعتي تعريف الدالتين   ln 1f x x     و   2lng x x 

 : لحلا

1معرفة إذا و فقط إذا كان fالدالةتكون  0x    1أيx   و منه مجموعة تعريفf هي 1;fD   . 

2معرفة إذا و فقط إذا كان  gتكون 0x   0أيx  و منه مجموعة تعريفg هي   ;0 0;fD   . 

 : تمارين 12.6
 وعين اتجاه تغيرها في الحالات التالية :  𝑓أحسب مشتقة  الدالة  التمرين الأول:
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1)  ( ) ln 3f x x . 

2)  ( ) ln 4f x x x  . 

3) ( ) lnf x x x . 

4) ( ) 2 5 lnf x x x  . 

5)  2( ) ln 1f x x x  . 

6)  2( ) ln 1f x x . 

7) ( ) 3 lnf x x x  . 

8)  ( ) ln 2f x x x   

 التمرين الثاني :

f دالة عددية معرفة على   , 4 0,fD     :حيث 2( ) ln 4f x x x . 

)و )
f

C  تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس( , , )o i j . 

 .عند أطراف مجموعة تعريفهاfأحسب النهايات للدالة (1
 .وعين اتجاه تغيرها ، ثم أكتب جدول تغيراتهاfأحسب مشتقة  الدالة (2
عين تقاطع  (3 fC  مع محور الفواصل. 

أكتب معادلة المماس (4  لـ fC  1عند النقطة ذات الفاصلة. 

2xبين أن المستقيم ذا المعادلة (5   محور تناظر لـ fC. 

أرسم  (6  و fC. 

 :ثالث التمرين ال
 الجزء الأول:

gدالة معرفة على المجال 0, : 2كما يلي( ) 1 lng x x x  . 

  أدرس تغيرات الدالةg. 

  أدرس إشارة( )g xعلى المجال 0,. 

 الجزء الثاني:

fدالة عددية معرفة على 0,: حيث.
ln

( )
x

f x x
x

  . 

)و )
f

C  تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس( , , )o i j. 

 أحسب النهايات للدالةfعند أطراف مجموعة تعريفها. 

 أحسب مشتقة  الدالةf : وبين أن
2

( )
'( )

g x
f x

x
. 

 الدالة  استنتج اتجاه تغير𝑓  ثم أكتب جدول تغيراتها ، 

 بين أن المستقيم  : ذو المعادلةy x  مقارب لـ fCعند. 

 أدرس وضعية fC بالنسبة لـ . 

 أنشئ fCو . 

 :  رابعالتمرين ال

 الجزء الأول:
gدالة معرفة على المجال 0,   : 2كما يلي( ) 1 2lng x x x  . 

  أدرس تغيرات الدالةg. 
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 (1)أحسبg ثم أدرس إشارة( )g xعلى المجال 0,. 

 الجزء الثاني:

f:دالة عددية معرفة على 0,: حيث
2

2

1
( ) ln

x
f x x

x


. 

)و )
f

C  تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس( , , )o i j. 

 أحسب النهايات للدالةf تعريفهاعند أطراف مجموعة. 

 أحسب مشتقة  الدالةf: وبين أن
3

( )
'( )

g x
f x

x
. 

 الدالة استنتج اتجاه تغيرf ثم أكتب جدول تغيراتها ، 

  حدد الفروع اللانهائية للمنحني fC. 

 أنشئ fCو . 

 الخامس : التمرين

 الجزء الأول:
g دالة معرفة على المجال 0,   :كما يلي( ) lng x ax b x  . 

 كما يلي :  gعلما ان جدول تغيرات bوaعين

 
 الجزء الثاني:

f:دالة عددية معرفة على 0,:2حيث( ) 2 2 lnf x x x x x   . 

)و )
f

C  تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس( , , )o i j. 

 عند أطراف مجموعة تعريفها.fأحسب النهايات للدالة (أ  

𝑓́(𝑥)وبين أن :fأحسب مشتقة  الدالة  (ب = 2𝑔(𝑥). 

 ، ثم أكتب جدول تغيراتها .fالدالة استنتج اتجاه تغير (ج

حدد الفروع اللانهائية للمنحني (د fC. 

أنشئ  (ه fCو . 

 : سادسالتمرين ال

المعرفة على  المجال   fنعتبر الدالة العددية  0;   : بـــ 
2

( ) ln( ) 2ln( ) 3f x x x   

)و  )
f

C  تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس( , , )o i j. 

حل في المجال (1 0;  : المعادلة( ) 0f x . ثم فسر النتيجة هندسيا 

)حلل (2 )f x  . الى جداء عاملين 

حل في المجال   (3 0;   : 2المتراجحةln( ) 2 0x   

)'أحسب  (4 )f x  و استنتج اتجاه تغير الدالةf 
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 :سابعالتمرين ال
)ليكن  )P x  : كثير الحدود حيث( ) 2 ² 5 2P x x x   

)المعادلة :  حل في  (1 ) 0P x  

استنتج في المجال  (2 0;   : حلول المتراجحة التالية 
2

2 ln( ) 5ln( ) 2 0x x   

2المعادلة :  حل في  (3 12 5 2 2x x    
 

 :امنالتمرين الث
 :الجزء الأول
المعرفة على المجال gنعتبر الدالة  0;   بـ  1 lng x x x   

 .      و عند  0عند  gعين نهايتي الدالة  .1

 ثم شكل جدول تغيراتها. gأدرس اتجاه تغير الدالة  .2

بين أن المعادلة  .3  0g x  تقبل حلا وحيدا في المجال 0;. 

إشارة  xحدد حسب قيم  .4 g x على المجال 0;. 

 الجزء الثاني:

المعرفة على  fنعتبر الدالة  0;   :كما يلي 
ln

1

x x
f x

x



 

ليكن  C تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس ; ,O I J 

من xمن أجل كل  (1 0;  بين أن ، 
 

 
2

1

g x
f x

x
 



 . 

 fاستنتج اتجاه تغير الدالة  (2
. تحقق أن عند fأحسب نهاية الدالة (3 f    ثم شكل جدول تغيرات الدالةf 

أحسب النهاية: (4 lim ln
x

f x x


   فسر بيانيا النتيجة. أرسم المنحنيين . C و . 

  



 

87 
 

 الدوال الاصلية : .7

 دالة اصلية لدالة مستمرة على مجال: 1.11.8
 تعريف:

قابلية  Fدالة كل  Iعلى مجال  f، نسمي دالة أصلية للدالة من  Iدالة معرفة على مجال fإذ كانت   

 .    Iمشتقاً لها على  fو تقبل الدّالةIللاشتقاق على مجال

F دالة أصلية للدالةf علىI  يكافئF تقبل الاشتقاق علىI: وَالتي تحقق, '( ) ( )x I F x f x   

 :1مثال    
 الدالةF بـ   المعرفة على  2 3 1F x x x   للدالة هي دالة أصلية علىf على المعرفة 

بـ               2 3f x x  لأن من أجل كلx لدينا:  من   2 3F x x f x   . 

 الدالةG بـ   المعرفة على  2 3 2F x x x   للدالة هي كذلك دالة أصلية علىf  لأن من أجل

لدينا:  من xكل   2 3G x x f x   . 

 :2مثال    
المعرفة على Fالدالة               0;   بـ  cosF x x x  للدالة هي دالة أصلية علىf على         المعرفة 

 0;  بـ 
1

sin
2

f x x
x

 . 

 : 3مثال    

المعرفتين على المجال  Fو fنعتبر الدالتين               3;    : كمايلي 

 
2

² 6
( )

3

x x
f x

x

 



و  

2 3
( )

3

x
F x x

x


 


 

من  xتحقق من أجل  كل  -أ 3;   ،'( ) ( )F x f x 

بحيث من أجل كل عدد حقيقي من  Gاقترح دالة أخرى  -ب 3;   ،'( ) ( )G x f x 

 الحل :      

تقبل الاشتقاق على  Fالدالة  -أ 3;  : بحيث 

 

 

 

 
 

 

2

2

2

2

2

2

2

9
'( ) 1

3

9 3

3

9 6 9

3

6

3

( )

F x
x

x

x

x x

x

x x

x

f x

 


 




  




 






 

من أجل كل عدد حقيقي من  -ب 3;   ،
2 3

( ) 4
3

x
G x x

x


  


. 
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 تطبيق :
كما يلي:  المعرفتين على Hو hنعتبر الدالتين  2 3h x x    و  2 3 2H x x x   

 بين أن الدالةH دالة أصلية للدالةh على. 
 عين دالة أصلية أخرى للدالةh على. 

 مجموعة الدوال الأصلية لدالة مستمرة على مجال : 2.11.8
 :1مبرهنة 

 .Iلى الأقل، دالة أصلية على المجال، تقبل عIكل دالة مستمرة على المجال 

 :2مبرهنة 
 Iعلى المجالfفإن مجموعة الدّوال الأصلية للدالةIعلى المجال fدالة أصلية للدالة  Fإذا كانت  

)هي مجموعة الدّوال من الشكل: )x F x c حيثc .عدد حقيقي ثابت 

 البرهان:

 فإنها تقبل على الأقل دالة     Iمستمرة على  f، بما أن من Iدالة مستمرة على المجال  fلتكن

 بـ:Iالدالة العددية المعرفة على  Gعدد حقيقي ثابت. لتكن cوليكن  Iعلى Fأصلية                 

( ) ( )G x F x c  بما أن ،F دالة أصلية للدالةfعلىI فإنF  تقبل الاشتقاق علىI 

)'و                  ) ( )F x f x  ،و بالتاليG تقبل الاشتقاق علىI و'( ) '( ) ( )G x F x f x  ومنهG 

 .Iعلى  fدالة أصلية للدالة               

 نتيجة:

 الدالة تختلفان بثابت فقط.دالتان أصليتان لنفس  

 : 1مثال

بـ   المعرفة علىFالدالة   3 22F x x x   للدالة علىهي دالة اصليةf بـ   المعرفة على 

  23 4f x x x  . كل الدوال الأصلية للدالةو بالتاليf هي الدوال على( )x F x k أي 

23 2x x x k  حيثk .عدد حقيقي ثابت 

 :2مثال
بـ   الدالة المعرفة على fلتكن    23 4 2f x x x  كل الدوال الأصلية للدالة .f هي الدوال على 

F بـ   المعرفة على  3 22 2F x x x x k    حيثk .عدد حقيقي ثابت 

 : الدالة الأصلية التي تحقق شرطا معينا 3.11.8
 خاصية:

 f دالة مستمرة على مجالI.0x عدد حقيقي منI 0وy .عدد حقيقي كيفي 

تحقق الشرط   Iعلى المجال fللدالة Fتوجد دالة أصلية وحيدة 0 0F x y. 

 البرهان: 

 إحدى هذه الدوال الأصلية. Gو لتكنIفهي تقبل دوالا أصلية على Iمستمرة على fبما أن الدالة
I ،من xفإن من أجل كل Iعلى fدالة أصلية أخرى للدالة Fإذا كانت   F x G x k  حيثk  عدد 
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 حقيقي.
الشرط 0 0F x y  يعني أن 0 0G x k y  أي أن 0 0k y G x لقد تم هكذا تحديد العدد الحقيقي .k. 

تحقق الشرط   Iعلى المجال fللدالة Fتوجد إذن دالة أصلية وحيدة 0 0F x y :و لدينا 

     0 0F x G x y G x  . 

 التفسير البياني: 4.11.8
التمثيلات البيانية في معلم ; ,O i j للدوال الأصلية للدالةf 

kتستنتج من أحدها بواسطة انسحابات شعاعها         j حيثk عدد حقيقي . 

واحد فقط من بين هذه التمثيلات البيانية يمر من النقطة         0 0;A x y. 

 :1مثال

المعرفتين على  gو fنعتبر الدالتين 1;  :كما يلي 
 

2

2

2 4

1

x x
f x

x


 


و    

1
2

1

x
F x x

x


 


 

 بين أن الدالةF دالة أصلية للدالةf على المجال 1; . 

 طريقة:
 Iمن xو أن من أجل كل Iقابلة للاشتقاق على Fيكفي أن نثبت أن Iعلى مجال fدالة أصلية لـ   Fلإثبات أن

   F x f x . 

 الحل:
F دالة ناطقة معرفة على 1;  فهي إذن قابلة للاشتقاق على 1; و من أجل كلx من 1;  

لدينا:           
   

   
2 2

1 1 1 1 2
2 2

1 1

x x
F x

x x

  
    

 
 

و منه:       
 

 

 

 

  

 

 

 

2
2

2 2 2 2

2 1 1 2 1 1 1 12 2 1 2 2

1 1 1 1

x x xx x x
F x

x x x x

                 
   

 

و بالتالي:  
   

 
2 2

2 2

2 4 2 4

1 1

x x x x
F x f x

x x

  
    

 
 

من xمن أجل كلو هكذا  1; ،   F x f x إذن .F   دالة أصلية لـf على المجال 1; . 

 :2مثال
)بـ :   المعرفة على  fنعتبر الدالة   ) 2 1f x x  

 .على fعين كل الدوال الأصلية للدالة .1

و التي تحقق على fللدالة Fعين الدالة الأصلية .2 2 1F  . 

 الحل:
2xهي الدوال علىfللدالة كل الدوال الأصلية .1 x x k  حيثk .عدد حقيقي 
لدينا من جهة .2  2F x x x k   و لدينا من جهة ثانية 2 1F  . 

 2 1F    22يعني 2 1k     3و منهk   نجد هكذا أن .  2 3F x x x   

 :3مثال
المعرفتين على  Gو Fنعتبر الدالتين  2;    :كما يلي 

 
2 2 3

2

x x
F x

x

 



و       

2 1

2

x
G x x

x


 


 

 دالتان أصليتان لنفس الدالة. Gو Fباستعمال طريقتين مختلفتين بين أن
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 الحل:  
 :الأولىالطريقة 

من xنبين أنه من أجل كل 2; ،   F x G x  

من xمن أجل كل 2;، 
 

2

2

4 1

2

x x
F x

x

 
 


و   

 

2

2

4 1

2

x x
G x

x

 
 


 

من xإذن من أجل كل 2; ،   F x G x .الدالتان هما إذن دالتان أصليتان لنفس الدالة . 

 :ثانيةالطريقة ال
من xنبين أنه من أجل كل 2; ،   F x G x k حيثk .عدد حقيقي 

من xمن أجل كل 2;،   
 2 2 22 3 2 1

2
2 2 2

xx x x
F x G x x

x x x

     
         

    
 

 : حسابالدوال الأصلية 5.11.8
 الدوال الأصلية لدوال مألوفة

 الحصول على النتائج الملخصة في الجدول الموالي انطلاقا من قراءة عكسية لمشتقات دوال مألوفة.تم 
 عددا حقيقيا كيفيا.cيمثل 

I  ( )F x  ( )f x  

 ,k k R 0 

 ax b a 

 
1

²
2

x k x 

 
31

3
x k ²x 

* 
1

k
x

  
1

²x
 

 0, 2 x k 
1

x
 

 
11

1

nx k
n

 


 nx 

*

 
1

1

( 1) nn x  

1
nx 

 0,
 

ln x k
 

1

x 
*

 

ln x k
 

1

x 

 

xe k
 

xe
 

 
cos x k 

 
sin x

 

 
sin x k

 
cosx

 
, , ( )

2 2
k k k

 
 

 
    
 

 
tanx c 

2

2

1
1 tan

cos
x

x
  
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f:    لـ الدوال الأصلية  6.11.8 gوkf(k)عدد حقيقي 

 خواص:
 ذا كانتإF وG دالتين أصليتين على الترتيب لدالتينf وg على مجالI فإنF G دالة  أصلية

fللدالة g على المجالI. 

 إذا كانتF دالة أصلية للدالةf على مجالIفإنkF دالة أصلية للدالةkf علىI k . 

 :1مثال
 المعطى لكل دالة من الدوال التالية:    Iعين مجموعة الدوال الأصلية على المجال

   3 3 5f x x x    على المجموعةI  . 

   2

2
g x

x
  على المجموعة*I  . 

   3

3 1
h x

x x
   على المجموعة 0,I   . 

 الحل:
    لتكنF  دالة أصلية للدالةf معرفة بـ  : على 

  3 1 2

4 2

1 1
3 5

3 1 2

1 3
5 /

4 2

F x x x x c

x x x c c

    


    

 

  لتكن أصليةG للدالةg على ;0I   :  معرفة بـ 

 
1

2

2
/

G x c
x

c c
x

 
   

 

   

. 

  لتكن دالة أصليةH    للدالةh على 0;I  
 معرفة بـ  : 

 
  3 1

2

1
3 2

3 1

3
2 /

2

H x x
x

x c c
x



 
     

    

 

 :1تطبيق 
 المعطى لكل دالة من الدوال التالية:Iعين دالة أصلية على المجال             

  3 5 3f x x x  وI ،  2

3
g x

x
و ;0I  ،  3

2 1
h x

x x
  و 0;I  . 

 الحل: 
 معرفة بـ  : على fللدالة Fدالة أصلية

  3 1 2 4 21 1 1 5
5 3 3

3 1 2 4 2
F x x x x x x x      


 

على gللدالة Gدالة أصلية ;0I   :  معرفة بـ 
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 
1 3

3G x
x x

 
    

 
 

على hللدالة Hدالة أصلية 0;I   :  معرفة بـ 

 
  3 1 2

1 2
2 2 2

3 1 2
H x x x

x x

 
        

 

 الدوال الأصلية و العمليات على الدوال: 7.11.8
u دالة قابلة للاشتقاق على مجالI. 

 fالدالة Iعلىfالدوال الأصلية للدالة uشروط على الدالة

 21

2
u c u u 

 11

1

nu c
n

 


 nu u  (n  ) 

،Iمن xمن أجل كل

  0u x  
1

c
u

  
2

u

u


 

،Iمن xمن أجل كل

  0u x    1

1

1 n
c

n u 
 


 

n

u

u


(n 2وn ) 

،Iمن xمن أجل كل

  0u x  2 u c 
u

u


 

 

 :1مثال
 المعطى لكل دالة من الدوال التالية: Iصلية على المجاللأالاودمجموعة العين 

o   
2

2( ) 1 2 5f x x x x     على المجموعةI  . 

o  
2

3

1

x
g x

x



Iعلى المجموعة      . 

 طريقة:
  يمكننا: fلدالة Iلتعيين دالة أصلية على مجال

nuتكتب على أحد الأشكال  fملاحظة إذا كانت .1 u أو
n

u

u


أو

u

u


مع تحديد عبارة   u x. 

حساب .2 u x ثم تحديد عددا حقيقياk  بحيثnf k u u  أو
n

u
f k

u


 أو

u
f k

u


 . 

 تطبيق قواعد الدوال الأصلية. .3

  الحل:

  أن الدالة نلاحظf من الشكلnu uمع  2 2 5u x x x  . 

لدينا  2 2u x x    أي أن   2 1u x x    و منه 
1

1
2

x u x  

نجد هكذا أن:      
21

2
f x u x u x      21أي أن

2
f u u . 

، من xو بالتالي فإن من أجل كل   
31 1

/
2 3

F x u x c c      
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أي    
3

21
2 5 /

6
F x x x c   . 

  أن الدالة نلاحظg من الشكل
u

u


مع  2 1u x x . 

لدينا   2u x x  أي أن  و منه 
3

3
2

x u x  :نجد هكذا أن 
 

 

3

2

u x
g x

u x


  

أي أن
3

2

u
g

u


 . 

 :من xو بالتالي فإن من أجل كل

   

 

3
2

2

3

G x u x

u x

 



 

أي   23 1 /G x x c  . 

 : 1تطبيق 

 عين مجموعة الدوال الأصلية للدوال التالية :            

 
4

1( ) 2 3f x x    ،
 

2 3

2 1
( )

² 3

x
f x

x x




 
  ،3

1
( ) lnf x x

x
  ،²

4( ) 2 xf x xe 

5( )
² 1

x
f x

x



   ،6

3
( )

² 1

x
f x

x



 . 
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 : تكامل دالة .8

 : تعريف التكامل 1.8

 : تعريف -أ
  f دالة مستمرة على مجالI.a وb عددان حقيقيان منI. 

)يسمى العدد الحقيقي ) ( )F b F aحيث ،F دالة أصلية للدالةf علىIالتكامل من ،a إلىb   لـf 

)و نرمز إليه بالرمز )

b

a

f x dxنقرأ:" التكامل من .a إلىb   لـ f x تفاضلx ." 

 ( ) ( ) ( ) ( )

b
b

a

a

f x dx F x F b F a   

 :ملاحظة

f دالة مستمرة على مجالI.a وb عددان حقيقيانمنIإذا كانت .F وG دالتين أصليتين للدالةf علىI 

I ،من xبحيث من أجل كل kفإنه يوجد عدد حقيقي   G x F x k  :لدينا . 

           G b G a F b k F a k F b F a             

نلاحظ هكذا أن العدد   F b F a مستقل عن اختيار الدالة الأصلية للدالةf على المجالI. 

 نتائج: 2.8

  العدد الحقيقي( )

b

a

f x dxموجود  معناهf مستمرة على مجال يشملa  َوb. 

 من أجل كل عدد حقيقيa  منI ،( ) 0

a

a

f x dx  

 من أجل كل عددان حقيقيانa  وb  منI،( ) ( )

b a

a b

f x dx f x dx   

 k                    .ًعدد حقيقي موجب تماما 
b

a

k dx k b a  

 (:1)مثال 

 أحسب التكاملات التالية: 

1 ) 24 3 6

b

a

x x dx              2  )

1

2 1

1

xe dx 



           3 )
0

cos xdx



. 

 الحل:

1- 

 
11

2 3 2

11

4 3
4 3 6 6

3 2

4 3 4 3
6 6

3 2 3 2

20

3

x x dx x x x


 
     

 

   
         
   




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2- 

 

22

2 1 2 1

00

5

5

1

2

1 1

2 2

1

2

x xe dx e

e e

e e



    
  
 

    
    
   


 



 

3- 

 

   

0

0

cos sin

sin sin 0

0

xdx x








 





 

 الدّالة الأصلية التي تنعدم من أجل قيمة معلومة للمتغير: 3.8

 مبرهنة: 
 f دالة مستمرة على مجالI وF،دالة أصلية لها

0x  عدد حقيقي منI. 

 معرفة بـ: Iمن 0xتنعدم من أجل قيمة معلومة  Gتوجد دالة أصلية وحيدة 

0

0( ) ( ) ( ) ( )

x

x

G x F x F x f t dt    

 

 صيغة أخرى

 مبرهنة: 

 f دالة مستمرة على مجالI 0وx عدد حقيقي منI.الدالة الأصلية الوحيدة للدالةf علىI  و التي تنعدم

هي الدالة   0xمن أجل :

x

a

F x f t dt 

 ملاحظة:

من الواضح أنه إذا كانت    
x

a

F x f t dt   فإن   F x f x . 

 خواص: 4.8

 cوَ  a ،bعلى الترتيب.  Iدوال أصلية لها على F ،1F،2Fوَ  Iدوال مستمرة على المجال f ،1f،2fلتكن 

 .Iأعداد حقيقية من 
 

 علاقة شال -أ
 خاصية:

 f دالة مستمرة على مجالI.  من أجل كل أعداد حقيقيةa ،b  وc منI :لدينا 

( ) ( ) ( )

c b c

a a b

f x dx f x dx f x dx    
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 البرهان:

 

   

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

c
c

a

a

c b

b a

b c

a b

f x dx F x

F c F a

F c F b F b F a

F x F x

f x dx f x dx



 

   

 

 



 

 

 :الخطية -ب
1و Iعلى المجال  fهي دالة أصلية للدالة Fنعلم أن:  2F F  1دالة أصلية للدالة 2f f علىI. 

 خاصية:

 لدينا: kو من أجل كل عدد حقيقي Iمن bو aحقيقيينمن أجل كل عددين 

 1       
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx       

 2   
b b

a a

k f x dx k f x dx  

 البرهان: 
العلاقة 1: 

Fفإن الدالة  Iعلى المجال gو fدالتين أصليتين على الترتيب للدالتين Gو Fنعلم أنه إذا كانت  G   دالة

fأصلية للدالة  g على المجالI:و منه. 

               

           

b
b

a
a

b b

a a

f x g x dx F x G x F b G b F a G a

F b F a G b G a f x dx g x dx

                    

           



 

 

العلاقة 2: 

 .Iعلىkfدالة أصلية لـ   kFفإن Iعلى fدالة أصلية لـ   Fإذا كانت نتبع منهجية مماثلة علما أنه

 طريقة أخرى:

 خاصية:

 
1f 2وf دالتان مستمرتان على مجالIوk.من أجل كل عددين حقيقيينعدد حقيقيو لدينا: من 

 . ( ) ( )

b b

a a

k f x dx k f x dx . 

  1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )

b b b

a a a

f x f x dx f x dx f x dx       . 
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 :البرهان

 

 

 

 

. ( ) . ( )

. ( ) . ( )

. ( ) ( )

. ( )

( )

b
b

a

a

b

a

b

a

k f x dx k F x

k F b k F a

k F b F a

k F x

k f x dx



 

 









. 

 

   

   

   

   

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

b
b

a

a

a a

b b

b b

a a

f x f x dx F x F x

F b F b F a F a

F b F b F a F a

F b F a F b F a

F b F a F b F a

F x F x

f x dx f x dx

   

   

   

   

 

 

 

  

   

   

   

   

 

 



 

. 

 :طبيقت

:نعتبر التكاملين
4

2

0

cosA x dx



 و
4

2

0

sinB x dx



 . 

Aأحسب  .1 B. 
Aأحسب. .2 B . 
 .BوAاستنتج .3

 لمقارنة:ا -ج
 خاصية:

 f  على المجال  مستمرةهي دالة ,a b ،( )a b. 

, ( ) 0 ( ) 0

b

a

x I f x f x dx    . 

 البرهان:
من المجال  xمن أجل كل عدد حقيقي    ,a b  :( ) 0f x . 

F هي دالة أصلية للدالةf على المجال ,a b  يكافئ  من أجل كل عدد حقيقيx     من المجال 

 ,a b ,'( ) 0F x   لان'( ) ( )F x f x  و هذا يعني أن الدالةF   متزايدة تماما على ,a b 

 و منه               
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 

( ) ( )

( ) ( ) 0

( )

( ) 0

b

a

b

a

a b F a F b

F b F a

F x

f x dx

  

  



 

 

 نتائج:
 f  على المجال  مستمرةهي دالة ,a b ،( )a b. 

  , , ( ) 0 ( ) 0

b

a

x a b f x f x dx     

   1 2 1 2, , ( ) ( ) ( ) ( )

b b

a a

x a b f x f x f x dx f x dx      

 دورية: -فردية  –تكامل دالة زوجية  -ح
 :1خاصية

 
f دالة زوجية و مستمرة على المجال ,a a  و( 0)a ،

0

( ) 2 ( )

a a

a

f x dx f x dx


  

 البرهان:

f مستمرة على المجال ,a a  معa .عدد حقيقي موجب 

f من أجل كلزوجية معناهx من ,a a ،( ) ( )f x f x  . 

tنضع  x يستلزمdt dx . 

x a    يكافئt a َ0وx    0يكافئt . 

0

0

0

0

0

0

0 0

0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 ( )

a a

a a

a

a

a

a

a a

a

f x dx f x dx f x dx

f t dx f x dx

f t dx f x dx

f t dx f x dx

f x dx

 

 

   

  

 



  

 

 

 



 

 :2خاصية
 

f  و مستمرة على المجال فرديةدالة ,a a  و( 0)a ،( ) 0

a

a

f x dx


 
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 البرهان:

f مستمرة على المجال ,a a  معa .عدد حقيقي موجب 

f من أجل كلمعناه  فرديةx من ,a a ،( ) ( )f x f x   . 

tنضع  x يستلزمdt dx . 

x a    يكافئt a َ0وx    0يكافئt . 

0

0

0

0

0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

a a

a a

a

a

a a

f x dx f x dx f x dx

f t dx f x dx

f t dx f x dx

 

 

 

  



  

 

 

 

 :3خاصية
 

f دالة دورية و دورهاT و مستمرة على المجال ,a a T،
0

( ) ( )

a T T

a

f x dx f x dx



  

 البرهان:
fدالة دورية و دورهاT و مستمرة على المجال ,a a T  معa .عدد حقيقي موجب 

fدالة دورية و دورهاTعلى المجال ,a a T  من أجل كلمعناهx من ,a a T ، 

( ) ( )f x T f x  . 

zنضع  x T يستلزمdz dx. 

x T   0يكافئz  َوx a T    يكافئz a. 

0

0

0

0 0

0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

a T T a T

a a T

T a

a

T

f x dx f x dx f x dx f x dx

f x dx f x dx f x dx

f x dx

 

  

  



   

  



 

 : القيمة المتوسطة لدالة على مجال 5.8

 تعريف:  -أ
 f دالة مستمرة على مجال ;a b  معa b. 

على المجال fالقيمة المتوسطة للدالة  ;a b  :هي العدد الحقيقي 
1

b

a

m f x dx
b a


  
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 : حصر القيمة المتوسطة 6.8

 :اصيةخ

 f دالة مستمرة على مجال ;a b  معa b. 

من xبحيث من أجل كل Mو mإذا وجد عددان حقيقيان ;a b ، m f x M  :فإن 

     
b

a

m b a f x dx M b a    

 المكاملة بالتجزئة: 7.8

 مبرهنة: 

 u  وv  دالتان قابلتان للاشتقاق على المجالI  وa وb  عددان حقيقيان منI 

 ( ) '( ) ( ). ( ) '( ) ( )

b b
b

a

a a

u x v x dx u x v x u x v x dx   

 البرهان:

u.فإن الدالة  Iدالتان قابلتان للاشتقاق على المجال   vو  uبما أن  v تقبل الاشتقاق على المجالI 

و . ' '. . 'u v u v u v  

و بالتالي:  . '( ) '( ) ( ) ( ) '( )

b b b

a a a

u v x dx u x v x dx u x v x dx    

أي   ( ) '( ) ( ). ( ) '( ) ( )

b b
b

a

a a

u x v x dx u x v x u x v x dx   

 :مثال

باستعمال المكاملة بالتجزئة أحسب: 
1

0

1 xI x e dx        و
3

0

sinJ x x dx



 . 

 :1تطبيق

lnxباستعمال المكاملة بالتجزئة عين الدالة الاصلية للدالة x على المجال 0;  1والتي تنعدم عند . 

 ملاحظة:

lnxالدوال الأصلية للدالة xعلى المجال 0;هي الدوالlnx x x x c  وc . 

و بصفة عامة الدوال الأصلية للدالة lnx x aعلى المجال ;a هي الدوال 

   lnx x a x a x c      حيثc . 
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CgCf

a b2 3 4 5 6-1

2

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y

i

j

a b2 3 4 5

2

3

0 1

1

x

y

a b

2

0 1

1

x

y

i

j

I

K
J

 :2تطبيق

نعتبر التكامل 
1

2

0

1

1
I dt

t


 

من  t.  بين أنه من أجل كل1 0;1  ،
2

1
1

1t



 . 

 .  I.  استنتج حصرا للعدد2

 :3تطبيق

 و التي تنعدم من أجل القيمة Iالمعرفة على المجال  fللدالة  Fباستعمال المكاملة بالتجزئة جد دالة أصلية 

0x  :حيث 
22( ) 1tf t e t    وI   0و 1x   )استعمل المكاملة بالتجزئة مرتين ( 

 الدالة الأصلية و مساحة حيز تحت منحن : 8.8

 :خاصية  -أ

 f دالة مستمرة و موجبة على مجالI.a وb  عددان حقيقيان 

aحيث Iمن b. fC منحنيf في معلم متعامد وF دالة أصلية 

. مساحة الحيز تحت المنحنيIعلىfلـ    fC بين العددينa وb 

هو العدد الحقيقي    F b F a. 

 

و نكتب  ( ) ( ) ( ) ( )

b
b

a

a

f x dx F x F b F a   

 ملاحظات:
الحيز تحت المنحني - fC للدالة الموجبة على المجال ,a b هوالحيز المحدد بالمنحني fC محور الفواصل ،

xو المستقيمين اللذين معادلتاهما  a وx b ،هذا الحيز هو مجموعة النقط( , )M x y من المستوي حيث

a x b   0و ( )y f x  

هي النقطة التي إحداثياها  Kحيث OIKJوحدة المساحة هي مساحة المستطيل - 1;1 

)في مستوى مزود بمعلم متعامد  , , )o i j ،وحدة المساحة .u a. 

 تعميم:

fوg لتان مستمرتان على المجالاد ,a bمن أجل كلوx  المجالمن ,a b ،( ) ( )f x g x، fC 

و gC  تمثيليهما البياني على التوالي في معلم متعامد( , , )o i j. 

مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنييننسمي  fCو gC 

xالمستقيمين اللذين معادلتاهما و  a وx b معبر عنهاو 
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بوحدة المساحة ، العدد الحقيقي ( ) ( )

b

a

A f x g x dx  

 تطبيق :

مستمرتين على مجال gو fنعتبر دالتين ;a b و ليكن fC و gC تمثيليهما البيانيين في معلم 

متعامد  ; ,O I J. ،نهدف إلى حساب، في وضعيات مختلفةA مساحة الحيز D المحدد بالمنحنيين fC و

 gC  و بالمستقيمين اللذين معادلتاهما على الترتيبx a وx b . 

 المثال الأول:

المعرفتين على المجال gو fنعتبر الدالتين 0;1 :كما يلي 

  2 2f x x x             و  2g x x  

 المنحنيين مثل fC و gC. 

 برهن أنه من أجل كلx من 0;1 ،   f x g x 

   :برر النتيجة   
1

0

A f x g x dx      ثم أحسبA .بوحدة المساحة 

 المثال الثاني:

 كما يلي: المعرفتين على gو fنعتبر الدالتين

  2 3f x x            و  2 2 1g x x x    

  المنحنيينمثل fC و gC. 

 أدرس الأوضاع النسبية للمنحنيين fC و gC  مع تعيينa،b .فاصلتي نقطتي تقاطعهما 

  نسمي fC  و gC  محولتي المنحنيين fC و gC 3على الترتيب بالانسحاب الذي شعاعه j. 

و ليكن  D  الحيز المحدد بالمنحنيين fC  ، gC   و بالمستقيمين اللذين معادلتاهما على الترتيبx a وx b

.  برر لماذا للحيزين  D و D  .نفس المساحة 

  برهن أن   
2

1

A f x g x dx


      ثم أحسبA .بوحدة المساحة 

 نتيجة:

دالتين مستمرتين على مجال gو fإذا كانت ;a b بحيث من أجل كلx من ;a b ،   f x g x      فإن

مساحة الحيز D المحدد بالمنحنيين fC ، gC  و بالمستقيمين اللذين معادلتاهماx a وx b :هي

   
b

a

A f x g x dx    
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2 3-1-2-3

2

0 1

1

x

y

 ملاحظة: 

،... فيكون لدينا مثلا t،qبأحد الحروف xيمكن استبدال المتغير   
b b

a a

f x dx f t dt  

 :1تطبيق 

 .أحسب التكاملات التالية:fالتمثيل البياني المقابل هو لدالة

1.  
0

3

f x dx


 

2.  
3

0

f x dx . 

استنتج مساحة الحيز المحدد بـ .3 fC : 3و المستقيمات التي معادلاتهاx    3وx . 

 :2تطبيق 

بـ :  المعرفة على  fنعتبر الدالة  24f x x  

. أرسم  المنحني1 C الممثل الدالةf  في مستوي مزود بمعلم متعامد و متجانس( , , )o i j. 

. أحسب بوحدة المساحة2 .u a   مساحة الحيز المحدد بـ C1و المستقيماتx   ،1x  0وy . 

 على محور الفواصل 2cmمتعامد حيث الوحدات كما يلي: fالدالة. نفرض ان المعلم الذي مثلت فيه 3

على محور التراتيب.أحسب بـ   1,5cmو 
2cm 1مساحة الحيز تحت المنحني بين العددين 1و. 

 : التمديد إلى دالة إشارتها كيفية 9.8

 :تكامل دالة سالبة على مجال

دالة مستمرة و سالبة على مجال  fلتكن ;a bو ليكن . fC  تمثيلها البياني في معلم متعامد ; ,O i j. 

مساحة الحيز D المحدد بالمنحني fC و بالمستقيمات التي معادلاتها 

x a ،x b 0وy   هي 
b

a

A f x dx  

ملاحظات:    D 

هي مساحة الحيز A.اذا كان 1 D المحدد بالمنحني fC و بالمستقيمات 

xالتي معادلاتها  a ،x b 0وy   و كانت'A هي مساحة الحيز 'D المحدد بالمنحني fC  

xو بالمستقيمات التي معادلاتها  a ،x b 0وy  فان D و 'D  متناظران بالنسبة الى محور الفواصل 

A'و بالتالي  A 
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. نقول ان 2 
b

a

f x dxهي المساحة الحيزية للحيز D فتكون سالبة إذا كانتf سالبة على ;a b  و تكون موجبة

موجبة على fإذا كانت ;a b. 

 تطبيق:

بـ   المعرفة على fنعتبر الدالة  1xf x e   

. حدد إشارة1 f x. 

نطلاقا من منحنى الدالة الأسية أرسم المنحني.ا2 C الممثل للدالةf. 

عددا حقيقيا موجبا تماما. أحسب . ليكن3 a   مساحة الحيز المستوي مجموعة النقط ;M x y :حيث

0 x    و  0f x y  أدرس نهاية . a   لما يؤول إلى. 

 :تكامل دالة تغير إشارتها على مجال  10.8

f دالة مستمرة و تغير إشارتها على مجال ;a b
2D 

ليكنو  fC  تمثيلها البياني في معلم متعامد ; ,O i j.3D1D 

اشارتها على المجال  fاذا غيرت ;a b :بحيث( ) ( ) 0f c f d . 

من  xو من اجل كل    ; ,a c d b:( ) 0f x  

من  xو من اجل كل  ;c d:( ) 0f x   فان المساحةA للحيز المحدد بالمنحني fC  و المستقيمات التي 

xمعادلاتها  a ،x b 0وy  1هي 2 3A A A A   

أي:       
C d b

a c d

A f x dx f x dx f x dx      

 مكاملة التوابع الكسرية 11.8

 إيجاد تكامل التوابع النسبية )الكسرية(تستخدم هذه الطريقة في 

( )
( )

( )

P x
f x

Q x
  

لك نبدأ ا و لذحيث يتم التعبير عن هذه التوابع النسبية قي صورة مجموع كسور جزئية يسهل فيها تكامل كل كسر على حد
 أولأ بتفريق الكسور:

 تفريق الكسور: 1.11.8
 وهي عملية معاكسة لعملية توحيد المقامات.

لدينا الکسر ليکن 
( )

( )

P x

Q x
)حيث أنّ كلاً من  )P x( )Q x,  .كثيرة حدود 

 لتفريق الكسر السابق إلى كسور جزئية
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)إذا كانت درجة البسط أولأ: )P x أكبر أو تساوي درجة المقام( )Q x  عندئذ، بتقسيم( )P xعلى( )Q x  سنحصل 

)علی حاصل القسمة، وهو کثير حدود وليکن  )M x  :وليکن باقي القسمة بالشکل الاتي 

1( )( )
( )

( ) ( )

P xP x
M x

Q x Q x
   

)1هنا درجة كثير الحدود  )P x تماما من درجةأقل( )Q x:وبالتالي فإن . 

1( )( )
( )

( ) ( )

P xP x
dx M x dx dx

Q x Q x
    

)إن كثير الحدود  )M x 1يمكن مكاملته بسهولة. وبالتالي فالمسألة ترجع إلى مكاملة الدوال الكسرية( )

( )

P x

Q x
 التي  

 .درجة المقام، مثل هذه الدوال الكسرية تسمى بالدوال الكسرية الصحيحةفيها درجة البسط أقل تماما من 

 فمثلا إذا كانت لدينا التابع الكسري:
3 2

2

5 11 5

3 2

x x x

x x

  

 
 

 :فإننا نقسم البسط على المقام ونكتبه بالشكل
3 2

2 2

5 11 5 3 1
2

3 2 3 2

x x x x
x

x x x x

   
  

   
 

  ثيراتفي هذه الحالة نفرق الكسر الی کسور جزئيهٔ. و تفرق الكسور يعني تحليل المقام إلى حاصل ضرب ك

axحدود خطية  b 2أو تربيعيةax bx c   مع احتمال تكرار كل واحدة منها إلىn   من المرات أي 

 
n

ax bأو 
2

2ax bx c   حيثn:عدد صحيح موجب . وهنا نلاحظ أربع حالات 

 عندما يكون المقام على صورة حاصل جداء لعوامل من الدرجة الأولى غير مكررة أي:  (1

    1 1 2 2( ) ... n nQ x a x b a x b a x b    

 عندئذ يكتب الكسر على الصورة:

1 2

1 1 2 2

( )
...

( )

n

n n

A A AP x

Q x a x b a x b a x b
   

  
 

 : جميع المعاملات الخطية مكررة أي (2

 

 ( )
n

Q x ax b  

 عندئذ:

   
1 2

2

( )
...

( )

n

n

A A AP x

Q x ax b ax b ax b
   

  
 

 : جميع المعاملات تربيعية غير مكررة أي (3

    2 2 2

1 1 1 2 2 2( ) ... n n nQ x a x b x c a x b x c a x b x c       

 عندئذ:
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1 1 2 2

2 2 2

1 1 1 2 2 2

( )
...

( )

n n

n n n

A x B A x B A x BP x

Q x a x b x c a x b x c a x b x c

  
   

     
 

 : مكررة أيجميع المعاملات تربيعية  (4

 2( )
n

Q x ax bx c   

 عندئذ:

   
1 1 2 2

22
2 2

( )
...

( )

n n

n

A x B A x B A x BP x

Q x ax bx c ax bx c ax bx c

  
   

     
 

 حيث:

, , , , , , , , 1,2.....i i i i iA B a b c a b c i .ثوابث ينبغي تعيينها 

 ملاحظة : 

)يحلل المقام  )Q x.بالطرق المعروفة لتحليل كثيرات الحدود 

 : 1 مثال

 احسب التكامل التالي:

   
3

1 2 1

x
I dx

x x x




   

 الجزئية هفرق الكسر الاتي إلى كسور

نلاحظ أن المقام    1 2 1x x x    عبارة عن حاصل ضرب معاملات خطية غير مكررة لذلك حسب الحالة

 ( نستطيع أن نكتب الكسر بالصورة الأتية:1)

   
3

...... (*)
1 2 1 1 2 1

x A B C

x x x x x x


  

     
 

B,الأن ينبغي تحديد الثوابت  AوC :ولتحديدها توجد طريقتان 

 الطريقة الأولى: 

 نوحد مقامات الطرف الأيمن ونطابق ما بين بسطي العلاقة الناتجة كما يلي:

   

        

   

     

   

2

2 1 1 1 1 23

1 2 1 1 2 1

3 2 2

1 2 1

A x x B x x C x xx

x x x x x x

A B C x A C x C B A

x x x

       


     

       


  

 

 بمطابقة بسطي العلاقة نجد: 

 

0A B C    ,3 1A C   2و 2 3C B A   

 بالحل المشترك لهذه المعادلات الثلاث نجد أن:

2A    ,
5

3
B  و

1

3
C  . 

 فنحصل على:(*)نعوّض هذه القيم في العلاقة 
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   
3 2 5 1 1 1

. .
1 2 1 1 3 2 3 1

x

x x x x x x

 
  

     
 

 الطريقة الثانية: 

)في(*)نضرب طرفي العلاقهٔ Aلتعيين  1)x :فنحصل عی 

  

   1 13

2 1 2 1

B x C xx
A

x x x x

 
  

   
 

2Aفنجد أن1بــ  xثم نعوض كل   .  

)في(*)نضرب طرفي العلاقهٔ Bحسابل 2)x :فنحصل علی 

  
3 ( 2) ( 2)

1 1 1 1

x A x C x
B

x x x x

  
  

   
 

فنجد أن2بــ  xثم نعوض كل 
5

3
B .  

)في(*)نضرب طرفي العلاقهٔ Cحسابل 1)x :فنحصل علی 

  
3 ( 1) ( 1)

1 2 1 2

x A x B x
C

x x x x

  
  

   
 

فنجد أن1بــ  xثم نعوض كل 
1

3
C . 

 بالتالي 

   
3

1 2 1

1 5 1 1 1
2

1 3 2 3 1

5 1
2ln 1 ln 2 ln 1 /

3 3

x
I dx

x x x

dx dx dx
x x x

x x x c c




  

   
  

        



   

 : 2 مثال

 احسب التكامل التالي:

  
3

2

2 1

x
J dx

x x




 
 

 الجزئية هفرق الكسر الاتي إلى كسور

نلاحظ أن المقام   
3

2 1x x عبارة عن حاصل ضرب معاملات خطية غير مكررة ومعاملات خطية مكررة 

 ( نستطيع أن نكتب الكسر بالصورة الأتية:2( والحالة )1لذلك حسب الحالة )

      
3 2 3

2
...... (*)

2 12 1 1 1

x A B C D

x xx x x x


   

    
 

,الأن ينبغي تحديد الثوابت  ,C B AوD :ولتحديدها توجد طريقتان 

 الطريقة الأولى: 



 

108 
 

 بسطي العلاقة الناتجة كما يلي:نوحد مقامات الطرف الأيمن ونطابق ما بين 

  

         

  

       

  

3 2

3 3

3 2

3

1 2 1 2 1 22

2 1 2 1

3 4 3 5 3 2 2 2

2 1

A x B x x C x x D xx

x x x x

A B x C A B x A B C D x A B C D

x x

        


   

            


 
 

 بمطابقة بسطي العلاقة نجد: 

0A B  3 4 0C A B  ,  ،3 5 3 1A B C D    2و 2 2 2A B C D     

 نجد أن: ربعةحل المشترك لهذه المعادلات الأبال

4A   ,4B   ,4B    3وC   . 

 فنحصل على:(*)نعوّض هذه القيم في العلاقة 

      
3 2 3

2 4 4 4 3

2 12 1 1 1

x

x xx x x x


   

    
. 

 الطريقة الثانية: 

)في(*)نضرب طرفي العلاقهٔ Aلتعيين  2)x ی:لفنحصل ع 

 

   

 

 

 
3 2 3

2 2 22

11 1 1

B x C x D xx
A

xx x x

  
   

  
 

4Aفنجد أن2بــ  xثم نعوض كل  .  

)3في(*)نضرب طرفي العلاقهٔ Dحسابل 1)x :فنحصل علی 

 

 
   

3

212
1 1

2 2

A xx
B x C x D

x x


     

 
 

3Dفنجد أن1بــ  xثم نعوض كل   .  

 فنحصل على : (*)في العلاقة  Dو Aنعوض بقيمتي 

      
3 2 3

2 4 3
......(**)

2 12 1 1 1

x B C

x xx x x x


   

    
. 

0x(**)نعوض في   1وx   : فنجد على الترتيب 

1 2 3

1 4 3

24 3 2 4 8

B C

B C

    

    
 

4Bبحل هاتين المعادلتين نحد أن  C  . 

 و بالتالي نجد أن :
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  

   

 

3

2 3

2

2

2 1

1 1 1 1
4 4 4 3

2 1 1 1

4 3 1
4ln 2 4ln 1 . /

1 2 1

x
J dx

x x

dx dx dx dx
x x x x

x x c c
x x




 

   
   

       
 



    

 :3مثال

 احسب التكامل التالي:

  

3 2

2 2

5 5 15 1

1 2 6

x x x
K dx

x x x

  


  
 

 الجزئية هفرق الكسر الاتي إلى كسور

2مميز كل من نلاحظ أن 2 6x x  2و 1x  : هو مقدار سالب لذلك نفرق الكسر مستخدمين الحالة الثالثة 

  

3 2

2 22 2

5 5 15 1
.....(*)

1 2 61 2 6

x x x Ax B Cx D

x x xx x x

    
 

    
 

 بتوحيد المقامات نجد :

  
     

       

  

2 23 2

2 22 2

3 2

2 2

2 6 15 5 15 1

1 2 61 2 6

2 6 2 6

1 2 6

Ax B x x Cx D xx x x

x x xx x x

A C x A B D x A B C x B D

x x x

      
 

    

        


  

 

 بالمطابقة بين البسطين نجد : 

5A C   ,2 5A B D   ,6 2 15A B C    6و 1B D  . 

 بحل المعادلات نحصل على قيم الثوابت:

2A   ,0B  ,3C   1وD  . 

 نحصل على : (*)و بالتعويض في

  

3 2

2 22 2

5 5 15 1 2 3 1

1 2 61 2 6

x x x x x

x x xx x x

   
 

    
 

 و التالي نجد :
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  

 

 

 

 

3 2

2 2

2 2

2

2 2

2 2

2 2

2 2 2

2

2 2

5 5 15 1

1 2 6

2 3 1

1 2 6

2 2 1
ln 1

2 6 2 6

1 2 2 4
ln 1 ln 2 6

2 2 6 2 6

1 1
ln 1 ln 2 6 ln 2 6 2

2 2 6

3
ln 1 ln 2

2

x x x
K dx

x x x

x x
dx dx

x x x

x x
x dx dx

x x x x

x
x x x dx dx

x x x x

x x x x x dx
x x

x x

  


  


 

  

 
   

   

 
           

        
 

   



 

 

 



 

 

2

2 2

1
6 2

1 5

3 5 1
ln 1 ln 2 6 arctan /

2 10 5

x dx
x

x
x x x c c

 
 


       


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 تمارين متنوعة 12.8

 :1تمرين 

المعرفة على fنعتبر الدالة 0;   بـ 
1

cos
2

f x x  

إشارة xثم حدد حسب قيم f. أدرس اتجاه تغير الدالة1 f x . 

. أرسم تمثيلها البياني2 C  .في معلم متعامد و متجانس 

نىمساحة الحيز المحدد بالمنح A. أحسب3 C0و بالمستقيمات التي معادلاتهاx ،x  0وy . 

 :2تمرين 

 
4

2

0

2 1 cosI x x dx



   و 
4

2

0

2 1 sinJ x x dx



  

Iأحسب  .1 J. 
Iباستعمال المكاملة بالتجزئة ، أحسب  .2 J . 
 . Jو  Iاستنتج  .3

 : 3تمرين 
 باستعمال التكامل بالتجزئة، أحسب التكاملات التالية:

 
1

0

2 1 xx e dx3(
2

1

lnx x dx2(
0

sinx x dx



1( 

1

ln

x

x dx5(
2

0

ln
e

x
dx

x
4( 

 : 4تمرين 
 متتابعين، أحسب التكاملات التالية:باستعمال تكاملين بالتجزئة 

2

0

sinxe x dx



3(2

0

sin 2x x dx



2( 
1

2

1

1 xx e dx



1( . 

 : 5تمرين 

 أحسب التكاملات التالية:

  
1

5
3 4 2

1

2 5 5 5x x x x dx


  3(  
3

4
2

0

2 1 1x x x dx  2(
4 3

2

1

1x
dx

x


1( 

2

0

sin x dx



6(
 

1

4
2

1

2 1

1

x
dx

x x



 
5(

1

2
0 1

x
dx

x 
4( 

2 4 2

2

0

1x x
dx

x

 
9(

0

1

1

3 2
dx

x


8(
2

2

1

3

6 2

x
dx

x x



 7( 
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0

1
1

x

x

e
dx

e


12(
1

1
2

x xe e
dx






11(

4 1

2

1

1
xe dx

x
10( 

 : 6تمرين 

 باستعمال التكامل بالتجزئة، أحسب التكاملات التالية:

 
1

0

2 1 xx e dx3(
2

1

lnx x dx2(
0

sinx x dx



1( 

1

ln

x

x dx5(
2

0

ln
e

x
dx

x
4( 

 : 7تمرين 

 التكاملات التالية:باستعمال تكاملين بالتجزئة متتابعين، أحسب 

2

0

sinxe x dx



3(2

0

sin 2x x dx



2( 
1

2

1

1 xx e dx



1(  . 

 :8تمرين 

 احسب التكاملات التالية:

1) 
4 3

3 2

1x x x
I dx

x x

  


 2) 
2

3 2

2

1

x x
J dx

x x x

 


   3) 
2 2 3

dx
L dx

x x


  

4) 
4 1

dx
K

x


 5)  6) 
4 2 1

dx
G

x x


  

7) 
3

4 3 2

1

3 3

x
H dx

x x x x




  

 
8) 

5 4

3

8

4

x x
S dx

x x

 


 9) 
2 2( 1)

dx
C

x x


  

 

  

3 2

2

2 2 1

( 1)

x x x
F dx

x x

  






 

113 
 

 : المتتاليات العددية .9

 :ريفاتع 1.9

 :1تعريف
 يسمى كل تطبيق 

nn u



 
 .متتالية حقيقيةفي مجموعة الأعداد الحقيقية  من مجموعة الأعداد الطبيعية

 :2تعريف
معطىالعدد 0n،أكبر من أو يساوي عدد طبيعي  nهي دالة ترفق بكل عدد طبيعي uمتتالية عددية حقيقية 

( )u n. 

 :مصطلحات 2.9

o صورة عدد طبيعىn ،يرمز لها بالرمز( )u n  اوnu. 

o العدد الطبيعيn  يسمى رتبة الحدnu. 

o  يرمز الى المتتالية باحدى الرموز( )n n Nu  0او( )n n nu ،( )n n Nv  0او( )n n nv ... 

 : 1 مثال
 عدد طبيعى: n، حيث  بعض العبارات التي تعرف متتاليات لدينا 

( 1)n

nu    ،nu n  ،
1

2
nu

n



  ،

2
n

n
u

n
 


. 

 : 2 مثال

)نعتبر المتتالية   - 1 )n nu  حدها العام ب و المعرفةnu  كما يلى
² 1

n

n
u

n



: 

 ها.يمكن حساب  اى حد من حدود

0

0
0

0² 1
u  


320

320 320

320² 1 102401
u  


,  10

10 10

10² 1 101
u  


, 

 

)1نعتبر المتتالية   - 2 )n nu كما يلى   بعلاقة تراجعية و المعرفة: 

1

1

2

-3 1, 1n n

u

u u n




  
 

1nمن اجل    : 5- 2نجدu  

2nمن اجل   16 2:نجدu . 

 ....اذوهك

)1نعتبر المتتالية  - 3 )n nu كما يلى   بعلاقة تراجعية و المعرفة: 
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0 1

2 1

1, 2

2 , 0n n n

u u

u u u n 

 


  
 

0nمن اجل    : 3 2نجدu . 

1nمن اجل    :4 3نجدu . 

 ....اذوهك

 : 1تمرين 
)احسب فى كل الحالات التالية الحدود الخمسة الاولى للمتتالية  )n nu   والمعرفة كما يلى: 

 1 -
1

  
( ² 1)

n

n
u

n





 .nمن اجل   

 2 -  2n

nu   من اجلn. 

 3 - 1 -2 u   1و 2 1  n nu u   من اجلn. 

 : 2تمرين 

)نعتبر المتتالية  )n nu     و المعرفة كما يلى: -3 5 nu n  

2عبارة   nاكتب بدلالة  1    nu ; 2nu; 2nu ; 1nu ; 1nu :  

 اتجّاه تغيرّ متتالية عددية: 3.9

 يدة:متتالية متزا 1.3.9
تكون متتالية 

0
( )n n nu 
 nكان من أجل كل عدد طبيعي إذامتزايدة )متزايدة تماما ( إذا وفقط  

0n  ،1nأكبرمن أو يساوي nu u  (1n nu u . ) 

 متتالية متناقصة: 2.3.9
تكون متتالية  

0
( )n n nu 
كان من أجل كل عدد طبيعي إذامتناقصة )متناقصة تماما ( إذا وفقط  

n 0أكبر من أو يساويn   ،1n nu u  (1n nu u  . ) 

 متتالية ثابتة: 3.3.9
تكون متتالية 

0
( )n n nu  0كان من أجل كل عدد طبيعيإذاثابتة إذا وفقطn n  ،1n nu u . 

 متتالية رتيبة:  4.3.9
ية لالمتتا ل أننقو،( أو متزايدة )متزايدة تماما (ناقصة )متناقصة تماماإذا كانت متتالية مت 

 ( .  رتيبة)رتيبة تماما

 : مثال

)0المتتالية - )n nu   ذات عبارة الحد العام( 1)n

nu   .غير رتيبة 

)0المتتالية  - )n nu   ذات عبارة الحد العامnu n  .متزايدة 

)0المتتالية  - )n nu   ذات عبارة الحد العام
1

2
nu

n



 متناقصة. 
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)0المتتالية  - )n nu   ذات عبارة الحد العام
2

n

n
u

n
 


 متزايدة. 

 متتالية محدودة من الأعلى، محدودة من الأسفل ، متتالية محدودة: 4.9

 nu معرفة على متتالية عددية . 

 متتالية محدودة من الأعلى:  1.4.9
)عدديةنقول عن متتالية   )n nu 

 موجب بحيث: Mإنها محدودة من الأعلى إذا وجد ثابت  

,   nn u M   

 عنصر حاد من الأعلى . Mنقول أن  -
 

 سفل :متتالية محدودة منالأ 2.4.9
)عدديةنقول عن متتالية   )n nu 

 موجب بحيث: Mإذا وجد ثابت  سفلإنها محدودة من الأ 

,   nn u M   

 . سفلعنصر حاد من الأ Mنقول أن  -

 :متتالية محدودة  3.4.9
)عدديةنقول عن متتالية   )n nu 

 موجب بحيث: Mإنها محدودة إذا وجد ثابت  

,   nn u M   

القول أن المتتالية - nu  محدودة  يعني أنها محدودة من الأعلى و محدودة من

 الأسفل 
 :  1مثال

 المعرفة كما يلي : nuلتكن المتتالية 

غير معدوم  nمن أجل كل عدد طبيعي
4

3
n

n
u

n
: 

الرسم المقابل يعطي قيم المتتالية nu 

أن المتتالية نلاحظ             nu  محدودة من 

 هوعنصر حاد من الأسفل . 1الأسفل و

 ذلك. لنبرهن

 3nو  4nنقارن بين 

* : 4 ( 3) 3 3 3 1n n n n n 

*أي             : 4 ( 3) 0n n n. 

:و منه  4 ( 3)n n n و بالتالي
4

: 1
3

n
n

n
:: إذن    1nn u . 

 محدودة من الأسفل .  nuالمتتالية  بالتاليو 
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 :2مثال

 المعرفة كما يلي :  nuلتكن المتتالية 

غير معدوم : nمن أجل كل عدد طبيعي      
2

n

n
u

n
. 

 عنصر حاد من الأعلى .3محدودة من الأعلى وnuالمتتالية -

 عنصر حاد من الأسفل . 1محدودة من الأسفل و nuالمتتالية -

 متتالية محدودة .  nuو منه المتتالية  

 تمرين : 

nu  كما يلي :  *متتالية معرفة في
2 9

n

n n
u

n
 . 

 محدودة من الأسفل. nuأثبت أن المتتالية                          

 طريقة:

 (A) أو محدودة من الأعلى بعددBمحدودة من الأسفل بعدد حقيقي معرفة علىnuلإثبات أن متتالية

 يمكن إتباع إحدى الطرق الآتية .  

n،nuاستعمال الاستدلال بالتراجع لإثبات أنه من أجل كل عدد طبيعي  B  (لإثبات أوnu A . ) 

nu( بدراسة إشارة  Aو nu) أوBو nuالمقارنة بين   B ( أوnu A . ) 

)إذا كانت   )nu f n 0ندرس تغيرات الدالة على المجال;. 

 الحل: 

)من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم )nu f n  حيثf  حيث: ;0هي الدالة العددية المعرفة على 

2 9x x
f x

x
  . 

موجب تماما  xمن أجل كل عدد حقيقي   
2

2

9
'

x
f x

x
 ونحصل على التغيرات الآتية : 

30 x 

+0- 'f x 

 

7 
f x 

)نلاحظ أنه من أجل كل عدد حقيقي موجب تماما  فإن  ) 7f x  و منه من أجل كل عدد طبيعي غير معدومn : 
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7nu  و المتتالية ،nu عدد حاد من الأسفل .  7محدودة من الأسفل و 

 تمرين :

nu  كما يلي :  متتالية معرفة في
2

2

3 2

1
n

n
u

n
 . 

 .3محدودة من الأعلى بالعدد  nuأثبت أن المتتالية  -

 الحل:

 .3nuنحسب الفرق   

 :nكل عدد طبيعي من أجل

2

2

2 2

2

2

3 2
3 3

1

3 2 3 3

1

1

1

n

n
u

n

n n

n

n

 

:  nكل عدد طبيعي من أجلو منه 
2

1
0

4n
. 

n  :3كل عدد طبيعي من أجلو منه 0nu . 

 .n  :3nuكل عدد طبيعي  من أجلو بالتالي:

 عنصر حاد من الأعلى .3محدودة من الأعلى و nuإذن المتتالية      

 تمرين :

nu  0كما يلي :  متتالية معرفة في

1

3

2, 0n n

u

u u n
 . 

 محدودة من الأسفل. nuأثبت أن المتتالية  -

 .nuأدرس رتابة المتتالية -

 :قارب متتالية عدديةت 5.9
 

 :نهاية متتالية عددية1.5.9

 تعريف:

  nu  متتالية عددية وl .عدد حقيقي 

نقول أن المتتالية nu تقبلl  كنهاية إذا وفقط إذا كان كل مجال مفتوح يشملl   يشمل أيضا كل حدود
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المتتالية  nuبتداء من رتبة  معينة . ا 

limو نكتب:  n
n

u


    أوlim nu  

 تعريف:

)(نقول عن متتالية عددية   nu  بحيث  إذا وجد عدد  متقاربةإنهاlim 0n
n

u u


  أي 

0 00,     :         nε n n n u         

limو نكتب:  n
n

u


 

 :ملاحظة 

 .نقول عن متتالية إنها متباعدة عندما لا تكون متقاربة -
 وحيدة.إذا تقاربت متتالية عددية فإن نهايتها  -

 ملاحظة :

لتكن المتتالية  nuالمعرفة كما يلي( )nu f n حيثf دالة معرفة على مجال من الشكل ,   حيث  عدد 

limحقيقي ، إذا كانت  ( )
x

f x l


 فإنlim n
n

u l


 . 

 مثال:

لتكن المتتالية nu  كما يلي :  المعرفة على
2

3 1
n

n
u

n

 



 . 

 عين نهاية المتتالية nu. 

 الحل:

المتتالية nuمن الشكل( )nu f n  حيثf دالة معرفة على 0, : كما يلي
2

( )
3 1

x
f x

x

 



. 

لدينا 
1

lim ( )
3x

f x


   إذا
1

lim
3

n
n

u


  إذن المتتالية. nu متقاربة . 

 ملاحظة:

 العكس غير صحيح : 

 تعاريف: 2.5.9
  nu . متتالية عددية 

 القول أنّ نهاية المتتالية nu هي يعني أنّ كل مفتوح ,     يشمل كل حدود

ةالمتتالي nu  :ابتداء من رتبة  معينة .و نرمزlim n
n

u


   . 

 القول أنّ نهاية المتتالية nu هي يعني أنّ كل مجال مفتوح ,    يشمل كل

حدود المتتالية nuبتداء من رتبة  معينة .و نرمز:  اlim n
n

u


  . 

 ملاحظة:

لتكن المتتالية nuالمعرفة كما يلي( )nu f n حيثf دالة معرفة على مجال من الشكل ,   و  . عدد حقيقي 
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  إذا كانتlim ( )
x

f x


  فإنlim n
n

u


   . 

  إذا كانتlim ( )
x

f x


  فإنlim n
n

u


 . 

 تمرين:

nu  كما يلي :  متتالية معرفة في
2

2

2 3

2 1
n

n n
u

n
 . 

 عين نهاية هذه المتتالية . -

 الحل:

و منه  nuالدالة المرفقة بالمتتاليةfلتكن
2

2

2 3

2 1

x x
f x

x
 .و المعرفة على  

limبما أن  1
x

f xالمتتالية  و منهnu أي لها نفس النهايةlim 1n
n

u . 

 تمرين:

nu  0كما يلي :   متتالية معرفة في 3u   و
1

4 1

2

n
n

n

u
u

u
 . 

 . n1nuأثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي  

كما يلي :   المتتالية المعرفة على   nvلتكن   
1

1
n

n

v
u

  . 

 .nuمتتالية حسابية ثم استنتج نهايةnvأثبت أن المتتالية  

 الحل:

 نستعمل الاستدلال بالتراجع       

 :  1المرحلة 

0n  ،0من أجل  3u .و الخاصية صحيحة 

 : 2المرحلة 

 1nuكيفي موجب تماما. أي: nنفرض الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي

1أي  1nو نبرهن أن الخاصية صحيحة من أجل  1nu   . و نبرهن بالخلف 

1نفرض 1nuأي
4 1

1
2

n

n

u

u
 من أجل كل عدد طبيعيو هذا تناقض مع فرضية التراجع .إذن  1nuو نستنتج أن 

n1nu. 

 متتالية حسابيةnvإثبات أن  
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لدينا          
1

1

1

1
n

n

v
u

و منه 
1

1 1

4 1 1
1

2

n n
n n

n

v v
u u

u

 

و بالتالي 
1

1 1

3 3 3

n
n n

n

u
v v

u
. 

أساسها  متتالية حسابيةnvإذن 
1

3
r  0و حدها الأول

1

2
v  .lim n

n

v  0لأنr 

limبالتاليو    1n
n

u    . 

 مبرهنة: 3.5.9
إذا كانت  nu  متتالية متزايدة و محدودة من الأعلى فإنها متقاربة. 

إذا كانت nu  متتالية متناقصة و محدودة من الأسفل فإنها متقاربة. 

 ملاحظة:
 إذا كانت متزايدة ومحدودة فالنهاية تساوي الحد الأعلى للمتتالية.  -
 فالنهاية تساوي الحد الأدنى للمتتالية.إذا كانت متناقصة ومحدودة  -

 خواص: 4.5.9
)لتكن   )nu  و( )nv  تاليتان عدديتان متقاربتين فإن :مت 

1. lim ( ) lim limn n n n
n n n

u v u v
  

   

2. lim ( ) lim limn n n n
n n n

u v u v
  

   

3. lim ( ) lim limn n n n
n n n

u v u v
  

   

lim)حقيقي أو عقدي( :  من أجل كل عدد  .4 ( ) limn n
n n

v v 
 

. 

limعندما يكون  .5 0n
n

v


  :
lim

lim
lim

n
n n

n
n n

n

uu

v v







. 

6. lim limn n
n n

u u
 

. 

nإذا كان ابتداء من رتبة معينة  .7 nu v  فإنlim limn n
n n

u v
 

. 

 ملاحظة :

 أن : .7نستخلص من الخاصية 

0  lim 0

0  lim 0,

n n
n

n n
n

u u

u u





  

  
 

 )الحصر(مبرهنة : 5.5.9
)إذا كانت   )nv،( )nu،( )nw :متتاليات حقيقية تحقق 

lim lim

,

n n n

n n

v u w

v w k

k

 


 
 
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)فإن )nu متقاربة ونهايتها هيk. 

 مبرهنة :

 . والعكس غير صحيح.محدودةمتتالية هي متقاربةكل متتالية عددية  

 أمثلة:

)0المتتالية  .1 )n nu  ذات الحد العام( 1)n

nu   .)غير متقاربة )وهي محدودة 

)0المتتالية .2 )n nu ذات الحد العامnu n .متباعدة 

)0المتتالية .3 )n nu  العامذات الحد
1

2
nu

n



 ..0متقاربة نحو   

)0المتتالية  .4 )n nu  ذات الحد العام
3

2
n

n
u

n
 


 . -3متقاربة نحو  

 :المتتاليات الحسابية 6.9

 تعريف: 1.6.9
)نقول أن المتتالية  )nu0متتالية حسابية حدها الأولu و أساسهاr (r  إذا و فقط إذا كان من ) عدد حقيقي

n :1nأجل كل عددطبيعي nu u r  . 

 :ملاحظة

)المتتالية تكون - )nu أساسهاإذا وفقط إذا كان الفرق بين حدين متتابعين ثابتا و هذا الثابت هو  حسابيةr. 

 .حدها الأولو أساسهاتكون معرفة ب متتاليةحسابيةكل  -

 :مثال

)المتتاليةنعتبر )nu:بحيث: 3 1nn u n    . 

)المتتاليةبرهن أن  - )nu 0حدها الأولن عي،سابية حu. 

 الحل :

)لنبين أن المتتالية )nu  :حسابية 

1nحساب الفرق          nu u : 

1 3( 1) 1 ( 3 1)

3 3 1 3 1

3

n nu u n n

n n

        

     

 

 

)و منه  المتتالية         )nu 3حسابية أساسهاr   0و حدها الأول 1u . 

 ) الوسط الحسابي ( خاصية مميزة : 2.6.9
)نعتبرالمتتالية  )nu  : 

1 1: n n n nn u u u u     (( )nu ) حسابية 

1 1: 2 n n nn u u u     

1 1:
2

n n
n

u u
n u  

   
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 خاصية :

)تكون المتتالية  )nu :حسابية إذا وفقط إذا كان 

1 1:
2

n n
n

u u
n u  

   

1يعني           1: 2 n n nn u u u     

 ملاحظة :

b,تكون الأعدد  a وc :بهذا الترتيب حدود متتابعة من متتالية حسابية إذا وفقط إذا كان 

2b a c . 

c,بالوسط الحسابي للعددين  bيسمى العدد                   a. 

 :الحد العامعبارة  3.6.9
 ( )nu0متتالية حسابية حدها الأولu و أساسهاr (r :) عدد حقيقي 

0: nn u u nr    

 ملاحظة :

)الحدها الأول المتتالية الحسابية  1uإذا كان - )nu  ذات الأساسهاr :فإن 
*

1: ( 1)nn u u n r    . 

)حدين من حدود المتتالية الحسابية  nuو uإذا  كان - )nu ذات الأساسهاr :لايهم الترتيب ( فإن ( 

: ( )nn u u n r     . 

 :1مثال 

68ليكن               205u  11و 34u   حدين من حدود المتتالية الحسابية( )nu ذات الأساسهاr. 

 .rلنحسب الأساس             

 لدينا              

11 68 (11 68)u u r   

11و منه                       68 57u u r   

34و منه                       205 57r   

3rو بالتالي و منه                        

 :2مثال 

)لتكن المتتالية الحسابية               )nu 3ذات الأساسهاr    20و 100u  . 

 .0uو  5uلنحسب  الحدين             

 لدينا  -
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5 20 (5 20)( 3)

145

u u   


 

 و لدينا                     

0 5 (0 5)( 3)

160

u u   


 

 مجموع حدود متتابعة من متتالية حسابية :  4.6.9
 ( )nu 0ولحدها الأ، متتالية حسابيةu ،خيرحدها الأnu و أساسهاr (r ) عدد حقيقي: 

0 1 1

0

........

( 1)
2

n n

n

S u u u u

u u
n

    

 
   

 

 

 ملاحظة :

( )nu ولحدها الأ، متتالية حسابيةu ،خيرحدها الأu و أساسهاr: 

........

( 1)
2

S u u

u u

 

 
 

  

 
    

 

 

 :1مثال 

( )nu 0ولحدها الأ، متتالية حسابية 3u 2أساسها وr : 

0لنحسب الأساس              1........n nS u u   . 

1nuحساب               . 

r :0nuلدينا من أجل كل عدد طبيعي                   u nr   و منه 

1 0 ( 1)

2 ( 1)3

3 1

nu u n r

n

n

   

  

 

 

 لدينا             

 

0 1

0 1

........

( 1) 0 1
2

3 3 1
( )

2

2 3
( )

2

n n

n

S u u

u u
n

n
n

n
n





  

 
     

 

  
  

 

 
  

 
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 :2مثال 

68ليكن     205u  11و 34u  الحسابية لمتتاليةحدين من حدود ا( )nu ساسهاذاتالأr. 

11لنحسب الأساس              68........S u u  . 

 لدينا              

11 68

11 68

........

(68 11 1)
2

34 205
(58)

2

6931

S u u

u u

  

 
    

 

 
  

 



 

 :3مثال 

2حساب  المجموع  4 ........ 2S n   . 

 

S هو مجموعn  2ساسهاحسابية ذاتالأ متتاليةحدا من حدودr . 

 ومنه                          

2 4 ........ 2

2 2
( )

2

( )(1 )

S n

n
n

n n

   

 
  

 

 

 

 :المتتاليات الهندسية 7.9

 تعريف: 1.7.9
)نقول أن المتتالية  )nu0متتالية هندسية حدها الأولu و أساسهاq (q إذا و ) عدد حقيقي غير معدوم

n:1nإذاكان أن منأجل كل عددطبيعيفقط nu u q     . 

 :ملاحظة

)المتتالية تكون - )nu  أساسهاهندسية إذا وفقط إذا كان نسبة بين حدين متتابعين ثابتا و هذا الثابت هوq. 

 .حدها الأولو أساسهاهندسية تكون معرفة ب متتاليةكل  -

 ملاحظات: 2.7.9
  داء اسها ججداء متتاليتان هندسيتان هي متتالية هندسية حدّها الأول جداء الحدين الأولين و أس

 الأساسين.

 إذا كانت( )nu  0متتالية هندسية أساسهاq  0وحدها الأولu فإن المتتالية( )p

nu ؛ معp عدد صحيح؛

و حدها الأول pqهي متتالية هندسية أساسها
0

pu. 

  0إذا كان 0u  فإن المتتالية( )nu0معدومة و إذا كانq   فإنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم

n ،0nu . 

 1الأساس إذا كانq  فإنه من أجل كل عدد طبيعيn:0nu u. 
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 :مثال

)المتتاليةنعتبر )nu:بحيث: 2 3n

nn u   . 

)المتتاليةبرهن أن  - )nu  0حدها الأولهندسية،عينu. 

 الحل :

)لنبين أن المتتالية )nu  :هندسية 

1nحساب النسبة 

n

u
q

u

: 

1

1 2 3

2 3

3

n

n

n

n

u

u



 






 

)و منه  المتتالية )nu 3حسابية أساسهاq  0و حدها الأول 2u . 

 ) الوسط الهندسي ( خاصية مميزة : 3.7.9
)المتتاليةنعتبر  )nu : 

2

1 1: n n nn u u u    (( )nu ) هندسية 

 ملاحظة :

b,تكون الأعدد   a وc :غير معدومة بهذا الترتيب حدود متتابعة من متتالية هندسية إذا وفقط إذا كان 

2b a c . 

c,بالوسط الهندسي للعددين  bيسمى العدد                   a. 

 :الحد العامعبارة  4.7.9
 ( )nu0متتالية هندسية حدها الأولu و أساسهاq (q .) عدد حقيقي غير معدوم 

0: n

nn u u q    

 ملاحظة :

)الحدها الأول المتتالية الهندسية 1uإذا كان - )nu  ذات الأساسهاq :فإن 
* 1

1: n

nn u u q    . 

)حدين من حدود المتتالية الهندسية  nuو uإذا  كان - )nu ذات الأساسهاq :لايهم الترتيب ( فإن ( 

: n

nn u u q 



   . 

 :1مثال 

)لتكن المتتالية الحسابية  )nu ذات الأساسها
1

2
r  1و الحد الأول 5u  . 

 .nuكتابة عبارة الحد العام             

*لدينا  - 1

1: n

nn u u q     
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و منه                        
1

* 1
: 5

2

n

nn u



 
    

 
 

 :2مثال 

4ليكن  162u  9و 39366u  حدين من حدود المتتالية الهندسية( )nu ذات الأساسهاq. 

 .qلنحسب الأساس             

 لدينا              

9 4

9 4u u q   

439366و منه                       162 q  

و منه                      
4 39366

162

243

q 



 

3rو بالتالي و منه                       

 :متتابعة من متتالية هندسيةمجموع  حدود 5.7.9
 ( )nu0متتالية هندسية حدها الأولu و أساسهاq (q .) عدد حقيقي غير معدوم 

فإن  1qإذا كان 
1

0 1 0

1
...

1

n

n

q
S u u u u

q

 
      

 
 . 

1qإذا كان       0فإن( 1).S n u . 

 ملاحظة :

( )nu ولحدها الأهندسية ، متتاليةu ،خيرحدها الأu و أساسهاr: 

1

........

1

1

S u u

q
u

q

 

 



 

  

 
  

 

 

 :1مثال  

( )nu 0ولحدها الأهندسية، متتالية 3u 2أساسها وr : 

0لنحسب الأساس       1........n nS u u   . 

0 1

1

0

1

1

........

1

1

1 2
3

1 2

3(1 2 )

n n

n

n

n

S u u

q
u

q









  

 
  

 

 
  

 

  
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 :2مثال 

حساب 
2

1 1 1
5 5 5 .... 5

2 2 2

n

S
   

           
   

 

S هو مجموع حدود متتابعة لمتتالية هندسية أساسها
1

2
S   1و عدد حدودهاn   . 

 إذن             

1

1

1
1

2
5

1
1

2

1
10 1

2

n

n

n

S





  
  
  

 
 

 

  
      

 

 :3مثال 

2حساب  المجموع  31 ........ nS x x x x       1حيثx . 

S 1هو مجموعn  حدا من حدود متتالية هندسية ذات الأساسهاq x 1و الحد الأول. 

 ومنه                          

2 3

1

1

1 ........

1
1

1

1

1

n

n

n

S x x x x

x

x

x

x





     

 
  

 






 

 : نهاية متتالية هندسية6.7.9
     1إذا كانq    0و 0u    فإنlim n

n
q و منهlim n

n
u


   المتتالية . nu  متباعدة

    1إذا كانq    0و 0u    فإنlim n

n
q  و منهlim n

n
u


   المتتالية . nu 

 متباعدة 

    1إذا كان 1q      فإنlim 0n

n
q  و منهlim 0n

n
u


   المتتالية . nu  . متقاربة 

    1إذا كانq       فإن المتتالية nu اعدة ) النهاية غير موجودة (.   متب 

 دراسة تقارب متتالية هندسية: 

لتكن  nu0متتالية هندسية حدّها الأولu و أساسهاq  :0حيثq ،1q 0و 0u . 

  nu 1يكافئمتقاربة 1q  . 

  nu 1يكافئ متباعدة q  1أوq  . 
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 تمرين :

لتكن المتتالية  n n
u


0المعرفة بحدها الأول  3u  :1و بالعلاقة 5 1n nu u n   . 

لتكن المتتالية      nv المعرفة من أجل كل عدد طبيعيn :1بالعلاقةn n nv u u . 

أثبت أن المتتالية - nv. متتالية حسابية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول 

حد الأولى من المتتالية nمجموع  Sثم أحسب المجموع nبدلالة nvأحسب - nvاستنتج. nu بدلالةn . 

 الحل:

للمتتالية الحد الأول  -       nv 0هوv ، 0 1 0 3 5 0 1 3 1v u u        . 

1لدينا            5 1n nu u n      : 5.إذن 1nv n   

   1 5 1 1 5 1 5n nv v n n            إذن من أجل كل عدد طبيعي .n :1 5n nv v       . 

و منه المتتالية         nv 5متتالية حسابية  أساسهاr    0و حدها الأول 1v   . 

n:1من أجل كل عدد طبيعي - 5nv n    .0 1 1... 5 5 5 2 5
2 2

n

n n
S v v v n n. 

0 1 0v u u  ،1 2 1v u u ، ... ،1 1n n nv u u 0بالجمع طرف بطرف نجدnu S u 

2و منه            5 3
2

n

n
u n . 

 تمرين : 

لتكن المتتالية n n
u


0المعرفة بحدها الأول   2u  :1و بالعلاقة

1
2

3
n nu u   

لتكن المتتالية      nv المعرفة من أجل كل عدد طبيعيn :3بالعلاقةn nv u . 

أثبت أن المتتالية nv. متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول 

أحسبnv بدلالةn استنتج ،nu بدلالةn ثم أحسب المجموع،S  مجموعn حد الأولى من المتتالية nv. 

ما هو اتجاه تغير المتتالية nv؟ 

أحسب نهايةnv بدلالةn ثم أحسب نهايةSاستنتج نهاية. nu. 

 الحل:

 إثبات أن nv متتالية هندسية 

1لدينا          1

1
3 2 3

3
n n nv u u 

1

1 1
3

3 3
n n nv u v 
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المتتاليةإذن  nv متتالية هندسية أساسها
1

3
q و حدها الأول

0 1v      . 

  من أجل كل عدد طبيعيn  :
1

3

n

nv   0و 1 1

3 1
... 1

2 3

n

nS v v v 

1
3

3

n

nu . 



1

1

1 1 1 2

3 3 3 3

n n n

n nv v 1إذن 0n nv v  و منه nv متزايدة على . 


1

1 1
3

و منه 
1

lim 0
3

n

n
limو بالتالي   0n

n
v  .

3
lim

2n
S. 

limو منه         3n
n

u. 

 المتتاليان المتجاورتان: 8.9

 مبرهنة : 1.8.9
)(نقول عن متتاليتين حقيقيتين   nu و( )nvنها متجاورتان إذا كانت إحداهما متزايدة والأخرى أ

)متناقصة وكانت نهاية متتالية الفرق  )n nu v  0متقاربة نحو. 

 : مثال

المتتاليتان 
1

nu
n

   و
1

1
nv

n



 متجاورتان لأن أولاهما متزايدة وثانيتهما متناقصة وفرقهما )المساوي لـ  

1 1 2 1

1 ( 1)
n n

n
v u

n n n n


   

 
 ( يؤول إلى الصفر.

 :مبرهنة  2.8.9
 فإنهما متقاربتان و لهما نفس النهاية . متجاورتين متتاليتين عدديتين nvو  nuإذا كانت  

 مثال:

كما يلي : *المعرفة على nuلتكن المتتالية 
2 2 2

1 1 1
1 ...

2 3
nu

n
. 

كما يلي : *المعرفة على nvالمتتالية و 
1

n nv u
n

. 

1nحساب الفرق nu u. 

1 22 2 2 2 2 2

2

1 1 1 1 1 1 1
1 ... 1 ...

2 3 2 31

1

1

n nu u
n nn

n
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:  nإذن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم      
2

1
0

1n
و منه  nu متزايدة على*. 

حساب الفرق
1n nv v. 

1 1

1

2

2

1 1

1

1 1

1

1 1 1

11

1

1

n n n n

n n

v v u u
n n

u u
n n

n nn

n n

 

 

:  nمن أجل كل عدد طبيعي غير معدوم إذن 
2

1
0

1n n
و منه  nv متناقصة على*. 

limحساب  ( )n n
n

u v 

1

1

n n n nu v u u
n

n

 

limو منه  0n n
n

u v. 

 الخلاصة :

بما أن nuمتزايدة  ، nvمتناقصة وlim 0n n
n

u v  فإنnu  وnv . متجاورتان 

 تمرين :

لتكن المتتالية nu و المتتالية nv : المعرفتين كما يلي 

0 12u   ،0 1v   و من أجل كل عدد طبيعيn  :1

2

3

n n
n

u v
u 


    1و

3

4

n n
n

u v
v 


  . 

n  :nنضع من أجل كل عدد طبيعي          n nw u v     3و 8n n nt u v  . 

أثبت أن المتتالية (1 nw. هندسية  يطلب تعيين أساسها وحدها الأول 

 .nبدلالةnwأحسب (2

ما هي نهاية (3 nw؟ 

أثبت أن المتتالية (4 nt  . متتالية ثابتة 

ما هي نهاية (5 nt؟ 
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أثبت أن المتتاليتين  (6 nu  و nv .متجاورتان 

 .nvو نهاية nuاستنتج نهاية (7

 الحل:

ت أن المتتاليةاثبإ .1 nwهندسية. 

 :nمن أجل كل عدد طبيعي لدينا 

1 1

2 3

3 4

4 8 3 9

12

12

n n n

n n n n

n n n n

n n

w u u

u v u v

u v u v

u v

  

 
 

  





 

1أي 

1

12
n nw w . 

المتتاليةإذن nw متتالية هندسية أساسها
1

12
q  0وحدها الأول 11w. 

 .nwباحس .2

: nمن أجل كل عدد طبيعي 
1

11
12

n

nw . 

 النهاية :حساب  .3

بما أن 
1

1 1
12

limفإن   0n
n

w 

و بالتالي  nw .متقاربة 

ت أن المتتاليةاثبإ .4 nt متتالية ثابتة. 

 :nمن أجل كل عدد طبيعي لدينا 

   
1 1 13 8

3 2 8 3

3 4

2 2 6

3 8

n n n

n n n n

n n n n

n n

n

t u v

u v u v

u v u v

u v

t

   

 
 

   

 



 

)منه  المتتالية  )nt متتالية ثابتة على . 

limحساب  .5 n
n

t . 

0lim 44n
n

t t 

)إثبات أن المتتاليتين .6 )nu و( )nv.متجاورتين 
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 :nمن أجل كل عدد طبيعي لدينا  -أ

 

1

2

3

2 3

3

2

3

2

3

n n
n n n

n n n

n n

n

u v
u u u

u v u

u v

w




  

 


 


 

 

و منه
1

22 1
,

3 12

n

n nn u u

 
      

 
. 

,1منه و 0n nn u u    

المتتاليةبالتاليو nuمتناقصة على. 

 :nمن أجل كل عدد طبيعي لدينا  -ب

 

1

3

4

3 4

4

4

1

4

11 1

4 12

n n
n n n

n n n

n n

n

n

u v
v v v

u v v

u v

w




  

 







 
  

 

 

n:1أجل كل عدد طبيعي ومنه من 0n nv v  . 

المتتالية بالتالي و  nvمتزايدة على. 

limنعلم أن  -ج 0n
n

w  و أنn n nw u v . 

limو بالتالي   0n n
n

u v. 

إذن nuمتناقصة و nv 0متزايدة و الفرق بينهما يؤول إلى  . 

المتتاليتان و بالتالي nuو nv . متجاورتان 

المتتاليتانلدينا  .7 nuو nv . متجاورتان 

إذن المتتاليتان nuو nv . متقاربتان و لهما نفس النهاية 

0limنعلم أن  44n
n

t t  و منهlim 3 8 44n n
n

u v 

limنستنتج أن   lim 4n n
n n

u v    . 
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 تمارين: 9.9

 :1تمرين

 nu 5متتالية حسابية أساسها 0و 4u    . 

 . nبدلالة nu( أكتب1

26( أحسب المجموع 2 27 125...S u u u    . 

 :2تمرين

لتكن  nu  0متتالية معرفة على ب ـ 2u   ومن أجل كل عدد طبيعيn،14 2 9n nu u   . 

و لتكن  nv متتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعيn  ،2 9n nv u  . 

 . 3vو 0v  ،1v  ،2vثمّ  3uو 1u  ،2uأ ـ أحسب الحدود

ب ـ برهن أن المتتالية nv . هندسية يطلب تعيين أساسها 

 . nبدلالة  nuثم استنتج عبارة الحد العام  nبدلالة  nvجـ ـ جد عبارة الحد العام 

0المجموع  nد ـ أحسب بدلالة  1 ... nv v v    ثمّ استنتج بدلالةn  0المجموع 1 ... nu u u   . 

 :3تمرين

لتكن  nu  0متتالية معرفة على ب ـ 14u   ومن أجل كل عدد طبيعيn ،1 4 3n nu u   . 

1n، نضع :  nومن أجل كل عدد طبيعي  nv u  . 

( بين أن 1 nv . متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها وحدها الأول 

 . nبدلالة  nuثم استنتج nبدلالة  nv( أحسب 2

2حيث :  nبدلالة  nS( أحسب المجموع 3 2 2

0 1 ...n nS u u u    . 

 :4تمرين

 nu 0علما أنّ  3متتالية هندسية أساسها

2

9
u  

3أحسب المجموع  - 4 10...S u u u   . 

 :5تمرين

لتكن المتتالية  nu  1ذات الحد الأول 1u   وحيث من أجل كلعدد طبيعي ،n  1أكبر من أو يساوي ، 

1 2 3n nu u    . 

3n، نضع : 1أكبر من أو يساوي  nمن أجل كل عدد طبيعي  nv u  . 

( أثبت أن المتتالية 1 nv . هندسية يطلب تعيين أساسها 

 . nبدلالة  nuثم استنتج عبارة  nبدلالة  nvأحسب  (2

 حيث : nsالمجموع  n( أحسب بدلالة 3

1 2 ...n nS v v v    . 
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 :6تمرين

 nu  0هي المتتالية المعرفة ب ـ

1

6
u   ومن أجل كل عدد طبيعيn ،1

1 5

4 8
n nu u   . 

ولتكن المتتالية  nv  المعرفة من أجل كل عدد طبيعيn  : ب ـ
5

2
3

n nv u  . 

 . 2vو 0v  ،1vثمّ  3uو 1u  ،2u( أحسب الحدود 1

( برهن أن المتتالية 2 nv . هندسية يطلب تعيين أساسها 

 . nبدلالة  nuثمّ استنتج  nبدلالة  nvأحسب (3

كلا من  n( أحسب بدلالة 4
ns  وnt  : 0حيث 1 ...n ns v v v     ،0 1 ...n nt u u u    

 :7تمرين

نعتبر المتتالية nu : المعرفة ب ـ 

0 1

1 1

2 , 4

4 : ل  1 nمن أجل ك n n

u u

u u u n 

 


  
 . 

حيث  bو a( جد عددين حقيقيين1
4

1

a b

ab

 



 . 

1nنضع  n( من أجل كل عدد طبيعي2 n nv u au  برهن أن المتتالية . nv هندسية أساسهاb . 

1nنضع  n( من أجل كل عدد طبيعي3 n nw u bu  برهن أن المتتالية . nw هندسية أساسهاa . 

 .nبدلالة nuثم استنتج عبارة nبدلالة nwو nv( أكتب4

 :8تمرين

a  ،b وc . أعداد حقيقية غير معدومة 

 بهذا الترتيب تشكل حدود متتابعة لمتتالية هندسية فإن :  cو a ,bبين أنه إذا كانت  (1

  2 2 2a b c a b c a b c       . 

 . 3276ومجموع مربعاتها هو  78( جد ثلاث حدود متتابعة لمتتالية هندسية علما أنّ مجموعها هو 2

 :9تمرين

a ،b وc  ثلاث حدود متتابعة من متتالية هندسية . أحسبa  ،b وc  علما أن
36,75

343

a b c

abc

  



. 

 :10تمرين

a  ،b وc 0ية مع ثلاث أعداد حقيقa  . 

 تشكل ثلاث  3a,2b,c؛ و  qتشكل ثلاث حدود متتابعة من متتالية هندسة أساسها  cو a  ،bنفرض أن 

 .عدد حقيقي معطى . qحدود متتابعة لمتتالية حسابية . أحسب 

 :11تمرين

نعتبر المتتالية  nu  : 1المعرفة ب ـu a   ومن أجل كل عدد طبيعي غير معدومn  ،1

4 3

10 10
n nu u   . 

1 ) nv  هي المتتالية المعرفة من أجل كل عدد طبيعي غير معدومn  : 13ب ـ 4n nv u  . 
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برهن أن المتتالية  nv  هندسية يطلب تعيين أساسهاq . 

 . nو aبدلالة  nu؛ ثم استنتج عبارة nو aبدلالة  nv( عبر عن 2

 المجموع :  nو a( أحسب بدلالة 3

1 2 ...n nS u u u   . 
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 : السلاسل العددية .10

 تعاريف و خواص: 13.8
لتكن   

nnU لحقيقيةمتتالية الأعداد ا . 

  نسمي المجموع


0n

nU . بالسلسلة العددية 

 ,يدعىnU . بالحد العام للسلسلة العددية 

 المجموع
0

n

n k

k

S U


  يسمى بالجمع الجزئي ذات الرتبةnللسلسلة
0

n

n

U




. 

 المتتالية  n n I
S

 
تدعىبمتتالية المجاميعللسلسلة 



0n

nU. 

  نقول  أن السلسلة


0n

nU  متقاربة إذا و فقط إذا كانت المتتالية 
InnS  متقاربة والعدد

lim n
n

S S


. 

  يسمى مجموع السلسلة


0n

nU  ونكتب





0n

nUS 

  نسمى المتتاليةn nR S S   بباقي السلسلة ذو الرتبة n و 
nnR .متتالية البواقي 

 :1ملاحظة

 lim lim 0n n
n n

R S S
 

   

 :2ملاحظة

نقول  أن السلسلة          


0n

nU متباعدة إذا كانت المتتالية 
InnS  متباعدة أي لا تقبل نهاية أوlim n

n
S


  

 :1مثال

 .0Uوالحد الأول kالمتتالية الهندسية ذات الأساس نعتبر في       

0; n

nn U U k   

1

0 0

0 0

1

1

nn n
i

n i

i i

k
S U U k U

k



 


  


  

 1kمن أجل       
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0 لدينا           

0

lim
1

n n
n

n

U
S U

k






 


: 

 1kمن أجل        

lim لدينا            n
n

S


 : 

 :2مثال

1nمن أجل             نعتبر السلسلة ذات الحد العام
)1(

1



nn

Un 

0

0

0

0

1

( 1)

1 1

1

1
1 1

1

n

n i

i

n

i

n

i

n

S U

U
k k

k k

n














 


  








 

إذن: 
1

1
1

( 1)n n n




 

 خواص:

 :1خاصية
 

السلسلة
0

n

n

U




   والسلسلة
0

n

n n

U




  0حيثn نفس الطبيعية.عدد طبيعي موجب تماما, لهما  

 : 3مثال

 1qمن اجل            

 لدينا :  

2 3

0

1
1

1

n

n q
q q q q





    


 

10 11 12

10

2 91
(1 )

1

n

n

q

q q q q

q q q





   

    





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 :2خاصية
 

ليكن 


0n

nU  و


0n

nV    سلسلتان عدديتان متقاربتان إذن السلسلة)(
0

n

n

n VU 




 . متقاربة  

 ولدينا: 
0

n

n

V




 +


0n

nU =)(
0

n

n

n VU 




 

 البرهان:

ليكن           
0nnS  متتالية المجاميع الجزئية للسلسلة



0n

nUو 
0nn  متتالية المجاميع الجزئية للسلسلة



0

`
n

nV 




0n

nUمتقاربة: lim n
n

S S S


   




0n

nVمتقاربة: lim n
n

  


   

   

     

 

0 1 0 1

0 0 1 1

0

... ...

...

n n n n

n n

j n

j j

j

S U U U V V V

U V U V U V

U V







        

      

 

 

 و بالتالي لدينا:

   

   

0

0 0

limj j n n
n

j

j j

j j

U V S

S

U V










 

 

  

 

 



 

 

 :3خاصية
 

إذا كانت السلسلة 


0n

nU   متقاربة و فإن السلسلة عدد حقيقي


0n

nU  متقاربة 

و لدينا:             
0 0

n n

n n

U U 
 

 

  

 مقياس كوشي : 14.8

تكون السلسلة  


0n

nU   متقاربة إذا و فقط إذا كانت متتالية المجاميع الجزئية n n
S


 متتالية كوشي 
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,20أي:  / ( , ) : m nN n m m n N S S             

مع:
1 2

1

...m n n n m

k m

k

k n

S S u u u

u

 



 

    

 
 

 :3ملاحظة

تكون السلسلة       
0

n

n

U




   متباعدة إذا و فقط إذا كانت متتالية المجاميع الجزئية 
INnnS 

 ليست متتالية كوشي  

,20أي أن:            / ( , ) : m nN n m m n N S S             

 :4مثال

السلسلة      
0

1

n n

  متباعدة و بالتالي متتالية المجاميع الجزئية 
INnnS 

 ليست لكوشي أي:  

2

1

0, / : 2
k n

k
k n

N n m n m n N u  


 

           
 

2

1

1 1 1 1 1

1 2 2 2 2

n

k m

n

k n n n n 

    
 

 

من أجل    
2
1  لدينا 

INnnS 
غير متتالية كوشي ومنه  

0

1

n n
 .متباعدة و تسمى سلسلة توافقية 

 )الشرط الضروري ( :4خاصية 
نعتبر حدود المتتالية العددية   n n

u


 .حقيقية  

إذا كانت السلسلة العددية  


0n

nU  متقاربة فإنlim 0n
n

u


 

 البرهان:

1mو  nباستعمال معيار كوشي من اجل  n . 

لدينا:  السلسلة 


0n

nU   متقاربة إذا و فقط إذا كانت متتالية المجاميع الجزئية( )n nS  متتالية كوشي 

,10أي:  / : 1 N nN n n n N S S             

1nمع:  n nS S u     
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limا يعني أن: ذو ه 0n
n

u


 

 )العكس النقيض( :4ملاحظة

limإذا كانت النهاية           0n
n

u


  فإن السلسلة


0n

nU  .متباعدة 

 : 5ملاحظة

limعكس الاستلزام غير صحيح أي أنه إذا كان لدينا       0n
n

u


 ا لا يعني أن السلسلة العددية ذفه


0n

nU . متقاربة 

 :5مثال

 



1

11
n n  متباعدة لأن

  011lim 
 nn 

 :6مثال

1nuالمتتالية العددية لنعتبر في            n n   

 لدينا :      

0
1

1
limlim 




 nnn
n

n
u 

لكن متتالية المجاميع الجزئية  
INnnS 

 متباعدة  

 لأن:    

     
0 1 ...

1 2 1 3 2 1

n nS u u u

n n

   

        
 

1nS n  

lim n
n

S


  

و منه السلسلة    



0

1
n

nn  متباعدة 

 : 7مثال

السلسلتان            
1

1cos
n n

و     
0

1
n

n

 متباعدتان. 
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 )تقابل السلاسل العددية(  معيار تقابل أبال : 15.8

لتكن السلسلة  
0

n n

n

a b


 

 بحيث:  

( المتتالية 1 
0n n

a


  تحقق:  

1. , nn a   .  

2.  
0n n

a


 .متتالية متناقصة

الحد العام للمتتالية  .3 
0n n

a


 نحو ألما لانهاية.    nيؤول نحو الصفر لما يؤول 

( متتالية المجاميع الجزئية للسلسلة  2
0

n

n

b


  محدودة. 

أي:      
0

: ;
k n

k

k

M n b M






     

إذن السلسلة 
0

n n

n

a b


   متقاربة 

 البرهان:  

 باستعمال معيار كوشي          

)2و ليكن:  , )n m   :حيثn m 

     

     

1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 1

1 1 1 2 3 2 1 1

1 1 1 2 3 2 1 1

1 1

...

...

...

...

m n n n n n m m

n n n n n n m m m

n n n n n n n n m m m m m

n n n n n n n n m m m m m

n n n n

S S a B a B a B

a B B a B B a B B

a B a a B a a B a a B a B

a B a a B a a B a a B a B

M a a a a

   

      

       

       

 

    

      

         

        

    2 3 1

1

...

2

n m m m

n

a a a a

Ma



  



    





 

مع:  
0 1

0

...n n

k n

k

k

B b b b

b




   


 

 : 6ملاحظة

0 0 0

k k k k

n n n

a b a b
  

   
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 :  7مثال

السلسلة         
 

1

1
n

n n


: متقاربة لأنها تحقق معيار آبال و هدا لأنه من أجل 

( 1)n

nb    و
1

na
n

 
  
 

 

 لدينا:

المتتالية   
0n n

a


  تحقق:  

1. , nn a   .  

2.  
0n n

a


 .متتالية متناقصة

الحد العام للمتتالية  .3 
0n n

a


 نحو ألما لانهاية.    nيؤول نحو الصفر لما يؤول 

 
0

1 3
k n

k

n

k

B




   

 السلاسل المتقاربة مطلقا: 16.8

 تعريف: 
 

نقول أن السلسلة العددية 


0n

nU   متقاربة مطلقا إذا كانت السلسلة


0n

nU  متقاربة 

 ׃5خاصية 
 كل سلسلة متقاربة مطلقا فهي متقاربة ببساطة )عادية(. 

 ׃البرهان 

0

n

n

U




   متقاربة مطلقا
0

n

n

U




متقاربة. 

0

n

n

U




متقاربة 

2

1

0, / ( , ) :
i p

i
i q

N p q p q N U  


 

         
 

׃و بما أن
11

i p i p

i
i qi q

U U
i

 

  

  

׃فإن 
0

n

n

U


   متقاربة . 

 ׃7ملاحظة

 .العكس غير صحيح          
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 ׃مثال مضاد

 





1

1

n

n

n
متقاربة لكن   

 






11

11

nn

n

nn
 متباعدة.

 جداء سلسلتين: 17.8

 تعريف: 
نعرف جداء السلسلتين  

0

n

n

a


  و
0

n

n

b


  مع  nna و  nnb  ليتين ذات أعداد حقيقية متتا

بالسلسلة 
0

n

n

c


  :حيث
0

i n

n i n i

i

C a b






 

 جداء السلاسل المتقاربة مطلقا: 18.8

 :مبرهنة
إذا كانت السلسلتين  

0

n

n

a


  و
0

n

n

b


  مع  nna و  nnb  متقاربة مطلقا ليتين ذات أعداد حقيقية متتا

فإن السلسلة 
0

n

n

c


  :حيث
0

i n

n i n i

i

C a b






متقاربة مطلقا. 

و لدينا:     
0 0 0

n n n

n n n

c a b
  

  
   
  

   

 : 8مثال

2
1 1 1

1 1

2
n n

n n n

c
n  

  
   
  

   

 حيث :  

1 1 1

1

2
C a b 
 

2 1 2 2 1

3 2

1 1

2 2

C a b a b 

 
 

3 1 3 2 2 3 1

2 2 2 3

1 1 1

2.2 2 2 2

C a b a b a b  

  
 

2
1

1 1
.

2 ( )

i n

n i
i

C
n i









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 ׃السلاسل ذات الحدود الحقيقية الموجبة  19.8

 ׃تعريف

 
تسمى السلسلة

0n

nU ,سلسلة ذات حدود حقيقية موجبة إذا كانت كل حدودها موجبة 

,׃   أي  0nn U   

 ׃ملاحظة

إذا كانت السلسلة
0n

nU  ذات حدود موجبة هذا يستلزم أن متتالية المجاميع الجزئية 
INnnS 

 , متزايدة 

1 أي 1, 0n n nn S S U     : 

 ׃1خاصية 

 
تكون السلسلة

0n

nU  ذات الحدود الحقيقية الموجبة, متقاربة إذا و فقط إذا كانت متتالية المجاميع الجزئية

 
INnnS 

/محدودة من الأعلى  , nM n S M     متقاربة
0n

nU 

 )معيار المقارنة(׃2خاصية 

لتكن   
0n n

U


و   
0n n

V


VU׃متتاليتين موجبتين بحيث إبتداءا من رتبة ما تتحقق المتراجحة   nn
 

0أي:   0/ , n nn n n U V     فإنه إذا تقاربت السلسلة
0n

nV فإن السلسلة
0n

nU  .متقاربة 

 ׃ملاحظة

nإذا تحققت المتراجحة             nU V   من اجل كل عدد طبيعيn فإن



00 n

n

n

n VU. 

 ׃البرهان

لنفرض أن           
0n

nV متقاربة 

0 0 0 0

0 0

1 1

0

: ,

... ...n n n n n n n n n

n

n n n

U V U U U V V V V S 



   

          
 

إذن المجموع الجزئي للسلسلة           
0n

nU   محدودة من الأعلى وبالتالي
0n

nU   متقاربة 

 ׃مثال

لنعتبر السلسلة ذات الحدود الموجبة 
 0 31

2

n
n

n

 

׃لدينا

n

n

n

n

n











 3

2

3

2

31

2
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و بما أن      
0

2

3

n

n

 
 
 

   سلسلة متقاربة لأن
2

1
3

q   

فإن:      
0

2

1 3

n

n
n 
  .متقاربة    

a.                                                                  2 . لنعتبر السلسلة ذات الحدود الموجبة
nn

1

1




 

b.                                                                                         ׃لدينا
1 1

n n
   و بما أن

1

1

n n
متباعدة  فإن السلسلة   

1

1

n n
 متباعدة .  

 ׃3خاصية 

لتكن السلسلتين ذات الحدود الحقيقية الموجبة  
0n

nU   و
0n

nV 

.السلسلتان لهما نفس الطبيعة 1        
*lim 


 IRk

V

U

n

n

n
. 

.متقاربة  2        
0n

nU    متقاربة
0n

nV     0وlim 


n

n

n V

U
. 

.متباعدة  3        
0n

nU    متباعدة
0n

nV   و
 n

n

n V
Ulim . 

 ׃قاعدة كوشي 20.8

لتكن   
0n

nU   سلسلة ذات الحدود الحقيقية الموجبة حيثlim n
n

n
U l


 

 ׃ذنإ            

  1إذا كانتl 
0n

nU  . متقاربة 

  1إذا كانتl 
0n

nU . متباعدة 

 ׃ملاحظة هامة

1lإذا كانت    فإنه لا يمكن القول أي شيء عن طبيعة السلسلة
0n

nU. 

 ׃البرهان

lim 0, / ,n n
n n

n
U l N n n N U l  


           

 : لدينا  

 

   

1

n n
n n

n n

n

U l l U l

l U l

  

 

      

    

 

   في حالة ما إذا اخترنا 1بحيثq l    

و بما أن           
0 0

nn

n n

q l 
 

    متقاربةو 
n

nU l   
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فإن:            
0n

nU متقاربة  

  في حالة ما إذا اخترنا   1بحيثq l    

و بما أن 
0 0

nn

n n

q l 
 

    متباعدةو 
n

nl U  فإن
0n

nU .متباعدة 

 ׃ أمثلة

 ׃لندرس طبيعة السلاسل التالية           

                     1    )
0 2

1

n
n

 

 
1

1 1 1
lim 1

2 22
n

n
n nn n n

U U


     

و منه                       
0

1

2n
n

 متقاربة 

                 2)
2

1
2

1
n

n




 

 
2

2

1

1 1 1
lim lim 0

22
2

n nn n n
n n

U
 

    

2و منه                        

1

1

2n
n

.متقاربة 

                 3)
2

1

1
nn




 

 بما أن                      
2

log

22

1 1
lim lim 1

n
n

n
n n

n

U e
n

n



 
   : 

فإنه لا يمكن القول أي شيء عن طبيعة السلسلة                      
2

1

1
nn




 

 ׃المباردقاعدة  21.8

لتكن السلسلة  
0n

nU 1׃ثحي .      ذات الحدود الحقيقية الموجبةlim n

n
n

U
l

U




 

 ׃إذن 

  1إذا كانتl   فإن السلسلة
0n

nU  متقاربة. 

  1إذا كانتl   فإن السلسلة
0n

nU  متباعدة. 

  1إذا كانتl   . فإنه لا يمكن القول أي شيء عن طبيعة السلسلة 
 

 ׃البرهان
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1 n 1

n

U
lim 0, / ,  

U

n

n
n

U
l N n n N l

U
   


           

,0 ا من أجلذو بالتالي لدينا و ه n N    :  

 

 

   

   

   
 

1

2 1

3 2

1
1

2

3

.

n
n n

n

N N

N N N

N N N

m N m N

m N N

U
l U l U

U

U l U

U l U l U

U l U l U

U
U l U l

l

 

  

  

 

 

 



 

 

 




 

 






    

  

    

    

    


 

0نختار   

0׃بحيث   0 1l q       و منه
 

0

Nm

m N

U
U q

l







 

׃و منه باستعمال معيار المقارنة نجد أن 
0n

nU   متقاربة 

 : 1مثال

 
1 1

1

!
n

n n

U
n 

      نحسب القيمة
n

n

n U

U 1lim 


 

السلسلة   
1 !

1

n n
׃متقاربة حسب آلمبار  لأن  

 
!

lim 1
1 !n

n

n



  

 
2

1 1

1
n

n n

U
n 

      نحسب القيمة
n

n

n U

U 1lim 


׃بما أن 

 
1

1
limlim

2

2
1 








 n

n

U
U

nn

n

n
 

 إذن لا يمكن القول أي شيء عن طبيعة السلسلة. 

 :2مثال

 ׃دراسة طبيعة السلسلة 

 

 0

1 4 7 ... 3 1

1 !

n

n

n
k

n

    



   وk  

 باستعمال قاعدة آلمبار        

 : نجد   
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     

   

1

1
1 4 7 ... 3 1 3 4 1 !

lim lim
2 ! 1 4 7 ... 3 1

3 4
lim

2

3

n

n

nn n
n

n

n n k nU

U n n k

n
k

n

k





 



         


       


 





 

  1إذ ا كانت القيمة 3kيأ
1

3
k  فإن السلسلة متباعدة. 

  1إذ ا كانت القيمة 3k  أي
1

3
k  فإن السلسلة متقاربة. 

  إذ ا كانت القيمةk
3

1
 فإننا لا يمكن قول أي شيء عن طبيعة السلسلة. 

 ׃مقارنة بين القاعدتين 22.8

 ׃ملاحظة

لتكن    nU 1سلسلة ذات حدود حقيقية موجبة ؛ فإذا كانتlim n

n
n

U

U




limموجبة فإن  n

n
n

U


 موجودة 

1lim׃و لدينا        lim nn
n

n n
n

U
U

U



 
 

 آلمبار .دهذا يعني أن قاعدة كوشي أقوي من قاعدة    

 ׃3مثال

 لنعتبر السلسلة العددية      
 

1

3 1

2

i
n

i
i 

 
: 

لدراسة طبيعة السلسلة  آلمباردلنستعمل قاعدة   .1
 

1

3 1

2

n

n
n

 
 . 

 

 

 

 

1 1

1

1 1

1/ 4      nان زوجى 3إذاك 1 3 12
lim lim lim

2 1      n ردى ان ف 3إذاك 1 2 3 1

n nn

n

nn nn n n
n

U

U

 



  

    
    

     
 

 

  إذا كانn  زوجي فحسب قاعدة آلمبار, إن السلسلة متقاربة
1

1
4

l
 

  
 
. 

 إذا كانn  فردي فإنه لا يمكن قول أي شيء عن طبيعة السلسلة 1l . 

 آلمبار تكون بدون جدوى.دفردى, استعمال قاعدة   nمن أجل 

 : لنستعمل قاعدة كوشي .2

 
1

3 1 1
lim lim 1

2 2

n n

n
n nn n

U
 

  
   

 
 

 

 آلمبار.دحسب قاعدة كوشي فالسلسلة متقاربة  وبالتالي فإن قاعدة كوشي أقوى من قاعدة 
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 ׃معيار التكامل 23.8

المعرفة  من fلتكن الدالة   1,  نحو ( ، : 1,f              .مستمرة ومتناقصة ) 

 نضع  nfUn :                                                                                                                                           

إذن:    متقاربة    



1n

nU       موجود 

A

A
dnnf

1

lim. 

 ׃1مثال 

لدينا السلسلة       
2

1

1

n n





. 

نضع    2

1
na f n

n
  . 

أي  
 

  2

: 1,

1

f

n f n
n

 


 . 

f.مستمرة و متناقصة 

و منه                                      

  2

1 1

1

1
lim lim

1
lim

1

A A

A A

A

A

f n dn dn
n

n

 





 
  

 



 

 

السلسلة  و بالتالي


1 2

1

n n
 متقاربة  .  

 ׃تمرين

تقارب السلسلة    أدرس حسب قيم العدد الحقيقي الموجب    



1

1

n n
 

 RIEMANN) سلسلة ريمان ( : 24.8

 ׃1خاصية 

لتكن السلسلتين ذات الحدود الحقيقية الموجبة 
0

n

n

U


 و
0

n

n

V


 

  لهما نفس الطبيعة
n

nV و
n

nU
*lim n

n
n

U
k

V



  . 

 متقارب
n

nU  متقارب
n

nV وlim 0n

n
n

U

V
. 

 متباعد
n

nU  متباعد
n

nV   وlim n

n
n

U

V
 . 
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 ׃1مثال

السلسلتان    
3

1

1

n n n 
    ;

3
1

1

n n

     :لهما نفس الطبيعة لأن 

3
*

3

1

lim 1
1n

n n

n




   

 ׃2مثال

دراسة طبيعة السلسلة    
2

2 log

1

n nn
؛  لنعتبر السلسلة    2

1

n
 

2

2

1 1
lim lim lim 0

log log

n

n n n
n

U
n

V n n n  
    

بما أن  2

1

n
سلسلة متقاربة فإن السلسلة  

2
2

1

logn n n

 .متقاربة 

 ׃3مثال

׃لنعتبر السلسلة 
 






1 2....6.4.2

12....5.3.1

n n

n
 

1lim
22

12 11 



 





n

n

n
n

n

U

U

n

n

U

U
 

1

2 2 1
1 1 1

2 1 2 1 2

n

n

n

U n n
n n

U n n 



   
        

   
 

 وبالتالي السلسلة متباعدة .    

 :4مثال

لنعتبر السلسلة 
nn

1

1




 

1lim lim 1
1

n

n n
n

U n

U n





 

 
  

 
 

1

1
0

1 1 1
1 1 0   /  0  n ما  ل

11 1 1 1

1

n

n

U n n

U n n n n

n

 


 
 

                   
        



 

1)لأن النشر المحدود للتابع  )x x   من الرتبةn في جوار الصفر هو : 

 
2 3

0

1 1 .( 1) ( 1)( 2) ... ( 1)( 2)...( 1) ( )
1! 2! 3! !

lim ( ) 0.

n
n

x

x x x x
x n x x

n

x


          




              


 



 

151 
 

     1إذا كانت    .فان السلسلة متباعدة 

     1إذا كانت    .فان السلسلة متقاربة 

 ׃التقارب المطلق 25.8

 ׃تعريف

 
نقول أن السلسلة ذات الحدود الحقيقية 

n

nU   متقاربة مطلقا ، اذٍا وفقط إذا كانت  السلسلة
n

nU  

 متقاربة ببساطة .

 ׃مثال

 2

cos

n

n
          ،

 




n

n
1

 

 ׃ةخاصي


n

nU  متقاربة مطلقا
n

nU  متقاربة ببساطة 

 ׃البرهان


n

nUمتقاربة مطلقا
n

nU   متقاربة ببساطة 

  2

1

0, / , : ,
q

i

i p

N p q p q N U  
 

         

1 2 1 2

1

1

... .........
p

i q q p q q p

i q

q

i

i p

U U U U U U U

U 

   

 

 

       

 





 

 ׃و بالتالي           

  2

1

0, / , : ,
q

i

i p

N p q p q N U  
 

         

و هذا يعني أن السلسلة             
n

nU .متقاربة ببساطة 

 ׃ملاحظة هامة

إذا كانت سلسلة     
n

nU .متقاربة ببساطة ، هذا لا يعني أنها  متقاربة  مطلقا 

 ׃تعريف

 
نقول أن السلسلة  

n

nU  شبه  متقاربة  إذا كانت
n

nU  .متقاربة ببساطة  و ليست متقاربة مطلقا 
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 ׃مثال


n

ncos
 شبه  متقاربة .    

 ׃قاعدة التقارب المطلق لكوشي 26.8

لتكن السلسلة العددية      
n

nU    فإذا كانتlim n
n

n
U


limموجودة  بحيث:     n

n
n

U


 

 :   فإن  

1إذا كانت     .1       فان السلسلة
n

nU .متقاربة مطلقا 

1إذا كانت     .2       فان السلسلة
n

nU    .متباعدة 

 ׃قاعدة التقارب المطلق دلآلمبار 27.8

لتكن السلسلة العددية       
n

nU     1بحيث تكون النهايةlim n

n
n

U

U




موجودةمع    

n

n

n U

U 1lim 


 

 : فإنه  

1إذا كانت     .1       فان السلسلة
n

nU      .متقاربة مطلقا 

1إذا كانت     .2       فان السلسلة
n

nU      .متباعدة 

 : السلاسل المتناوبة 28.8

 تعريف:

 
نسمي كل سلسلة من النوع 

0

( 1)n

n

n

a


  بالسلسلة المتناوبة بحيث حدود المتتالية( )n na    من نفس

0الإشارة. 1 2

0

( 1) ...n

n

n

a a a a


     

 : 1مثال

السلسلة
1

( 1)n

n n


.سلسلة متناوبة , 

 (Leibniz(معيار ليبنيز:  29.8

تكون السلسلة المتناوبة 
0

( 1)n

n

n

a


 متقاربة إذا كانت المتتالية( )n na  متناقصة, موجبة  وlim 0n
n

a


. 

 :1مثال

1السلسلة المتناوبة 

( 1)n

n n




 سلسلة متقاربة .  
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 : 1خاصية

 بنفس معطيات معيار ليبنيز لدينا باقي السلسلة المتناوبة محدود بأول حد لمتتالية البواقي: 

( 1)n

n k

n k

a a




  

 البرهان:

2
1 2

1 2

1 2 3 2

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( )

k m
n k k k m

n k k k m

n k

k

k k k k k m

a a a a

a a a a a


 

 



   

       

      



 

 لأن:  

1, 0j jj a a    
1 2 3 2 1 2 3 3 2 1 2... ( ) ( ) ... ( )k k k k k m k k k k k k m k m

k

a a a a a a a a a a a a

a

                      


 

 ملاحظة:

 .هذا المعيار يعطي الخطأ الذي أرتكب عند تعويض السلسلة بمجموعها الجزئي         

1 1 1

1

1

( 1) ( 1) ( 1)
n

j j j

j j j

j j j n

n

n

a a a

R

a

 

   





    





  

 

 :2مثال

1الخطأ المرتكب إذا عوضنا السلسلة المتناوبة             

( 1)n

n n



بالمجموع  

100

1

( 1)nn

n n








هو:   
101 101

1

101
R a 
. 

 :2خاصية

 السلاسل المتناوبة التي تحقق معطيات معيار ليبنيز, تحقق المتراجحة:

2 2 1p pS S S  
 

 حيث:

0

( 1)n

n

n

S a


 
  ,

2

2

0

( 1)
n p

n

p n

n

S a




 
و  

2 1

2 1

0

( 1)
n p

n

p n

n

S a
 





 
 

 ملاحظة:

)2المتتاليتان                )p pS 2و 1( )p pS    :متجاورتان لأن 

 2( )p pS .متتالية متناقصة 



 

154 
 

2 1 2 2

2 2 2 2 1 2 2

2 2 2 1

( 1) ( 1)

0

p p

p p p p

p p

S S a a

a a

 

  

 

    

 



 

 2 1( )p pS    . متتالية متزايدة 
2 3 2 1

2 3 2 1 2 3 2 1

2 1 2 3

( 1) ( 1)

0

p p

p p p p

p p

S S a a

a a

 

   

 

    

 



 

 
   2 1 2 2 1lim lim

0

p p p
p p

S S U 
 

  


 

 الحساب التقريبي لمجموع سلسلة عددية: 30.8

 nلحساب القيمة التقريبية لمجموع سلسلة عددية نبحث عن 

:      بحيث  
nS S   

 تطبيق:

لمجموع السلسلة عددية  10-3أوجد القيمة التقريبية بتقريب 
3

1

( 1)n

n n



 

3

1 1 3

1
10

( 1)

9

n n nS S R a
n

n

 

      


 

 

 و بالتالي:

310nS S  . 

 تمارين : 31.8

 :1تمرين

 أدرس طبيعة السلاسل المتتالية واحسب مجموعها في حالة التقارب:

 
 

 

























1

1
3;

3

2
12;

1
1

2

00

2

0

nn
ArctgU

nn
LogU

nn
U nnn 

   
 

  nxU
nn

n
LogUnnU

nx

nnn cos36;
2

1
5;14 0

2

00 











 
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 :2ينتمر 

 0nVو  0nUلتكن       

  بين أنه إذا كانت nU  متقاربة فإن السلسلة
nU

2

    متقاربة. هل العكس صحيح؟ 

  بين أنه إذا كانت nU  و nV   متقاربين فإن السلسلة nnVU  متقاربة. هل العكس صحيح؟ 

  بين أن السلسلتين nU    و   nULog  لهما نفس الطبيعة؟  1

 :3تمرين

 أدرس طبيعة السلاسل ذات الحد العام:    

 
n

n
U

n

n





1

11
)2;

22
)1






n

nn
Un 

 

  n
n

n
n

n
U

log
)4

log


   

;
1

)3
2

2

R
n

nnSin
U

n

n 







 

 :4تمرين

بين أن السلسلة ذات الحد العام  .1
   

 22 !2

!21

n

n
U

n

n

n


  .متقاربة و غير متقاربة مطلقا 

 ملاحظة:

nenn nn 2~!   لماn 

 عدد حقيقي. aأدرس طبيعة السلسلة ذات الحد العام مع  .2

  


















u

a
nnU

n

n cos1 

 :5تمرين

 تقارب السلسلة. Raأدرس حسب قيم الوسيط 

    
 







1

3/1

1
22

n n

Log
naSinnaCos
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 :6تمرين

 أدرس طبيعة السلاسل ذات الحد العام: 

 
2

0/
2

)2
2

2 
 a

n

aSin
U

nn

n ;
!

)1
n

n
n

n
U 

  

2

2................6.4.2
)4

n

a
Un ;

1
)3

2n

n
n

n
U 












 

 :7تمرين

 أدرس طبيعة السلاسل التالية ذات الحد العام:  

n
CosUn

1
)30 

nnUn  1)2  13)1


 nnUn 

2)6 m

m neU   1
)5


 nLognU m2

log
1

1
)4




n

n

n
Um

 

 :8تمرين

 أدرس طبيعة السلاسل ذات الحد العام المعرف ب:    

   22

1

1)3 SinnLognUn




4 2 1)2  n

n eU m
Logm

n
Logn

n
U )1

 

 
22

1
)6

Sinnn
U

n

n





 
1

1
)5

2

1








n

n
U

m

n

 
Cosnn

U

m

n





3

1
)4

4
 

2
0,

2
)8

2

2 





n

Sin
U

nm

nnn
n

n
U

2..........6.4.2
)7 

 

 الحل :

 وجه المقارنة: .1

sin2(2( -أ

1

1 kK
K 

 

1لدينا                  sin 1k   

32sin1نجد    2بإضافة  العدد                  k 

1و منه                
sin2

1

3

1





k
 

بالضرب في                
1

2k
نجد  

1 1 1 1

2 3 2 (2 sin ) 2k k kk
  


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السلسلة               
1

1

2k
k





 .هندسية فهي متقاربة 

و بالتالي السلسلة                
)sin2(

1

21 kkk 





 متقاربة. 

 -ب
3

1 1n

n

n



 


 
*لدينا       3 3, 1n n n    

و منه :     
3 3 3 3

1 1 1

1 1

n

n n n n
  

 
. 

لكن السلسلة      
3

1

1

n n





   متقاربة و بالتالي
3

1 1n

n

n



 
. ا لسلسلة متقاربة 

 اختبار الجذر النوني:  .2

 -أ
3 1

1

2 n

n
n n





 

limحساب  n
n

n
U


. 

نضع 
3 12 n

n n
U

n



 

3 1

3 1

1
3

2
lim lim

2
lim

2
lim

0

1

n n

n
n

n nn n

n

n

n

n

n

U
n

n

n



 



















 

 

السلسلة          
3 1

1

2 n

n
n n





.متقاربة 

 -ب
1

(2 5)

1

n

n

n

n





 
 

 
 

limحساب  n
n

n
U


. 

نضع             
(2 5)

1

n

n

n
U

n

 
  

 
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(2 5)
lim lim

1

(2 5)
lim

1

2 1

n

n n
n

n n

n

n
U

n

n

n

 



 
  

 

 
  

 

 

 

و منه السلسلة 
1

(2 5)

1

n

n

n

n





 
 

 
 متباعدة. 

 اختبار المقارنة النسبي: .3

 -أ

2

2
1

3 5

2 ( 1)
nn

n

n n
a

n










 

لدينا    

2

2

3 3

2 2n n

n

n


  نضع

1

2
n n

b 

 
2

2

2

2

2

2

2

2

3 5

2 ( 1)
lim lim

1

2

3 5
lim 2

2 ( 1)

3 5
lim

( 1)

3
lim

3

1

n

n

n n
n

n

n

nn

n

n

n n

a n

b

n n

n

n n

n

n

n

 









 



 

 












 

1

1

2

n

n





 
 
 


سلسلة هندسية متقاربة و بالتالي السلسلة    

( )na

 متقاربة. 

 -ب
2

1 1n

n

n



 
  

نضع : 
1

n

n

b




   مع
1

nb
n

. 

2

2

2

2

1lim lim
1 1

lim
1

1 0

n n

n

n
nn n

n

n

n

n

 



  





 
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لكن السلسلة 
1

1

n n





   متباعدة و بالتالي
2

1 1n

n

n



 
 . السلسلة متباعدة 

اختبار النسبة : .1
1

4n

n n





 

نضع :              
4n

na
n

   ز منه
1

1

4

1

n

na
n



 


. 

1limحساب               n

n
n

a

a




 

1

1

1

4

1lim lim
4

4
lim

1 4

lim 4
1

4 1

n

n

nn n
n

n

nn

n

a n

a

n

n

n

n

n





 









 





 

 

و منه السلسلة          
1

4n

n n





 متباعدة 

 اختبار النسبة:

1

1

!n n





 

نضع :              
1

!
na

n
   1و منه

1

( 1)!
na

n
 


. 

1limحساب               n

n
n

a

a




 

1

1

( 1)!
lim lim

1

!

1
lim !
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!
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1
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0

n

n n
n

n

n

n

a n

a

n

n
n

n

n

n



 










 









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السلسلة 
1

1

!n n





قاربةمت. 

المتسلسلة باستخدام التعريف:
2

1

( 1)

( 2)n

n

n n








 

لدينا 
2

2

2 1
lim 1 0

2n

n n

n n

 
 


 

سلسلة ال
2

1

( 1)

( 2)n

n

n n








تباعدة م 

اختبار التقارب المتسلسلة المتناوبة:
1

2
1

( 1)

1

n

n

n

n








 

نضع            
2

(1)
1

n

n
a

n



 

و منه         
1 2
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( 1) 1
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n
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


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 
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1 2 2
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1

( 1) 1 1
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
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3 2 3 2
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     
 
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     


  

  
 

  

 

سلسلة الو منه          
1

n

n

a




 متناقصة. 

 ومن جهة أخرى .         

2
(2) lim lim 0

1
n

n n

n
a

n 
 


 

متناوبةالسلسلة لاو بالتالي        
1

2
1

( 1)

1

n

n

n

n








 تقاربةم. 

1اختبار التقارب المطلق والمشروط:

1

1
( 1)

(2 1)!

n

n n








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 ( بحث التناوب:1)

نضع :          
1

( )
(2 1)!

ni a
n




 

1ومنه         

1
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 
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 

 
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السلسلةو منه       
1

n

n

a




 متناقصة. 

و من جهة أخرى                          
1

( ) lim 0
(2 1)!n
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
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1متناوبةسلسلة الو بالتالي      

1

1
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n n







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متقاربة. 

اختبار رابي:
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(2 1)!

(2 3)!
n

n
a

n






 

2

2

1 (2 1)! (2 1)!

(2 3)! (2 1)!

4 2

4 10 6

n

n

a n n

a n n

n n

n n

  


 




 

 

2 2 2

2 2

2

2

2

4 2 4 10 6 4 2
lim 1 lim 1

4 10 6 4 10 6

8 6
lim 1

4 10 6

8 6
lim

4 10 6

2 1

n n

n

n

n n n n n n
n n

n n n n

n
n

n n

n n

n n

 





       
     

      

 
  

  

 
  

  

 
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سلسلة لاو منه          
1

(2 1)!

(2 1)!n

n

n








تقاربةم . 

باستخدام اختبار التكامل:
2n

dn

n





 

 و منه     

 

 

2 2

2

lim

lim ln

lim ln ln 2

n

n

n

n

n

dx dx

x x

x

n













 

 

 

 

سلسلة لاو منه          
2n

dn

n





ة.باعدمت 
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 حقيقيين:الدوال العددية لمتغيرين  .11

 تعريف :

 كل تطبيق : 2من Xنسمي دالة عددية لمتغيرين حقيقيين معرفيين على مجموعة جزئية  

2:

( , ) ( , )

f X

x y f x y

 
 

 :مثال

 دالة ال        

 2

2 2

: (0,0)

sin( )
( , ) ( , )

f

x xy
x y f x y

x y

 




 

 .yوxدالة عددية لمتغيرين حقيقيين هي           

 :مثال

 دالة ال        

2 2

:

( , ) 1

f X

x y x y



 
 

2بحيث  yوxمعرفة من أجلدالة  هي            2 1x y . 

 :مثال

)2: دالة لدينا ال         , ) 3 1f x y x y  (1,4).أوجدf.(0,0)f،( 1,9)f . 

(1,4) 5f ،(0,0) 1f  ،( 1,9) 8f  . 

 تعريف :

 كل تطبيق : 2من Xلمتغيرين حقيقيين معرفيين على مجموعة جزئية الحدود ةمتعددنسمي دالة  

,

0 0

:

( , )
m n

p q

p q

p q

p X

x y a x y
 




 

n,حيث  m و,p qa  من أجل كلpوq. 
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 :مثال

 دالة ال        

2

2

:

( , ) ( , )

p

x y f x y x xy y



  
 

 .yوxلمتغيرين حقيقيينالحدود ةمتعدددالة  هي           

 تعريف :

 كل تطبيق : 2من Xلمتغيرين حقيقيين معرفيين على مجموعة جزئية ناطقة نسمي دالة  

:

( , )
( , ) ( , )

( , )

f X

p x y
x y f x y

q x y




 

 .Xلا تنعدم في  qو yوxلمتغيرين حقيقيينالحدود ةمتعدد دوالqوpحيث

 :مثال

 دالة ال        

* *:

( , ) ( , )

f

x y
x y f x y

xy

 




 

 .yوxلمتغيرين حقيقيينناطقة دالة  هي           

 :التفسير الهندسي 1.11

f:2نسمي المساحة الممثلة للدالة               X     المجموعة ( , , ) / ( , )
f

x y z X z f x y    
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 :ملاحظات

ات متغير ذدوال  يمكننا التحدث عن الدالة المحدودة ، القيم الحدية لدوال ذات متغيرين حقيقيين كما هو معمول به في 
 حقيقي. 

 :1مثال 

 لتكن 

* *

2 2

:

( , ) ( , )

f

xy
x y f x y

x y

 




 

 محدودة. fالدالة               

2باستخدام  المتباينة               22 ab a b  نستنتج أن
1

( , )
2

f x y   وذاك من أجل كل* *( , )x y   . 

 :2مثال 

 لتكن 

2

2 2

:

( , ) ( , )

f

x y f x y x y



 
 

محدودة من الأسفل بـ  fالدالة              0,0. 

لدينا               2 2( , ) 0,0 (0,0)f x y x y f     2وذاك من أجل كل( , )x y  . 

 : النهايات 2.11

 تعريف :

عند fهي نهاية الدالة قول أن ن  1 2,a a. 

 و نكتب :

1 2( , ) ( , )
lim ( , )

x y a a
f x y


 

 :1مثال 

2 2

( , ) (0,0)
lim 0

x y
x xy y


  . 
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2 2

( , ) (1, 1)
lim 1

x y
x xy y

 
  . 

 :2مثال 

2 2( , ) (0,0)

1
lim

x y x y
 


2لان   2 0x y   2مع 2 0x y  . 

 :تمرين محلول

 أعداد حقيقية لدينا: yوxبين انه إذا كان .1
2 22 xy x y  

 لتكن الدالة  .2
 2

2

2 2

: (0,0)

3
( , ) ( , )

f

x xy
x y f x y

x y

 






 

)بين أنه من أجل كل  - , )x y من 2 (0,0) :لدينا
2

( , ) 4 ( , )f x y x y. 

حيث     
2 2

2
( , )x y x y  . 

 .(0,0)تقبل نهاية عندfثم استنتج ان -

 :حلال               

 لدينا: -1

 
2 2 2

2 2

0 2 0

2

x y x y xy

x y xy

     

  
 

)نبين أنه من أجل كل  -2 , )x y من 2 (0,0)أن:
2

( , ) 4 ( , )f x y x y. 

يمكن كتابة العلاقة السابقة كمايلي :

2

2
( , )

2

x y
xy . 

 و منه نستنتج و بإستخدام المتراجحة المثلثية :
2

2 2

2

2

2

( , )
3 ( , )

2( , ) 4 ( , )
( , )

x y
x y

f x y x y
x y



  

و منه 
( , ) (0,0)

lim ( , ) 0
x y

f x y


 

 :الاستمرارية 3.11

 ريف :اتع

قول أن الدالة  ن - 
2:f X   مستمرة عند 1 2,a a  إذا و فقط إذا كانت: 
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1 2

1 2
( , ) ( , )

lim ( , ) ( , )
x y a a

f x y f a a


. 

قول أن الدالة  ن -
2:f X  على مستمرةXمستمرة عند كل نقطة من  إذا و فقط إذا كانتX. 

 :1مثال

 الثابتة مستمرة.الدوال 

 :2تمرين محلول

 معرفة على كمايلي :fلتكن الدالة

2 2
( , )

xy
f x y

x y



)حيث   , ) (0,0)x y  

)و  , ) (0,0)f x y  حيث( , ) (0,0)x y . 

 ؟(0,0)مستمرة عندfهل الدالة -

 :حلال               

xنضع y t 0وt  نجد:
1

( , )
2

f t t . 

و بالتالي 
( , ) (0,0)

lim ( , ) (0,0)
x y

f x y


 أي أن الدالةf (0,0)عندغير مستمرة. 

 :الاشتقاقية 4.11

 :المشتقات الجزئية 1.4.11

y,ذات متغيرين حقيقين دالة fإذا كانت    x0و 0 0( , ) fm x y D. 

 :1تعريف 

:0دالة إذا كانت ال  ( , )xf x f x y0معرفة في جوارx 0بحيث 0( , ) fx y D. 

عند  xبالنسبة للمتغير الحقيقيfنقول أن هذه المشتقة هي المشتقة الجزئية للدالة0xعند الاشتقاقxfإذا قبلت الدالة -

0النقطة  0( , )x y. 

نرمز إلى هذه المشتقة بالرمز و  -
'

xfأو
f

x




 بحيث:

0

'

0 0 0 0

0 0 0

0

( , ) ( , )

( , ) ( , )
lim

x

x x

f
f x y x y

x

f x y f x y

x x










 

 

 :2يف رتع
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:0دالة إذا كانت ال  ( , )yf y f x y0معرفة في جوارy 0بحيث 0( , ) fx y D. 

عند  yبالنسبة للمتغير الحقيقيfنقول أن هذه المشتقة هي المشتقة الجزئية للدالة0yعند الاشتقاقyfإذا قبلت الدالة -

0النقطة  0( , )x y. 

نرمز إلى هذه المشتقة بالرمز و  -
'

yfأو
f

y




 بحيث:

0

'

0 0 0 0

0 0 0

0

( , ) ( , )

( , ) ( , )
lim

y

y y

f
f x y x y

y

f x y f x y

y y










 

 :ملاحظة

'إذا وجدت المشتقات الجزئية         

Xf و'

yfنقول أن الدالةf.قابلة للاشتقاق 

 :قاعدة

 هيمشتقتها بالنسبة لأحد المتغيرين مع إبقاء المتغير الثاني ثابت . fمشتقة الدالة         

 :مثال

: كمايلي2المعرفة على  دالةال دالةلتكن ال            
4 3: ( , ) ( , )f x y f x y x y. 

3لدينا :             3( , ) 4
f

x y x y
x





 ،4 2( , ) 3

f
x y x y

y





،(1, 2) 36

f

x





 ،(1, 2) 12

f

y





. 

 التفسير الهندسي: 2.4.11
o ليكنS  السطح ذو المعادلة( , )z f x y0و 0 0 0( , , )M x y z النقطة منS ذات الإحداثيات

 0 0 0 0 0, , ( , )x y z f x y  في معلم
xyzO. 

o تقاطع السطحS مع المستوي' ' 'y O z 0ذو المعادلةx x هو منحنى 
0xC. 

o في هذا المستوي 
0xC هو منحنى الدالة

0( ) ( , )yz f y f x y  و'

0 0 0 0( , ) ( , )y

f
f x y x y

y





هو 

ميل المماس للمنحنى  
0xC0في النقطةM. 
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 :أمثلة

كمايلي :2المعرفة على  دالةلتكن ال .1
2 2: ( , ) ( , )f x y f x y x y 

. 

'لدينا : ( , ) ( , ) 2x

f
f x y x y x

x


 


 ،' ( , ) ( , ) 2y

f
f x y x y y

y


 


. 

كمايلي :2المعرفة على  دالةلتكن ال .2
3 2: ( , , ) ( , , ) 5 2f x y z f x y z x y z  . 

'لدينا : ( , , ) ( , , ) 5x

f
f x y z x y z

x


 


 ،' 2( , , ) ( , , ) 3y

f
f x y z x y z y

y


 


،' ( , , ) ( , , ) 4z

f
f x y z x y z z

y


  


. 

المعرفة على  دالةلتكن ال .3 2 (0,0) : 2كمايلي 2

2
: ( , ) ( , )

x y
f x y f x y

x y





. 

 

 

 

 

'

2 2

2
2 2

2 2 2

2
2 2

2 2

2
2 2

( , ) ( , )

2 (2 )(2 )

2 2 4 4

2 2 4

x

f
f x y x y

x

x y x y x

x y

x y x xy

x y

x y xy

x y





  




  




  




 

 

 

 

 

'

2 2

2
2 2

2 2 2

2
2 2

2 2

2
2 2

( , ) ( , )

(2 )(2 )

4 2

4

y

f
f x y x y

y

x y x y y

x y

x y xy y

x y

x y xy

x y





  




  




 



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 :المشتقات الجزئية من رتب أعلى 3.4.11

y,ذات متغيرين حقيقين دالة fإذا كانت   x تقبل الاشتقاق مرتين ، فإننا نعرف المشتقات 

 الجزئية من الرتبة الثانية  كمايلي:

1-  2

2
" '

xx
f f f

x x x

 
 
  

 . 

2-  2

2
" '

yy
f f f

y y y

 
 
  

. 

3-  
2

" '

xy yf f f
x x y

 
 
  

. 

4-  
2

" '

yx xf f f
y y x

 
 
  

. 

 :مثال

: كمايلي2المعرفة على  دالةال دالةلتكن ال
4 3: ( , ) ( , )f x y f x y x y. 

3لدينا :             3( , ) 4
f

x y x y
x





 ،4 2( , ) 3

f
x y x y

y





. 

 :مبرهنة شواتز 4.4.11
في جوارfدالة إذا قبلت ال 

0 0( , )x y  مشتقات جزئية"

xyf و"

yxf : مستمرة ، فهي متساوية" "

xy yxf f 

 ملاحظة:

 .2يمكن تعميم المبرهنة لعدة متغيرات و مشتقات جزئية ذات رتب اكبر من          

 مثال:

: كمايلي2المعرفة على  دالةال دالةلتكن ال
2 3 2: ( , ) ( , )f x y f x y x xyz xyz z   . 

2لدينا:       2

(3) (3)( , , ) 6 ( , , )
xz z x

f x y z yz f x y z . 

 معادلة لابلاس: 5.4.11

"قابلة للاشتقاق فمعادلة لابلاس هي : fاذا كانت الدالة            " 0xx yyf f . 

 مثال:

:2كمايلي: 2المعرفة على  دالةال دالةلتكن ال ( , ) ( , ) (2 )yf x y f x y e Cos x. 
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'

2

( , ) ( , )

2 (2 )

x

y

f
f x y x y

x

e sin x





 

و منه  

2
"

2

2

( , ) ( , )

4 (2 )

xx

y

f
f x y x y

x

e cos x





 

. 

 ومن جهة أخرى       

'

2

( , ) ( , )

2 cos(2 )

y

y

f
f x y x y

y

e x





 

و منه  

2
"

2

2

( , ) ( , )

4 cos(2 )

yy

y

f
f x y x y

y

e x







. 

"و بالتالي :     " 2 24 cos(2 ) 4 cos(2 ) 0y y

xx yyf f e x e x    . 

 معادلة لابلاس.و منه الدالة حققت       

 ) قاعدة السلسلة ( :المشتقات الدوال المألوفة 6.4.11

)إذا كانت   , )w f x y  حيث( , )x g r sو( , )y h r s:فإن 

w w x w y

r x r y r

    
 

    
و

w w x w y

s x s y s

    
 

    
. 

 مثال :

wإجاد         

r




و 

w

s




2حيث : sوrبدلالة   2w x y ،x r s ،y r s . 

'لدينا           ( , ) 2 2 2xw x y x r s    و' ( , ) 2 2 2yw x y y r s  . 

1
x

r





 ،1

x

s


 


 ،1

y

r





 ،1

y

s





 . 

2)ومنه                 2 ) 1 (2 2 ) 1 4
w

r s r s r
r


      


 . 

2)و                   2 )( 1) (2 2 ) 1 4
w

r s r s s
s


      


 

 تمارين : 5.11

 :1تمرين 

2أحسب        

"

x
f ،2

"

x
f،2

"

y
f،

"

xyf،
"

yxf: للدوال التالية 

1- ( , ) ln( )f x y xy. 

2- 
2 3( , ) yf x y x e. 
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3- ( , ) xyf x y e. 

 :2تمرين 

أثبت أن         
2 2

2 2

w w

x y

 


 
 للدوال التالية : 

1- 
( , ) cos( ) sin( )w x y x y x y   

. 

2- 
( , ) cos(2 2 ) sin( )xw x y x y e y  

. 

 :3تمرين 

 بين أن للدوال التالية تحقق معادلة لابلاس :       

1. 2 2( , ) lnf x y x y . 

2. 
3( , ) sin(3 )xf x y e y. 

 :4تمرين 

"اثبت أن  "

xy yxf f : لكل ممايلي 

1. ( , )
x

f x y
x y




. 

2. 
2 2( , ) cos( )f x y x y 

 

3. 
3( , ) sin(3 )xf x y e y. 

 :5تمرين 

"باستخدام  "

xy yxf f أوجد قيمة الثابتa و التي توجد من أجله الدالة( , )f x y  بحيث يكون' 23xf axy y  

'و 2 6yf x xy . 

 :6تمرين 

)إذا كانت   , )w f x y  حيث( , )x g r sو( , )y h r s ، أحسب قاعدة السلسلةباستخدام
w

r




و

w

s




. 

1. ( , , )w f x y z xyz   حيثx t،
2y t و

3z t. 

2. 
2 2( , )w f x y x y    حيثcosx tوsiny t. 

3.  2 2( , ) lnw f x y x y    2حيثcosx t2وsiny t. 
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