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 مثل مختلفة مواضيع لدراسة ضرورية أداة الحديث الجبر فروع أحد هو الذي الخطي الجبر يعد

 الخطي الجبر أصبح وقد العلوم من وغيرها الاجتماع وعلم والإحصاء والاقتصاد والكيمياء الفيزياء
 .العلوم من كثير في المطلوبة الرياضية الخلفية من أساسيا ً جزءا ً يشكل الأخيرة السنوات في

دوراً هاماً فى التعبير عن العلاقات الرياضية متعددة  من اهم المحاورفهي تلعب المصفوفاتتعتبر 

المتغيرات بشكل بسيط يسهل فهمه وبالتالى وضع الحلول لهذه العلاقات، فضلاً عن ذلك فإن 

المصفوفات لها مجالات تطبيقية عديدة فى الاقتصاد والإحصاء وبحوث العمليات وغيرها من 

 .العلوم الأخرى

 اقتصادية علوم مشترك جذع الأولى السنة لطلبة منهجي كمقرر المطبوعة هذه استخدام يمكن
 التوجه كان هذا ومن ألأخرى للعلوم مهم وكمصدر 2 الرياضيات لمقياس التسيير وعلوم وتجارية

. جديدة بإضافة العربية المكتبة ولرفد الأعزاء طلبتنا أيدي بين نضعه المتواضع الجهد بهذا للإسهام

ًفصول تتةس هًالمطبوعةًتحتويًعلىهذ

ً:الفصولًالخمسةًالأتيةً

ًًالفضاءاتًالشعاعية:ًالفصلًالأولًًًًًً  

ًالتطبيقاتًالخطية:ًالفصلًالثانيًً

ً المصفوفاتًوالمحددات:ًالفصلًالثالثًً

ًجملًالمعادلاتًالخطية:ًالفصلًالرابعًً

 .القيم الذاتية والأشعة الذاتي: الفصل الخامس  

 .مقترحة وأخرى محلولة وتمارين بالدرس تذكير على فصل كل يشمل 

 أخرى ونمادخ الماضية للسنوات امتحانات نماذج بعض حلول دسالسا الفصل يتضمن وأخيرا ً
 .للامتحانات الجيد التحضير من الطالب يتمكن حتى مقترحة
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ه المطبوعةالرموز المستعملة في هذ  

(إذاًكانًفإن)ًاستلزامايسمىًً  ًً 

(إذاًوفقطًإذا)منطقياًتكافؤا  يسمى  ًً 

(ًًمنًاجلًكلًعنصر)او(ًمهماًيكن): تعنيً     ً ًً 

يوجدًعلىًالأقل:ًًتعني ً    ًًً 

عنصرًوحيديوجدًًًً:تعني ًً ! ًًًً 

ًًً E ًًعناصرًعددً CardE   ً 

f ًالتطبيقًصورة  Im f ًًً 

ًًًKer fً التطبيقًنواةfً

ًًً1 2E Eً1ًلـًمجموع المباشرالEًً2وEً

ًًًًdim Eً  ش.فالًدـعب.ًEًًًعلىًالحقل

ً ً mnMًرسطًذاتًمجموعة المصفوفاتmًوnًعناصرهاًمنًعمود

ًًًً
tA المصفوفةًًمنقولAًً

ًًً
1A

 Aالمصفوفةًالمربعةًًمقلوبً

 det A  Aالمصفوفةًالمربعةًًًمحددً 

ًًdet ijAًرقم السطرًمن حذف  المصفوفةًالناتجةًمحددiوالعمودًرقمjفيAًً 

ً AP ًللمصفوفةًالمربعةًًكثير الحدود المميزAًً

ًًًًEًالمرفقًبالقيمةًالذاتيةًًالفضاء الشعاعي الذاتيً

ًًً( )rg Aًالمصفوفةًًمرتبة mnA M 

ً iًً رقمًًالسطرiً
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jcًًرقمًًالعمودjً

ًًًًو  "معناها  "ً

ًًًًأو ً"ًمعناها" 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

6 
 

   الفضاءات الشعاعية: الفصل الأول

 تذكير بالدرس 

 الفضاء الشعاعي الجزئي 

ً.EمجموعةًجزئيةًمنFًًوًًفضاءًشعاعيًعلىًالحقلEًًليكنًًًً  

 :تحققتًالشروطًالأتية إذاًوفقطًإذاEًفضاءًشعاعيًجزئيًمنFًًنقولًأنًً      

1) 0

2) , y ,  

3) ,  ,   

E F

x F x y F

x F x F 



   

    
 

 :أو بطريقة أخرى    

1) 0

2) , y ,  , ,  ( )

E F

x F x y F   



     
                      

 :ملاحظـــــــة 0EًوEًًفضاءانًشعاعيانًجزئيانًمنE 

 المزج الخطي    

منnًًً،ًالتبديليعلىًالحقلًً.ش.فEًليكنً: تعريف  
*INًًالأشعةًوعائلة   

1i i n
u

 
  ،Eمنًً

  ًالسلمياتًولنعتبرًعائلة 
nii 1

ًًمنًالحقلKًعندئذ،: 

1ًًًًيدعىًالشعاعً-   1 2 2. . ... .n nu u u u     ًًً للأشعةمزجًا خطيا 
1i i n

u
 .ً

 الإستقلال الخطيًً 

nليكنً:عريفت     منًً 
*INً.ًعائلةًنقولًعن 

1i i n
u

 ًًش.فالـًمنًعناصر.E 

منًالسلمياتً إذاًكانًمنًأجلًكلًعائلةً،ًحرة جملةإنهاًًأوخطيا  ستقلةمإنهاًًًالتبديليًعلىًالحقلً

 
1i i n


 

ًلدينا:ًًً     
1

. 0 0 :1
n

i i E i

i

u i i n 


     ً

   (0E ً(.ًعلىًالترتيبًالتبديليًالحقلًوصفرEًً.ش.صفرًالفًنيمثلا 0و 

الجملةًًإذاًلمًتكن :ـةملاحظــ   
1i i n

u
 ًمستقلةًخطياًنقولًأنهاًمرتبطةًخطيا          
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 المجموعة المولدة               

نقولًأنًالمجموعةًًًًًًًًًًًًًًًً 1 2, ,......., nF u u u
ً

 :إذاًوفقطًإذاEًمولدةًلــً

ً:أيFًًلأشعةمزج خطي  بشكلEً  يمكنًكتابةًكلًشعاعًمنًًًًًًًًًًًًًً 

ًًًًًًًًًًًًًًً1 2 1 1 2 2,  , ,..., / ......n n nu E u u u u            ً

 الأساس والبـــعد  ً   

وليكنًفضاءًشعاعيًعلىًالحقلEليكنًًً:الأساس     1 2, ,......, nF u u uًً

 إذاًوفقطًإذاEًًأساسًللفضاءًالشعاعيFًنقولًأنEًمجموعةًجزئيةًمنً          

ً:تحققًالشرطانًالأتيان      

ًًًًًًًًًًًًًًًً1)ًF  مولدة لـــE 

ًًًًًًًًًًًًًًًًً2)ًFًًًمستقلة خطيا    

Fً    CardFنسميًعددًأشعةًالأساسً:دــعـالب     Eالفضاءًالشعاعيًًبعـــد   

dim   ونرمزًلهًبالرمزً E ونصطلحdimEبإختصارأو    dim 0 0       

nEأيًًفضاءًشعاعيًذوًبعدًمنتهEًإذاًكانً  :ــظةملاحــــ  dimًًفإن:ً

dim

   

CardF E 



 

nEفضاءًشعاعيًذوًبعدًمنتهًًأيEًًليكنً  :مبرهنة     dimًالحقلعلى 

)  (EًفضاءاًشعاعياًجزئياًمنFًوليكنًً  EF ًفإن:ً

 ًًً1)ًًdim dimF Eً

ًًًً2)ً  FEEF   dimdimً

 :فإنعلىًالحقلEً.ش.منًالف.ًج.ش.ف2Eًو1Eًً:مبرهنة    

ًًًًً1 2 1 2 1 2dim( ) dim dim dim( )E E E E E E   ً

ًًوًفضاءينًشعاعيينًعلىًالحقل2Eًو1E :مبرهنة    

1 :إذاًكان    2dim  m id وE n E m  

 E ً مستقلة خطيا أو مولدة لــ F  
 E  F  أساس للفضاء الشعاعيًً
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1:ًًًًفإنًً   2 1 2dim( ) dim dimE E E E n m    ًًً

 علىًًالحقلEًش.منًالفًج.ش.ف2Eًو1Eًًيكنً          :ريفاتع        

 :جزئيين  تقاطعًفضائينًشعاعيين 1 21 2
 :    x E x E x EE E      

 :اتحادًفضاءينًشعاعيينًجزئيين 
 1 2 1 2 :      E E x E x E x E    

ً

 :مجموعًفضائيينًشعاعيين           
 1 2 1 2  / Eو    E x y x E y E    ً

1بالرمز2Eًًو1Eًلــًًللمجموع المباشر  2
E Eًونكتب:

 

 1 2
1 2

1 2

 0

 

EE E
E E E

E E E






  

 ً

2E  أو2Eًلـًًضافي إ   فضاء ًهو1Eًونقولًحينئذًإنً ً.1Eًلـًفضاء إضافيهوً 

لــًًلمجموع المباشراوًًجزئيينًمجموعًفضائيينًشعاعيينو   فضاءينًشعاعيينًجزئيينتقاطعً  :مبرهنة

ً.Eمنً.ًج.ش.فً  هوًكذلكEًً.ش.فمنًًجزئيينًفضائيينًشعاعيين

ً   بشكلًعامًفضاءاًشعاعياًجزئياًًليساتحادًفضاءينًشعاعيينًجزئيينًً: ملاحظة    

1 :    نتيجة  ً     ًًً 2 1 2
dim( ) dim dimE E E E  ً 
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 تمارين محلولة  

ً:لتكنًالمجموعةًالتالية :التمرين الأول 1 2 3(1,1,1), (1, 1,1), (1,1,0)F e e e  

تشكلًأساساًلــFًًبينًأنًًًًً
3

ً

 : الحـــــــــــــــــل   

بماأنًًًًً 
3dim 3CardF  ً1ًيكفيًأنًنبينًأنًالأشعة 2 3

1 1 1

1 ; 1 ; 1

1 1 0

e e e

     
     

     
     
     

ًمستقلةًخطياً

1يكفيًأنًنبينًًًً 2 3 0 0e e e            

ًً 3

1 1 1 0

1 1 1 0 0 0

1 1 0 0

  

        

 

        
     

                
             

  

1ًالمجموعةومنه     2 3

1 1 1

1 ; 1 ; 1

1 1 0

F e e e

      
      

       
      

      

تشكلًأساسًلـ خطياًفهيًمستقلةً
3

 

 :التمرين الثاني

الشعاعي  فضاءينًشعاعيينًجزئيينًمنًالفضاء2Eًو1Eًليكن
2

ً:معرفينًكمايلي

   1 1

2 2( ,0) ,   , (0, ) ,  E Ex x y y     ً

1هل 2E Eًً2ليسًفضاءاًشعاعياًجزئياًمن
 ؟

:ًلدينا 1 2 1 2/ Eأو   E v v E v E  ً

1ليكنًًًً 1 1 1 2(3,0) Vv v E E  ًًً2و 2 2 1 2(0,2) Vv v E E  ً

1لكنً 2 1 2(3,0) (0,2) (3,2)v v E E     

1ومنه 2E Eًًليسًفضاءاًشعاعياًجزئياًمن
2

 

  :الثالث  التمرين   
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ًالحقيقي.ًش.جًمنًالف.ش.منًبينًالمجموعاتًالتالية،ًعينًتلكًالتيًتمثلًف  

ًً
3

ً:معًالتبريرً

 

 
 

 

 

 

3

1

3

2

3

3

4

3 2 2 2

5

3

6

( , , ) / ,  

( , , ) / 0

(1, , ) / ,

( , , ) / 2 , 0

( , , ) / 1

( , , ) / 0

E x y z x y z a a

E x y z x

E y z y z

E x y z x y z

E x y z x y z

E x y z x y z

     

  

 

   

    

    

 

 : الحـــــــــــــــــل    

 3

1 ( , , ) / ,  E x y z x y z a a       

(0,0,0)1محققًًغيرًالشرطًالأول  أنًنلاحظ     Eًً1إذنEًليستًفضاءًشعاعياًجزئياًمن
3

ً 

 3

2 ( , , ) / 0E x y z x   

3:ًًالشرطًالأولًمحققًلأن    20 (0,0,0) E ً 

)نأخذًمثلاً:ًلأنً الشرطًالثالثًغيرًمحققًً   3,2,1)X  ًًً2و  

)22 عنذئذًً  3,2,1) (6,4, 2)X E       

ليستًفضاءًًشعاعياًجزئياًمن2Eًً ومنهًًً 
3

 

 3 (1, , ) / ,E y z y z  

3 30 (0,0,0) E ً3إذنEًًليستًفضاءًشعاعياًجزئياًمن
3

ً 

 3

4 ( , , ) / 2 , 0E x y z x y z    

   1)ً3 40 (0,0,0) E ً 

ًًً2)ً4 4( , , ),  ( ', ', ') ,  ,  X x y z Y x y z E X Y E           ً
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ً
)',','(               

)',','(),,(               

)'''(),,(

zzyyxx

zyxzyx

zyxzyxYX













 

ًًًًًً' 0z z  ًو' 2( ')   X Y A x x y y          ً

 :بما أنًًًًً

' 2 2 ' 2( ')x x y y y y         ً

'ًو 0 0 0z z        ً

4Xوًمنهً Y E   

فضاءًشعاعيًجزئيًمنDًًومنهًًًًًً
3

. 

 3 2 2 2

5 ( , , ) / 1E x y z x y z     

نأخذًمثلاً:ًلأنً الشرطًالثالثًغيرًمحقق   
1 1 1

( , , )
3 3 3

X ً3ًًو  

 عنذئذ    
1 1 1

3( , , ) (1,1,1)
3 3 3

X  ًًو
2 2 21 1 1 3 1   ًً5وًمنهX E ًً5 إذنEًًليست

فضاءًًشعاعياًجزئياًمنً
3

ً

    

 3

6 ( , , ) / 0E x y z x y z    ً

ً:نتحققًمنًالشرطينً  

1)30 0 0 0 0 (0,0,0) A     ً 

2)( , , ),  ( ', ', ') ,  ,   X x y z Y x y z A X Y A           ً

)',','(               

)',','(),,(               

)'''(),,(

zzyyxx

zyxzyx

zyxzyxYX













ً

ًًًًً0'''  zzyyxxAYX  

 :                 بما أن      
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0                                            

00                                            

)'''()('''









 zyxzyxzzyyxx

ً

AYXإذنً   

فضاءًشعاعيًجزئيًمن6Eًًومنهًًًًًً
3

. 

  :رابعال  التمرين  

ًالحقيقي.ًش.جًمنًالف.ش.،ًعينًتلكًالتيًتمثلًفالتاليتينينًتمنًبينًالمجموع  

ًً
4

ً:معًالتبريرً

 

 

4

1

4

2

 ( , , , ) :  

 ( , , , ) : 1 

E x y z t x z

E x y z t x z

  

   
 

 :الحـــــــــــــــــل   

 1  ( , , , ) : , ,  E x y x t x y t ًمنً.ًج.ش.هوًف
4

ً:إذ أن،ً

4:ًالشرطًالأولًمحققًلأنًًًًًً 10 (0,0,0,0) E ً 

)1   :ًًًولديناًًًًً , , , ),  ( , , , ) ,  , ; x y z t x y z t E        ً

1

( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )

                                            ( , , , )

x y z t x y z t x y x t x y x t

x x y y x x t t E

   

       

             

        
ً

  4

2 ( , , , ) : 1E x y z t x z   ًمنً.ًج.ش.ليسًف
4

،ً

)2 :من أجل   إذًأنهًمثلاًً , , , ) (0,5,1, 3)x y z t E  ًو

ًً 2( , , , ) ( 1,7,2,3)x y z t E       2و   ً1ًو  ًًًلكن

2

( , , , ) ( , , , ) 2 (0,5,1, 3) 1 ( 1,7,2,3)

                                             (0 1,10 7,2 2, 6 3)

                                             ( 1,17,4, 3)

x y z t x y z t

E

             

     

   
 

 :لتكنًالمجموعتينًالأتيتينً:التمرين الخامس   
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   1 2(0, , ) / ,  ,   ( ,0, ) / ,V y z x y V x z x z   ً

يشكلًفضاءًشعاعيًجزئيًمنًالفضاء2Vًًو1Vًًبينًأنًكلًمنً (1   
3

ً

1أوجدً (2    2V V VًًثمًبينًأنVًًيشكلًفضاءًشعاعيًجزئيًمن
3

ًًًًًًًًًًًًًً

1تحققًمنًأنً(3ً    2V Vًًليسًفضاءًشعاعيًجزئيًمن
3

 

 :الحـــــــــــــــــل

فضاءًشعاعيًجزئيًمن1Vًًإثباتًًأنً(1ً   
3

 

3:ًمحققًلأنًًالشرط الأول(1ًًًًً 10 (0,0,0) V ً 

1ًالشرط الثانيًً 1(0, , ),  (0, ', ') ,  ,  X y z Y y z V X Y V           ً

     ً

1

(0, , ) (0 ' ')

               (0, , ) (0, ', ')

               (0, ', ')

X Y y z y z

y z y z

y y z z V

   

   

   

    

 

   
ً

1Xوًمنهً Y V   

فضاءًشعاعيًجزئيًمن1Vًًومنهًًًًًً
3

. 

فضاءًشعاعيًجزئيًمن2Vًًوبنفسًالطريقةًنثبتًأنًًً  
3

.ً

1إيجادًً (2ً    2V V V 

1 2

1

2

1 2

و 

(0, , ),  y,z

( ,0, ),  x,z

(0,0, ),  z

X V X V X V

X V X y z

X V X x z

X V V X z

   

   

   

   

 

ومنهًًًًًًًًًًًً 1 2 (0,0, ),  zV V z  

1وبنفسًالطريقةًالسابقةًنثبتًأنًًً   2V Vًًفضاءًشعاعيًجزئيًمن
3

.ً

1التحققًمنًأن3ً)  2V Vًًليسًفضاءًشعاعيًجزئيًمن
3

 

1نأخذًمثالًمضادًأيًنأخذًًًًً 2,X Y V V
1وًنجدًً 2X Y V V ً
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1نأخذًمثلاًًًًً 2(0,1,1)X V V ً1و 2(2,0,2)Y V V ًً

1عنذئذً     2(2,1,2)X Y V V  
ًًومنهًالشرطًالثانيًغيرًمحققً

1ً:إذن ً     2V Vًًليسًفضاءًشعاعيًجزئيًمن
3

ً

 :التمرين السادس   

فضاءينًشعاعيينًجزئيينًمنًالفضاءًالشعاعي2Vًو1Vًليكن     
3

ً:كماًيلي  معرفينً

   1 2( , , ) / 2 ,       V ( , , ) / 0V x y z x y y z x y z y z       

2Vًو1Vًأوجدًأساسًلكلًمنً(1ً

1أوجدًأساسًوبعدً (2 2V +V 

 الحـــــــــــــــــل   

2Vًو1Vًدًأساسًلكلًمنًاجإي(ً  1

لديناً   1 ( , , ) / 2 ,V x y z x y y z    

1

2

2 1 1

( , , ) 2 ,  

                          ( , , )

                          ( , , )  

X x y z V x y y z

X y y y

X y

     

  

  
ً

المجموعةًًومنهً 1 2 1 1( , , )e ًً1مولدةًلـVًفهيًتشكلًًإذنًتألفًمنًشعاعًواحدًفهوًمستقلًخطيًوبماًأنهاًت

1Vًأساسًلـً

بنفسًالطريقةًلديناً      2V ( , , ) / 0x y z y z  ً

2

(0, 1,1)

( , , ) 0

                          

                          ( , , ) 

                          (1,0,0)  

x z z

x z

X x y z V x y

x y

X

X 

    

  

  

  

ً

المجموعةًًومنه     2 3
(0, 1,1)(1,0,0),  e e ًً2مولدةًلـVً
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 2 3
,e e31مستقلانًخطيا 2, ,  0 0e e             

1 2

0

0 0 0

0

e e



    






       
 

 

ومنهً     2 3
(0, 1,1)(1,0,0),  e e ًمستقلانًخطيا

ًإذن      2 3
(0, 1,1)(1,0,0),  e e ًً2تشكلًأساسًلـVً

1إيجادًأساسًوبعدً (1 2V +Vً

1 2 1 2 1 1 2 2\ ,X V V X X X X V X V      ً

إذنًواضحًأنًالأشعةًً   1 2 3
2 1 1 (0, 1,1)( , , ), (1,0,0),  e ee  ًً1لـً مولدة 2V +Vً

ًيبقىًالتأكدًمنًالإستقلالًالخطيً    

ًً 1 2 3
, ,e ee31مستقلةًخطيا 2 3, 0, ,  0e e e                 

31 2 3

2 0 ..........(1)

0 0   ............(2)

0    ............(3)

e e e

 

    

 

  


     
  

 

0نجدًً (3)وً  (2)بجمعًً  ًًبالتعويضًبقيمةً0نجدً (2)وً  (1)في    ً

الأشعةإذنًً    1 2 3
2 1 1 (0, 1,1)( , , ), (1,0,0),  e ee  ًًمستقلانًخطيا

1وبالتاليًفهيًتشكلًأساسًلـ   2V +Vًً1ومنه 2dim( ) 3V V  

 :التمرين السابع   

ً:لتكنًالمجموعةًالتالية      1 2 3(1,1,1), (1, 1,1), (1,1,0)F e e e ً

تشكلًأساساًلــFًًبينًأنًًًًً
3

 

 : الحـــــــــــــــــل   
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بماأنً    
3dim 3CardF  ًً1يكفيًأنًنبينًأنًالأشعة 2 3

1 1 1

1 ; 1 ; 1

1 1 0

e e e

     
     

     
     
     

مستقلةًً

 خطيا

ًً 3

1 1 1

1 1 1 0 0

1 1 0

     

     
     

            
     
     

ًًةالأشعًبماًأن     ً    

1ًالمجموعةومنه    2 3

1 1 1

1 ; 1 ; 1

1 1 0

F e e e

      
      

       
      

      

تشكلًأساسًلـ 
3

ًًً 

 :التمرين الثامن   

ً.:ج.ش.الف4IRًالحقيقيً.ًش.لنعتبرًفيًالف  

2 1 2 1 1 2 3

1 0 1 0 0

0 2 1 1 0
,  , و  ,

1 1 0 1 1

0 1 0 0 1

E w w E v v v

            
            
                     

            
                        

. 

1dimأوجدً.1ًًً Eًً2وdim E.ً

اًلـأوجدً.2ً    ًأساس  21 EE .ً

استنتجً.3ً   21dim EE ًًاًلـثمًأوجد ًأساس  21 EE .ً

هلً.4ً    21

4 EEIR ًً؟ًبررًالإجابة.ً

 : الحـــــــــــــــــل    

اًلديناًفرض .1 1 1 2 3, ,E v v vًولنختبرًالاستقلالًالخطيًللأشعة،ً

ًًًً321 ,, vvvً4ًفيIR:ً

IRليكنًًًًًً   41ًبحيث,, 2 3. . . 0v v v    ًًًومنه:ً
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





















































































0

0

0

0

1

1

0

0

.

0

1

1

0

.

0

0

1

1

. ً

ًًوهوًماًيكافئًًًً





















0

0

0

0









0،ًأيًأنًً ً،ً

إذنًالجملةًًًًًًً  ,, 321 vvvًً4مستقلةًخطياًفيIR.ً

ومنهًًًًًًًً 1 1 2 3dim , , 3E v v v .ًً

اًًًًً   ولديناًفرض  2 1 2,E w wًولنختبرًالاستقلالًالخطيًللشعاعين،ًً

ًًًًً21, wwً4ًفيIR:ًًليكن, IR  ًًبحيث

41 2

1 0 0

0 2 0
. . 0 . .

1 1 0

0 1 0

w w   

     
     
         
     
     
     

ً

ًوهوًماًيكافئ  





















0

0

02

0









0أيًأنًً ًًإذنًالجملة،  , 21 wwً  مستقلةًخطياًفي
4IR.   

ومنهًً  2 1 2dim , 2E w w .ً  

أساسًلـإيجادً.2ً    21 EE :ًًليكن 21 EEx ً21،ًإذن xxx ًحيث:ًً

 1 1 1 2 3, ,x E v v v ًًو 2 2 1 2,x E w w ،ًًًأيًأنهًتوجدًخمسةًأعداد   حقيقيةًً,,,,

21321     :ًبحيث ..... wwvvvx  ً

ً:ًوبماًأنهًمنًالسهلًالتحققًمنًأن  

:ًفإن            1321 .... wvvvx  .ً
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ولكونًالجملةً       ,,, 1321 wvvvً4الحقيقيًً.ش.الففيًًمستقلةًخطياIRً،  الجملةًًفبالتاليًينتجًأن

  ,,, 1321 wvvvًاًل ًـتشكلًأساس  21 EE ،ً

 أيًأنًًً   1 2 1 2 3 1 , , ,  E E v v v w ًًو،  4dim 21  EEً 

ذاًيعنيًوه)     4

21 IREE .)ً

حسابً.ً 3   21dim EE :ًً

لديناً   1 2 1 2 1 2dim dim dim dimE E E E E E   ً

وبالتاليً   1 2 1 2 1 2dim dim dim dim 3 2 4 1E E E E E E       .ً

أساسًلـإيجادً      21 EE :ًًلكون  1dim 21 EE ًمنًشعاعً  جملةًمكونة         كل  اعتبار،ًفإنهًيمكن

وحيدًغيرًمعدومًمنً 21 EE ًكأساسًلهذاًالفضاء. 

ً:أنًيمكنًالتحققًبسهولةًً
21

1 2 3 1 2

        EE

v v v w w



   
ً:،ًإذن

الشعاعًًًًً 2121321 EEuwwvvv ًًلتاليباًوًغيرًمعدوم:ً

ًً   1 2

1

2

2

1

E E u

  
  
     
  
    

ًوالجملة،ً 















































1

2

2

1

uًًتشكلًأساساًلـ 21 EE .ً 

  4. 4

1 2IR E E  لأنًً    1 2
0

E
E E u     

 :تاسعالتمرين ال   

ً:التيًمنًأجلهاmًماًهيًقيمًالعددًالحقيقيً     

يكونًالشعاعً     

1

2w

m

 
 

  
 
 

مزجاًخطياًللشعاعينًً

1

2

3

u

 
 


 
 
 

وًً

1

1

1

v

 
 

  
  

 ؟

ً:لـــــــــالح   



 

19 
 

يكونًالشعاعًًً  

1

2w

m

 
 

  
 
 

مزجاًخطياًللشعاعينًً

1

2

3

u

 
 


 
 
 

وًً

1

1

1

v

 
 

  
  

 

u :بحيثًوًًدانًحقيقيانًعدوفقطًإذاًوُجدًإذاًً    v w  ً

يعني

1 1 1

2 1 2

3 1 m

 

     
     

 
     
          

   يكافئىًً

1.............(1)

2 2............(2)

3 ...........(3)m

 

 

 

 


 
  

ً

1نجد(2ً)و(1ً)بحلًالمعادلتينًًً ً0و ًًوبالتعويضًبقيمةًوً

3mنجدً(3ً)فيًًًً  

 :التمرين العاشر 

 :التيًمنًأجلهاmًماًهيًقيمًالعددًالحقيقيً    

ًًيكونًالشعاعً     
















m

2

1

مزجاًخطياًللشعاعينًً
















3

2

1

mًًو
















 m

1

1

ً؟

ً

يكونًالشعاعً: الحل
















m

2

1

مزجاًخطياًللشعاعينًً
















3

2

1

mًًو
















 m

1

1

ًإذاًوفقطًإذاًوُجدًعددانًً

:ًبحيثtًوtًًًحقيقيانً




















































m

tmt

m

1

1

.

3

2

1

.2

1

   :أيًأنًً














mtmt

ttm

tt

3

22

1

 ً

     :وهوًماًيكافئًالقولًإن














mmt

mt

tt

3)23(

1)12(

1

2

 

إذاًكانً
2

1
mً:ًفيًهذهًالحالة،ًنحصلًعلىًأنmًً0334يحققًالمعادلة 2  mmًًوأن،ً

12

1




m
tًً1حيث tt.ًوبالتاليًإماًأن:ً
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8

573
mًًو

571

4


tًًًو

571

575




t.ً

أو
8

573
m  و  

571

4


tًًو

571

575




t.ً

 :الخلاصة

:ًالمطلوبةًهيmًقيمًالعددًالحقيقيً
8

573
 وً

8

573
. 

ً

ً

ً

ً

ً

ً

ً

ً

ً

ً

ً

ً

ً

ً

ً
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 تمارين مقترحة

 :التمرين الأول    

ً.ًش.جًمنًالف.ش.منًبينًالمجموعاتًالتالية،ًعينًتلكًالتيًتمثلًفًًًً

الحقيقيً
4IRًمعًالتبرير:ً

1.ً 4
:1  ( , , , ) 0 E x y z t x  ً.ً

2.ً 4

2  ( , , , ) : 0 E x y z t x z   .ً

3.ً 4

3  ( , , , ) : 0 E x y z t x z   ً

4.ً 4

4  ( , , , ) : 0 E x y z t xz  ً

5.ً 4

5  ( , , , ) : 0 E x y z t x y z t     ً

iEًفيًحالةًماًإذاًكانتًالمجموعةً(ًب     1 5i ًج.ش.هيًف. 

منًً     
4

ً.iEdimفعينً ،ً

 : التمرين الثانيًً   

الفضاءًالشعاعيًالجزئيًمنEًًليكنً          
4

 والمولدًبواسطةًالأشعةً

1 2 3(2,1,3,1) ,  (1,2,0,1) , ( 1,1, 3,0)v v v  ً

 Eأوجدًأساسًوبعدًًًًًًًًًً

 : التمرين الثالث   

فيًالفضاءًالشعاعي    
3

1ً:نعتبرًالأشعةً 2 3(1,1, 1) ,   (2,1,3) ,  (3,2,2)  v v vً

هلًالأشعةًًًً (1 1 2 3, ,v v vًًمستقلةًخطياً؟

إستنتجًدونًحسابًأنًالأشعةًًًً (2 1 2 3, ,v v vًليستًمولدةًلــ
3

 

الفضاءًالشعاعيًالمولدًبــFًًًليكنًًً (3 1 2 3, ,v v v 

   (a  ًًعينًأساسًلــFً
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   (b   ًأكملًأساسFًللحصولًعلىًأساسًلــ
3

ً

 :التمرين الرابع       

ً:لتكنًالمجموعةًالتاليةً    1 2 3(1,1,1), (1,2,3), (2, 1,1)F e e e ً

ًتشكلًأساساًلــFًبينًأنًًًًً
3

ً

 :التمرين الخامس   

ً:لتكنًالمجموعةًالتالية        1 2 3 4(1,1,2,1), (1, 1,0,1), (0,0, 1,1), (1,2,2,0)F e e e e  ً 

تشكلًأساسًلــFًًًبينًأنًالمجموعة(1ًًًًًً
4

ً

 .بالنسبةًلهذاًالأساسuً(1,1,1,1)أوجدًإحداثياتًالشعاعً(2ً     

 :التمرين السادسًً  

لتكنًالمجموعةًًًًً 3( , , ) / 2 0E x y z x y z    ً

فضاءًشعاعيًجزئيًمنEًًتحققًأنً(1ًًًًً
3

ً

dimEًثمEًًأوجدًأساسًلـً(2ًًًً

فيEًًأعطًمكملًلـًً 3)ًً
3

ً

 :التمرين السابع     

نعرفًفيًالفضاءًالشعاعيًًً   
3

المزودًبالأساسًالقانونيًً 1 2 3, ,e e eًالأشعة: 

1 1 3 2 2 3 3 1 2 ,  2   ,  v e e v e e v e e      ًً

بينًأنًالمجموعةًًً (1 1 2 3, ,v v vًًتشكلًأساسًلـــ
3

ًً

,1)عينًإحداثياتًالشعاعًً (2 2,3)v ًًبالنسبةًللأساس 1 2 3, ,v v vً

 :التمرين الثامن    

فيًالفضاءًالشعاعيًًً  
4

 :نعتبرًالمجموعةًًالمعرفًعلىًالحقلًً

 4( , , , ) / 3 ,  z=2tF x y z t x z y   ً

فضاءًشعاعيًجزئيًمنFًًأثبتًأنًً(1  ً 
4

ً

Fًأوجدًبعدًً(2 ًً 
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:بــًً      المولد4ًالفضاءًالشعاعيًالجزئيًمنGً ماهوًبعدً(3  ًً 1 2(1, 1,3,0),  (0,0,1, 2)u u ًًًً 

أثبتًأنًً(4ًً  
4 F G ً

 :التمرين التاسع     

3IREمنً.ًج.ش.هذهًالمجموعاتًيمثلًفأيًمنًًً   ً؟ًبررًالإجابة:ً

1ً.  )( : ),,( 2

1 IRa,bEbabaE ًًًًًًًًًًًًًًًًًًً

2ً.  )( :),,( 22222

2 IRa,bEbabaE ًًًًًًًًًًً

3ً.  )(  :),1,1( 2

3 IRa,bEbabaE ًًًًًًً ً

4ً.  )( : )1,,( 2

4 IRa,bEbaE ًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًً

5ً.  )( ,)0,,( 2

5 IRa,bEbaE ًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًً
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 التطبيقات الخطية: الفصل الثاني

 تذكير بالدرس 

 التطبيق الخطي

fوKًفضاءينًشعاعيينًعلىًنفسًالحقلFًوE:تعريف FًنحوEتطبيقًمن 

f ًخطــــي








)()(,,)2

)()()(,,)1

xfxfKEx

yfxfyxfEyx


ً

ًأوبطريقة أخرى  

fخطي )()()(,,,, yfxfyxfKEyx ً

 نواة وصورة تطبيق خطي   

f FًنحوEًتطبيقًخطيًمنً  

f:ًًًًنواة      EoxfExKerf F  )(/ً

f:ًًصورة      FExFxff  /)(Im 

 fوKًفضاءينًشعاعيينًعلىًنفسًالحقلFًوEًليكنًً:ملاحظة

ً:فإنهًلديناFنحوEًخطيًمن  تطبيق ً

ًًً*ًًًً f  متباين  EKerf 0 

    *    f  غامر FfIm 

 *    f  تقابلي(f متباين وغامر) 

تقابليًفهوًيقبلًتطبيقًعكسيًنرمزًلهًبالرمزfً داًكانًإ      *   
1f 

 EنحوFًمن   وهوًمعرفً

 نظرية الأبعاد   

Eمنتهًوًهشًبعد.فEإذاًكانًًً fشًكيفيًوً.فً' E E: 'ًخطيًفإنً  تطبيق:ًًًًًًًًً

fKerfE Imdimdimdim  
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 تمارين محلولة

 :التمرين الأول    

f :ًتطبيقًمعرفًكماًيلي  

2     

( , ) ( , )x y f x y x y



 ً

ًخطيfًبينًأن1ًًً)ًً 

ImوKerfًعين2ًًً)ًًً f  ً

 الحــــل  

ًيكفيًأنًنبينًخطيfًثباتًأنلإ1ً)ًً

2( , ),( ', ') , , ,   ( ( , ) ( ', ')) ( , ) ( ', ')x y x y f x y x y f x y f x y           ًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًً

( ( , ) ( ', ')) (( , ) ( ' ')

                                     = ( ', ')

                                     = ' '

                                     = ( - ) ( '- ')

    

f x y x y f x y x y

f x x y y

x x y y

x y x y

     

   

   

 

   

 

  



                                 = ( , ) ( ', ')f x y f x y 

 

 ًًخطيfًإذن     

ImوKerfًتعينًً(2    f   ً

 

 

 

 

 

2

2

2

2

2

( , ) / ( , )

         = ( , ) / 0

         = ( , ) /

         = ( , ) /

         = (1,1) /

Kerf x y f x y o

x y x y

x y x y

x x x

x x

  

  

 

 

 

 

هوًالفضاءًالشعاعيًالجزئيًًمنKerfًًً: إذن   
2

الشعاعً المولدًبـــً

1

1
u
 
 
 

ً
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 

 

2

2

Im ( , ) / ( , )

        = / ( , ) =

f f x y x y

x y x y

  

  
 

f:التمرين الثاني      :تطبيقًمعرفًكماًيلي  

2 2     

( , ) ( , ) (2 4 , 2 )x y f x y x y x y



   

ًخطي fبينًأنً(1ًًًً

ImوKerfًعينً(2ًًًً f ًثمًبعديهماً 

ًغامر؟fًًًً متباين؟fًهلً(3ًًًً

 :ـــــــــلالحـــــــًًً

 يكفيًأنًنبينًخطيfًثباتًأنلإًً (1

2
( , ), ( ', ') , , ,   ( ( , ) ( ', ')) ( , ) ( ', ')x y x y f x y x y f x y f x y           ً

 

( ( , ) ( ', ')) (( , ) ( ' ')

                                     = ( ', ')

                                     = 2( ') 4( '), ( ') 2( ')

                                

f x y x y f x y x y

f x x y y

x x y y x x y y

     

   

       

   

 

     

      = 2( ') 4( '), ( ') 2( ')

                                     = ( , ) ( ', ')

x x y y x x y y

f x y f x y

       

 

     



ً

Imو Kerfتعين ( 2ً f   ً

   

 

 

 

 

 

 

2

2

2

2

2

2

2

( , ) / ( , ) 0

         = ( , ) / (2 4 , 2 ) (0,0)

         = ( , ) / 2 4 0  ,   2 0  

         = ( , ) / 2

         = (2 , ) /

         = (2,1) /

Kerf x y f x y

x y x y x y

x y x y x y

x y x y

y y y

x y

  

   

    

 

 

 

ً
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vً(2,1)المولدًبالشعاع2ًهوًالفضاءًالشعاعيًالجزئيًمنKerfًًإذنًًًً

 

 

 

 

 
 

2 2

2

2

2

2

( , ) / ( , )

        = (2 4 , 2 ) / ( , )

       = (2 , ) ( 4 , 2 ) / ( , )

       = (2,1) 2 (2,1) / ( , )

       = ( 2 )(2,1) / ( , )

       = (2,1) /

Im f x y x y

x y x y x y

x x y y x y

x y x y

x y x y

f

 

  

  

   

 

 



ً

Imإذنًًً fًًهيًالفضاءًالشعاعيًالجزئيًمن
2

vً(2,1)المولدًبالشعاعً

Imنستنتجًأنًً  f KerfًًومنهdimIm dim 1f Kerf ً

dimبمأنًًً  0Kerf ًًفإنfًليسًمتباين ً

ومنًجهةًأخرىًبمأنًًًً
2dimIm dim 2f  ًًًفإنfًًًًليسًغامر

 :ثالثالتمرين ال    

f ً:تطبيقًمعرفًكماًيلي  

2 2     

( , ) ( , ) (2 4 , 2 )x y f x y x y x y



  
ً

ًخطي fبينًأنًً(1ًً

ImوKerfًعينًً(2 ً f ًثمًبعديهماً 

ًغامر؟fًًًً متباين؟fًهلًً(3ًً

 :الحــــــــــــــــــــــلًًًً

 خطيfًإثباتًأنًً (2

ًًًfًًًخطيًًًًًًً
2( , ),( ', ') , , ,   ( ( , ) ( ', ')) ( , ) ( ', ')x y x y f x y x y f x y f x y           ً
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 

( ( , ) ( ', ')) (( , ) ( ' ')

                                     = ( ', ')

                                     = 2( ') 4( '), ( ') 2( ')

                                

f x y x y f x y x y

f x x y y

x x y y x x y y

     

   

       

   

 

     

      = 2( ') 4( '), ( ') 2( ')

                                     = ( , ) ( ', ')

x x y y x x y y

f x y f x y

       

 

     



 

ImوKerfًتعينً(ً    2 f   ً

 

 

 

 

 

 

2

2

2

2

2

2

2

( , ) / ( , ) 0

         = ( , ) / (2 4 , 2 ) (0,0)

         = ( , ) / 2 4 0  ,   2 0  

         = ( , ) / 2

         = (2 , ) /

         = (2,1) /

Kerf x y f x y

x y x y x y

x y x y x y

x y x y

y y y

x y

  

   

    

 

 

 

ً

هوًالفضاءًالشعاعيًالجزئيًًمنKerfًًإذنًًًًً
2

vً(2,1)الشعاعً المولدًبـــً

 

 

 

 

 
 

2 2

2

2

2

2

Im ( , ) / ( , )

        = (2 4 , 2 ) / ( , )

       = (2 , ) ( 4 , 2 ) / ( , )

       = (2,1) 2 (2,1) / ( , )

       = ( 2 )(2,1) / ( , )

       = (2,1) /

f f x y x y

x y x y x y

x x y y x y

x y x y

x y x y

 

  

  

   

 

 



ً

Imإذنًًًً   fًالفضاءًالشعاعيًالجزئيًًمنًوه
2

vً(2,1)الشعاعً المولدًبـــً

Imنستنتجًأنًًًًً  f KerfًًومنهdimIm dim 1f Kerf ً

dim بمأنًً    0Kerf ًًفإنfًًمتباينليس ً
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ًبمأنومنًجهةًأخرىًًً  
2dimIm dim 2f  ًًًفإنfًًًليسًغامر 

f:التمرين الرابع     :كماًيليتطبيقًمعرفً  

2 2     

( , ) ( , ) (3 4 , )x y f x y x y x y



  
ً

تقابليًثمًعينً fبينًأنً(1ًًً
1f 

ً

ImوKerfًإستنتجًبعدي(2ًًً f   ً

 :الحـــــــــــــــل    

نتأكدًأنهًمنًأجلًكلًزوجًً 1)
2( , )X Y ًًيوجدًزوجًوحيد

2( , )x y ً:( , ) ( , )f x y X Yً

4xنجدًًً Y X ً3وy Y X ًًوعليهًيكونf ًتقابليا

1fتعيين      : 

1 2 2 :    

( , ) (4 ,3 )

f

X Y Y X Y X

 

 
 

dimتقابلياًفهوًمتباينًوعليهً fبمأنًًًًً 0Kerf ً

وهوًكذلكًغامرًوعليهًًً
2dimIm dim 2f  ً

 :التمرين الخامس   

f ً:تطبيقًمعرفًكماًيلي  

3 2         

( , , ) ( , , ) ( , )x y z f x y z x y z x y z



     ً

ًخطي fبينًأنً(1ًًً

ًثمًبعديهما ً  وKerfًعينً(2ًًً

 :الحــــــــــــــــــــــل     

 خطيfًإثباتًأنً (3
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fًخطيً
3

( , , ), ( ', ', ) , , ,  ( ( , , ) ( ', ', )) ( , , ) ( ', ', )x y z x y z f x y z x y z f x y z f x y z             ً

( ( , , ) ( ', ', )) (( , , ) ( ' ', )

                                         = ( ', ', )

                                       = -( ') ( ') ( ), ( ') ( ')

f x y z x y z f x y z x y z

f x x y y z z

x x y y z z x x y y

       

     

         

    

  

        ( )

                                      = ( , , ) ( ', ', )

z z

f x y z f x y z

 

 

 



 

ًلديناًتعريفاKerfًًتعينًً(2ًً

 

 

2

3

3

( , , ) / ( , , ) 0

         = ( , , ) / ( , ) (0,0)

Kerf x y z f x y z

x y z x y z x y z

  

      
ً

 :نحصلًعلىًالجملةًالخطية
0

0

x y z

x y z

   


  
ً

xبحلًهذهًالجملةًنجدًًًً yً0وz ًومنه:

 

 

( , ,0),

         = (1,1,0),

Kerf x x x

x x

 


ً

vً(1,1,0)الشعاعً المولدًبـــ3ًهوًالفضاءًالشعاعيًالجزئيًًمنKerfًً:إذن ً

dim :إذنًً  1Kerf ً

Imتعيينًًً   fً

 

 

 

 

2 3

3

2

2

Im ( , , ) / ( , , )

        = ( , ) / ( , , )

       = ( )(1, 1) (1,1) / ( , )

       = (1, 1) (1,1) / ( , )

f f x y z x y z

x y z x y z x y z

x z z x y

   

  

     

    

  

ً

Imإذنًًً fًًًهيًالفضاءًالشعاعيًالجزئيًًمن
2

ًالشعاعيينً المولدًبــواسطةً

ًًً(1, 1)u ً(1,1)وvًًالتحققًبـسهولةًبأنًهذينًالشعاعينًمستقلانًخطياًًكنويم

Imيشكلانًأساساًلـًًفهماًًًًًً fًًًومنهdimIm 2f  
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 تمارين مقترحة

f:التمرين الأول     :تطبيقًمعرفًكماًيلي  

2 3         

( , ) ( , ) ( , , )x y f x y y x x y



 
ً

ًخطي fبينًأنً(1ًًً

ImوKerfًعينً(2ًًً f ًثمًبعديهماً  

f:التمرين الثاني    ً:تطبيقًمعرفًكماًيلي  

2 2     

( , ) ( , ) ( ,2 )x y f x y x y x



 
ً

ًخطي fبينًأنً(1ًًً

ImوKerfًعينً(2ًًً f  تستنتج؟وماذاًً  

 :التمرين الثالث   

fليكنًًًً ً:التطبيقًاامعرفًكمايليgًوليكنًًنحوًًتطبيقاًخطياًًمعرفاًمنً  

2 2      :   

( , ) ( , ) ( , ( ))

g

x y g x y x y f x



  

ًخطي gبينًأنً(1ًًًًًًًًًًً

 وماذاًتستنتج؟  وKergًعينً(2ًًًًًًًًًًًً

f:التمرين الرايع     ًً:تطبيقًمعرفًكماًيلي  

3 3       :   

( , , ) ( , , ) (2 , ,0)

f

x y z f x y z x y x z



  
ً

ًخطي fبينًأنً(1ًًًً

ImوKerfًعينً(2ًًًً f ًثمًبعديهماً 
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 :تطبيقًمعرفًكماًيلي f  :التمرين الخامس    

3 3       :   

( , , ) ( , , ) (2 ,  2 ,  2 )

f

x y z f x y z x y z x y z x y z



      
ً

ًخطي fبينًأنً(1ًًً

ImوKerfًعينً(2ًًً f ًثمًبعديهماً 

 تحققًمنًنظريةًالأبعاد(3ًًً

ليكنًً:سادسالتمرين ال   
3 3:f ًًالتطبيقًالخطيًالذيًيحقق:ً

ًًً1 1 2 3 2 1 2 3 3 1 2( ) 3 ,  ( ) 5 ,  ( ) 2 4f e e e e f e e e e f e e e         

حيثًًً   1 2 3, ,e e eًًهوًالأساسًالقانونيًلــ
3

ً

)عينًًً (1 , , )f x y zًًلكل
3( , , )x y z ً

ImوKerfًعينًً (2 f  ثمًبعديهماً  

هلًً (3
3 Imf Kerf ً؟

 التمرين السابع

ليكنًالفضاءًالشعاعيًالحقيقيً xIRE 2ًًوذات2ًدرجةًأقلًأوًتساويً،ًلكثيراتًالحدودًذات،

 .معاملاتًحقيقية

باعتبارً xIRE 2ًًاًبأساسهًالقانوني مزود   ,,1 2xxًًنعرفًالتطبيق،fًبالشكل:ً

PًًهوًمشتقPً.
)(P)1()(P)1(2)P()(P  

:

2 xxxxfx

EEf





ً

ً.خطيfًأثبتًأنًالتطبيقً(ًأ

ً.EفيًالأساسًالقانونيًللفضاءًالشعاعيfًًمصفوفةًالتطبيقًالخطيAًًعينً(ًب

ً.تقابلي؟ًبررًإجابتكfًهلًالتطبيقً(ًج

ً.fImًوKerfًًعينً(ًد

 ًًتقابلياًأمًلا؟fًاستنتجًمنًجديدًإذاًماًكانًالتطبيقً(ًهـ
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 الفصل الثالث المصفوفات والمحددات

 بالدرسمختصر تذكير 

 :المصفوفــــــات  

كلًجملةًمتكونةًبمعاملاتًفيعمودnًًسطرًوmًذاتAً مصفوفة نسمي.ليكنًالحقلً :تعريف    

nًمن mًًجدول من الشكلموضوعةًفيًًعنصراًمن: 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

. . .

. . .

   .    . . . . .
 

. . . . . .

. . . . . .

. . .

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

A

 
 
 
 

  
 
 
  

 

ً

مع(ًأو)ًًًًًالحقلًنعناصرًمijaًعددينًطبيعيينًوmوnًحيث         

1,2,...,  i mًًًً1,2و,...,  j nً 

نسميًمجموعةًالعناصرًالتيًلهاًنفسًالدليلًالأولًسطراًومجموعةًًالعناصرًالتيًلهاًنفسًالدليلًالثانيًعموداًو  

:ونكتبً،الخً...،Aًً،Bعمودًونرمزًللمصفوفاتًبالرموزnسطرًوmًونقولًأنًالمصفوفةًذاتً

( )ijA aً،( )ijB b،...الخ،. 

 :ملاحظات    

   ًً  ً1)ijaًًهوًعنصرًمنًالمصفوفةًيقعًفيًالسطرًرقمiًوالعمودًرقمj        

بالرمزً  عناصرهاًمنًالحقل  عمودًوالتيnًسطرًوmًنرمزًلمجموعةًالمصفوفاتًذاتً(2ً        

( )mnMً

 أنواع المصفوفات    

 :أيًوهيًالمصفوفةًالتيًكلًعناصرهاًمعدومةً:المصفوفة الصفرية (1

n  عمود 

m سطر 
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ًًًًAًًمصفوفةًصفريةً 1,2,..., : 0ijj n a  و 1,2,...,  i m ً

ًوهيًالمصفوفةًالتيًعددًأسطرهاًيساويًعددًأعمدتها :المربعةالمصفوفة  (2

)ً:أي )mnA Mًًمصفوفةًمربعةm n ً

ًتبةرونرمزًللمصفوفاتًالمربعةًمنًالnًًرتبةمصفوفةًمنًالAًعندئذًنسميًًًًً

ًًًnًًبالرمز( )nMً 

11نسميًالعناصرًًًًً 22, ,..., nna a aًًبالقطرًالرئيسيًللمصفوفةAً

i: بحيثijaًالقطرًالرئيسيًلمصفوفةًمربعةًهوًجميعًالعناصرً:أيًًًً jً

ًالرئيسيًمعدومةًوهيًمصفوفةًمربعةًًكلًعناصرهاًالواقعةًتحتًالقطرً:ًالمصفوفة المثلثيه العلوية (3

aijً:أي  j،iوكلiًً،ًمنًأجلًكل0ً jًوهيًتكتبًعلىًالشكل:ً

11 12 1

22 2

. . .

0 . . .

0 0 . . . .

0 0 0 . . .

0 0 0 0 . .

0 0 0 0 0

n

n

nn

a a a

a a

A

a

 
 
 
 

  
 
 
 
  

 

ًالرئيسيًمعدومةًلقطراًوهيًمصفوفةًمربعةًًكلًعناصرهاًالواقعةًفوقً :المصفوفة المثلثيه السفلية (4

aijً:أيًًًً  j، jكلًًوi،ًمنًأجلًكل0ً iًالشكلوهيًتكتبًعلى: 

11

21 22

1 2

0 0 0 0 0

0 0 0 0

. . . 0 0 0

. . . . 0 0

. . . . . 0

. . .n n nn

a

a a

A

a a a

 
 
 
 

  
 
 
 
  

 

ًالقطرًالرئيسيًًًًاوهيًمصفوفةًمربعةًكلًعناصرهاًمعدومةًماعدً:ًالمصفوفة القطريةً(5
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aij: أيًًًًً  j،iكلًًوi،ًمنًأجلًكل0ً jًوهيًتكتبًعلىًالشكل: 

11

22

 

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 . 0 0 0

0 0 0 . 0 0

0 0 0 0 . 0

0 0 0 0 0 n n

a

a

A

a

 
 
 
 

  
 
 
 
  

 

1ًوهيًمصفوفةًقطريةًكلًعناصرًقطرهاًالرئيسيًتساويً :مصفوفة الوحدة 6)

ً:أيًًً  i aii: aij)و1ً  j،iوكلiًًمنًأجلًكل0ًً jً)ًبالرمزًًًًًًًًًًونرمزًلهاnIًوهي

 :منًالشكل

nI

      
 
     
 
      

  
      
      
 
      

 

ًمربعةًفيهاًكلًالعناصر وهيًمصفوفة (:المتناظرة)المصفوفة المتماثلة)     7

 المتناظرةًبالنسبةًللقطرًالرئيسيًمتساويةً   

ًمتماثلةمصفوفةAً:أي      , 1,2,..., : ij jii j n a a    

 العمليات على المصفوفات  

 مجموع مصفوفتين( 1    

ًًً( )ijA aًو( )ijB bًًمصفوفتينًمن( )mnMً(منًنفسًالدرجةًأي)ً
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)يساويBًًوAًًمجموعًالمصفوفتينً )ij ijA B a b  ًو نكتب:

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . . . . . . . .
  

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

. . . . . .

          

n n

n n

m m mn m m mn

a a a b b b

a a a b b b

A B

a a a b b b

   
   
   
   

     
   
   
   
      

 

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

. . .

. . .

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. . .

n n

n n

m m m m mn mn

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

   
 

  
 
 

  
 
 
 

    

ً

Aو مقداراًسلمياًمنًًليكنًً:ضرب مصفوفة في مقدار سلمي (2     ًً

)من  مصفوفةًًً )mnMًنعرفًجداءAًًفيًًبــ:( ) ( )ij ijA a a   ً 

ً:بالشكلونكتب ًبالمقدارًالسلميAًنضربًجميعًعناصرًالمصفوفةًًأيًًًًًًً

11 12 1

21 22 2

1 2

. . .

. . .

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. . .

n

n

m m mn

a a a

a a a

A

a a a

  

  



  

 
 
 
 

  
 
 
 
  
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 لشعاعين الجداء السلمي

         :حيث    vو  uليكن الشعاعين    

1

2

.

.

.

n

x

x

u

x

 
 
 
 

  
 
 
  
 

و 

1

2

.

.

.

n

y

y

v

y

 
 
 
 

  
 
 
  
 

 

u.هو المقدار الذي نرمز له بالرمز   vو  uالجداء السلمي لشعاعين v 
 

1 1 2 2 ........... . n nu v x y x y x y                :حيث    

)ًحقلاًتبديلياًولتكنًالمصفوفتينًليكنًً:جداء مصفوفتين (4 )mnA Mًو( )npB M 

 :عنذئذا ( Bمساويا لعدد أسطر  Aبشرط أن  يكون عدد أعمدة : أي)

)بهذاًالترتيبًيساويًالمصفوفةBًًوAًًجداء المصفوفتينًًًً )mpAB M 

)ً:حيثًًًً   . )i jAB c مع 1,2,...,i mًو 1,2,...,j pً

i . وًًًً jc ًهوًالجداءًالسلميًللسطرًرقمiًًفيًالمصفوفةAًرقمًًًوًالعمودjًًًًفيًالمصفوفةBًًًكما

ً:هوًموضحًفيًالشكلًالموالي

                                                     

1 1 1 2 111 12 1 1

2 1 2 2 121 22 2 2

1 21 2

. . . . . .. . .

. . . . . .. . .

. . . . . .. . . . . . .
          

. . . . . .. . . . . . .

. . . . . .. . . . . . .

. . . . . .. . .

pn

pn

m m m pm m mn m

c c ca a a

c c ca a a

A AB

c c ca a a

   
  

   
  

    
  
  
  

      

11 12 1

21 22 2

1 2

1 2

         

. . .

. . .

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. . .

                    .         .         .          

                      .         .         .           

p

p

n n np

p

b b b

b b b

B

b b b

c c c

 
 
 
 

  
 
 
 
  

  
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ًً :ملاحظة    

BAًضربيكونًالًً ًًدًأعمدةًفقطًإذاًكانًعدإذاًومعرفاAًًمساوياًلعددًأسطرBًبصفةًعامةًضربًًو

ً.غيرًتبديليًالمصفوفات

)المصفوفةًمنقولًً:منقول مصفوفة( 4 )ijA aًمن, ( )m nMهي 

)المصفوفةًًً )jiB aًًمن, ( )n mM 

 BأسطرًفيAًًوأعمدةBًًأعمدةًفيAًًأنناًنجعلًأسطرًالمصفوفةًًً:أي     

بالرمزAًونرمزًلمنقولًالمصفوفةًًًًً
tAً

 خواص المنقول    

ًًًًًًًًًً    1)( )t tA A 

              2 )A ( متناظرة)مصفوفة متماثلة 
tA A 

              3),, ( ) : ( )m n

t t tA B M A B A B     

                4) ,, ( ) : ( )m n

t tA M A A       

                             5) ,, ( ) : ( )m n

t t tA B M AB B A      ً

)المصفوفةًالمربعةًأثرً:أثر مصفوفة( 5      )ijA aًمن( )nMًًًهوًالعددًالذيًنرمزًلهًبـ ( )Tr Aً

 ويساويًمجموعًجميعًعناصرًالقطرًالرئيسي

)المصفوفةًالمربعةًأثر ً  ًًًً )ijA aًمن( )nMًًًهوًالعددًالذيًنرمزًلهًبـ ( )Tr Aًًويساويًمجموع

ًجميعًعناصرًالقطرًالرئيسيً

11ً:أي 22( ) ... nnTr A a a a    

 خواص الأثر

           1)ً, ( ) : ( ) ( ) ( )nA B M Tr A B Tr A Tr B     

ًًًًًًًًًًً2)ً, ( ) : ( ) ( )nA M Tr A Tr A       

         , ( ) : ( ) ( )nA B M Tr AB Tr BA      (3 
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ًًًًًًًًًًً4)ً( ) : ( ) ( )n

tA M Tr A Tr A   

ًًًًًًًًًًً5)ً( )nTr I n 

,, تين نقول إن المصفوف :تساوي مصفوفتين 6)  ( )n mA B M  متساويتان ونكتبA B جميع إذا كانت 

)العناصر المتقابلة متساوية، أي أن   ) ( )ij ija b  لجميع قيم 1,2,...,i m و 1,2,...,j p 

 المحددات   

)محددًالمصفوفةًً :تعريف     )nA Mًًًبالرمزًهوًالتطبيقًالذيًنرمزًله

 det A  أوA والمعرفًكمايلي: det : ( )nA M  

 طرق حساب المحدد   

) إذاًكانت (1 )A a وa ًفإنdet A a 

ً

2)    محدد مصفوفة من الدرجة الثانية       

1 1

1 2 2 1

2 2

det
a b

A a b a b
a b

   فإن    
1 1

2 2

a b
A

a b

 
  
 

إذا كانت      

Sarrus لـحساب محدد مصفوفة من الدرجة الثالثة(  )  طريقة ساريس  (3  

11 12 13

21 22 23 3

31 32 33

( )

a a a

A a a a M

a a a

 
 

 
 
  

ً

الثاني، فينتج لدينا خمسة ا مباشرة العمود الأول ثم العمود كما هي ثم نضيف على يمينه نكتب عناصر المصفوفة   

  :    أعمدة وثلاثة أسطر كما يلي

a12  a11  a13  a12  a11 

         
a22  a21  a23  a22  a21 
         

a32  a31  a33  a32  a31 
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:  مساوية حددوتكون قيمة الم     

  
11 22 33 12 23 31 13 21 32

13 22 31 11 23 32 12 21 33

det . . . . . .

( . . . . . . )

A a a a a a a a a a

a a a a a a a a a

  

    

)إذاًكانتًوبصفة عامة4) )nA Mً

11 12 1

21 22 2

1 2

. . .

. . .

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. . .

n

n

n n nn

a a a

a a a

A

a a a

 
 
 
 

  
 
 
 
  

ً

ً

     :فــــــإن 
1

( 1) det( )det
n

i j

i
ij ija AA 



 ً

)detً:حيثًًً )ijAًالمصفوفةًالناتجةًمنًحذفًالسطرًرقمًًمحددهوiًًًوالعمود

 n,...,1,2بأحدًالقيمiًًًأوjًًوذلكًبتثبيتjًًًرقمًًًًًً

 خواص المحدد    

1)( ),det detn

tA M A A   

2 ), ( ),det det det detnA B M AB BA A B     

)إذا كانت( 3 )nA M   مصفوفة مثلثية علوية أو سفلية أوقطرية فإن محددها يساوي جداء عناصر

 .قطرها الرئيسي

4 )det( ) 1nI     

5)( ),  det( ) detn

nA M A A    

ًًمعدوماًأوًاحد(ًالأسطر)متساويانًأوًأحدًالأعمدة(ًسطران)كانًعمودانًإذا ( 6

ًالأخرىًًفإنًالمحددًيساويًالصفر(ًالأسطر)مكتوبًبشكلًمزجًخطيًللأعمدة(ًالأسطر)الأعمدةًً  
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 مقلوب مصفوفة مربعة   

منًأجلًً:تعريف nA Mًًإذاًوجدتًمصفوفة nB Mبحيث:ًAB BA In ًنقولًعن

BًًإنهاًمقلوبAًًلهاًبـًرمزنوB A 1
ً

    :نتيجة     
1 1

det
det

A
A

  

 حساب مقلوب مصفوفة مربعة   

ًًً( )nA Mًًقابلةًللقلبdet 0A   

مقلوبها فإنًقابلةًللقلبAًًإذاًكانتًًً
1A 

ًًًً:يعطىًبالعلاقةً
1 1

det
A C

A

t ً

حيثًًًً  ً
tCًًتسمىًقرينةًالمصفوفةAًو( ) ( )ij nC c M ًًًتسمىًالمصفوفةًاًلمرافقةًلــAً

 :تعطىًبالشكل

( 1) det( )i j

ij ijc A ًًو

11 12 1

21 22 2

1 2

. . .

. . .

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. . .

n

n

n n nn

c c c

c c c

C

c c c

 
 
 
 

  
 
 
 
  

 

)det:حيثًًً )ijAهوًمحددًالمصفوفةًالناتجةًمنًحدفًالسطرًرقمiًوالعمودًرقمjً. 

فضاءًشعاعيًوEًليكن :ملاحــــــــــــظة  
ًً

المجموعة 1 2, ,......., nF u u uً

dimCardFإذاًكانً  ًًً E n ًًفإنهًلإثباتًأنًأشعةFًًمستقلةًخطيا

ًيكفيًأنEًتشكلًأساسًلـــFًًأوًإثباتًأنEًًمولدةًلـــFًًأوًإثباتًأنًًً

detًنبين أن    0F ًًًًًًًًً

 1 2, ,......., nu u u هوًمحددًالمصفوفةًالمشكلةًمنًالأشعةًًً det F   : حيث ًً
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 مرتبة مصفوفة    

,المصفوفةًًمرتبة  :تعريف     ( )n mA Mًًًًهيًأكبرمحددًغيرًمعدوم

)ونرمزًلهاًبالرمزAًًلأيًمصفوفةًًجزئيةًمربعةًمنً     )rg Aً

 خواص مرتبة مصفوفة    

1)( ) ( )rg A rg At 

2)  A )مصفوفةًصفرية  ) 0rg A    

3) ( )nA Mوdet 0Aًًفإن( )rg A n 

 المصفوفتان المتكافئتان    

,, المصفوفتانًًً      ( )n mA B M  متكافئتان( ) ( )rg A rg B   

 أو بطريقة أخرى     

,,نقولًعنًمصفوفتانًً   ( )n mA B Mًًًإذاًأمكنًالحصولًمتكافئتانأنهما

ً:ًوًهيًالتحويلات الأوليةعلىًإحداهماًانطلاقاًمنًالأخرىًوذلكًبواسطةًًًً 

ً:.عملياتًنجريهاًعلىًمصفوفةًوهيًكمايليًًً 

j     والسطر رقم iمبادلة بين السطر رقم ( 1   

 jوالعمود رقم  iمبادلة بين العمود رقم ( 2

    في مقدار سلمي  iنضرب السطر رقم ( 3

  في مقدار سلمي jنضرب  العمود رقم ( 4

 رونضيف إليه سطر أخ في مقدار سلمي  iنضرب السطر رقم ( 5

 ونضيف إليه عمود أخر kفي مقدار سلمي  jنضرب العمود رقم ( 6

 المتشابهتان انالمصفوفات  

,لتكنً: تعريف  ( )nA B MًًنقولًأنAوBًوجدتًمصفوفةًمربعةً إذاًوفقطًإذاًًمتشابهتان

( )nP Mًًًوقابلةًللقلبًبحيث: 
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B P AP 1
APً: أي  PB ً

 المصفوفة المرافقة لتطبيق خطي 

f ًتطبيقًخطيًمعرفًمن
n

نحوًً
m

 ًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًً:كماًيليً

1 2 1 2
( , , ..., ) ( , , ..., )

    :   n m

x x x f x x xn n

f 

 

 :حيث    

1 2  1 1  1  1 2  2  1 

 2  1  1  2 2  2  2 

1  1 2  2

   

     

  

( , , ..., ) (   

                                      . . .    

                                            

. . . ,

, . . . ,

.

f x x x a x a x a xn n n

a x a x a xn n

a x a xm m





  

 

   )       . . a xm n n
 

)ًنسمي المصفوفة      )mnA Mًًكمايليوالمعرفة:ً

11 12 1

21 22 2

1 2

. . .

. . .

   .    . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. . .

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

A

 
 
 
 

  
 
 
  

 

ً

 البدءًوالوصولًوفقًالأساسينًالقانونيينًًلفضاءاتfًالخطيلتطبيقًباالمرافقةًًبالمصفوفةًًً

)ًالمرافقًللمصفوفةً بالتطبيقfًكما نسمي أيضاً    )mnA M 

    

 

 

n عمود 

m سطر 
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 تمارين محلولة

   التمرين الأول   
,أوجد قيم      ,x y z بحيث تكون المصفوفتان متساويتان 

2 1 7
   ,  =

3 0 2 1 0

x y
A B

z   

 الحــــــــــل  
Aالمصفوفتان لهما نفس الرتبة ومنه لكي  Bلابد من تساوي العناصر المتقابلة: 

:ًًأيً

11 11

12 12

21 21

1 1

2 7 5

2 1 3 2

a b x x

a b y y

a b z z
 

  التمرين الثاني:  أحسب محددات المصفوفات الأتية

  

0 1 1 2

3 4 0 1

2 1 0 3

2 0 1 1

C

 
 
 
 
 

      

2 1 3

3 0 1

1 2 2

B

 
 

 
 
         

1 2

3 4
A

 
  

 
 

A حساب محدد المصفوفة   

1 2
det 1 4 2 ( 3) 4 6 10

3 4
A         

  

B حساب محدد المصفوفة   

 الثالثة يمكن أن نستعمل طريقة ساريس  منًالدرجةBًبماأن المصفوفة  1طريقة 

1  2  3  1  2 

         
0  3  -1  0  3 
         

2  1  -2  2  1 
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det [(2 0 ( 2)) (1 ( 1) 1) (3 3 2)]

[(3 0 1) (2 ( 1) 2) (1 3 ( 2)] 27

B           

           
 

  طريقة 2   نستعمل القانون العام لحساب المحددات

ً

     

2 1 3
0 -1 3 1 3 0

det 3 0 1  + 2  - 1  3 
2 -2 1 -2 1 2

1 2 2

                               2 0( 2) (2)( 1) 3( 2) (1)( 1) 3 3(2) (1)(0)

                              4+5 18

                              27

B


   



         

 



 

C   حساب محدد المصفوفة 

  : عناصر هذا العمود، فنجد بنشره وفق نلاحظ أن العمود الثالث يحوي أصفاراً أكثر من غيره، لذا نقوم

3 4 1 0 1 2 0 1 2 0 1 2

det ( 1) 2 1 3 0 2 1 3 0 3 4 1 1 3 4 1

2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 1 3

C     

  

 

          10)83(2)29(10100)2(1)62(4)1(31  

 :المصفوفةًالآتيةًًمقلوبًأوجدً:  لثالتمرين الثا    

1 1 1

2 1 3

1 3 2

A

 
 

 
 
   

ً

Aًمحددًالمصفوفةًًنحسب :ل ـــــــالح   

  ًdet 7 0A  ًًإذنAًًقابلةًللقلبًًومقلويها
1A 

ًًً

ً.نوجدًمصفوفةًالمرافقاتًمعًالأخذًفىًالاعتبارًقاعدةًالإشارات  ً  
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7 7 7  7 5  4

5    3   2 7    3 1

4  1 3 7  2 3

C

tC C

      
   
      

      
    

      
 

        
       

     
   

     
   
         

ً

ًإذن     
1A 

 :تعطىًبالعلاقةً
1 1

det

tA C
A

 ً

1

5 4
 1        

7 7 7 5        4
1 3 1

7       3    1  1            
7 7 7

7   2     3
2 3

1       
7 7

A

 
 

   
      

   
       

  

ً

ًوالنتيجةًقلوبهاهذاًالحلًنقومًبضربًالمصفوفةًفىًمصحةًولكىًنتأكدًمنًً

ً.الوحدةًًتكونًمصفوفةً   يجبًأنًً

1

3

5 4
 1        

7 7 1 1 1 1 0 0
3 1

1            2 1 3 0 1 0
7 7

1 3 2 0 0 1
2 3

1       
7 7

A A I

 
 

    
        

    
          

  

ً

تشكلًأساساًلــFًًبينًأنًًًً :   :لرابعالتمرين ا 
3

ً:حيثً

1 2 3

1 1 1

1 ; 1 ; 1

1 1 0

F u u u

      
      

       
      

      

ً
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 :الحـــــــــــــــــل   

بماأنً    
3dim 3CardF  ًًيكفيًأنًنبينًأنdet 0F ًً

:حيث            

1 1 1

1 1 1

1 1 0

F

 
 

  
 
 

 

detنجدًأنًًساريس بإستعمالًطريقةًً  2 0F  ًومنهFًًتشكلًأساساًلــ
3

ً

 

f   :لخامسالتمرين ا  :معرفًكماًيليخطيًتطبيقً  

3 2         

( , , ) ( , , ) ( 2 3 4 ,3 5 2 )x y z f x y z x y z x y z



     ً

ًلفضاءاتًالبدءًوالوصولًوفقًالأساسينًالقانونيينfًًالخطيًالمرافقةًلتطبيقAًعينًالمصفوفةًًًً

ًهيًمصفوفةًذاتًسطرانfًًالمرافقةًلتطبيقAًًالممصفوفةً: الحـــــل   

)23وثلاثةًًأعمدةًأيًًًً )A Mً

-2 3 4
=

3 5 2
A

 
 

 
 

ً:أحسبًمحدداتًالمصفوفاتًالأتية: سادسالتمرين ال

2 1 7

0 1 3

0 0 5

A

 
 

 
 
  

  

3 0 0

1 4 0

1 8 5

B

 
 


 
  

  

2 0 0

0 7 0

0 0 1

C

 
 

 
 
  

 

0 1 7

0 1 3

0 11 5

D

 
 

 
 
  

  

1 8 5

1 4 3

1 8 5

F

 
 


 
  

  

2 4 5

1 2 4

3 6 1

G

  
 


 
  

 

 :الحـــــــــل  
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detً:إذنًمصفوفةًمثلثيةًعلويةAلاحظ أن     2 ( 1) 5 10A      

detً:إذنًمصفوفةًمثلثيةًسفليةBلاحظ أن     3 4 ( 5) 60B       

det ً:إذنًمصفوفةًمثلثيةًقطريةAلاحظ أن     2 ( 7) 1 14C       

detًمعدوماًإذنDًأن العمود الأول في لاحظ     0D  

detًإذنFًسطران متساويان في لاحظ أن     0F  

في   2العمودًالثانيًيساويً)ً:أي G العمودًالثانيًمكتوبًبشكلًمزجًخطيًللعمودًالأولًفيلاحظ أن    

2العمود الأول  12c c )إذن :det 0G  

 : لثامنالتمرين ا      

تلتكنًالمصفوفتا  

1 2
     ,  ,  

1 1 0 1

1 1 1 0

2 1
P A B

 

ًوماذاًتستنتجAPًًوPBأحسبًً

1 1 1 3

1

1

0 1 1 1

2

1
AP  

1 1 1 0 1 3

21 1 1 11
PB  

APإذن  PB   ومنهA وB مصفوفتان متشابهتان 

 : تاسعالتمرين ال  

 أوجدًمرتبةًالمصفوفتين  ً

1 2

3 4
A

 
  

 
و 

1 3 4

2 1 8

1 2 4

B

 
 

 
 
  

 

 الحــــــــــــل   

ًًdet 1 4 ( 3) 2 10 0A      ً إذن( ) 2rg A   2لأن( )A Mً
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detولديناًً   0B ًإذن( ) 3rg B  ًنأخذًمصفوفةًمنB1 ولتكن

1 3

2 1
B

 
  

 
ً

 ًًً1det 1 ( 1) 2 3 7 0B        ًًإذن( ) 2rg B  

 : العاشرالتمرين 

A و B وC ثلاث مصفوفات معرفة كما يلي: 



















401

241

331

C   






 

221

112
= B   

13 8 12

12 7 12

6 4 5

A

  
 

  
 
   

 

A أحسب -1 C،
1

2
2

C A ، 
tB ،( )Tr A  ، BC. 

 وماذا نستنتج ؟  2Aأحسب -2  

 .n غير معدوم  من أجل كل عدد طبيعي Aبدلالة nAاستنتج  3-   

 :الحــــــــــــــــــلً  

A ب احس-1 C،
1

2
2

C A ، tB ،( )Tr A  ، BC. 

13 8 12 1 3  3 13 1 8 3 12 3

12 7 12 1 4  2 12 1 7 4 12 2

6 4 5 1 0 4 6 1 4 0 5 4

14 5 9

                                                                     = 13 3 14

7 4 1

A C

           
     

                
                

  
 

 
   



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1 3 3 13 8 12
1 1

2 2 1 4 2 12 7 12
2 2

1 0 4 6 4 5

1 1 1
13 ( 8)   ( 12)

2 2 22 1 2 3 2 3
1 1 1

               = 2 1 2 4 2 2 12 ( 7)   ( 12)
2 2 2

2 1 2 0 2 4
1 1 1

6  ( 4) ( 5)
2 2 2

          

C A

    
   

     
   
       

 
   

     
          
   
      

   
  

13 9
4 6 10 12

2 22 6 6
7 23

    = 2 8 4 6 6 4 2
2 2

2 0 8
5 21

3 2 1 2
2 2

   
     

     
          
     
       

    
      

 

     23 32

2 1
2 1 1

B = ( ) B  = 1 5 ( )
1 2 2

3 2

tM M

 
   

     
 

  

 

( ) 13 7 5 1Tr A     

   

     

1 3 3
2 1 1

    1 4 2   
1 2 2

1 0 4

1 3 3

2  1   -1 1 2  1   -1 4 2  1   -1 2

1 0 4
     

1 3 3

1  2   2 1 1  2   2 4 1  2   2 2

1 0 4

BC

 
   

     
    

     
              
           
      
      

      
            

 

4 10 0
   

5 11 7
BC




 
  
 
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 2Aب احس -2    

2

3

13 8 12 13 8 12 1 0 0

12 7 12 12 7 12 0 1 0

6 4 5 6 4 5 0 0 1

A I

        
     

      
     
             

 

   

2بما أن  :الإستنتاج  

nA A A I  ًًفإن
1A Aً

 .nمن أجل كل عدد طبيعي  Aبدلالة  nAج ااستنت 2-  

: لدينا   

1

2

3 2

4 3 2

5 4

n

n

n

n

A A

A A A I

A A A I A A

A A A A I

A A A I A A



  

    

   

    

ً 

 nAاستنتاج 

      

      

n

n

A
A

I


 


ً

 بالتراجع ونبرهن على هذا الإستنتاج بواسطة الإستذلال  

 :لحادي عشرالتمرين ا   

ًًA و B   مصفوفتان من المجموعة 3M  حيث: 

          
1 2 3

2 5 7

2 4 5

B

 
 


 
    

  
3 2 1

4 1 1

2 0 1

A

  
 

  
 
  

  

و ًًفردي   n =2k+1 

 n =2k  زوجي  و
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)أحسب -1 ), ( )Tr B Tr A ( )Tr A B، (2019 )Tr A. 
 .Aمقلوب المصفوفة  1Aثم استنتج  BAثم  ABأحسب  -2

 :الحــــــــــــــــــل
)  باحس -1 ) , ( )Tr A Tr B ، ( )Tr A B، (2019 )Tr A   ، 

( )=3+1+1=5Tr Aً

( )=1+5-5=1Tr Bً

( ) ( ) ( )=5+1 =6Tr A B Tr A Tr B   
(2019 ) 2019 ( ) 2019 5 10095Tr A Tr A   ً

 .Aمقلوب المصفوفة  1Aثم استنتج  BAثم  ABب احس - 2

3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

AB BA I

 
 

   
 
 

ً

أيBًًهيًالمصفوفةAًمقلوب المصفوفة  :الإسنتاج     
1A B  

A, B  لتكن :ني عشرالتمرين الثا      :بحيثمصفوفتين  

2 1 1
-  

1 2 2
A B

 
  
 

     
2 5 1

 
3 4 0

A B
 

   
 

         

Aعين كل من -         . Bو  

 :الحـــــل

:  نحل الجملة     

2 5 1
 .........(1)

3 4 0

2 1 1
-  ..........(2)

1 2 2

A B

A B

  
   

  


    
 

 

ًنجد ً(2)وً(1)بجمع    

4 4 0 4 4 0 2 2 01
2  

4 6 2 4 6 2 2 3 12
A A

       
        
     

 

ًنجدً(1)ًمنً(2)بطرح   
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0 3 1
0 6 2 0 6 21

2  1
2 2 1 2 2 12 1 1

2

B B

 
                   

 

 

 :ثالث عشرالتمرين ال  

A, B  لتكن    :حيثمصفوفتين  

3 4
 =

13 12
BA

 
 
 

2
 =

8

x
AB

y

 
 
 

 

xوyأحسب كل من       .                          

 :لدينا الجملة  مصفوفةحسب خواص أثر ومحدد  :ـــــــلالحـــــــ

    

det( )= det( ) 16 36 52

(  )= (  ) 3 12

0 0   0
                               

15...........(2)

AB BA xy

Tr AB Tr BA x y

xy x y

x y

   
 

   

    
 

 

                            

0xبــًبالتعويضومنه و     ًًًًً15نجدًًًً(2)فيy  

0yبــًبالتعويضو          ًًًًً15نجدًًًً(2)فيx  

Aلتكن المصفوفة  :رابع عشرالتمرين ال   من المجموعة    3M بحيث:      

1 1

1 1

1 1

x

A x

x

 
 

  
  

 

detوأصغر قيمة حقيقية لـ  عين أكبر -1 A 

: التي من أجلها يكون xعين قيم  -2
1det 4det 4A A  

   :حيث   
1A

 Aمقلوب المصفوفة   

3det:المحددريقة ساريس لحساب نستخدم ط:ـلــــــالح 3 2A x x    

det أكبرًوأصغرًقيمةًلـًتعيينلـًًًً A  ندرس إتجاه تغير الدالةdet A 
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detلدالةًاًًمشتقةًً Aًهي: 
2(det ) ' 3 3A x   

             
2(det ) ' 0 3 3 0 1 1A x x x         

 جدول التغيرات    

 

 

 

detمن جدول التغيرات نجد أن اكبر قيمة لـ     Aًً1من أجل  4هيx  

detلـوأصغر قيمة     Aًً1من أجل  0هيx   

: التي من أجلها يكون xعين قيم       
1det 4det 4A A  

1

2

2

3

1
det 4det 4 det 4 4

det

                                (det ) 4det 4 0

                                (det 2) 0

                                det 2

                                3

A A A
A

A A

A

A

x x

    

   

  

 

  

3

2

2

2 2

                                3 0

                                ( 3) 0                

                                0 3 0

                                0 3 3

x x

x x

x x

x x x

 

   

   

     

      

 

ً:المعرفًبالشكلfًلنعتبرًالتطبيقً: التمرين الخمس عشر

ًًًًًًًًًًًًًًًًً
)42,(),,(),,(

: 23

zxzyxzyxfzyx

IRIRf






ً

ليكنً  ,, 321 eeeًً3الأساسًالقانونيًللفضاءًالشعاعيIRًًعلىًالحقلIRليكنً،ًو  , 21 ee ًًالأساسًالقانونيًللفضاء

ً.IRعلىًالحقل2IRًًًالشعاعي

x          1                1              
'(det )A  

           0        0                    

 
 

det A
 

                           4    
 

0                                
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ً.ًخطيfًًأثبتًأنًالتطبيقً.1

ًً.2IRًو3IRًًفيًالأساسينًالقانونيينًلـfًًًمصفوفةًالتطبيقًالخطيMًعينً.2ً

لنعرفًجملةًالأشعةً.3ً  ,, 321 vvvً332123211:ًبالشكل ,, eveeveeev .ً

أثبتًأنًجملةًالأشعةً(ًأ  ,, 321 vvv اًللفضاءًالشعاعي  ً.3IRتشكلًأساساًجديد 

مصفوفةًالانتقالًمنًالأساسًً Aأكتب(ًب  ,, 321 eeeًًإلىًالأساس  ,, 321 vvv.ً

مصفوفةًالانتقالًمنًالأساسًً Bأكتب(ًج  ,, 321 vvvًًإلىًالأساس  ,, 321 eeeًًً.ً

اًمنًأنًالمصفوفة(ًد ً.Aهيًمقلوبًالمصفوفةًًً Bتأكدًحسابي 

 :الحل

ً:خطيfًًلنثبتًأنًالتطبيقً.1

:لدينا

 ًًًًًًًًًًًًً

   

 

   

  ),,(,,

42,42,              

)(4)(2),()()(              

,,),,(),,(

:),,(,),,( ,, 3

zyxfzyxf

zxzyxzxzyx

zzxxzzyyxx

zzyyxxfzyxzyxf

IRzyxzyxIR





















ً

ً.خطيfًوهذاًماًمعناهًأنًالتطبيقً

ً:لدينا.2ً

   )4()1()4,1())1(4)0(2,100()(

01)0,1())0(4)0(2,010()(

21)2,1())0(4)1(2,001()(

213

212

211

eeef

eeef

eeef







ً

ً:وبالتالي

2

1

321

4         0         2

1         1         1

                )(      )(    )(       

e

e
M

efefef



















ً

332123211:ًلدينا.3ً ,, eveeveeev .ً

بماًأنًعددًعناصرًجملةًالأشعةً(ًًأ  ,, 321 vvvًً3هوdim 3 IRًاًللفضاء ،ًفلكيًتشكلًهذهًالجملةًأساساًجديد 

ً :ً،ًيكفيًأنًنثبتًأنهاًمستقلةًخطيا3IRالشعاعيً
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اًحقيقيةًبحيثًوً،ًًلتكنً 3O321 :أعداد  IR
vvv  .ً

:ًومنه    3O321321 IR
eeeeee  ً

ً:أيًأن















0

0

0







ً

0:ًإذن ًًومنهًجملةًالأشعة،  ,, 321 vvvًاًلـ ً.3IR تشكلًأساساًجديد 

ً

مصفوفةًالانتقالًمنًالأساسًً Aتعيين(ًب  ,, 321 eeeًًإلىًالأساس  ,, 321 vvvً:ًًلدينا

3213

3212

3211

100

011

1)1(1

eeev

eeev

eeev







ً

ً:ًومنه

3

2

1

321

1     0   1   

0     1   1

0       1    1  

                                       

e

e

e

A

vvv

















ً

مصفوفةًالانتقالًمنًالأساسًً Bتعيين(ًج  ,, 321 vvvًًإلىًالأساس  ,, 321 eee:ً

332123211:ًبماًأن ,, eveeveeev ًينتج،:ً

3213

32
1

22
1

12
1

2

32
1

22
1

12
1

1

100 vvve

vvve

vvve







ً

ً:وبالتالي
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3

2

1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

321

1            

0              

0         

                                          

v

v

v 

B

eee





















ً

اًمنًأنًالمصفوفة(ًد ً:لدينا:Aًهيًمقلوبًالمصفوفةًً Bنتأكدًحسابي 

3

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

100

010

001

1

0

0

101

011

011

IAB 





















































ً

ً:وكذلك

3

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

100

010

001

101

011

011

1

0

0

IBA 























































ً

 .Aهيًمقلوبًالمصفوفةًً Bالمصفوفة:ًوهذاًيعنيًبالضبطًأن

ً: التمرين السادس عشر

والجدولًالتالىًيبينً.ًمتوسط،ًكبيرًأحجامًصغير،3ًًوكلًنوعًلهً.ًتنتجًشركةًصناعيةًنوعينًمنًالمنتجاتً

ً.فىًالمصنعًالأول(ًبالآلاف)الإنتاجً

 كبير متوسط صغير النوع الحجم

22ً22ً32ًًالأول

11ً22ً22ًًالثانى

ً.فىًالمصنعًالثانى(ًبالآلاف)كماًيبينًالجدولًالتالىًمستوىًالإنتاجًًًًً

 كبير متوسط صغير النوع الحجم

32ً02ً31ًًالأول

20ً22ً22ًًالثانى

 :والمطلوب   

 .الكلىًفىًكلاًالمصنعينأكتبًالمصفوفةًالتىًتعبرًعنًمستوىًالإنتاجًً(1)    
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بطاقةًإنتاجيةًتزيدًً(2)ًًًًًًً ثالثاً  أكتبً.ًلمصنعًالثانىاًًًًًًًًعنًطاقةً%22ًإذاًقررتًالشركةًأنًتفتتحًمصنعاً 

ً.المصفوفةًالتىًتعبرًعنًمستوىًالإنتاجًفىًالمصنعًالثالث

ً.حددًالمصفوفةًالتىًتعبرًعنًحجمًالإنتاجًالكلىًفىًالشركةً(3)ً

ً:ل ــــــــالح  

إليهًإنتاجًالمصنعًالثانى  (1) يساوىًإنتاجًالمصنعًالأولًمضافاً  ً.مستوىًالإنتاجًفىًالمصنعينًمعاً 

=ًً

 .وحدة حجم صغير من النوع الأول 50 :أى ينتج المصنعين معاً        

 .وحدة حجم متوسط من النوع الأول 66     

 .وحدة حجم كبير من النوع الأول 66     

 .وحدة حجم صغير من النوع الثانى 40ًًًًً

 .وحدة حجم متوسط من النوع الثانى 42     

ً.وحدة حجم كبير من النوع الثانى 46     

عنًطاقةًالمصنعًالثانىًفإنهًلإيجادًطاقةًالمصنعً%22ًحيثًأنًالمصنعًالثالثًطاقتهًالإنتاجيةًتزيدًً(2) 

ً:ومنهً(1,20)فىًالثالثًالإنتاجيةًنضربًمستوىًإنتاجًالمصنعًالثانىً

ًً:الطاقة الإنتاجية للمصنع الثالث

43,2 48 36

33,6 24 28,8

 
 
 

=ً1,20ً

الطاقةًالإنتاجيةًللمصنعًالثانىًً +ًًالطاقةًالإنتاجيةًللمصنعًالأولًً=ًًالطاقةًالإجماليةًللشركةًككلًًً(3)ً

ًً.للمصنعًالثالثالطاقةًالإنتاجيةً+ًً

43,2 48 36 36 40 30 30 28 20 109,2 116 86

33,6 24 28,8 28 20 24 20 22 16 81,6 66 68,8

       
         

       
 

1وًًًً 2x .ً

 

 










404248

506866

















162220

202830

242028

304036










242028

304036
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 تمارين مقترحة

 :ثلاث مصفوفات معرفة كما يلي Cو B و A : التمرين الأول

1 3 3

4 3 2

1 0 5

C

 
 

 
 
  

   
4 3 1

B =
3 2 0

 
 

 
   

0 1 2

2 3 1

1 4 5

A

  
 

 
 
   

 

أحسب -1
1

3
3

C A ، 
tB ،( )Tr C ،det A  ، BC،det AC 

 : التمرين الثاني  

   Aًمصفوفة حيث :


















41

41

331



A     و 

detبحيث يكون  عين  -1   Aً أكبر ما يمكن 

 .المحصل عليها سابقا نعتبر قيمة -2

 Aمقلوب المصفوفة  1Aقابلة للقلب ثم أحسب  Aبين أن

)لتكنًالمصفوفة   : التمرين الثالث )nA Mًتحققًالعلاقةًًالأتية:ً

2 2 0....................(1)nA A I   

 قابلةًللقلبAًبين أن المصفوفة  -1

بين ان المصفوفة  -2
1 1

 =
2 1

B
 
 
 

ثمًإستنتجًً(1)تحقق العلاقة   
1A

 

 :التمرين الرابع   

)فإنBًًمتشابهةًمعAًًبين أن إذا كانت  1-    ) ( )Tr A Tr Bًًوماذاًتستنتج؟

ً:متشابهتانًحيث BوAًًهل المصفوفتان  -2ًًً
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1    1   3

0 1   2

2 1  1

A

 
 


 
  

و           
0 1 2

2 3 1

1 4 5

B

  
 

 
 
   

 

 :خامسالتمرين ال   

2 المصفوفتينلتكن   

cos sin
 = ( )

sin cos
A M

 

 

 
 

 
= 2و   ( )

2

i i
B M

i i

 
 

 
 

مقلوبيهماًقابلتينًللقلبًثمًأحسبBًًوAًً بين أن    
1A

وًً
1B 

 :أوجد مرتبة المصفوفتين الأتيتين    :سادسالتمرين ال    

1 1 4 1

3 2 0 4

1 1 4 1

2 3 7 5

B

 
 
 
 
 

 

2      -3        4 

3       1        5

1     0        -1

0       2        4

A

 
 
 
 
 
 

 

    :سابعالتمرين ال    

= 2 ةلتكن المصفوف        ( )
a b

A M
c d

 
 

 
  

 ًقابلةًللقلبًوAًً ماهوًالشرطًحتىًتكونًالمصفوفة 1)   

(2  عينًبصفةًعامة 1)
1A

 Aمقلوبًً

 :ثامنالتمرين ال   

2 لتكن المصفوفتين     

2 3
 = ( )

1 4
A M

 
 

 
2و  

3 2
 = ( )

2 3
B M

 
 

 
 

 متشابهتانBًوAًً بين أن    
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 جمل المعادلات الخطية: الفصل الرابع

 تذكير مختصر بالدرس

 حـــــل الجمل الخطيةطرق     

 :مجهولًمعرفةًكماًيليnًمعادلةًوnلتكنًالجملةًالخطيةًذاتًًً

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

..........

..........

.....................................................

.....................................................

................................

n n

n n

a x a x a x b

a x a x a x b

   

   

1 1 2 2

....................( )

.....................

..........n n nn n na x a x a x b











   

 

)يمكنًكتابةًالجملةًًًً  )علىًالشكل: 

ًًًًًًًً

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

. . .

. . .

. . . . . . . .
 ( )

. . . . . . . .

. . . . . . . .

. . .

     .......................( )

n n

n

n

n n nn

a a a x b

a a a x b

a a a x b

X BA

AX B

     
     
     
     

        
     
     
     

         

  

ً

 :حيث ًًًًً

   Aًً2عناصرهاًهيًمعاملاتًالمجاهيلًًالأمثالتسمىًمصفوفة 1,....... ,nx x xً

ً   ًBًًعناصرهاًهيًالأعدادًالواقعةًفيًالطرفًالثانيًللجملةًالثوابتتسمىًمصفوفة 

ًً  ًXًًالتيًنبحثًعنهاًالمجاهيلتمثلًمصفوفة. 

)عنذئذاًحلًالجملةًً  )ًًيكافئًًحلًالمعادلةًالمصفوفية:ً( )ً

)لحلًالجملةًًًًً   )ًًتوجدًعدةًطرقًمنها: 
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ًطريقة مقلوب مصفوفة( 1   

detإذاًكانً 0A ًفإنAًًمنهًالمعادلةًالمصفوفيةً وقابلةًللقلب( ) ًوبالتالي 

)الجملةًً )ًتقبلًحلاًوحيداًيعطىًبالعلاقة: 
1 X A Bحيث:

1A
 Aًًًًمقلوبًً

ً(Cramer)طريقة كرامر 2)    

detوًًًًًًًً  كلًجملةًفيهاًعددًالمعادلاتًيساويًعددالمجاهيلًًجملة لكرامرنسميًً:تعريف     0A ،ً 

   (a  إذاًكانdet 0A ًًفإنًالجملة( )ًلكرامرًتقبلًحلاًوحيداًيعطىًبالعلاقة: 

ًًًًًًًً

det
 ,  1,2,..., .

det

j

j

A
x j n

A
  

det:حيثً ً ًً  jAًًهوًمحددًالمصفوفةًالناتجةًمنًحذفًالعمودًرقمjًًوتعويضه

ً.AفيًالمصفوفةBًًبالعمود

 ًًً(bًًإذاًكانdet 0A ًفإن:ً

)الجملة * ًً   )من الحلول ةلها مالا نهاي  1,2,..., : det 0jj n A   

1: أي               2det det ... det 0nA A A    

)الجملة *  )  مستحيلة الحل  S   (  1,2,..., : det 0)jj n A   

1det :أي           0A   2أوdet 0A  أو ...أوdet 0nA ًًًًًً 

 طريقة غوص 3)   

تعتبرًطريقةًغوصًطريقةًمنهجيةًتسمحًًً،Aبفضلًاستعمالًالعملياتًالأساسيةًعلىًأسطرًالمصفوفةً

)بتحويلًالجملةًالخطيةً )ًًإلىًجملةًخطيةًأخرى( )ًًلهاًبحيثًتكونًمصفوفةًالجملةًالخطيةفئةًمكا( )ً

ىًإلىًجعلًجميعًعناصرًالمصفوفةًالتيًطريقةًغوصًتسع.ًمثلثيةًعلويةًوكلًعناصرهاًالقطريةًغيرًمعدومة

  تقعًأسفلًالقطرًالرئيسيًمعدومة

 :اتملاحظ    

)مصفوفةًصفريةًفإنًالجملةBًًإذاًكانتًمصفوفةًالثوابت (1)  )ًًخطيةًمتجانسةًًًًتسمىًجملة
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det إذاًكانً(2) 0A ًًًفإنًالجملةًالخطيةًالمتجانسةًتقبلًحلاًوحيدا

 وهوًالحلًالمعدوم
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 تمارين محلولة

 التمرين الأول

 :المعادلات الآتية بطريقة مقلوب مصفوفة  جملة حل     

1 2 3

1 2 3

1 2 3

 2 3 5

     3 2 2 5.................(1)

5 3 10

x x x

x x x

x x x

  


  
   

 

AX حيث: B (1)   تكافئ المعادلة المصفوفية       الحـــــــــــــــل: الجملة 

:مصفوفةًالمجاهيلًًً

1

2

3

x

X x

x

 
 

  
 
 

،ًمصفوفةًالثوابتً

5

5

10

B

 
 

  
 
 

ً

وفةًالأمثالًف،ًمصًًًً   ً 

2 1 3

3 2 2

5 3 1

A

 
 

  
   

ً

قابلة للقلب A ومنه     det 26 0A  : حساب محدد المصفوفة نجد أنبو    

  لحساب   
1A

 .نوجدًمصفوفةًالمرافقاتًمعًالأخذًفىًالاعتبارًقاعدةًالإشارات  

2 2 3 2 3 2

1 5 1 5

3 2 3 2

1 5 1 5

3 2 3 2

2 2 3 2 3 2

8 13  1  8 10  -4

10  13 11 13  13 13

4 13 7 1  11 7

C

tC C

   
   
    

    
    

    
 

      
   

   
   

   
   
         

ً

ًإذن     
1A 

 :تعطىًبالعلاقةً
1 1

det

tA C
A

 ً
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1

 7 5    4
1

7     3  1
26

7  2 3

A

 
 

  
 
   

 

  
1.X A B   والجملة تقبل حلا وحيدا يعطى بالشكل 

1

2

3

1

3 2 1 1 1
1

4 1 1 2 2
26

2 0 1   0 2

A

x

X x

x

B

         
      

           
              

 

 :الثانيالتمرين     

 :المعادلات الآتية حــــــــــــــل بطريقة مقلوب مصفوفة جملة   

1 2 3

1 2 3

1 2 3

 1

       2 3 6 .................(1)

3 2 11

x x x

x x x

x x x

  


   
    

 

       لحـــــلا 

:حيث AX B تكافئ المعادلة المصفوفية   (1)      الجملة  

ًًًً

1

2

3

x

X x

x

 
 

  
 
 

ًًًًًًًًًًً

1

6

11

B

 
 

  
  

ًًًًًًًًً

1 1 1

2 1 3

1 3 2

A

 
 

 
 
   

 

det 7 0A      :حساب محدد المصفوفة نجد أنبو 
1.X A B :قابلة للقلب والجملة تقبل حلا وحيدا يعطى بالشكل  A إذن    

.نوجدًمصفوفةًالمرافقاتًمعًالأخذًفىًالاعتبارًقاعدةًالإشارات
1A
          لحساب

  ً  ً
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7 7 7  7 5  4

5    3   2 7    3 1

4  1 3 7  2 3

C

tC C

      
   
      

      
    

      
 

        
       

     
   

     
   
         

ً

ًإذن     
1A 

 :تعطى بالعلاقةً
1 1

det

tA C
A

 ً

1

5 4
 1        

7 7 7 5  4
1 3 1

7   3 1 1            
7 7 7

7  2 3
2 3

1       
7 7

A

 
 

   
      

   
       

  

 

1.X A B   والجملة تقبل حلا وحيدا يعطى بالشكل 

1

1

2

3

 7 5  4   1 1
1

7   3 1 6 2
7

7  2 3 11 2

A

x

X x

x

B

       
      

                             
 

بطريقةًكرامرًالجملةًـلحـً:لثالتمرين الثا    Iًثمًإستنتجًحلولًالجملة IIًًً

 

3 11

     2 4       ....................  

2 2 5

x y z

x y z

x y z

I

   


  
   

ً
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 

3 11

     2 4       .................

2 2 5

a b c

a b c

a b c

e e e

e e e II

e e e

    


  
   

ً

 :             ــلــــلحـــا    

:حيث AX B تكافئ المعادلة المصفوفية    (1)      الجملة    

ًًًًًًًً

1

2

3

x

X x

x

 
 

  
 
 

ًًًًًًًًًًً

11

4

5

B

 
 

  
 
 

وًًًًًًًًًًً

1 1 3

2 1 1

1 2 2

A

 
 

 
 
  

ً

det:ً(1)محددًالجملةًًًًً 6 0A ً

ًتقبلًحلاًوحيداًنُعينهًباستعمالًطريقةًكرامرًفيًحلً(1)ومنه،ًالجملةًالخطيةًًًً

ً:باستعمالًعلاقاتًكرامرًوخواصًالمحدداتًنجدًًالخطيةًو  الجملًًًًً

1

11 1 3

det 4 1 1 6

5 2 2

A

 

  


ً

ًًًًً:و منهً
1det

 1
det

A
x

A
 

ً

2

1 11 3

det 2 4 1 18

1 5 2

A

 

 
ً

ًًً:ومنهً
2det 18

3
det 6

A
y

A
  ً

3

1 1 11

det 2 1 4 30

1 2 5

A



  


ً
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ً:ومنهً
3det 30

5
det 6

A
z

A
  ً

 :هوً(1)إذنًحلًالجملةًالخطيةًًًًً

1

 3

5

x

X y

z

   
   

    
   
   

ً

     II إستنتاج حلول الجملة          

 I نتحصلًعلىًالجملةًً
            

a

b

c

e x

e y

e z

 



 

بوضع    

1 ln1 0

                3         ln 3       

5 ln 5

a a

b b

c c

e x e a

e y e b

e z e c

    
  

      
     

 ومنه

)إذنًحلًالجملةًالخطيةًًًًً )IIًهو: 

0

 ln 3

ln 5

a

b

c

   
   

   
   
   

ً

ً:ًًًًًالجملةًكرامربطريقةًًحـــــلًًالتمرين الرابع      

 
1 2 3

1 2

1 3

2 1

   4 1       

2 2 3

x x x

x x

x x x

S

  


 
   

ً

:مصفوفةًالمجاهيلًًً

1

2

3

x

X x

x

 
 

  
 
 

،ًمصفوفةًالثوابتً

1

1

3

B

 
 

  
 
 

ً
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ًوفةًالأمثالًف،ًمصًًًً   ً 

يصبحًًلديناًًًًًًًًًًًً
 

1 2 3

1 2

1 3

2 1

   4 1       

2 2 3

x x x

x x AX B

x x x

S

  


  
   


ً

ً:ًبًمحددًهذهًالجملةانحسًً

2 1 1

det 4 1 0 8 0

2 2 1

A   


ً

الجملةًالخطيةًًومنهًً  Sًًتقبلًحلاًوحيداًنُعينهًباستعمالًطريقةًكرامرًفيًحل

ً:باستعمالًعلاقاتًكرامرًوخواصًالمحدداتًنجدًًالخطيةًو  الجملًًًًً

1

1 1 1

det 1 1 0 1

3 2 1

A   
ً

ًًًًً:و منهً
ً

2

2 1 1

det 4 1 0 12

2 3 1

A  


ً

ًًًً:ومنهً

3

2 1 1

det 4 1 1 2

2 2 3

A   


ً





















122

014

112

A

1
1

det 1

det 8

A
x

A


 

2
2

det 12 3

det 8 2

A
x

A
  
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ًً:ومنهً

إذنًحلًالجملةًالخطيةًًًًً Sًهو: 

1
1 8

3
2 2

1
3 4

 

x

X x

x

  
  

    
      

ً

 ً:حلًالجملةًالخطيةًالتاليةًباستعمالًطريقةًغوص  :التمرين الخامس    

 
1 3

1 2 3

1 2 3

6 5

  2 4

8 2 0

x x

x x x

x x x

S

  


  
   

ً

ً.لحلًهذهًالجملة،ًسوفًنلجأًإلىًالكتابةًالمصفوفيةًأثناءًجميعًمراحلًالحلًًًً

ً:الجملًالتاليةًمتكافئةًًًً

1 1

2 2

3 3

1

2

3

1 0 6 5 1 0 6 5

2 1 1 4 0 1 11 14

1 8 2 0 0 8 4 5

1 0 6 5

                                        0 1 11 14

0 0 92

x x

x x

x x

x

x

x

            
           

       
           
                      

   
   

    
   
       117

 
 
 
 
 

ً

:ًومنه
92

117
3 xً،2 3

1
14 11,  

92
x x


   ً،

46

121
65 31  xx.ً

    التمرين السادس:  ًلتكنًجملةًالمعادلاتًالخطيةًالتالية:ًً

 














1 

1

1

  

321

321

321

kxxx

xkxx

xxkx

S
ً

ًلجملةحلولًًاkًالعددًالحقيقيناقشًحسبًقيمًًً ًً Sً:ً

ً:لدينا :لـــــــــــالح    

3
3

det 2 1

det 8 4

A
x

A

 
  
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ًًًًالجملةًتكافئ
 



















































1

1

1

11

11

11

       

3

2

1

x

x

x

k

k

k

S
 

ًحتىًيكونًللجملة(ًأ:ًومنهً Sًًحلًوحيد،ًيلزمًويكفيًأنًتكون Sًمحددهاًًًًغيرً جملةًلكرامر،ًأيًأن

ً:معدوم،ًوبالتالي

2

1 1

det 1 1 ( 1) ( 2) 0

1 1

k

A k k k

k

    ً

)1()2(0أنًًأيً 2  kkًًوهوًماًيعنيًأن  2,1 kًًالجملةًًتقبلوفيًهذهًالحالة Sً

ًً:كما يليً(نستعملًخواصًالمحدداتً)ًًكرامرالحلًًالوحيدًالذيًنقومًبحسابهًبواسطةًعلاقاتً

2

1

1 1 1

det 1 1 ( 1)

1 1

A k k

k

  
ً

ً:ومنه
1

1

det 1

det 2

A
x

A k
 


.ً

2

2

1 1

det 1 1 1 ( 1)

1 1

k

A k

k

  
ً

ً:ومنه
2

2

det 1

det 2

A
x

A k
 


.ً

2

3

1 1

det 1 1 ( 1)

1 1 1

k

A k k  
ً

ًً:ومنه
3

3

det 1

det 2

A
x

A k
 


.ً
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حلًالجملةًالخطيةًًإذنًًًً Sًهو: 

1

2

3

1

2

1
 

2

1

2

kx

X x
k

x

k

 
 

   
           

 
 

 

.ً

detفإن2kًًمنًأجلًًًًً(بًًًً 0Aً

1detًفي2kًبالتعويضًبقيمةً Aًًنجد
2

1det (2 1) 1 0A    ً

الجملةًالخطيةًًإذن  Sًًومجموعةًالحلولًهيًمجموعةًخاليةًًمستحيلةًالحل

detفإن1kًًمنًأجلً(ًجًً 0Aً

1kبالتعويضًبقيمةً ً1ًفيdet Aًًنجد
2

1det (1 1) 0A   ً

1kبالتعويضًبقيمةً ً2ًفيdet Aًًنجد
2

2det (1 1) 0A   ً

1kبالتعويضًبقيمةً ً3ًفيdet Aًًنجد
2

3det (1 1) 1 0A    ً

1إذنً 2 3det det det det 0A A A A   ً

وبالتاليًالجملةً Sًًًتقبلًمالانهايةًمنًالحلول

ً:الجملًالخطيةًالتاليةًًطريقةًغوصبلًًح: سابعالتمرين ال   

 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2

2 2 3 4
  

5 4 3 6 6

5 2

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

S

   


   


   
    

،ًًًًًً
 

















1242

9232

1

  

321

321

31

xxx

xxx

xx

Sً

ًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًً 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 2 4

3 3 3 2 6
  

3 2 6

3 3 6

''

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

S

   


   


   
    

.ً

 : الحــــــــــــــل  

الجملةًالخطيةًًلحل(ًأًً   Sًًسوفًنلجأًإلىًالكتابةًالمصفوفية:ً
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الجملًالخطيةًالتاليةًمكافئةًللجملةًًً  S:ً

2 1

3 1

4 1

1 1

2 22

5

3 3

4 4

1 1 1 1 2 1 1 1 1 2

2 1 2 3 4 0 3 4 5 0

5 4 3 6 6 0 9 8 11 4

1 5 1 1 2 0 6 2 2 4

                                  

x x

x x

x x

x x







           
          

               
              
          

            

3 2

4 2

4 3

1

23

2

3

4

2 3

1 1 1 1 2

0 3 4 5 0
                

0 0 4 4 4

0 0 6 8 4

1 1 1 1

0 3 4 5
                                                   

0 0 4 4

0 0 0 4

x

x

x

x

x







     
    

       
     
    

    

 
 


  
 
 

 

1

2

3

4

2

0

4

4

x

x

x

   
   
   
   
   

  

ً

4: ومنه 1x ًً،3 2x      ًًًًًً،1   
16

3
x ًًًً2و

13

3
x ً

الجملةًالخطيةًًحل(ًبًًًً S ً:ً

1 1

2 2

3 3

1

2

3

1 0 1 1 1 0 1 1

2 3 2 9 0 3 4 7

2 4 2 1 0 4 4 3

1 0 1  1

                                        0 3    4  

4
0 0

3

x x

x x

x x

x

x

x

            
           

               
                       

 
   
   

     
  
  

 

 7

37

3

 
 
 
 
 
 
 

ًًًً  ً

ً:ومنهًًً
4

37
3 xً،10

3

47 3

2 



x

xً،
4

41
1 31  xx.ً

الجملةًالخطيةًًحل(ًًجًً S :ً
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1 2

2

1 1

2 2

3 3

4 4

2 1 3 2 4 1 2 3 2 4

3 3 3 2 6 3 3 3 2 6

3 1 1 2 6 1 3 1 2 6

3 1 3 1 6 1 3 3 1 6

                                              

c c

x x

x x

x x

x x





           
          
              
             
          

             

1

3 1

4 1

2 4

1

23

3

4

1

2

3

4

1 2 3 2 4

0 9 12 8 18

0 1 4 0 2

0 1 0 3 2

1 2 3 2 4

0 1 0 3 2
                                             

0 1 4 0 2

0 9 12 8 1

x

x

x

x

x

x

x

x







     
    
      
    
    

    

   
  

     
  
  

   

3 2

4 2

4 3

1

2

9

3

4

3

8

1 2 3 2 4

0 1 0 3 2
                                                

0 0 4 3 0

0 0 12 35 0

                                             

x

x

x

x







 
 
 
 
 
 

     
    

       
    
    

    



1

2

3

4

1 2 3 2 4

0 1 0 3 2
  

0 0 4 3 0

0 0 0 44 0

                                                  

x

x

x

x

     
    

       
    
    

    

ًًًً

4ً:و منهًًًًًً 0x ً،3 0x  

 التمرين الثامن: ،  

قدمًفإذاًعلمتًأنًكلًنوع12ًًًقدمًوثلاجة12ًًتنتجًشركةًالأحلامًللثلاجاتًنوعينًمنًالثلاجاتًهماًثلاجةً 

12ًفإذاًفرضًأنًالثلاجةً.ًمنًهذهًالثلاجاتًيمرًبمرحلتينًإنتاجيتينًهماًمرحلةًالتصنيعًومرحلةًالتشطيب

قدمًتحتاجًإلى12ًًساعاتًعملًفىًمرحلةًالتصنيعًوساعتينًفىًمرحلةًالتشطيب،ًوأنًالثلاجة0ًًقدمًتحتاجً

معًالعلمًبأنًعددًالساعاتًالمتاحةًلهذاً.ًمرحلةًالتشطيبًساعاتًفى3ًساعاتًعملًفىًمرحلةًالتصنيعًو5ًً

ساعةًلمرحلةًالتشطيبًفإذاًكانتًسياسةًالإنتاجًفى1322ًًساعةًلمرحلةًالتصنيع،2022ًًالمصنعًهىً

.المصنعًهىًاستخدامًكافةًالطاقاتًالمتاحةًفالمطلوبًتحديدًعددًالوحداتًالمنتجةًمنًكلًنوع  

     الحــــــــــل:ًًيمكنًتلخيصًبياناتًالمشكلةًفىًالجدولًالتالى.
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 مرحلة الإنتاج

 النوع

التصنيع      التشطيب 

قدم12ًً  0 2 

قدم12ًً  5 3 

 1322 2022 الساعةًالمتاحة

=ًًقدم12ًًًبفرضًأنًعددًالوحداتًالمنتجةًمنًالثلاجةًًًًً وحدةً  

=ًًقدم12ًًًوأنًعددًالوحداتًالمنتجةًمنًالثلاجةًً ًوحدةًً  

:المعادلاتًالآتيةًتمثلًالنظامًفإنً
 

 

:المصفوفاتًكالآتىًًوهوًنظامًمعادلاتًخطيةًفىًمتغيرينًويمكنًحلًهذاًالنظامًباستخدامًطريقةًًً  

:مصفوفةًالمعاملاتًًً :عمودًالثوابتًً  

:هيًمصفوفةًالمعاملاتمقلوبًًً  
 

:ومنه    =
 

 =  

222ًقدم،12ًًمنًالنوعًًثلاثجة352ًًإذنًلكىًتحققًشركةًالأحلامًللثلاجاتًالخطةًالإنتاجيةًيجبًأنًتنتجً

.قدم12ًثلاجةًمنًالنوعً  
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 تمارين مقترحة

  :التمرين الأول     

لتكن المصفوفة   

1 1 1

1 1 1

2 2 0

A

  
 

 
 
  

 

قابلة للقلب ثم أحسب  Aبين أن المصفوفة -1
1A  مقلوب المصفوفةA 

BAXحل بطريقة مقلوب مصفوفة المعادلة المصفوفية   2-  حيث 

 


















z

y

x

X
و  



















0

5

5

B
 

 تحقق من نتائج السؤال الثاني باستعمال طريقة كرامر-3

 :التمرين الثاني     

حيث mناقش حسب قيم  m حلول الجملة 














2

1

mmzyx

mmyzx

zymx

      

 : ةالتالي ةالجمل 3IRنعتبر في   :الثالث التمرين    

2 12

2 6 ................(1)

2 3 6

x y z

x y z

x y z

  


  
    

                      

1 2 1
12

1 1 2
6 ...............(2)

2 3 1
6

x y z

x y z

x y z


  




  



   

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 .بين أن الجملة تقبل حلا وحيدا -1

 .حل الجملة بطريقة مقلوب مصفوفة2 - 

  (2)إستنتج حلول الجملة  -1

a  : التمرين الرابع     أعداد حقيقية موجبة تماما cو b و 

:حل بطريقة كرامر الجملة        

 التمرين الخامس    

    المعادلة المصفوفية :علما أن مصفوقة الأوجد    

 حيت    تقبل الحل الوحيد    

ً:التمرين السادس    

,ًجدًقيمًًً     ,  z y xًًالتيًمنًأجلهاًيكونًالشعاع
3(1, 2,4)v  ًًعبارة 

  v (1,0,2)2وvً (1,2,3)2وvً (1,1,1)1ًعنًمزجًخطيًللأشعة     
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 القيم الذاتية والأشعة الذاتية: الفصل الخامس

 تذكير مختصر بالدرس

ً:نعتبرًفيًكلًماًيلي    

ًالعددً وًًوًالمصفوفةًفضاءًشعاعيًعلىًالحقلً   

 كثير الحدود المميز    

)كثيرًالحدودًالمميزًللمصفوفةًً:تعريف )nA M Kًيعطىًبالعلاقة:ً( ) det( )A nP A I   

 القيم الذاتية  والأشعة الذاتية               

ًإذاًوُجِدًشعاعًغيرAأنهًقيمةًذاتيةًللمصفوفةًنقولًعنًالعددًً: تعريف   

وًالشعاعًه  ً ونقولًأن  ً:يحققًًمعدوم    

ً.ًالموافقًللقيمةًالذاتيةAًًالذاتيًللمصفوفةً

ًللمعادلةًهيًبالضبطًالحلولًًمصفوفةلالقيمًالذاتيةًلً:مبرهنة   

 

( ) 0 det( ) 0A nP A I    ً

ً.الوحدةًمصفوفةًً هي ً:ًحيث

 تشكلًفضاءًشعاعيًمجموعةًالأشعةًالذاتيةًالمرفقةًبقيمةًذاتيةًً:ةـــــملاحظ  

ًونرمزًونسميهًفضاءاًشعاعياًجزئياًذاتياًمرفقاًبالقيمةًالذاتيةًًجزئيًمنًًًً

 :حيثًلهًبالرمز        / ( ) 0 0n

n

nE u A I u     ً

  ًًًًًًًًًًًًًً 
    تأقطر مصفوفة  

 مبرهنة    

ًشعاعًذاتيًمستقلًخطيا nًًتملكًًً للتأقطرًقابلةًالمصفوفة

    : نتيجة     

ذاتيةًمختلفةًفإنnًتملكًًإذاًكانتً   للتأقطرقابلةًالمصفوفةًقيماً 

 مثــــــال   

E( )nA M



 1 2, ,...,
t n

nu x x x ( ) 0 nnA I u u

( )nA M

nI



E

E 

( )nA MA

( )nA MA
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1قيمتينًذاتيتينًمختلفتينًهماتقبلًًًفيًالمثالًالسابقًالمصفوفة     2 2و 3 ً

ًوهيًمنًالدرجةًالثانيةًفهيًحسبًالنتيجةًالسابقةًقابلةًللتأقطرًً 

)كثيرالحدودًالمميزللمصفوفةً:ملاحظة      )nA Mًيعطىًبالشكل:ً

 

ًًًًًًًًًً
 

 :ملاحظات    

ً:ًيساويًجداءًقيمهاًالذاتيةًأيًالمصفوفةمحددً (1

 ًًًً  :ًيساويًمجموعًقيمهاًالذاتيةًأيًأثرالمصفوفةً (2

 ًًًً.القيمًالذاتيةًلمصفوفةًمثلثيةًهيًعناصرًقطرهاًالرئيسي (3

المقابلةًلهاًًمختلفة،ًفإنًالأشعةًالذاتيةًًإذاًكانتًجميعًجذورًالمعادلةًالمميزةً (4

 .مستقلةًخطيا ًتكونً
   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  1 1( 1) ( 1) ( ) ... detn n n n

AP TrA A        

A1 2det ... nA      

A1 2 ... nTrA      

det( ) 0nA I 
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 تمارين محلولة

 :التمرين الأول   

1 1
 =

2 4
A

 
 
 

ًأحسبًالقيمًالذاتيةًوالأشعةًالذاتيةًللمصفوفةًًًًً  

ًًًًًًًًً:الحـــــــلًًً   

2

2

1 1
( ) det(  - )

2 4

                     =(1 )(4 ) 2

           ( ) 5 6

A

A

P A I

P


 



 

  

  
   

 

  

  

 

( ) 0AP   هيًحلولًالمعادلةًًً:ًالقيمًالذاتيةًًًًً  

2

1 2

( ) 0 5 6 0

                          2,  3

AP   

 

    

  
 

1 2  بالقيمةًالذاتيةًًًالمرفقةً 1

x
u

y

 
  
 

ونحلًالجملةًًًًالانًنعينً  

21 2 1(  - ) 0A I u  فيًبقيتهانعوضًً  

1

1

1 1 0 1 1 0

2 4 0 2 2 0

0
                                         

2 2 0

                                        0

                                

x x

y y

x y

x y

x y





              
             

           

  
 

 

  

                          x y  

ًًً  

1

1

1

x y
u y

y y

      
       
       ًًً

:إإذنً  

1الشعاعًالذاتيًالمرفقًبالقيمةًالذاتيةًًومنهًً  2 ً1هو

1

1
u

 
  
 
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2وبنفسًالطريقةًنجدًانًالشعاعًالذاتيً  

1

2
u

 
  
 

2          ًًالذاتية لقيمةبامرفقًً 3  

 تشكلًفضاءًشعاعيًمجموعةًالأشعةًالذاتيةًالمرفقةًبقيمةًذاتيةًً:ةـــــملاحظ  

ًونرمزًونسميهًفضاءاًشعاعياًجزئياًذاتياًمرفقاًبالقيمةًالذاتيةًًجزئيًمنًًًً

 :حيثًلهًبالرمز        / ( ) 0 0n

n

nE u A I u     ً

A    التمرين الثاني: لتكنًالمصفوفةًًً 

4 6 0

3 5 0

3 6 5

A

  
 

  
 
 

 

   كثير الحدود المميز للمصفوفة أحسب  -   1

قابلةًللتقطير؟ هل   ،ً ب القيم الذاتية المرفقة بالمصفوفةاحس -   2  

استنتج-3  ثم    

 أوجد الأشعة الذاتية المرفقة بالقيم الذاتية  للمصفوفة  -0

 الحــــــــــــــل:   

هوًالمعرفًبالعلاقةًالتاليةً كثيرًالحدودًالمميزً للمصفوفة  -1  ً 

3

4 6 0

( ) det( ) 3 5 0

3 6 5

AP A I



  



  

   


 

 

2

2

4 6 0 4 6

 ( )= 3 5 0     3 5

3 6 5 3 6

          =( 4 )(5 ) 18(5 )

         (5 ) ( 4 )(5 ) 18

( ) (5 )( 2)

A

A

P

P

 

  



  

  

   

     

 



    

     

   

 



E

E 

 AP A

A A

)det(A )(ATr

A

A  AP 
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( ) 0AP  
ًً

ًنحلًالمعادلة لحسابًالقيمًالذاتيةًللمصفوفةًً (2  

2

2

( ) 0 (5 )( 2) 0

5 0 5
                      

1 22 0

AP    

 

  

     

   
 

      

 

  3 2  و  2 1   1 و  5 
ً:هي  القيمًالذاتيةًللمصفوفةً  

منًالدرجةًالثالثةًوتقبلًثلاثةًقيمًذاتيةًمختلفةًفهيًقابلةًلتقطيرًً :ًبمأنً       

استنتاج  ثم      -3 

( ) 5 1 2 6Tr A    
 

det( ) 5 ( 1) 2 10A        

       إيجاد الأشعة الذاتية المرفقة بالقيم الذاتية  للمصفوفة  -4    

ً: 1 5  لقيمةًالذاتيةفقًبامرال هوًالفضاءًالشعاعيًالجزئي 
ً

الذاتيً
1

E ً 

 

 

3
1

3

3

1 1 3 1

3

1 3 1

( , , ) / ( ) 0

     ( , , ) / ( 5 ) 0

E u x y z A I u

u x y z A I u

    

     

:يحقق
 1

E ًمنً 1( , , )u x y z
ًإنًأيًشعاعًًًً  

A

A

A

)det(A )(ATr

A
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3

1

3 1 1

1

4 6 0 0

( 5 ) 0 3 5 0 0

3 6 5 0

4 5 6 0 0

                          3 5 5 0 0

3 6 5 5 0

9 6 0

                          3 0 0

3 6 0

x

A I u y

z

x

y

z







      
    

        
        

      
    

      
        

  
 

  
 
 

 1

0

0

0

9 6 0 0 0

                         3 0 0  0 0

3 6 0 1

x

y

z

x y

y x y u z

x y z

   
   

   
   
   

      
    

           
         

 

مولدًبالشعاعًً
1

E الذاتيًهذاًيعنيًأنًًالفضاءًًالشعاعيًالجزئيًًًً
 

1 1

0

0

1

E u

  
  

   
  

  

:ونكتبً

 

2 1   لقيمةًالذاتيةفقًبامرالً هوًالفضاءًالشعاعيًالجزئي 
ً

الذاتيً
2

E ً 

 

 

3
2

3

3

2 2 3 2

3

2 3 2

( , , ) / ( ) 0

     ( , , ) / ( ) 0

E u x y z A I u

u x y z A I u

    

     

:يحقق
ً 2

E ًمنً 2( , , )u x y z
ًإنًأيًشعاعًًًً  

1u
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3

2

3 2 2

2

4 6 0 0

( ) 0 3 5 0 0

3 6 5 0

4 1 6 0 0

                         3 5 1 0 0

3 6 5 1 0

3 6 0

                        3 6 0

3 6 6

x

A I u y

z

x

y

z

x

y

z







      
    

        
        

      
    

      
        

  
 

  
 
 

0

0

0

  
   

   
   
   

 

2

3 6 0

                       3 6 0

3 6 6 0

2 2
2

                        1
0

0 0

x y

x y

x y z

y
x y

u y y
z

  


  
   

    
     

           
   

 

:ونكتب مولدًبالشعاعًً
2

E الذاتيًهذاًيعنيًأنًًالفضاءًًالشعاعيًالجزئيًًً  

2 2

2

1

0

E u

   
  

   
  

  

 

2 2  لقيمةًالذاتيةفقًبامرالً هوًالفضاءًالشعاعيًالجزئي 
ً

الذاتيً
3

E ً 

 

 

3
3

3

3

3 2 3 3

3

3 3 3

( , , ) / ( ) 0

     ( , , ) / ( 2 ) 0

E u x y z A I u

u x y z A I u

    

     

:يحقق
ً 3

E ًمنً 3( , , )u x y z
ًإنًأيًشعاعًًًً   

2u
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3

3

3 2 3

3

4 6 0 0

( 2 ) 0 3 5 0 0

3 6 5 0

4 2 6 0 0

                          3 5 2 0 0

3 6 5 2 0

6 6 0

                         3 3 0

3 6 3

x

A I u y

z

x

y

z

x







      
    

        
        

      
    

      
        

  
 

  
 
 

3

0

0

0

6 6 0 1

                        3 3 0  1              

3 6 3 0 1

y

z

x y y
x y

x y u y y
z y

x y z y

   
   

   
   
   

        
     

                        

 

:ونكتب مولدًبالشعاعًً
3

E هذاًيعنيًأنًًالفضاءًًالشعاعيًالجزئيً     

3 3

1

1

1

E u

   
  

   
    

 

)3من المجموعة   لتكن المصفوفة  : لثالتمرين الثا   )M بحيث:       























311

020

113

A 

   كثير الحدود المميز للمصفوفة أحسب  -   1

ب القيم الذاتية المرفقة بالمصفوفةاحس -   2  

استنتج-3  ثم    

 أوجد الأشعة الذاتية المرفقة بالقيم الذاتية  للمصفوفة  -0

الحـــــــل         

3u

A

 AP A

A

)det(A )(ATr

A
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ً:بالعلاقةًالتاليةيعطىً كثيرًالحدودًالمميزً للمصفوفة  -1  ً 

3

3 1 1

( ) det( ) 0 2 0

1 1 3

AP A I



  



 

   

 
 

2

2

2

3 1 1 3   1

 ( )= 0   2 0    0  2

1 1   3 1  1

          =(3 ) (2 ) (2 )

         (2 ) (3 ) 1

( ) (2 )( 6 8)

A

A

P

P

 

  



  

 

   

   

 

  

   

     

   

 

( ) 0AP  
ًً

ًنحلًالمعادلة لحسابًالقيمًالذاتيةًللمصفوفةًً (2  

2

2

( ) 0 (2 )( 6 8) 0

2 0 2
                      

4 26 8 0

AP    

 

  

     

   
 

     

 

   2 4  و قيمة ذاتية مضاعفة 1 2 
:هي  القيمًالذاتيةًللمصفوفةً  

استنتاج  ثم      -3 

( ) 2 2 4 10Tr A    
 

det( ) 2 2 4 16A     

 الأشعة الذاتية المرفقة بالقيم الذاتية  للمصفوفة  -4    

1 5  المضاعفةًًلقيمةًالذاتيةفقًبامرالً هوًالفضاءًالشعاعيًالجزئي 
ً

الذاتي
1

E ً 

 

 

3
1

3

3

1 1 3 1

3

1 3 1

( , , ) / ( ) 0

     ( , , ) / ( 2 ) 0

E u x y z A I u

u x y z A I u

    

     

A  AP 

A

A

)det(A )(ATr

A
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:يحقق
ً 1

E ًمنً 1( , , )u x y z
ًإنًأيًشعاعًًًً  

3

1

3 1 1

1

3 1 1 0

( 2 ) 0 0 2 0 0

1 1 3 0

3 2 1 1 0

                          0 2 2 0 0

1 1 3 2 0

1 1 1

                          0 0 0

1 1 1

x

A I u y

z

x

y

z







     
    

        
         

     
    

      
         

 
 

  
  



 1

0

0

0

0

                         0 0 0 0

0

                         0

1

                         0 1

0 0

x

y

z

x y z

x y z

x y z

x y z

y z y z

x y z u y y y

z z

   
   

   
   
   

  


   
   

   

       
     

            
     
     

1

0

1

z

  
   

   
   
   

 

ينمولدًبالشعاعً
ً 1

E الذاتيًًًهذاًيعنيًأنًًالفضاءًًالشعاعيًالجزئيً  

      ًً
1

0

1

u

 
    
 
 

1وًً

1

1

0

u

 
    
 
 

:ونكتبًًًً
ً1 1

1 1

1 ,    0

0 1

E u u

     
          
    

    

ً

2 4  هوًالفضاءًالشعاعيًالجزئي الموافقًللقيمةًالذاتية
ً

الذاتيً
2

E ً 

 

 

3
2

3

3

2 2 3 2

3

2 3 2

( , , ) / ( ) 0

     ( , , ) / ( 4 ) 0

E u x y z A I u

u x y z A I u

    

     

:يحقق
ً 2

E ًمنً 2( , , )u x y z
ًإنًأيًشعاعًًًً  
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3

2

3 1 2

2

3 1 1 0

( 4 ) 0 0 2 0 0

1 1 3 0

3 4 1 1 0

                          0 2 4 0 0

1 1 3 4 0

1 1 1

                          0 2 0

1 1 1

x

A I u y

z

x

y

z







     
    

        
         

     
    

      
         

  


 
   

0

0

0

x

y

z

   
   

   
   
   

ً

 2

0

                        2 0 0

0

1

                         0 0 0

1

x y z

y y

x y z

z

y x z u z

z

   


    
   

   
   

         
   
   

ً

2

1

0

1

u

 
 

  
 
 

مولدًبالشعاعًً
2

E الذاتيًهذاًيعنيًأنًًالفضاءًًالشعاعيًالجزئيًًً  

2 2

1

0

1

E u

  
  

   
  

  

:ونكتبً  
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 تمارين مقترحة

)3من المجموعة  لتكن المصفوفة   :التمرين الأول     )M بحيث:       

2 1 2

1 2 2

2 2 1

A

 
 


 
 
 

 

   كثير الحدود المميز للمصفوفة    أحسب  -      1

5تحقق أن  -2   لمصفوفة  ة ذاتية لقيم   

قابلةًللتقطير؟ هل   ،ً القيم الذاتية المرفقة بالمصفوفة  باحس -3       

 أ وجد الأشعة الذاتية المرفقة بالقيم الذاتية  للمصفوفة   4 - 

   ثم   استنتج - 5    

    :بحيث    لتكن المصفوفة: التمرين الثاني  

1 1 1

1 1 1

1 1 1

A

 
 

  
   

   كثير الحدود المميز للمصفوفة    أحسب  -    1

1تحقق أن     2-

1

1

1

u

 
 

  
 
 

 مرفق بقيمة ذاتية   ذاتي للمصفوفة شعاع  

 يطلب  تعيينها

القيم الذاتية المرفقة بالمصفوفة  باحس -3    -   

 أوجد الأشعة الذاتية المرفقة بالقيم الذاتية  للمصفوفة -4

   ثم   استنتج - 5  

)3من المجموعة و  لتكن المصفوفتين :التمرين الثالث   )M بحيث:       

A

 AP A

A

A A

A

)det(A)(ATr

A

 AP A

A

A

A

)det(A)(ATr

A
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3 6 7

1 1 1

4 6 8

B

  
 

 
 
   

1 1 0

2 1 2

0 1 1

A

 
 

  
 
 

 

 قابلة لتأقطر Aبين أن المصفوفة      1-

 غير قابلة لتأقطر Bبين أن المصفوفة  2-   
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 نماذج إمتحانات السنوات الماضية

 النموذج الأول

   :التمرين الأول    

لتكن  المصفوفات 

2 1 3

3 2 2

5 3 1

A

 
 

  
   

    

5

5

16

B

 
 

  
 
 

 

4 0 7

4 5 2

3 0 0

C

 
 

   
 
 

   


















z

y

x

X 

BAXحل بطريقة مقلوب مصفوفة المعادلة المصفوفية  -1   

ثم إستنتج  Cأوجد القيم الذاتية والأشعة الذاتية للمصفوفة -2     ( ) t ed وTr C C 

 تشكل أساس لـ Cالمشكلة من الأشعة الذاتية للمصفوفة  Eبين أن المجموعة  -3     
3

 وماذا تستننتج؟  

 بطريقة كرامر الجملة  حل  :  التمرين الثاني    

   

1

ln 3ln 2ln 1

ln( ) 6

ln 3ln 10

a b c

abc

a
c

b




   




   


aحيث                  حقيقية موجبة تماما أعداد  cو b و 

 :التمرين الثالث    

 : فقال الحلاقة ثمن يأخذ أن أراد لهم حلق أن بعد ، أشخاص ثلاثة عنده حلاق    

 . الأول ففعل . دينارا 02 منها وخذ مال من به ما قدر الدرج هذا في ضع :للأول    

 . الثاني ففعل دينارا 02 منها وخذ مال من به ما قدر الدرج هذا في ضع :للثاني وقال    

  الثالث ففعل دينارا 02 منها وخذ مال من به ما قدر الدرج هذا في ضع :للثالث وقال  

 مبلغ أي به يعد لم الدرج أن الحلاق اكتشف النهاية وفي    

 ؟ البداية من بالدرج الموجود المبلغ الجمل أوجد بإحدى طرق حل    
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 حــــــــل النموذج الأول

 التمرين الأول

BAXحل بطريقة مقلوب مصفوفة المعادلة المصفوفية  -1   

ومنهًالجملةًًتقبلًحلاًوحيدا  det 26 0A   
1.X A B :قابلة للقلب والجملة تقبل حلا وحيدا يعطى بالشكل  A إذن    

.نوجدًمصفوفةًالمرافقاتًمعًالأخذًفىًالاعتبارًقاعدةًالإشارات
1A
          لحساب

2 2 3 2 3 2

1 5 1 5

3 2 3 2

1 5 1 5

3 2 3 2

2 2 3 2 3 2

8 13          1  8 10      4

10    13   11 13    13   -13

4 13  7 1      11    7

C

tC C

   
   
    

    
    

    
 

      
   

   
   

  
   
         

ً

ًإذن     
1A 

 :تعطى بالعلاقةً
1 1

det

tA C
A

 ً

1

 8 10      4
1

13    13   -13
26

1      11    7

A

 
 


 
  

 

1.X A B   والجملة تقبل حلا وحيدا يعطى بالشكل 

1

1

2

3

 8 10      4   5 1
1

13    13   -13 5 3
26

1      11    7 10 2

A

x

X x

x

B

       
      

         
              
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ومنه حل الجملة يعطى بالعلاقة      (1, 3, 2)tS    

هوًالمعرفًبالعلاقةًالتاليةً كثيرًالحدودًالمميزً للمصفوفة  -1  ً 

2

3( ) det( ) (5 )( 4 21)AP A I           

( ) 0AP  
ًً

ًنحلًالمعادلة لحسابًالقيمًالذاتيةًللمصفوفةًً (2  

2

2

( ) 0 (5 )( 4 21) 0

5 0 5
                      

3 74 21 0

AP    

 

  

     

   
 

      

 

  3 7  و  2 3   1 و  5 
ً:هي  القيمًالذاتيةًللمصفوفةً      

استنتاج  ثم      -3 

1 2 3( ) 5 1 2 6Tr A         
 

1 2 3det( ) 5 ( 1) 2 10A             

       إيجاد الأشعة الذاتية المرفقة بالقيم الذاتية  للمصفوفة  -4    

ً: 1 5  لقيمةًالذاتيةفقًبامرال الفضاءًالشعاعيًالجزئيًهو 
ً

الذاتيً
1

E ً 

 

 

3
1

3

3

1 1 3 1

3

1 3 1

( , , ) / ( ) 0

     ( , , ) / ( 5 ) 0

E u x y z A I u

u x y z A I u

    

     

:يحقق
 1

E ًمنً 1( , , )u x y z
ًإنًأيًشعاعًًًً  

A  AP 

A

A

)det(A )(ATr

A
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33 1

1

7 0

( 5 ) 0 4 2 0 0

3 5 0

0 0

 1

0 0

                         

x z

A I u x z x z

x z

x

u y y y

z

  


        
  

     
     

       
     
     

 

مولدًبالشعاعًً
1

E الذاتيًالشعاعيًالجزئيهذاًيعنيًأنًًالفضاءًًًًًً
 

1 1

0

1

0

E u

  
  

   
  

  

:ونكتبً

 

2 3   لقيمةًالذاتيةفقًبامرالً هوًالفضاءًالشعاعيًالجزئي 
ً

الذاتيً
2

E ً 

 

 

3
2

3

3

2 2 3 2

3

2 3 2

( , , ) / ( ) 0

     ( , , ) / ( 3 ) 0

E u x y z A I u

u x y z A I u

    

     

:يحقق
ً 2

E ًمنً 2( , , )u x y z
ًإنًأيًشعاعًًًً  

33 2

2

7 7 0

( ) 0 4 8 2 0

3 3 0

                         1

4

     1

1 1
                          

4 4

1

x z

A I u x y z

x z

z x

y x

x

u x x

x

 


      
  

 


 
 



   
   
       
   
       

 

1u
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:ونكتب مولدًبالشعاعًً
2

E الذاتيًهذاًيعنيًأنًًالفضاءًًالشعاعيًالجزئيًًً  

2 2

1

1

4

1

E u

  
  
     

  
    

 

3 7  لقيمةًالذاتيةفقًبامرالً هوًالفضاءًالشعاعيًالجزئي 
ً

الذاتيً
3

E ً 

 

 

3
3

3

3

3 2 3 3

3

3 3 3

( , , ) / ( ) 0

     ( , , ) / ( 7 ) 0

E u x y z A I u

u x y z A I u

    

     

:يحقق
ً 3

E ًمنً 3( , , )u x y z
ًإنًأيًشعاعًًًً   

33 2 3

133 7 0
177

( 2 ) 0 4 2 2 0               
17 7

3 7 0
37

7

x z xz x

A I u x y z u y x

y xx z z

 
                                      
 

 

:ونكتب مولدًبالشعاعًً
3

E هذاًيعنيًأنًًالفضاءًًالشعاعيًالجزئيً     

3 3

1

17
      

7

3

7

E u

  
  
  

    
 

 
 

 
 

   

 

   1 2 3; ;E u u u 

بماأنً    
3dim 3CardE  ًً1يكفيًأنًنبينًأنًالأشعة 2 3; ;u u uًمستقلةًخطيا 

بماأنً    ًً
3dim 3CardF  ًًيكفيًأنًنبينًأنdet 0E ًً

2u

3u
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:حيث            

0 1 1

1 17
1

4 7

3
0 1

7

E

 
 
 
   
 
 
 
 

 

نجدًأنًًساريس بإستعمالًطريقةًً 
10

det 0
7

E


 ًومنهEًًتشكلًأساساًلــ
3

ً

ًًًdim 3E   نستنتجً

 الثاني التمرين حل 

بطريقة كرامر الجملة  حل

1

ln 3ln 2ln 1

ln( ) 6

ln 3ln 10

a b c

abc

a
c

b




   




   


aحيث                    حقيقية موجبة تماما أعداد  cو b و 

 

الجملة تكافئ  

ln 3ln 2ln 1

ln ln ln 6

ln ln 3ln 10

a b c

a b c

a b c

  


  
    

 

 نضع

ln

ln

ln

a x

b y

c z





 

   ومنه مصفوفة الأمثال هي  

1 3 2

1 1 1

1 1 3

A

 
 

  
   

 

 det 18 0A  ًًتقبلًحلاًوحيدا(1ً)الجملةًومنه

1
1

2
2

3
3

det 18
det 18       1

det 18

det 36
det 36     2

det 18

det 36
det 54    3

det 18

A
A x

A

A
A y

A

A
A z

A


     




     




     


ً
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لدينا         

ln

ln

ln

a x

b y

c z





 

ومنه  

1

2

3

ln 1

ln 2

ln 3

a ea

b b e

c c e

 


   
   

       

 

الثالثالتمرين حل   

 2 20  17,5

    2 20 .  15

2 20 0 10

x y x

y z y

z z

   
 

    
      

17,5x البداية من بالدرج الموجود المبلغ 
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 النموذج الثاني

حل في  -: التمرين الأول   
3

 :و بطريقة كرامر الجملة

 3 11

    2 4 ...........(1)

2 2 5

x y z

x y z

x y z

   


  
   

 

من المجموعة  Aالمصفوفة  لتكن  :التمرين الثاني    3M بحيث:      

4 6 0

3 5 0

3 6 5

A

  
 

  
 
 

 

Aب القيم الذاتية المرفقة بالمصفوفة احس -1    

Aأوجد الأشعة الذاتية المرفقة بالقيم الذاتية  للمصفوفة  - 2   

ثم بين أنها تشكل أساسا لـ  
3

 

f:التمرين الثالث      ً:كماًيليتطبيقًمعرفً  

3 3       :   

      ( , , ) ( , , ) (2 ,2 ,2 )

f

x y z f x y z x y z x y z x y z



      
ً

ًخطي fبينًأنً(1ًًًً

ImوKerfًعينً(2ًًًً f   ً 

,ماًهيًقيمًالأعدادًًالحقيقيةً:التمرين الرابع ,  ًًالتيًمنًأجلها:ً

يكونًالشعاعًً

1

2

1

u

 
 

  
 
 

1ًمزجاًخطياًللأشعةً 1

2

m

u

 
 

  
 
 

،2

1

1

u m

 
 


 
 
 

3ًوً    1

1

m

u

 
 

  
   

 وسيطًحقيقيmحيث
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 حــــــــل النموذج الثاني

 التمرين الأول

 ( 1)حل بطريقة كرامرجملة 

 det 6 0A ًًتقبلًحلاًوحيدا(1ً)ومنهًالجملة

1
1

2
2

3
3

det 6
det 6       1

det 6

det 18
det 18     3

det 6

det 30
det 30     5

det 6

A
A x

A

A
A y

A

A
A z

A

    

    

     

ومنه حل الجملة يعطى بالعلاقة      (1,3,5)tS ً

ثانيالتمرين ال

  

 81 الصفحة رقم  في أنظر حل التمرين

ثالثالتمرين ال

  

 خطيfًإثباتًأنً (1

fًخطيً
3

( , , ), ( ', ', ) , , ,  ( ( , , ) ( ', ', )) ( , , ) ( ', ', )x y z x y z f x y z x y z f x y z f x y z             ً

( ( , , ) ( ', ', )) (( , , ) ( ', ', ))

                                         = ( ', ', )

2( ') ( ') ( ), 2( ') (
                                       =

f x y z x y z f x y z x y z

f x x y y z z

x x y y z z x x y y

       

     

         

   

  

        ') ( ),
                             

2( ') ( ') ( )

                                       = ( , , ) ( ', ', )

                                      

z z

x x y y z z

f x y z f x y z

 

     

 

 

    



 
 
 

 

ًلديناًتعريفاKerfًًتعينًً(2ًً
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 

 

 
 

3

3

3

3

( , , ) / ( , , ) 0

         = ( , , ) / (2 ,2 ,2 ) (0,0,0)

          = ( , , ) / 2

           = (1,0,2) (0,1,1) / ,

          

Kerf x y z f x y z

x y z x y z x y z x y z

x y z z x y

x y x y

  

       

  

 
ً

v(0,1,1)1ينالشعاعً المولدًبـــ3ًهوًالفضاءًالشعاعيًالجزئيًًمنKerfًً:إذن ً
vً(1,0,2)2وً

dim :إذنًً  1Kerf ً

Imتعيينًًً   fً

 

 

 
 

3 3

3

3

Im ( , , ) / ( , , )

        = (2 ,2 ,2 ) / ( , , )

       = (2 )(1,1,1) / ( , , )

       = (1,1,1) /

f f x y z x y z

x y z x y z x y z x y z

x y z x y z

 

  

      

  



ً

Imإذنًًً fًًًهيًالفضاءًالشعاعيًالجزئيًًمن
3

uً(1,1,1)الشعاعً المولدًبــواسطةً
ًً

لرابعالتمرين ا

  

ًً 

3مزجاًخطياًللأشعةuًيكونًالشعاعً 2 1, ,u u uًًو
















 m

1

1

,جدًثلاثةًأعدادًحقيقيةًوًفقطًإذاًُإذاًوً ,   

31 2 3

1 0

   0     1 1 0

2 1 1 0

0

                                                  0

2 0

m m

u u m

m m

m

     

  

  

  

        
       

             
              

   


   
   

ً
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2 det 3 3 0A m  ًومنهًالجملةًًتقبلًحلاًوحيدا

  

2
2 1

1 2

2
2 2

2 2

2
2 3

3 2

det +4m+4
det +4m+4      

det 3 3

det 4 +2m-3
det  4 +2m-3     

det 3 3

det -m+2
det -m+2      

det 3 3

A m
A m

A m

A m
A m

A m

A m
A m

A m







   


   



    



ً

 
 
ً

ً

ً

ً

ً

ً

ً

ً

ً

ً

ً

ً

ً

ً

ً

ً

ً
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 النموذج الثالث

 :ثلاث مصفوفات معرفة كما يلي Cو B و A :التمرين الأول  

13 8 12

12 7 12

6 4 5

A

  
 

  
 
   

4 0 7

4 5 2

3 0 0

C

 
 

   
 
 

      
 

A أحسب -1 C ،2A C ، 
TA ، det A،( )Tr A 

1Aبين أن  -  2 A ( 2يكفي أن تبن أن

3A I) ثم إستنتج
2018A 

BAX:المعادلة المصفوفية حل    3-   حيث:


















z

y

x

X 

Cب القيم الذاتية المرفقة بالمصفوفة  احس -6       detثم إستنتج     C،( )Tr C 

 Kerfثم عين  Cالتطبيق المرفق بالمصفوفة  fعين  –7      

 :التمرين الثاني      

 :لتكنًالمجموعةًًًًًًًً 3( ) / det 0      E A A  ً

)3فضاءًشعاعيًغيرًجزئيًمنEًًبينًبواسطةًمثالًأن )ًً

 :لتكنًالمجموعتينًالآتيتين :التمرين الثالث     

   3 3

1 2( , , ) / 0  ,  V ( , y, ) / 2 3 0V x y z x y z x z x z        ً

1أوجدًً(1 2V Vًً

1بينًأنًًً(2 2V Vًًفضاءًشعاعيًجزئيًمن
3

ً
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 حــــــــل النموذج الثالث

 التمرين الأول

22 16 31

 2 28 19 22

9 8 10

A C

  
 

   
 
                 

17 8 5

 8 2 14

9 4 5

A C

  
 

   
 
    

 det 1A                               
( ) 13 7 5 1Tr A    ًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًً 

13   12   6

 8 7  4

12 12 5

tA

 
 

   
 
    

 

1Aأن إثبات  -  2 A ( 2يكفي أن تبن أن

3A I) ثم إستنتج
2018A 

 2Aب احس

2

3

13 8 12 13 8 12 1 0 0

12 7 12 12 7 12 0 1 0

6 4 5 6 4 5 0 0 1

A I

        
     

      
     
             

 

2بما أن  :الإستنتاج  

3A A A I  ًًفإن
1A Aً

إستنتج
2018A 

: لدينا

1

2

3 2

4 3 2

5 4

n

n

n

n

A A

A A A I

A A A I A A

A A A A I

A A A I A A



  

    

   

    
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 nAاستنتاج 

3

      

      

n
A

A
I


 


 

ًًًًًًًًًًًًًإذنًً
2018

3A Iًًًًًًًًًًًًًًًًً

AX:بطريقةًكرامرالجملةًًًفيًحل(7ًًًًًًًًًًً Bًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًً

1

2

3

35
det 35           35

1

26
det 26           26

1

19
det   -19         19

1

A x

A y

A z


    




    




   



ًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًً 

هوًالمعرفًبالعلاقةًالتاليةً كثيرًالحدودًالمميزً للمصفوفة  -4  ً 

2

3( ) det( ) (5 )( 4 21)AP A I           

( ) 0AP  
ًً

ًنحلًالمعادلة لحسابًالقيمًالذاتيةًللمصفوفةًً (2  

2

2

( ) 0 (5 )( 4 21) 0

5 0 5
                      

3 74 21 0

AP    

 

  

     

   
 

      

 

  3 7  و  2 3   1 و  5 
ً:هي  القيمًالذاتيةًللمصفوفةً      

استنتاج  ثم      -3 

1 2 3( ) 5 1 2 6Tr A         
 

1 2 3det( ) 5 ( 1) 2 10A            

A  AP 

A

A

)det(A )(ATr

و ًًفردي   n =2k+1 

 n =2k  زوجي  و
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fتعيين   Cالتطبيق المرافق للمصفوفة   

3 3         

( , , ) ( , , ) (4 7 , 4 5 2 ,3 )x y z f x y z x z x y z x



     

 

 
 

3

3

3

( , , ) / ( , , ) 0

         = ( , , ) / (4 7 , 4 5 2 ,3 ) (0,0,0)

          = (0,0,0)

Kerf x y z f x y z

x y z x z x y z x

  

     
 

 الثانيالتمرين حل 

:  3( ) / det 0      E A A  ً

)3فضاءًشعاعيًغيرًجزئيًمنEًًبينًبواسطةًمثالًأنً )
ً

لتكنًالمصفوفتانً

1 2 3

2 1    4

0 0 0

A E

 
 

 
 
 
        

1 2 3

2 1    4

0 0 0

B E

 
 

 
 
 
 

1 3 8

2 3  8

0 3 2

A B E

 
 

  
 
 
  

  det( ) 18 0A B E   
ً

إذنً
Eًً3شعاعيًجزئيًمنًليسًفضاءًفضاء( )

ً

 

الثالثالتمرين 

ًً

1تعيين1ً )   ً 2V V

ً

 3

1 2 ( , , ) ,  5 3y=0V V x y z x  
ً

1بينًأنًًً(2 2V Vًًفضاءًشعاعيًجزئيًمن
3

 

3:ًمحققًلأنًًالشرط الأول(1ًًًًً 1 20 (0,0,0) V V ً 
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1ًالشرط الثانيًً 2 1 2( , , ),  ( ', ', ') V V  V VX x y z Y x y z X Y      ً

( , , ) ( ', ', ')

         ( ', ', ')

X Y x y z x y z

x x y y z z

  

   ً

)5وًمنهً ) 3( ') 5 3 5 3 ' 0x x y y x y x y        
 

1إذنً 2 V VX Y ً

ً

لثالشرط الث
ً

1 2 1 2( , , ) V V ,   V VX x y z X       ً

( , , ) ( , , )

5 3 (5 3 ) 0 0

X x y z x y z

x y x y

    

   

 

     ً

1 2V VX ً

1ومنهًًًًًً 2V Vًًفضاءًشعاعيًجزئيًمن
3

. 

ً
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 النموذج الرابع

 :التمرين الأول 

من المجموعة  Aلتكن المصفوفة  3M بحيث:      






















311

020

113

A   

قابلة للقلب ثم أحسب  Aأن  بين - 1
1A  مقلوب المصفوفةA 

BAXحل بطريقة مقلوب مصفوفة المعادلة المصفوفية -2    حيث


















11

10

19

B و


















z

y

x

X 

Ap)(أحسب  -3     Aكثير الحدود المميز للمصفوفة    

Aب القيم الذاتية المرفقة بالمصفوفة احس-0     

 Aأوجد الأشعة الذاتية المرفقة بالقيم الذاتية  للمصفوفة  -5 

 بين أنه فضاءا أكتب الفضاء الشعاعي المرفق بالقيمة الذاتية المضاعفة و -1 

منشعاعيا جزئيا 
3

. 

 المشكلة من الأشعة الذاتية مستقلة خطيا وماذا تستنتج ؟ Eبين أن المجموعة -7 

 : التمرين الثاني  

أوجد بطريقة كرامر الجملة التي تقبل الحل الوحيد  




















1

2

1

X علما أن: 

مصفوقة الأمثال هي 


















acb

bac

cba

B  ومصفوفة الثوابت هي






















1

5

4

C. 
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 :التمرين الثالث 

Dلتكن المصفوفة     من المجموعة    3M بحيث:    
























x

x

x

D

11

11

11

 

 Ddetوأصغر قيمة حقيقية لـ   حقيقية عين أكبرقيمة -1        

4det4det: التي من أجلها يكون xعين قيم  -2          1  DD        

حيث                
1D   مقلوب المصفوفةD   
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 حــــــــل النموذج الرابع

 التمرين الأول

BAXحل بطريقة مقلوب مصفوفة المعادلة المصفوفية  -1   

ومنهًالجملةًًتقبلًحلاًوحيدا  det 16 0A   
1.X A B :قابلة للقلب والجملة تقبل حلا وحيدا يعطى بالشكل  A إذن    

.نوجدًمصفوفةًالمرافقاتًمعًالأخذًفىًالاعتبارًقاعدةًالإشارات
1A
          لحساب

2 0 0 0 0 2

1 3 1 3 1 1

1 3 1 3

2 0 1 3 1 1

1 3 1 3

2 0 0 0 0 2

6 0    2  6 2    2

2    8   2 0    8   0

2  0    6 2  2    6

C

tC C

 
   
  

  
    

 
 

    
 
 

    
   

  
   
       

ً

ًإذن     
1A 

 :تعطىًبالعلاقةً
1 1

det

tA C
A

 ً

1

  6 2    2
1

  0    8   0
16

2   2     6

A

 
 


 
  

 

1.X A B   والجملة تقبل حلا وحيدا يعطى بالشكل 

1

1

2

3

  6 2    2 19 7
1

  0    8   0  10 5
16

2   2     6 11 3

A

x

X x

x

B

       
      

         
             

 



 

110 
 

ومنه حل الجملة يعطى بالعلاقة      (7,5,3)tS  

هوًالمعرفًبالعلاقةًالتاليةً كثيرًالحدودًالمميزً للمصفوفة  -1  ً 

2

3( ) det( ) (3 )( 6 8)AP A I           

( ) 0AP  
ًً

ًنحلًالمعادلة لحسابًالقيمًالذاتيةًللمصفوفةًً (2  

2

2

( ) 0 (2 )( 6 8) 0

2 0 2
                      

2 46 8 0

AP    

 

  

     

   
 

     

 

  2 4  و  ضاعفةمقيمةًذاتيةًً 1 2 
:ًهي  القيمًالذاتيةًللمصفوفةً      

       إيجاد الأشعة الذاتية المرفقة بالقيم الذاتية  للمصفوفة  -2    

ً: 1 2  لقيمةًالذاتيةفقًبامرال هوًالفضاءًالشعاعيًالجزئي 
ً

الذاتيً
1

E ً 

 

 

3
1

3

3

1 1 3 1

3

1 3 1

( , , ) / ( ) 0

     ( , , ) / ( 2 ) 0

E u x y z A I u

u x y z A I u

    

     

:يحقق
ً 1

E ًمنً 1( , , )u x y z
ًإنًأيًشعاعًًًً  

33 1

1

0
( 2 ) 0

0 0

1 1

 0 1 0     

0 0 1

                         

x y z
A I u x y z

x y z

x y z y z

u y y y y

z z z

  
     

   

             
           

                
           
           

 

2u وًً ًينًًًمولدًبالشعاعً 
1

E الذاتيًهذاًيعنيًأنًًالفضاءًًالشعاعيًالجزئيًًًً
 

A  AP 

A

A

A

1u
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1 1 2

1 1

1 ,   0

0 1

E u u

     
    

      
    

    

:ونكتبً

 

2 3   لقيمةًالذاتيةفقًبامرالً هوًالفضاءًالشعاعيًالجزئي 
ً

الذاتيً
2

E ً 

 

 

3
2

3

3

2 2 3 2

3

2 3 2

( , , ) / ( ) 0

     ( , , ) / ( 4 ) 0

E v x y z A I v

v x y z A I v

    

     

:يحقق
ً 2

E ًمنً 2( , , )u x y z
ًإنًأيًشعاعًًًً  

33 2

2

0

( 4 ) 0 2 0 0

0

    1

                          0 0

1

x y z

A I u y y x z

x y z

x x

v y x

y x

   


        
   

     
     

        
     
     

 

:ونكتب  2v مولدًبالشعاعًً
2

E الذاتيًهذاًيعنيًأنًًالفضاءًًالشعاعيًالجزئيًًً  

2 2

 1

0

1

E v

  
  

   
  

  

 

1 2  لقيمةًالذاتيةفقًبامرال هوًالفضاءًالشعاعيًالجزئي 
ً

الذاتيً
1

E ً 

 
1

3( , , ) ,  y+z=0E x y z x   
ً

بينًأنًًً(2
1

Eًًفضاءًشعاعيًجزئيًمن
3

 

3:ًمحققًلأنًًالشرط الأول(1ًًًًً
1

0 (0,0,0) E ً 

ًالشرط الثانيًً
1 1

( , , ),  ( ', ', ')  X x y z Y x y z E X Y E       ً
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( , , ) ( ', ', ')

         ( ', ', ')

X Y x y z x y z

x x y y z z

  

   
ً

)وًمنهً ) ( ') ( ') ' ' 0x x y y z z x y z x y z            
 

1إذنً
 X Y E ً

لثالشرط الث
ً

1 1
( , , ) ,   X x y z E X E        ً

( , , ) ( , , )

( ) 0 0

X x y z x y z

x y z x y z

    

    

 

       ً

1
X E ً

ومنهًًًًًً
1

Eًًفضاءًشعاعيًجزئيًمن
3

. 

 1 2 2; ;E u u v 

بماأنً    
3dim 3CardE  ًً1يكفيًأنًنبينًأنًالأشعة 2 3; ;u u vًمستقلةًخطيا 

بماأنً    ًً
3dim 3CardF  ًًيكفيًأنًنبينًأنdet 0E ًً

:حيث            

1 1 1

1 0 0

0 1 1

E

 
 

  
 
 

 

detنجدًأنًًساريس بإستعمالًطريقةًً  2 0E  ًومنهEًًتشكلًأساساًلــ
3

ً

dimونستنتجًأنًًًً 3E ًً 

 التمرين الثاني 

2 4 2 4

2 5 2 5

2 1 2 1

a b c a b c

BX C c a b a b c

b c a a b c

        
 

         
          ً

ً
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مصفوفة الأمثال هي    

1 2 1

2 1 1

1 1 2

M

 
 

  
  

 

 det 14 0M   ً

1
1

2
2

3
3

det 14
det 14       1

det 14

det 28
det 28     2

det 14

det 14
det 14    1

det 14

A
M a

A

A
M b

A

A
M c

A


     



     



     


ً

ً:هيًومنهًالجملةًالمطلوبة

4 4

2 2 5

2 2 1

x y z

x y z

x y z

   


  
    ً

حلًالتمرينًالثالثًفيًالصفحةًرقمً 53  
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إمتحنات مقترحة للحلنمادج   

 النموذج الأول

f: التمرين الأول     ً:تطبيقًمعرفًكماًيلي  

3 3       :   

( , , ) ( , , ) (3 ,  2 ,  3 )

f

x y z f x y z x y z y x y z



    
ً

fًنواةًالتطبيقKerfًخطيًثمًًعين fتحققًأنًً-1ً

 fالمرفقةًبالتطبيقًالخطيAًًالمصفوفةًعينًً-2ً

قابلة للقلب ثم أحسب  Aأن  بين - 3
1A  مقلوب المصفوفةA 

BAXحل بطريقة مقلوب مصفوفة المعادلة المصفوفية - 4  حيث:  



















11

10

19

B و


















z

y

x

X 

Ap)(أحسب  -5     Aكثير الحدود المميز للمصفوفة   

Aب القيم الذاتية المرفقة بالمصفوفة احس -6     

 Aأوجد الأشعة الذاتية المرفقة بالقيم الذاتية  للمصفوفة  -7 

  مستقلة خطيا Aللمصفوفة المشكلة من الأشعة الذاتية  Eتحقق أن المجموعة -6 

dimإستنتج ثم  تستنتج ؟ اذا وم      E 

 :التمرين الثاني     

من الثلاجات هما ثلاجات ذات حجم صغير و ثلاجات ذات حجم ثلاثة أنواع للثلاجات LG تنتج شركة  

متوسط و ثلاجات ذات حجم كبير فإذا علمت أن كل نوع من هذه الثلاجات يمر بثلاثة مراحل إنتاجية 

لاجة ذات حجم صغير تحتاج فإذا فرض أن ث. وهي مرحلة التصنيع ومرحلة التشطيب ومرحلة التغليف

في مرحلة التغليف ، وأن  ساعةفى مرحلة التشطيب و وساعتينساعات عمل فى مرحلة التصنيع  3

ساعات فى مرحلة  3ساعات عمل فى مرحلة التصنيع و  4الثلاجة ذات حجم متوسط تحتاج إلى 

ساعات عمل فى مرحلة  5في مرحلة التغليف، وأن الثلاجة ذات حجم كبير تحتاج إلى  ساعةالتشطيب و

في مرحلة التغليف مع العلم بأن عدد الساعات  ساعتينساعات فى مرحلة التشطيب و 4التصنيع و 

ساعة  551ساعة لمرحلة التشطيب و  0011ساعة لمرحلة التصنيع،  0551المتاحة لهذا المصنع هى 
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 لطاقات المتاحة فإذا كانت سياسة الإنتاج فى المصنع هى استخدام كافة المرحلة التغليف 

 :وبـــــــــــــــــالمطلو

 لخص البيانات السابقة في جدول  -0
 .تحديد عدد الوحدات المنتجة من كل نوع -0
 فما هو عنذئذا عدد الوحدات %05إذا قررت الشركة رفع الإنتاج بنسبة  -3

 .من كل نوع المنتجة 
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 النموذج الثاني

 :التمرين الأول 

من المجموعة  Aلتكن المصفوفة  3M بحيث:      






















311

020

113

A   

 Kerfثم عين  Aالتطبيق المرفق بالمصفوفة  fعين  – 1

BAXحل بطريقة كرامر المعادلة المصفوفية -2       حيث


















11

10

19

B و


















z

y

x

X 

Ap)(أحسب  -3       Aكثير الحدود المميز للمصفوفة    

Aب القيم الذاتية المرفقة بالمصفوفة احس-0       

 Aأوجد الأشعة الذاتية المرفقة بالقيم الذاتية  للمصفوفة  -5   

 بين أنهأكتب الفضاء الشعاعي المرفق بالقيمة الذاتية المضاعفة و -1   

جزئيا لـ فضاءا شعاعيا    
3

. 

المشكلة من الأشعة الذاتية تشكل أساسا لـEبين أن المجموعة -7   
3

 وماذا تستنتج؟  

 :التمرين الثاني   

 :لتكنًالمجموعة 2( ) / det 0E A A  ً

2فضاءًشعاعيًجزئيًمنEًًهلً (1 ( )ً؟ًبررًإجابتك

  :التمرين الثالث   

التيًمنًأجلهاًيكونًالشعاعًًجدًقيمةً
3(1, 2, )v  ًًًعبارةًعنًمزج

  .v (1,2,3)2وvً (1,1,1)1خطيًللشعاعينًًًًًًًًًًًً
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 النموذج الثالث

 نقاط 10 التمرين الأول 

لتكن المصفوفة   
























022

111

111

A
 

قابلة للقلب ثم أحسب  Aبين أن المصفوفة -1
1A  مقلوب المصفوفةA 

BAXحل بطريقة مقلوب مصفوفة المعادلة المصفوفية  -2   حيث


















z

y

x

X  و


















0

5

5

B
 

 تحقق من نتائج السؤال الثاني باستعمال طريقة كرامر-3

 

 Aأوجد القيم الذاتية والأشعة الذاتية للمصفوفة -0     

 نقاط  4 :التمرين الثاني   

حيث mناقش حسب قيم  m  حلول الجملة:













2

1

mmzyx

mmyzx

zymx

                

 نقاط 6:التمرين الثالث   

 عرف محدد مصفوفة  -1
  ةعرف المصفوفة المتناظر -2
)()(: فإن  Bمتشابهة مع المصفوفة Aبين أن إذا كانت المصفوفة   -3 BTrATr  
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 النموذج ارابع

 نقاط  10:التمرين الأول

نعتبر في 
3

 : مايلي 















32

6

2

zyx

zyx

zyx

و                                                    
















102

020

251

=A 
 

 .بين أن الجملة تقبل حلا وحيدا -1

 .حل الجملة بطريقة بطريقة كرامر -2    

عين  -3       p  كثير الحدود المميز للمصفوفةA. 

 A الذاتية للمصفوفةاوجد القيم والأشعة  -0   

 نقاط  5:التمرين الثاني

 :لتكنًالمجموعتين   3 3

1 2( , , ) / 0       V ( , y, ) / 2 3 0V x y z x y z x z x z        ً

1أوجدًً(1 2V Vًً

1أنًًبينًً(2 2V Vًًفضاءًشعاعيًجزئيًمن
3

ً

 نقاط 5 :التمرين الثالث

: لتكن المجموعة   2( ) ( ), 1,1G A x M x   ًًحيث

2

11
( )

11

x
A x

xx

 
  

  
 

 بالنسبةًلعمليةًضربًالمصفوفاتًزمرةGًبرهن أن 
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