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 مقدمة : 1
إن منشأ الجبر الخطي يعود إلى النصف الثاني من القرن السابع عشر وذلك عند دراسة جمل المعادلات        

ياضيين الذين أسهموا في هذا المجال نذكرالخطية ومن أوا الذي أعطى  Maclaurin ومن بعده العالم Leibintz ئل الر
وأما دراسة الحالة العامة لجمل المعادلات  .ة بمجهولين وبثلاثة مجاهيللتي تسمح بحل جمل المعادلات الخطيالعلاقات ا

نتيجة لهذه الدراسات نشأ  .ني من القرن الثامن عشرفي النصف الثا Cramer الخطية فيعود الفضل في ذلك إلى العالم
الذين عملوا في هذا المجال وجاء بعد ذلك مفهوم Laplaceو  Vandermonde ونذكر n مفهوم المحدد من المرتبة

ية المصفوفات سمح في منتصف القرن التاسع عشر بظهور مفهوم الفضاء  .Gauss المصفوفة على يد العالم إن تطور نظر
وأما التعارف النهائية للفضاءات الشعاعية فقد . Cayley بعداً وأول من تحدث عن هذا المفهوم n ذو الشعاعي

 .1888في عام  Peano  وضعت من قبل العالم
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 بنية الزمرة 2
ية والتي تشمل الزمرة   نتناول في هذا الجزء البنية الجبر

 الزمرة 2.1
يف  : تعر
داخلية  مجموعة غير خالية مزودة بعملية Gلتكن         نإ؛ نقول ,G  إذا تحققت زمرةأو ، بنية زمرةلها ،

 الشروط الثلاثة التالية:  
zyxzyxGzyx:                       تجميعيةالعملية . 1  )()(:,,. 
  : حياديعنصر  G. يوجد في 2

xxeexGxبحيث                                   Gمن  eيوجد   :. 
 : نظير Gلكل عنصر من  .3

eaxxa                        بحيث  Gمن  aيوجد  Gمن  xمهما كان  . 
نقول عن زمرة ,G  إذا كان:            تبديليةنها إxyyxGyx  :,. 

 ترميز: 
إن لم ترد أي إشارة إلى عملية الزمرة نعتبرها ضربية، عمليتها        ونعبر عن الزمرة ، G,  بـG  بدل كتابة و

yx   نكتبxy .فقط 
xبـ  xظير في زمرة ضربية نعبر عن ن 1  أما إذا كانت الزمرة جمعية )عمليتها + ( نعبر عن نظيرx  بـx–. 

والعملية في الزمرة هي صحيحا  اعدد nإذا كان  *. 
0n: لما نضع  : xxxxn *** ، x  مركب مع نفسهn  .مرة 

0nلما          :1 1 1* * *nx x x x  . 
0nولما         :nx e  حيثe  هو العنصر الحيادي فيG . 

 ملاحظة:
زمرة في           ,G هو نظير جداء عنصرين لدينا   111

** 
 xyyx . 

و   yxyxyx ****
2
 لما تكون الزمرة ليست تبديلية فإنلذلك ،   222

** yxyx  بصفة عامة. 
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 : مثال
1.  ,  ,، ,، , .زمر تبديلية 

2.  , يعية مزودة بعملية الطرح ليست بنية زمرة لان الطرح ليس عملية داخلية.مجموعة الأعداد الطب 
3.  ,  مثلا ليس له نظير  1مجموعة الأعداد الطبيعية مزودة بعملية الجمع ليست بنية زمرة لان العنصر

 بالنسبة للجمع.
ين  تمر
لتكن 1,0\IRE    :ولنعتبر التطبيقات 

EEffffff :,,,,, 654321 
 المعرفة بالشكل :

1
)( ,    

1
)(   ,  

1

1
)(             

1)(   ,     
1

)(     ,      )(:

654

321












x

x
xf

x

x
xf

x
xf

xxf
x

xfxxfEx

 

برهن أن   offffffG ,,,,,, 654321 .زمرة 
 الحل

 ليكن الجدول التالي :   

 1f 2f 3f 
4f 5f 6f 

1f 1f 2f 3f 
4f 5f 6f 

2f 2f 1f 4f 3f 6f 5f 
3f 3f 5f 

1f 6f 
2f 4f 

4f 4f 6f 
2f 5f 

1f 3f 
5f 5f 3f 6f 

1f 4f 2f 
6f 6f 

4f 5f 
2f 3f 

1f 
هي عملية داخلية وأن  oتجميعية. من خلال الجدول نرى أن العملية هي عملية  o)(نعلم أن عملية تركيب التطبيقات 

إذن  Gله نظير في  Gهو العنصر الحيادي وكل عنصر من  1fالتطبيق  oG, . زمرة 
 اعد الحساب في زمرة.قو

لتكن            ,G  للعنصر الحيادي في  1زمرة ، نشير بـG  إذا كانت العملية  هي الضرب . إذا كانت  0، و بـ
هي الجمع  العملية   الجدول التالي يضم بعض قواعد الحساب في الزمرة . ,G وكذا بعض الخواص 
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 عندما تكون الزمرة جمعية عندما تكون الزمرة ضربية

1. : 1a G au a u     1'. : 0a G a u a u      
2. : 1a G ua a u     2'. : 0a G u a a u      

cbacab .3 cbcaba '.3 
cbcaba .4 cbacab '.4 
11.5  abab abba  0'.5 
11.6  abba abab  0'.6 

11.7 1  00'.7  
  aa 

 11.8   aa '.8 
  111
.9 

 abab       abba '.9 
baxbax 1.10    baxbxa '.10 
1.11  baxbxa  abxbax '.11 

 الزمر الجزئية لزمرة    2.2
يف:  تعر

 إذا تحقق: Gهو زمرة جزئية من  Gمن  H. جزء غير خال eزمرة عنصرها الحيادي  Gلتكن  
.  شرط الاستقرار: 1  x y H xy H, :. 
. شرط وجود النظير: 2  x H x H: 1. 

Hونكتب  G  للتعبير على أنH  زمرة جزئية منG. 
 : ملاحظة
          H G  تعني أن مقصور عمليةG  علىH زودي H بنية زمرة.ب 
يف السابق. مبرهنةتعطي ال  التالية صيغة أخرى للتعر

 : 3مبرهنة

 ن الشرطين التاليين متكافئان:إف Gغير خال من زمرة  اجزء Hإذا كان      
1 .GH  . 
2 .  x y H xy H, : 1. 

 مثال:
المجموعة  Z في الزمرة الجمعية  :n nk k   زمرة جزئية من (n  .)عدد طبيعي كيفي 
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 أمثلة: 
CIRQZ  . من الأمثلة الشائعة، لدينا:1  

  ,Z  هي زمرة جزئية من  ,Q  ومن ,IR  ومن  ,C. 
  ,Q    زمرة جزئية من ,IR  ومن  ,C. 
 ,IR   زمرة جزئية من  ,C. 

***. ولدينا أيضا: 2 CIRQ  
 ,.*Q     زمرة جزئية من ,.*IR  ومن ,.*C. 
 ,.*IR   رة جزئية من زم ,.*C. 

**. أخيرا لدينا : 3

  IRQ 
 ,.*

Q    زمرة جزئية من ,.*

IR. 
. إذا كانت 4 ,G  زمرة فإن  Ge هما زمرتان جزئيتان من  , ,G. 

 

الزمر الجزئية لـ  2.3 , . 

 قضية: 
من  Hكل زمرة جزئية ل        ,. 

Hبحيث  nعدد طبيعي وحيد يوجد  n n  أي 

 :n nk k    ,2,,0,,2, nnnn  

 الزمرة الجزئية المولدة بمجموعة  2.4
يف:  تعر

)أصغر  Sتحوي  Gزمرة جزئية من  هي أصغر Gمن  Sغير خالية  المولدة بمجموعة Gالزمرة الجزئية من زمرة        
 .Sبمفهوم الاحتواء(، ونرمز لها بالرمز 
 .Sالتي تحوي  Gفهي تقاطع كل الزمر الجزئية من 

 قضية:
 لدينا:  Gغير خال من زمرة  اجزء Sإذا كان    

S ,: *

21  nGxxx nniiSxSx ii   1:1 
S  هي مجموعة كل الجداءات المنتهية للعناصر التي تنتمي إلىS  أو التي نظائرها تنتمي إلىS. 
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 لة خاصة:حا
، فإن: xمتكونة من عنصر وحيد  Sإذا كانت          :nS x x n   . 

 ملاحظة: 
 جمعية )عمليتها هي الجمع( فإن: Gإذا كانت الزمرة      

 *

1 2 : , :1n i iS x x x G n x S x S i i n             . 
لما  S x  فإن :x S nx G n   . 

 .0nلما  0ويساوي  سالب nمرة لما  nو  xومجموع  ؛موجب nمرة لما  x، nمجموع هو  nxحيث 
 مثال: 

Hلدينا  nطبيعي من أجل كل عدد . 1 n n   حيث( :n nk k )  هي زمرة جزئية من 
 .nمولدة بالعدد 

. لدينا 2 :kG i k   حيث(i  2هو العدد المركب الذي يحقق 1i   هي زمرة ضربية مولدة بـ )i أي .
 0 1 2 31, , 1,G i i i i i i      . 

 ترميز:
X, إذا كان       G Y G   نضع  XY xy G x X y Y   : ,. 

 :مبرهنة
KHإذا كانت           فإن:  Gن من زمرة ين جزئيتيزمرت ,

HK من زمرة جزئية G إذا وفقط إذا HK KH. 
 ملاحظة:

Hفإن  Gزمرة جزئية من زمرة  HKإذا كانت . 1 K HK . 
 فإن: Gزمرتان جزئيتان من الزمرة  Kو  H.إذا كانت 2
KHHKبصفة عامة  -     وبالتاليHK  ليست زمرة جزئية منG ى بمثال كما سنر 

HHHفيما يأتي، لـكن لدينا دوما        وهذا يعُمم إلى ضرب  H  في نفسهاn .مرة 
KHHKمن كون  Gزمرة جزئية من  HKتبديلية فإن  Gإذا كانت الزمرة  -   . 

 قضية:
لتكن       G, .ن ين الجزئيتيمجموع الزمرت زمرة تبديليةKH هو مباشر إذا وفقط إذا كان كل عنصر من  ,

H K :يكتب بشكل وحيد h k  حيثh H k K ,. 
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ين 2.5   تمار
ين  : 1تمر
ولكل عنصر نظير  eمجموعة غير خالية مزودة بعملية )ضربية( داخلية، تجميعية، لها عنصر حيادي من اليسار  Gلتكن       

 زمرة.   Gمن اليسار. أثبت أن 
 الحل:

   أي:  Gالعنصر الحيادي من اليسار في  eليكن          aaeGa  :1. 
   ولكل عنصر نظير من اليسار أي:  eaaGaGa  ':'2. 

. من Gxليكن  2 :لدينا         exxGx  ':'3. 
، مرة أخرى من 'Gxمن كون  2  :لدينا     exxGx  "':"4 . 
واستعمال  'Gxxمن كون  3  و 4  :والتجميع 

         exxxexxxxxxxxxexxxx  "'"'"''"'''' 
إذن   ''5 xxexx  . 

  لدينا من جهة أخرى    ''''''' xexxxxxxxex   
ومنه      xxexxxxxxex  '' 
aeaeaGaكيفي لذا:  xبما أن   :. 

 . ومن هذا نستنتج أن Gحيادي في  eحيادي من اليمين أيضا وبالتالي  eأي أن 
    xxexxxxxxexx  "'"'"". 

xxxxexx  ومنه   '"''   
 زمرة.  G. لذا، فإن xهو نظير  x'لتالي وبا

ين     :2تمر
),(لتكن  G  زمرةe . عنصرها الحيادي 

Gxexxا.برهن أنه إذا كان   ),(فإن  , G . زمرة تبديلية 
 ب.برهن أنه إذا كان :

)()()()(:),( yyxxyxyxGGyx  
),(فإن          G . تكون أيضا زمرة تبديلية 

 الحل:
 : *ا.لدينا حسب الخاصية التجميعية للعملية  1 
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exxxex

xyyxxyyxGGyx





                                             

)()()(:),( 
eyxyxولدينا فرضا    إذن : )()(

)()()()(:),( yxyxxyyxGGyx  
yxxyGGyxومنه فإن :    :),( 

 عملية تبديلية . *أي أن 
 ب.لدينا فرضا :

)()()()(:),( yyxxyxyxGGyx  
 إذن يكون لدينا حسب الخاصية التجميعية :

1111 )()(   yyyxxxyyxyxx 
yxxyGGyxمما يقتضي أن :     :),( 

 عملية تبديلية . *أي أن 
ين  : 3تمر

لتكن المجموعة     1:),( 22  yxIRIRyxG  نزودG  بالعملية : المعرفة كما يلي 
),(),(),(:),(),,( yzxwywxzwzyxGGwzyx  

 . Gداخلية في  ا.تأكد من أن العملية 
),(ب.برهن أن  G زمرة تبديلية . 

 الحل:
 إذا وفقط إذا كان : Gداخلية في  ا.تكون العملية 

GwzyxGwzyx  ),(),(:),(),,( 
لـكن                  yzxwywxzwzyx   ومنه فإن : ),(),(,

1)()()()( 2222222222  yxzwywzxyzxwywxz 
 . Gداخلية في  وبالتالي فإن العملية                

 تبديلية لأن : ب.إن العملية 
 

 
 

),(),(                                                

,                                                

,                                                

,),(),(:),(),,(

yxwz

wxzywyzx

zywxwyzx

yzxwywxzwzyxGwzyx









 

),,(),,(),(( . لتكن الآن الأزواج IR)لأن الضرب والجمع تبديليان في               vuwzyx منG :لدينا 
 

),(      

),(),(),(),(),(

yzuxwuywvxzvyzvxwvywuxzu

vuyzxwywxzvuwzyx



 
 ومن جهة أخرى لدينا :            
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 
),(       

),(),(),(),(),(

ywvyzuxwuxzvywuyzvxwvxzu

wuzvwvzuyxvuwzyx



 
 وبالمقارنة نجد أن :          

    ),(),(),(),(),(),( vuwzyxvuwzyx  
 تجميعية . إذن           
Geeآن عن الزوج نبحث ال           ),( : والمحقق للمعادلة 

),(),(),(:),( yxeeyxGyx  
 لدينا :        

00)(                                 

),(),(),(

22

2

2























eyxe

xyxyeex

xyeyyxe

yyeex

xeyxe
yxeeyx 

1ومنه فإن          exxe  وبالتالي فإن الزوجG)0,1(  عنصر حيادي بالنسبة للعملية  ليكن الآن .     
Gyxالزوج          ),(  نبحث عن الزوج ،Gyx  ),(),()0,1(المحقق للمعادلة  ),(  yxyx : لدينا . 

yyyyxy

xxyyx

yyyxyx

xyyx

yyxx
yxyx























)(                                 

00

1
)0,1(),(),(

22

2

2

 

xxومنه نجد أن           لعنصر أي أن نظير اGyx ),(  هو),( yx   وهو ينتمي إلىG  إذن .),( G  زمرة       
 تبديلية .        

ين  :4تمر
 . Eفي  Eمجموعة التقابلات من  مجموعة غير خالية و  Eلتكن    

),(ا.تحقق من أن  o . زمرة 
ب.برهن أنه إذا كان  aE  أو baE ,  فإن( , ) o الحالة زمرة تبديلية. عين في هذه. 

),(على الأقل على ثلاثة عناصر مختلفة فإن  Eج.برهن أنه إذا احتوت  o . لا تكون زمرة تبديلية 
د.نفرض أن  cbaE ,,  هل المجموعات الجزئية الآتية زمرا جزئية من ،),( o ؟ 

 
 
 baffC

xxfExfB

aaffA







)(:.3

)(::.2

)(:.1

 

 الحل:
( ، نعلم أن Eفي  Eهو تقابل من  Eفي  E)لأن تركيب تقابلين من  هي عملية داخلية في  .إن العملية ا

 ينتمي إلى  Eفي  Eالمعرف من  E1عملية تركيب التطبيقات هي عملية تجميعية وأن التطبيق المطابق 
 1fيقبل تطبيقا عكسيا  Eفي  Eمن  fو أن كل تقابل  بالنسبة للعملية  ي وهو العنصر الحيادي ف

),(، إذن بالنسبة للعملية  fهو نظير  E،1fفي  Eالذي هو بدوره تقابلا من  o . زمرة 
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ب.إذا كان   aE    فإن E1  وتكون عندئذ),( o  زمرة تبديلية. وإذا كان baE ,  فإن
 fE ,1   حيث   هو التطبيق التقابلي المعرف بالشكلabfbaf  .  لدينا :  )(,)(

foffoffof EE  ),(، إذن  ,11 o . زمرة تبديلية 
ج.لتكن   EcbaE  cbaحيث  ,, gfعناصر مختلفة ، لنبحث عن تقابلين  ,,      بحيث  Eفي  Eمن  ,

fog gof  ليكن .gf  التطبيقين المعرفين بالشكل : ,









xxgExacgcbgbag

xxfExbcfcbfaaf

)(:,)(,)(,)(

)(:,)(,)(,)( 
gfإن              ، و أن : Eفي  Eتقابلين إنشاء من  ,

    cbfafogbagagof  )()()()( 
)إذن الزمرة          , ) o . ليست تبديلية 

يفا 1د. AEليست خالية )لأن  Aوأن  A.لدينا تعر 1 ليكن . )Af   إذنaaf )( وaaf  )(1        
Afي فإن وبالتال 1  . 

Agfمن جهة أخرى إذا كان          ,  فإن  aafog )(  إذنAfog  وبالتالي فإنA زمرة جزئية من
),( o . 

gf، بالفعل ليكن التطبيقين ليست مستقرة بالنسبة للعملية  B.إن المجموعة 2  المعرفين كما يلي :   ,
acgbbgcagbcfcbfaaf  )(,)(,)(,  )(,)(,)( 

Bgfلدينا وضوحا       ,   : لـكنbcgofabgofcagof  )(,)(,)( 
Bgofأي أن          وبالتالي فإنB  ليست زمرة جزئية من),( o . 

),(ليست زمرة جزئية من  C.إن المجموعة 3 o  :لأنه إذا كان 
acfcbfbaf  )(,)(,)( 

bcfabfcafفإن :                     )(,)(,)( Cf، إذن 111 1 . 
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 الفضاءات الشعاعية  3
 . أو إلى أحد الحقلين   في كل ما يلي يرمز بـ 

 الفضاء الشعاعي 3.1
 .هو تبديلي كل حقل نصادفه فيما يلي 

يف:   تعر
 مزودة بعمليتين )+( و Eحقلا، نقول عن مجموعة غير خالية    ليكن        

 ( إذا كان:Kعلى  ف.ش)باختصار  Kعلى الحقل  فضاء شعاعينها إ
1 .  E,  زمرة تبديلية 
العملية الخارجية  . 2   :K E E   معرفة بـ  , x x  :وتحقق        

                                  1       K x y E x y x y, , :    
                        2       , , :    K x E x x x 

                                3     , , :   K x E x x 
                                  (Kهو عنصر الوحدة في  1) 4 1   x E x x: 

 مصطلاحات:  
 فضاء شعاعيا على  Eليكن  

 .سلمياتأما عناصر الحقل فنسميها  أشعةعناصر ف.ش نسميها  •
  ، 0E العنصر الحيادي لعملية جمع الأشعة يسمى الشعاع المعدوم ونرمزله بالرمز  •

  .–  xبالنسبة لعملية جمع الاشعة بالرمز  xنرمز لنظير  •

 ل: مثا
 ي: بالشكل التال ).(الخارجي  هو فضاء شعاعي على نفسه وذلك عندما نعرف القانون( K)×،+،إن الحقل  .1

, نضع ,x x x K K       
2إذا كان .2 ,E K   :نعرف جمع شعاعين بالشكل التالي 

     2

1 2 1 2 1 2 1 2, : , ; , , ,x y x x y y x y x x x y y y        
 كما يلي:  λشعاع بسلمي  ونعرف ضرب .3

   2

1 2 1 2, , ; ,x x x x x x        
 2 , ,. . هو فضاء شعاعي فوق الحقل 
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4. E n    R R R R  هو ف.ش على الحقلK  R ن: احيث العمليت 
من أجل                 R  و   x x x x y y y y En n  1 2 1 2, , , , , , , : 

 x y x y x y x yn n    1 1 2 2, , ,    و    x x x xn 1 2, , ,. 
Eفإن  Kعلى نفس الحقل  عاعيانشضاءان ف Fو  Eإذا كان  .5 F ع و الضرب الجم ف.ش بالنسبة للعمليتين : 

x x E y y F K, , , ,    ،    
         x y x y x x y y x y x y, , , ; , ,           

 الشعاعية الفضاءات في الحساب قواعد 3.2
 مبرهنة

2وليكن  Kفضاءًً شعاعيا معرفا على الحقل  (E،+).،ليكن          2( , ) , ( , )x y E K    عندئذ الخواص التالية

 محققة:
o ( )x y x y        
o ( ) x x x         
o .0 0 ,0 . 0E E k Ex   
o ( ) ( ) ( )x x x          
o    0 0 0E K Ex x      

 الفضاء الشعاعي الجزئي   3.3
يف:  تعر

( إذا  ف.ش.ج) باختصار  Eمن  فضاء شعاعي جزئيهو  Eمن  V، جزء غير خال Kف.ش على الحقل  Eليكن       
 عليه. Eله بنية ف.ش بمقصور عمليتي  Vكان 

يف:  تعر
 اذا وفقط اذا تحقق مايلي:  Eانه فضاء شعاعي جزئي من  F، نقول عن  Eمجموعة جزئية من ف.ش  Fلتكن 
1.  , 0EF F  
2. , :x y F x y F     
3. , :x F x F      
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 امثلة:
المعرفة بـ : 3من  Fالمجموعة الجزئية  .1 ( , ,1); ,F x y x y . 

30ن ليس ف.ش.ج لا (0,0,0) F  . 
 شعاعي. فضاء هو جزئي شعاعي فضاء كل .2
المعرفة بـ : 2من  Fالمجموعة الجزئية  .3 2( , ) ; 2 5 0F x y x y  . 

 .2ف.ش.ج لــ   Fلنثبت ان
2.0غير خالية : لدينا  Fنثبت  - 5.0 0 (0,0) F    منه  وF . 
)نفرض ان  - , )u x y F  و( ', ')v x y F   

( , ) 2 5 0

( ', ') 2 ' 5 ' 0

2 5 2 ' 5 ' 0

2( ') 5( ') 0

u x y F x y

v x y F x y

x y x y

x x y y

v u F

   
 

   

    

    

  

 

)نفرض ان  - , )u x y F  و  

 

   

( , ) 2 5 0

2 5 0

2 5 0

u x y F x y

x y

x y

u F

 



 



   
 

  

  

  

 

 

 .2ف.ش.ج لــ  Fو منه 
 قضية :

يكفي أن يتحقق الشرط :   𝕂فضاء شعاعي جزئي من فضاء شعاعي على الحقل  Fلـكي يكون       يلزم و
 , , , : . .x y F x y F          

 مثال:
المعرفة بـ : 2من  Fالمجموعة الجزئية  2( , ) ; 2 5 0F x y x y  . 

 .2ف.ش.ج لــ   Fلنثبت ان
2.0غير خالية : لدينا  Fنثبت ان  - 5.0 0 (0,0) F     و منهF . 
)نفرض ان  - , ), ( ', ')u x y v x y F  و,    

( , ), ( ', ')

,

u x y v x y F

 





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'لدينا 

'

x x
u v

y y

 
 

 

 
  

 
 ومنه  

   

   

2 ' 5 ' 2 2 ' 5 5 '

2 5 2 ' 5 '

.0 .0

0

x x y y x x y y

x y x y

       

 

 

      

   

 



 

و منه  u v F    و منهF  2ف.ش.ج لــ. 
 ملاحظة:

 الشعاع المعدوم ينتمي إلى كل فضاء شعاعي جزئي من  فضاء شعاعي.
 ملاحظة:

فإن Eفضاء شعاعي جزئي من فضاء شعاعي  Fإذا كان     ,F  زمرة جزئية من ,E . 
 أمثلة:  

  .فضاءان شعاعيان جزئيان من  و  من كلفإن فضاء شعاعي على   Eإذا كان  .1
 المجموعة .2  2,  : 0  F x y ax by    2هي فضاء شعاعي جزئي من . 
 المجموعة .3  3

1 , , : 2 ,F x y z y x z x       3هي فضاء شعاعي جزئي من . 
 المجموعة .4  3

2; , , : 0F x y z x y z      3هي فضاء شعاعي جزئي من . 

  عمليات على الفضاءات الشعاعية 3.4

 التقاطع : 3.4.1
F:  فإن  على الحقل التبديلي Eفضاءان شعاعيان جزئيان من فضاء شعاعي  Gو Fإذا كان          G فضاء شعاعي 

  .Eجزئي من
 : .F G x E x F Gx      

   :مبرهنة
 الجزئي. فضاء الشعاعي هو الجزئية الشعاعية الفضاءات تقاطع     

 الاتحاد :   3.4.2
F:  فإن  E  على الحقل التبديلي فضاءان شعاعيان جزئيان من فضاء شعاعي  Gو Fإذا كان        G اعيفضاء شع 

 .Eجزئي من
 : .F G x E x F x G      
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 الجزئي. فضاء الشعاعي هو جزئيين ليس بالضرورة  شعاعيين اتحاد فضائين  مبرهنة:

 الجمع :   3.4.3
F:  فإن  E  على الحقل التبديلي فضاءان شعاعيان جزئيان من فضاء شعاعي  Gو Fإذا كان       G فضاء شعاعي 

 .Eجزئي من
 1 2 1 2: ; .F G x E x x x x F x G        

 الجزئي. فضاء الشعاعي جزئيين هو شعاعيين فضائين جمع  مبرهنة:

 الجمع المباشر:   3.4.4
هو جمع مباشر  E نقول أن  على الحقل التبديلي فضاءان شعاعيان جزئيان من فضاء شعاعي  Gو Fإذا كان            

F  لـ وG : اذا و فقط اذا تحقق مايلي 




1

2 0E

E F G

F G

 

 
 

Eو نكتب :  F G  
   مبرهنة:
 الجزئي. فضاء الشعاعي هو جزئيين ليس بالضرورة  شعاعيين اتحاد فضائين       

 الجزء المولد لفضاء شعاعي  3.5
يف:  تعر

ةوالعائل Kف.ش على الحقل  Eليكن        
1

n

i i
x


عن هذه العائلة هو أصغر  المولد. الفضاء الشعاعي الجزئي Eمن   

يحوي E من  Vف.ش.ج   
1

n

i i
x


. ونرمز له بالرمز. 

1

n

i i
V x


 

 1 2 1 1 2 2: , , , :n n nV x E x x x x             
 تسمية :

نسمي العبارة       
1i

i

n

ix


 للعناصر اخطي امزج 
1

n

i i
x


. 

 أمثلة :  

الشعاع  .1     2,3 2 1,0 3 0,1    هو مزج خطي للـشعاعين 1,0و 0,1. 
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4الشعاع  .في فضاء كثيرات الحدود ذات المتغير الحقيقي .2 3 24 2 3x x x x   أشعةهو مزج خطي لل 
4 3 2, , ,x x x x. 

 الاستقلال الخطي والأساس  3.6
يف:     تعر

عائلة       
1

n

i i
x


إذا كان من أجل كل عائلة من السلميات  حرةأو جملة مستقلة هي  Kعلى الحقل  Eمن عناصر ف.ش   

 
1

n

i i
K


                 :لدينا 

1 2 1 1 2 2 1 2, , , ; 0 0n n n E nx x x                  
0 0E K, صفر الحقل والفضاء على الترتيب. اصطلاحا المجموعة الخالية مستقلة. انيمثل 

 : ةلامث  

 الشعاع 1 1,1,2v  مرتبط خطيا مع الأشعة 1 1,0,1v ، 2 0,1,1v  : 1لان 2v v v  
الأشعة  هل 2     1 2 31,0,0 , 0,2, 3 , 2,0,1v v v  ؟ مستقلة خطيا 

 نبرهن صحة مايلي :

31 2 3, , : 0 0v v v                 
, ,    

       

2 0

21,0,0 0,2, 3 2,0,1 0

0

,0

3

,0 0

0

0

0

 

   

 







 


  
 



 




















 

اذن الأشعة      1 2 31,0,0 , 0,2, 3 , 2,0,1v v v  مستقلة خطيا 
 ملاحظات:  

  او مزج خطي ( طياخ مرتبطةنها إعائلة من عناصر الفضاء إن لم تكن مستقلة نقول عنها ( . 
  له إذا كانت مستقلة ومولدة للفضاء.  اأساس عائلة من عناصر ف.ش هيكل 
  المجموعة الخالية تشكل أساس للفضاء 0 . 

 :اصطلاحا 
 .نأخذ إصطلاحا المجموعة الخالية مستقلة خطيا في أي فضاء شعاعي 
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يف  :تعر
 :   إذا تحقق ما يلي Eف ش  -𝕂أساس للـ   Aنقول إن جملة     

 A  مولدة لـE   أي كل عنصر منE  يكتب على شكل مزج خطي لعناصر منA  . 
 A .مستقلة خطيا 

 أمثلة :  

كل عنصر -1 ,x y يكتب على الشكل 2من  :     , 1,0 0,1x y x y  ومنه الجملة    1,0 , مولدة لـ 0,1
بالمثل نجد أن  . 2واضح أن هذه الجملة مستقلة فهي إذن أساس لـ  2

        1,0,0,....,0 , 0,1,0,....,0 , 0,0,1,....,0 ,....,  يدعى الأساس القانوني له.   n أساس لـ 1,....,0,0
2 شكليكتب على ال nكل كثيرحدود درجته أقل من -2

0 1 2

n

nx x x      ومن الواضح أن
 21, , ,...., nx x x  مستقلة فهي أساس  لفضاء كثيرات الحدود التي درجتها لا تتعدىn   ويدعى الأساس

 القانوني لهذا الفضاء.

 خواص :  

إذا كان .1 1 2, ,...., nx x x أساسا لـ ف ش فإن كل عنصرx صورة وحيدة على من هذا الفضاء يكتب ب
1الشكل   1 2 2 n nx x x x    2  وتسمى الاعداد 1, , ,n    بالمركبات السلمية لــx  في الأساس

 1 2, ,...., nx x x  
إذا كانت  .2 1 2, ,...., nx x x أساسا لـ ف ش وكانت الجملة 1 2, ,...., ny y y  أيضا أساس مستقلة خطيا فهي

 لهذا الفضاء الشعاعي . 

 :مبرهنة
 . Bومجموعة غير خالية  Kعلى الحقل  ف.ش Eليكن     

 القضايا التالية متكافئة:
1 . B  أساس لـE. 
2 . B  جزء مولد لـE  وأصغريB. 
3 . B  جزء مستقل منE وأعظمي . 

 مبرهنة:
         كل فضاء شعاعي يقبل أساسا. 
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 بعُد فضاء شعاعي 3.7
يف:  تعر

ُ نه إول عن ف.ش نق         يولده. عد منتهذو ب ُ نسمي و إذا وجد فيه جزء منته و عدد  Kعلى حقل ما  Eفضاء شعاعي  عدب
 ُ Kdim)( بـ Eعد عناصر أي أساس له. نرمز لب E  أو)(dim E .  

 :ملاحظة
n)(نسمي Eأساسا لـــ  S كانت إذا     card S ( اصلي المجموعةS  ) ُ و نرمز له  Kعلى حقل ما  Eشعاعي الفضاء العد ب

)بالرمز  )n dim E . 
 :ملاحظات

   .dim(E)ونرمز له  Eلها نفس عدد الأشعة. يسمى هذا العدد بعد الفضاء  Eكل أسس  -1
 . dim ({0}) = 0 إصطلاحا   -2
 ذو بعد منته .  Eكل ف ش ج  من  -3
dim)()(فان:   Fمن  ف ش ج E إذا كان -4 E dim F.   
dim)()( و Fمن  ف ش ج E إذا كان -5 E dim F فان :E F . 

 :أمثلة
رأينا أن الجملة  -1        1,0,0,....,0 , 0,1,0,....,0 , 0,0,1,....,0 ,...., )ومنه  nسأسا 1,....,0,0 )ndim n

. 
)ذو بعد منته و Fفإن 3ف ش ج من Fإذا كان  -2 ) 3dim F  ومنه ) 0;1;2;3(d Fim  
)كان  إذا -3 ) 3dim F  3فإنF  . 
 مولد بشعاع وحيد ويمثل هندسيا بمستقيم يشمل المبدأ. Fفإن  = dim(F) 1  إذا كان -4

  مولد بالمجموعة الخالية وبعده الصفر. الفضاء الجزئي المعدوم  -5
 :مبرهنة
 ذا بعد منته.𝕂 ف.ش على الحقل Eليكن 
Eاذا كان :  -1 F G  : فان )( ( () )d E Fim dim dim G  . 
) فان : Eفضاءين شعاعيين جزئيين منGوFاذا كان  -2 ( ( ) () ) )d Gim dF G F Fim di Gm dim  . 

 :ملاحظة
dim)( أي البعد منتهي الفضاء يكن لم إذا E   البعد نهائي لا الفضاء أن نقول فإننا. 

 0
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 ة التطبيقات الخطي 3.8
يف:  تعر

f:نقول عن تطبيق. Kفضاءان شعاعيان على نفس الحقل  Fو Eليكن    E F و فقط  ( إذات.خ)باختصار: خطي نه إ
 اذا تحقق مايلي:

, : ( ) ( ) ( ).

, : ( ) ( ).

1

2

x y E f x y f x f y

x E K f x f x  

    

   




 

يف:  تعر
f:. نقول عن تطبيقKفضاءان شعاعيان على نفس الحقل  Fو Eليكن    E F إذا كان:  خطينه إ 

, , , : ( ) ( ) ( )x y E K f x y f x f y            
 أمثلة:

 التطبيقات التالية خطية :  

1- 
2

:

/ ( , )

f

x ax b a b



 
 

2- 
2

:

( , ) / ( , )

f

x y ax by a b

 

 
 

3- 
2 2:

( , ) (3 , )

f

x y x y x y



 
 

 التطبيقات التالية ليست خطية :

1- 
2

:f

x x

 

2- 
:

( , ) .

f

x y x y

  

3- 
2 2:

( , ) ( , )x

f

x y e y x y



 
 

ين محلول  تمر
 خطية أم لا :-IRبين فيما إذا كانت التطبيقات التالية 

z)z,y,x(xf(x,y,z),z)      (x,y

IR.f:IR

),x(x),x,x,xf(x),x,x,x      (x

IR.f:IR









33

2143214321

24

2

1
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y,xy)(xf(x,y))      (x,y

IR.f:IR

xf(x)       x

IR.f:IR









22

2

4

3

 

   
)P(X)P(Xf(P) P

XIRX.f:IR

11       

5



 

 الحل
 لدينا : IR.ليكن 1

 

 

)x,x,x,f(x=                             

)x,(xx,x=                             

)x,x,x,xf(=)x,x,x,(xf

:IR)x,x,x,(x

4321

2121

43214321

4

4321











 

 : من جهة أخرى لدينا

   

      ),y,y,y)+f(y,x,x,xf(x,yy,xxy,xyx

y,xy,xy,xyxf),y,y,y)+(y,x,x,x(xf

:IR),y,y,y),(y,x,x,x(x

4321432121212211

4433221143214321

4

43214321







 

 تطبيق خطي.fإذن 
 .لدينا :2

     

),,(

,,,,

3

zyxfz)α(x+z,y,x+

zxyzxzyxfα(x,y,z)f

:IR(x,y,z)IR,α











 

 ومن جهة أخرى لدينا :
   
 

)z,y,x+f()=f(x,y,z)z+x,y,z+xz)+(=(x+z,y,x+

z+z+x,x+y,y+z+z+xx+

z,z+y,y+xx+f)z,y,x(x,y,z)+(f







 

 تطبيق خطي . fوبالتالي فإن 
)f(x)x)fليس خطيا لأن  f.إن 3 22  . 
ليس خطيا لأن :   fإن .4  αf(x,y)α(x,y)IR:fα  
IRλ,μ.ليكن 5   و XIRP,Q : لدينا ، 

     
   

)λf(P)+μf(Q                 

))-Q(X-Q(X+μ))-P(X-P(X+       =λ          

)(X-λP+μQ)-(X+λP+μQλP+μQf







1111

11

 

 خطي . fإذن 
 ملاحظات:

 فضاءات. تشاكلنه إنقول عنه  اإن كان متقابل طيخطبيق ت -1
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)نرمز لها بـ Fنحو  Eالتطبيقات الخطية من  مجموعة كل -2 , )E F. 
Eكحالة خاصة، إذا كان  -3 F  نضع( , ) ( )E E E  باختصار.تطبيقات خطية داخليةونسمي عناصره ، 

 نتائج:
f:  تطبيقf. و ليكنKفضاءان شعاعيان على نفس الحقل  Fو Eليكن    E F 

1- f  خطي 0 0E Ff  . 
2- f  خطي من أجل كلx E  : لدينا       1f x f x f x    . 
3- f  0 0E Ff  ليس خطي. 

 مبرهنة:
f:تطبيق خطي:   fليكن   E F. 

 1E  فضاء شعاعي جزئي 1f E E فضاء شعاعي جزئيF. 
 1F فضاء شعاعي جزئي  1

1f F F  فضاء شعاعي جزئيE. 
 : بعض خواص التطبيقات الخطية

 .Kفضاءان شعاعيان على نفس الحقل  Fو Eليكن    
 تركيب تطبيقين خطيين هو تطبيق خطي. .1
fفإن  اتقابل طيخ تطبيق fإذا كان  .2 1 تقابلي كذلك. تطبيق خطي 
3.   :f E F لدينا: تطبيق خطي 

  إذا كانV  ف.ش.ج منE  فإن f V ف.ش.ج منF وبصفة خاصة Im f f E. 
  إذا كانV فإن  Fف.ش.ج من ' f V

1
، وبصفة خاصة Eف.ش.ج من  '  0ker 1 ff. 

  إذا كانE بـ  امولدS  فإن الفضاء ش.جfIm  مولدة بـ f S ، إذا كان  خاصةبصفةE  ُ على الحقل  nعده ب
K و  ei i n1 

f: التطبيق فإن ا لهأساس  K En:  لمعرف بـ ا
 f e e en n n     1 2 1 1 2 2, , ,      خطي تقابلي، أي أنf  تشاكل. وبالتالي كل ف.ش. بعده

n  على حقلK  ُ Kشاكل ي n. 

 صورة ونواة تطبيق خطي :  3.8.1
f:تطبيقا خطيا fليكن         E F ي :عندئذ نسم 

 المجموعة :هي  fنواة التطبيق -1
  Ker : ( ) 0Ff x E f x E    

 المجموعة :هي  fصورة التطبيق -2
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 Im : / ( )f y F x E y f x F      
 :مبرهنة

)اذا كان      , )f E Fفإن Ker fوIm f  فضاءان شعاعان من هماEوF .على الترتيب 
 :مبرهنة

) ليكن    , )f E F . 
 f  متباين Ker 0Ef   . 
 f غامر Im f F  . 
  إذا كانE ا بعد منته فإن  : ذf  متباين dim E dim ImE . 
dimEو  ذا بعد منتهإ E: إذا كانوبصورة  خاصة        dimF : فإن القضايا التالية متكافئة 

 f متباين . 
 f غامر . 
 f تقابلي . 

 رتبة تطبيق خطي  3.8.2
)ليكن          , )f E F رأينا أنه إذا كانت عائلة مولدة لE  فإن صورتها بـf مولدة لـIm f فإذا كانE  ذا بعد

 كذلك  . Im f  منته فإن

يف  :تعر
)ليكن     , )f E F بحيثE ذا بعد منته . نسمي بعدIm f برتبة f نرمز لها بالرمز rg f. 

 مثال:
 ليكن :    

2:

( , ) ( , )

f

x y f x y x y



 
 

 بين أن( , )f E F .تطبيق خطي 
 عين كلا منIm f  و Ker f  . 
 ماذا تستنتج ؟ 
 لدينا : 

 2Im ; ( , ) : ( , )f z X x y f x y z      
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( , )

Im

f x y z x y z

f

   

 
 

 .غامر fو منه
 لدينا

 2  ker ; ( ) 0f X f X   

 2ker ( , ) , { (1,1) / } ( ) 0 ( , ) 0 0f x x x x x f X f x y x y x y              
و منه    k r 1e 1,f   
 ليس متباين. fو منه

 :ملاحظات
 أن  نفرضF أن  ما. ب منته بعد ذاIm f  فضاء شعاعي جزئي منF  فان  dimrg f F  و اذا كان

f : غامرا فان   dimrg f F . 
  اذا كان  1 2,  ,  ,  ne e e أساسا لــ  E  فان.   1 2( ( ( ) ( ) ( ))   ,  ,  , nrg f Dim vect f e f e f e  

  )الرتبة مبرهنة (مبرهنة :
)اذا كان          , )f E F بحيثE  فإن  منته بعدذو:    dim E dim ker f rg f . 

  مثال :
 :نعتبر التطبيق       

3 2:

( , , ) (2 , )

f

x y z x y x z



 
 

 اذا كان
( , , ) kerx y z f  2فان 0x y  0وx z  

   منهو
 ker ( , 2 , ) (1, 2,1)

(1, 2,1)

f x x x x

vect

    

  
 ومنه 

 dim ker 1f  
   لديناو    dim E dim ker f rg f   3حيثdim E   

ومنه الرتبة :   2rg f . 
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 المصفوفات 3.9
يف:  تعر

، صورة الثنائية K، من الحقل aijنسمي السلمية        i j,  بتطبيق   1 2 1 2, , , , , , n p K  ، i j aij,   الحد
 . jوالعمود  iالواقع في السطر  Aللمصفوفة العام 

يف.  :تعر
، كل تطبيق من المجموعة  عمودا pسطرا وnذات  الحلقة عناصر من مصفوفة نسميّ        

n p و يأخذ قيمه نحو
 .  في الحلقة

 الترميز :
)نرمز بالرمز     )np

 :الشكلب عمودا  pسطرا وnالى مجموعة المصفوفات ذات 

 

11 12 1

21

( , )

1

n p

p

ij i j

n np

a a a

a
A a

a a

 

 
 
  
 
 
  

. 

و نكتبها اختصارا على الشكل:  1
1

i nij
j p

a  
 

أو ija . 

 عمود على النحو التالي        mسطر و  nعلى شكل جدول مستطيل ذو  Aنصطلح على أن نكتب المصفوفة 

                         m عمود     

             n      سطر

  


























nmnn

m

m

aaa

aaa

aaa

A

21

22221

11211

...

...

 

 تسميات :
nها باختصار بـ: عمود ونعبر عن pسطر و  nذات  Aن إ. ونقول Aنسميها أيضا معاملات  aijالحدود  - p مصفوفة

nأو مصفوفة  p. 
- n p مصفوفة هو رتية الA  
هو  iالسطر الذي دليله  - a a ai i ip1 2, , ,  والعمود الذي دليلهj  هو المتتاليةnjjj aaa ,,, 21   كما هو مبين في

 .Aالمصفوفة 
nمجموعة  - p نرمز لها بـ مصفوفات على الحقل( )np

. 
 لترقيم الأعمدة والدليل الأيسر مخصص لترقيم الأسطر. الدليل الأيمن مخصص  -
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nإذا كان   - p  نضع( ) ( )nn n بعة وعناصرها نسميها مصفوفات  .  nمن الرتبة مر
نسمي مصفوفة سطر كل مصفوفة من  -

1 ( )p
و مصفوفة عمود كل مصفوفة من

1( )n
. 

، ويرمز لها Kالمصفوفة الصّفر هي المصفوفة التي جميع عناصرها تساوي صفر الحقل  - 
 mnij ,

0 . 
0 0 0

0 0 0
0

0 0 0

 
 
 
 
 
 

 

كل مصفوفة مربعة  ثلثية سفلىمنسمي مصفوفة  - ijA a  من( )n
 ، تحقق :

  0,,...,1,  ijajinji 























nnnn aaa

aa

a

A









21

2221

11

0

00

 

 مثال :

7

2

4

0 0

1 0

2 2

A

 
 

 
 
  

 

كل مصفوفة مربعة مثلثية عليانسمي مصفوفة  - ijA a  من( )n: تحقق ، 
  0,,...,1,  ijajinji 























nn

n

n

a

aa

aaa

A

00

0 222

11211







 

 مثال :
6 1

0 2 3

4

0 30

A

 
 

  
 
  

 

يةنسمي مصفوفة  - كل مصفوفة مربعة  قطر ijA a  من( )n: تحقق ، 
  0,,...,1,  ijajinji 























nna

a

a

A









00

00

00

22

11

 

 هي المصفوفة الواحديةّ إذا كان:  Aنقول أن 
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  0,,...,1,  ijajinji 1وiia.  ونرمز لها بـnI                       

      
1 0 0

0 1 0

0 0 1

nI

 
 
 
 
 
 

 

 سلمّية إذا كان:  Aنقول أن 
  0,,...,1,  ijajinji وKaii  . 

0 0

0 0

0 0

A







 
 
 
 
 
 

 ، حيث 

 مثال :
0

0

1 0

0 4 0

0 3

A

 
 


 
  

 

 ملاحظة
تكون المصفوفتان          

 nmijaA
,

  و 
 qpijbB

,
  على الحقل ،K:متساويتان إذا وفقط إذا ، 

pmكانتا من مرتبة واحدة إي  .1   وqn . 
يةّ، أي  .2 ijijالعناصر المتقابلة متساو ba   ، mi ,,1  و nj ,,1. 

BAونكتب:              (ijij ba   ، mi ,,1 ، nj ,,1  حيثpm   وqn .) 
 منقول مصفوفة :

مصفوفةال لتكن      1
1

i nij
j p

A a  
 

  من( )np
)من  1Aونرمز لها بـ Aنسمي منقول المصفوفة  )pn

 :المعرفة كمايلي 

      
 

i j b a A bij ji

t

ij i p
j n

, : , 1
1

. 

. لدينا إذن Aمن  iهو العمود tAمن  iن السطر لاحظ أ          
t t A A. 

 مثال : 
2

6

3

1 0

4 1

9 3

A

 
 

 
 
  

و منه  
3

0

2

1 6

4 9

1 3

tA

 
 


 
  

 

 ملاحظة :
Kمن  Xشعاع ال       n  هو مصفوفة ذاتn وعمود وحيد، نكتبه  اسطر X x x x

t

n 1 2, , , . 
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يف :  تعر
)من  Aنقول إن المصفوفة المربعة      )n  إذا و فقط إذا كان متناظرةانهاtA A. 

يف :  تعر
)من  Aنقول إن المصفوفة المربعة      )n  إذا و فقط إذا كانتخالفية انهاtA A . 

 خاصية :
)من  Aمصفوفتانالمهما تكن     )np

)من  Bو  )pm
فان:  

t t tA B B A   و   1(BABA ttt
. 

 العمليات على المصفوفات 3.10

 الجمع: 3.10.1

 من أجل                     1
1

i nij
j p

A a  
 

 و 1
1

i nij
j p

B b  
 

   من( )np
نعرف الجمع   A B a bij ij   

 خاصّية :
ABBAMBAجمع المصفوفات تبديلي، أي:   .1 np  ,, 
 جمع المصفوفات تجميعي، أي: .2

    CBACBAMCBA np  ,,, 
 :npMيوجد عنصر حيادي وهي المصفوفة الصّفر من  .3

AAMA np  0, 
تقبل نظرتها ، نرمز لها بـ  Aكلّ مصفوفة  .4 A: 

  0 AA  حيث ijaA  
 المزوّدة بعملية الجمع هي زمرة تبديليةّ npMإذن المجموعة  .5

   ملاحظة :
ي          )ف يمكن التأكد أنمن التعر )np

ومولد بالعائلة  Kفضاء شعاعي على الحقل  هي مزودة بهاتين العمليتين  

 Mij i n
j p

1
1
 
 

)من عناصر    )np
Mحيث المصفوفة  ij  كل حدودها معدومة ما عدا الحد الواقع في السطرi  والعمودj  فهو

 . 1 لـ مساوي
)دة لـوبالتالي فالعائلة مول )np

dimأنها مستقلة. إذن فهي أساس ومنه  من ويمكن بسهولة التأكد   ( )np np. 
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 الضرّب بعدد سلمّي 3.11
يف :  تعر

)(إذا كانت        ijaA  مصفوفة من الشكل),( mn من أجل كل ، نرمز بالرمز ،A  للمصفوفة 
ija  والتي

),(من الشكل  mn  والمحصل عليها بضرب جميع عناصر المصفوفةA   بالكمية السلمية . 
 مثال
في مجموعة المصفوفات       

2,3( )M لدينا 
1 4 0 5 20 0

5
3 0 1 15 0 5

    
   

   
 

 : خاصّية
يع بالنسّبة لجمع المصفوفات .1  التوّز

   , , ,nmA B M A B A B          
يع بالنسّبة لجمع السّلميات .2  التوّز

   , , ,nmA M A A A            
التجّميع:        .3     , , ,nmA M A A         
لدينا  .4  , 1nmA M A A   

 :مثال
CBAاحسب    حيث  23











10

23
A  ،










11

24
B ،












13

51
C. 

 الحلّ 

لدينا           









22

48
2B  ،










30

69
3A  ،














13

51
C 

ومنه          






















45

516

123320

546189
23 CBA 

 : مثال
ت أنّ المصفوفات التاّليةّ هي عناصر لـ أثب       IRM  مستقلةّ خطّيا: 22



















33

14

01

A   ،






















20

12

31

B  ،


















31

52

02

C 
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 الضرب: 3.11.1

)ضرب المصفوفتين                       ), ( )pq npB A   ،   A a B bij i n
j p

st
s p
t q

  
 

 
 

1
1

1
1

 ، هو المصفوفة ,

 1
1

( )i nij nq
j q

c C 
 

  

  حيث         
 

i j n q c a bij is sj
s p

, , , , , , , :1 2 1 2
1

  

Aونرمز لهذا الضرب بـ  B C   أوAB C. 
: ( ) ( ) ( )

( , )

n p p q n qX

A B C A B

   

 
 

نعرف العملية الخارجية   و من أجل 1
1

. . i nij
j p

A a   
 

  

 :ملاحظة
يا  Aأعمدة  يشترط أن يكون عدد Bفي  A. لضرب Bمن  jوالعمود  Aمن  iهو الجداء السلمي للسطر  cij المعامل      مساو

 بصفة عامة، ضرب المصفوفات، غير تبديلي.. Bلعدد أسطر 
 :هذه الضرب عملية إجراء ليسهل الآتي الشكل في كما المصفوفات بترتيب وننصح، هذا

11 1 1

2

1

11 1

1 2

1

j p

j

p pj pq

p

i i ip

n

j

np

i

b b b

B
b

a b b

a a

a a aA

a a

c

 
 
 
 
 
 
 
 



   
   
   
   
   
   
   

     

 

 
 خواص:

 تحت شروط إمكانية إجراء عمليات ضرب وجمع المصفوفات تكون الخواص التالية محققة
 
 

BCACCBA

ACABCBA

ABBABA

CABBCA









).(4

)(.3

)()(.2

)(.1

 
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 مثال:
 حيث ABاحسب الجداء   








 


204

321
A   و















 



121

314

212

B 

 الحلّ :
 ، إذن الجداء ممكن، لدينا في الحلة العامةّ إذا كانتBيساوي عدد أسطر  Aإنّ عدد أعمدة     











232221

131211

aaa

aaa
A  و



















333231

232221

131211

bbb

bbb

bbb

B    ّفإن














232221

131211

ccc

ccc
AB حيث 

31132112111111 bababac  

32132212121112 bababac  

33132312131113 bababac  

31232122112121 bababac  

32232222122122 bababac  

33232322132123 bababac  
 إذن 

       





















 
















 



6010

533

204

321

121

314

212

ABA

B

 

 مثال :
أوجد المصفوفة   IRMA 2 بحيث 








 














63

34

30

16
AA 

 : الحلّ 

لتكن      









tz

yx
Aإذن ،   


































tz

tyzx

tz

yx

33

66

30

16 





















 









tztz

yxyx

tz

yx

6334

6334

63

34 
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ومنه  نجد     



















13

9

7

3

1

tA ،IRt. 

 مثال:

لدينا   
        

1 1 2

2 2 1

1 1

0 1

1 1

1 2

1 1























 













  

1 2 3

4 5 6

2 3

4 5 6




























 

 











u

v

w

u v w

u v w

 
 مثال:

لتكن المصفوفات التالية :
1 7

0 7 1 3
2 6 ; ;  

1 3 2 4
5 1

 
    

          
 

  

1 3 0 7 3 16

2 4 1 3 4 26

0 7 13 14 28

1 3 24 5 9

     
        

      

     
        

     

 

 
1 7

1 3
 2 6

2 4
5 1

 
   

    
   

 

 لايمكن حسابها لانها لا تحقق الشرط 

 ملاحظة :
)مهما كانت   - )nA   :لدينا 

. .n nA I I A

A




 

، كل معاملاتها معدومة ما عدا معاملات القطر الرئيسي اعمود nو  اسطر nمصفوفة الوحدة، ذات  nIهيحيث          
 .1كل منها يساوي 

mnلا تحوي عنصرا حياديا إذا كان  nmMفي الحالة العامة المجموعة  - . 
 ملاحظات 
BAABيليةّ في الحلة العامةّ لأنّ هذه الحلقة ليست تبد 1 . 
 (.0Bأو  0A) 0AB . هذه الحلقة ليست تامةّ لأن: 2
3 .ACABCB  
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 مثال




















































11

11

00

11

01

01
,

00

02

01

01

00

11 

يف:  تعر
)من أجل         )nA  ُجدت مصفوفة، إذا و( )nB  بحيث

nAB BA I  AB BA In   نقول عنB 
1Bونكتب  A مقلوبنها إ A. 

 :ملاحظة
1Aب ونكت Bمقلوبنها إ Aنقول أيضا عن      B. 

 خواص :
قابلة للقلب ولدينا  Atقابلة للقلب عندئذ تكون  nMAإذا كانت  .1    11 

 AA
tt. 

nMBAإذا كانت كلا من  .2 ,  قابلتين للقلب عندئذ تكون المصفوفةAB بلة للقلب ولدينا  قا
  111

. 
 ABAB. 

 المصفوفات المتشابهة
يف :  تعر

,)(لتكن     KMBA n نقول أن .A  مشابهة لـB  إذا وفقط إذا وجدت مصفوفة KGLP n 
APPBبحيث  1. 

 خطّي : تطبيق وأثر مصفوفة أثر
يف:  تعر

لتكن المصفوفة المربعة     1
1

i nij
j p

A a  
 

  من( )n نسمي العنصر ، 
1

ii

n

i

a


أثر المصفوفة  منA و نرمز له بالرمز

( )tr A و نكتب ،
1

( ) i

n

i

it ar A


.   

 مثال :

 لتكن المصفوفة     
2

6

3

1 0

4 1

9 3

A

 
 

 
 
  

و المصفوفة  
3

0

2

1 6

4 9

1 3

tA

 
 


 
  

 

)    لدينا     ) 1 4 3 8tr A          و( ) 1 4 3 8ttr A    . 
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 :برهنةم
 إن التطبيق : .1

               
( )

: ( )nt

t A

r

A r

 

)شكل خطي على  )n. 
)من Aأيا كانت  .2 )n كان ،( ) ( )ttr A tr A. 
)، أيnمصفوفة الوحدة يساويأثر إن  .3 )ntr I n . 
)من Aأيا كانت  .4 )np  أيا كانت وB من( )pn  كان( ) ( )tr AB tr BA. 

 مبرهنة:
) مصفوفتين مربعتين من Bو Aلتكن    )nو لنفرض أنهما متشابهتان ، عندئذ يكون ،( ) ( )tr A tr B . 

 برهان:
)ن من مصفوفتان مربعتا Bو Aبما أن       )n ه توجد مصفوفة و متشابهتان فإنP  : 1قابلة للقلب بحيثA PBP  

 و بالتالي
1

1

( ) ( )

( )

( )

( )

n

tr A tr PBP

tr PP B

tr I B

tr B













 

 مصفوفة تطبيق خطي 3.12

يف:   تعر

لى الترتيب،  nو  pهما ابعد على الحقل  عاعيانشضاءان ف FوEليكن       
1i i p

e e
 

  أساس لـE  و 
1j j n

f
 

:والتطبيق الخطي F اأساس E F . 
nهيالمرفقة بهذين الأساسين  مصفوفة p  مصفوفة 1

1
i nij
j p

A a  
 

حيث  ذات معاملات في ،  e a fj ij i

i n


 


1

.

1

( )j ij i

i n

e e f
 

   الشعاعو( )je  ُ  .Aمن المصفوفة jعين العمود ي

       ملاحظة :
ُ  طيخق طبيمصفوفة ت    البدء  افوفة. إذا كان فضاءفعند تغييرهما تتغير المص ؛عين بواسطة أساسين، لفضائي البدء والوصولت

ي  إن لم ترد أي إشارة للأساسين فإن هناك أساس واحد مأخوذ لكلا الفضائين.  ،ن في هذه الحالةيوالوصول متساو

xمن أجل  E ،x x ei i
i p


 


1

نضع     x x x xe

t

p 1 2, , ,  مركبات بونسميهx  في الأساسe العمود .j منA هو 
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)مركبات الشعاع )je في أساسF. 
 :ملاحظة

نضع:            X x
e

  مركبات الشعاعx E  في الأساس e ei i p


 1
و   Y y

f
  مركبات الشعاع y x   في

الأساس  f f j
j n


 1

 : Fللفضاء  

   y y f x x e x e

x a f a x f

i i

i n

j j

j p

j j

j p

j ij i

i nj p

ij j

j pi n

i

  








 










 











     

     

  

 

1 1 1

11 11

  

 

من كون  f j
j n1 

 مستقلة لدينا:   

 1 1 2

1

1

   















 

i n y a x a a a

x

x

i ij j i i ip

j p

p

: , , ,  

Yوبالتالي يصبح لدينا A X أي أن   ( ) .
f e

x A x .  
 مثال:

2E   مزود بالأساس    e e
t t

1 211 1 1  , , 3Fو ,   مزود بالأساس
      f f f

t t t

1 2 311 0 1 0 1 0 11  , , , , , , , , 
 والتطبيق الخطي

1 2 1 2 1 2 1 2

:

( , ) ( , , )

E F

x x x x x x x x

 

  
     

 A مصفوفة 3. هي إذن 2مصفوفة . 
 ملاحظة:

 على فضائين منتهي البعد ترفق مصفوفة وحيدة. والعكس أيضا صحيح. طيخطبيق بكل ت        

 تغيير الأساس  3.13
يف:   تعر

وأساسين  nف.ش. بعده  Eليكن          e ei i n i i n1 1   
,  لـE. 

من الأساس )القديم(  P مصفوفة الانتقالنسمي  ei i n1 
إلى الأساس )الجديد(   

 
ei i n1

المصفوفة المربعة، للتطبيق  
 الحيادي   

     id E e E eE i i: , ,  
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في الأساس  امكتوب Eمن  xينقل  
 

ei i n1
في الأساس  امكتوب xإلى   ei i n1 

 
أي                                    x E x P xe e  :. 

الشعاع  
e

x  نسميه شعاع مركباتx  في الأساسe . 
 ملاحظة:

هي مصفوفة الانتقال من الأساس  P. إذا كانت 1   ei i n1 
إلى الأساس   

 
ei i n1

فإن مصفوفة الانتقال من  
 

 
ei i n1

إلى   ei i n1 
Pهي   1  مقلوب(P.) 

 ملاحظة:
 مصفوفة الانتقال قابلة للقلب لأننا نستطيع دوما التعبير عن أشعة أساس بأشعة أساس آخر.     
fف.ش كل منهما ذو بعد منته و  Gو  Eليكن  . 2 E G:  .ت.خ 

نفرض   e ei i,   أساسين لـE  وP  مصفوفة الانتقال من الأساس ei  إلى ei . 
و   g gi i,   أساسين لـG ،Q  مصفوفة الانتقال من الأساس gi  إلى gi. 
A  مصفوفةf نسبة للأساسين بال ei  لـE  و gi  لـG، 
B  مصفوفةf  بالنسبة للأساسين ei  لـE  و gi  لـG، 

Bلدينا: العلاقة  Q AP 1. 
يف مصفوفة الانتقال والمخطط التالي: كل فضاء مصحوب بأساس له                 :يمكن استنتاج هذا من تعر

       E e E e G g G g

P A Q

i

idE
i

f

i

idG
i, , , ,       

1
 

fوكون  id f idG E                      E e G g

B

i

f

i, ,    

Bوبالتالي   M M Q APf id f idG E
   

 
1  . 

  حالة خاصة:
إذا كان        i e g e g E Gi i i i: , Bفإن  ; P AP 1.  ن إحينئذ نقولA  وB نامتشابهت. 

 مثال:
لدينا   nمن أجل كل عدد طبيعي           Pn r X deg r n  R nبعده  Rهو ف.ش على الحقل  : 1.  ليكن

 : P2الأساسين لـ 
   e e X e X0 1 2

21  , و  ,          e X X e X e X X0

2

1 2

21 1, , 
P1     :أساسين لـ  g g X0 11 ,  و      g X g X0 11 1, . 

fوالتطبيق الخطي  : P P2 1 معرف بـ ال   a bX cX a b c b X    2 . 
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     لدينا:  
   

  

  









e e e e

e e e

e e e

0 0 1 2

1 0 1

2 1 2

  

مصفوفة الانتقال من الأساس  ei
إلى   ei

Pهي   

















1 1 0

1 1 1

1 0 1

. 

       لدينا:   

  





g g g

g g g

0 0 1

1 0 1

 

مصفوفة الانتقال من الأساس  gi
إلى   gi

Qهي     












1 1

1 1
 

 من المتطابقتين السابقتين لدينا:  

g g g

g g g

0

1
2 0

1
2 1

1

1
2 0

1
2 1

   

    





ومنه    





















2

1

2

1

2

1

2

1

1Q. 

 بإجراء الحسابات اللازمة نحصل على:
 

 

 

f e g

f e X g g

f e X g

0 0

1 0 1

2 1

1

1

 

     

 












 

وفق الأساسين  fمصفوفة  ei
P2لـ  

و   gi
P1لـ  

Aهي إذن   














1 1 0

0 1 1
 

وفق الأساسين  fوبالتالي مصفوفة  ei
P2لـ  

و  gi
P1لـ  

هي: 
 

B Q AP 


















 

1
0

1

2

1

2

0
1

2

1

2

. 
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 والمحددات  الأشكال متعددة الخطية 4

 الأشكال متعددة الخطية 4.1
 ما يهمنا في هذا الموضوع هو دراسة و حساب المحدد واستنتاج خواصه. 

يف:   تعر

:نقول عن تطبيق. على الحقل التبديلي اشعاعي ءفضا Eليكن        pE   نهإp إذا كان من أجل كل دليل  خطي
i  وكل جملة

ix Eالتطبيق الفرعي من ، Eنحو ، 1 2 1 1, , , , , , ,i i i i px x x x x x x  
خطي. ونقول انه خطي  

بالنسبة لـ
ix. 

يف. ةالتالي ةالخاصي  ناتجة مباشرة من التعر
0ixبحيث iإذا وجد            فإن 1 2 1 1, , , , , , , 0i i i px x x x x x    . 
)نرمز لها بـ   pEخطية لـpالأشكالمجموعة  )p E عاعيشضاء وهي ف. 

 :خطي pالعبارة العامة لشكل  4.2
و niبعده  E الفضاء لما ie و هأساسا ل 

,

1

, ; :ji i j i j

j n

i j a x a e
 

      :فإن 

 

 

 

1 1

1

1 1

1

1 1 2 2

1 2

1 2 1 2

1

2

1 2 ,1 ,1 2

1

,1 ,1 2

1

,1 ,1 ,2 ,2

1 1

,1 ,2 ,1 ,2
1

1

, , , , , ,

, , ,

, , ,

, , ,

p j j p

j n

j j p

j n

j j j j p

j n j n

j j j j p
j n

j n

x x x a e x x

a e x x

a e a e x

a a e e x

 







 

 

   

 

 

 
   

 

  
 

  
   

   

  
 





 



 

وهكذا حتى تعويض
px فنحصل على الشكل العام:  بعبارته 

   
,

1 2 (1),1 (2),2 ( ), (1) (2) ( ), , , , , ,
p n

p h h h p p h h h p

h F

x x x a a a e e e 


   
  

حيث
,p nF هي مجموعة كل التطبيقات من 1,2, , p نحو 1,2, ,n . 

,2لتوضيح ما سبق: لما 2n p    :لدينا 

1 1 2 2 1 2,x ae be x ce de    
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   

   

   

   

       

1 2 1 2 2

1 2 2 2

1 1 2 2 1 2

1 1 2 2 1 2

1 1 1 2 2 1 2 2

, ,

, ,

, ,

, ,

, , , ,

x x ae be x

a e x b e x

a e ce de b e ce de

a e ce de b e ce de

ac e e ad e e bc e e bd e e

 

 

 

 

   

 

 

   

   

   

 

)فيما يلي نتناول دراسة )p E . 

بة -pالأشكال  4.3  خطية المتناظرة والمتناو
يف:  تعر

) ، خطي p نقول عن شكل عاعي شضاء ف Eليكن         )p E علىE:أنه ، 
 إذا كان: متناظر. 1

من أجل كل عائلة             
1i i p

x
 

وكل تبديلة Eمن عناصر 
pS  :لدينا     

        1 21 2
, , , , , , pp

x x x x x x
  

       . 
أننذكر 

pS هي زمرة تبديلات المجموعة 1,2, , p . 
 :إذا كانمتناوب . 2

  1 2, , , 0px x x  كلما كانت عناصر الجملة 
1i i p

x
 

 ليست كلها مختلفة. 
 :ملاحظة

)من زئيجعاعي شضاء هي ف Eخطية المتناوبة على  pمجموعة الأشكال        )p E بالرمز هاونرمز ل( )pL E . 
 مبرهنة:

)ليكن     )p E . 
فإن:  امتناوب إذا كان            1 21 2

, , , , , , pp
x x x x x x
  

   مهما كانت المناقلة
pS . 

 فإن:    امتناوب بصفة عامة إذا كان     

          1 21 2
, , , , , , pp

x x x x x x
  

    
مهما كانت التبديلة

pS   حيث   هي إشارة. 
):بعُد الفضاء )pL E   

 مبرهنة:
و على حقل nبعده عاعيشضاء ف Eليكن     

1i i n
e

 
 أساسا له. لدينا: 

p،pمن أجل كل . 1 nفإن   ( ) 0pL E و dim ( ) 0pL E  . 
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2 .    ,dim ( ) 1np n L E . 
 :ملاحظة

إذا كان        
1i i n

e
 

وحيد بحيث Eعلىخطي متناوب  nيوجد شكل Eأساسا لـ  1 2, , , 1ne e e   . 
بحيث توجد سلمية Eعلى خطي متناوبnنه من أجل كل شكلإو   . 

 محدد تطبيق خطي داخلي  4.4

يف:   تعر

و nبعده عاعيشضاء ف Eليكن        
1i i n

x
 

، nمن اشعاعE .محدد 
1i i n

x
 

بالنسبة للأساس  
1i i n

e
 

 : هو السلمية 
   1 1 (1),1 ( ),det , , , , ( )

n

n n n n

S

x x x x a a 


 


      

 حيث   1

1

, , 1 1n i ji j

j n

e e i n x a e
 

        .  

 ملاحظة:
فإنه إذا كانت الجملة امتناوب اخطيn اشكل من كون      

1i i n
x

 
 مرتبطة خطيا فإن محددها معدوم.  

 ملاحظة:
يقة معينة. ولا يجب أن يغيب عن ان معين المصفوفة ا      لمربعة هو عبارة عن عدد يمكن حسابه من عناصر المصفوفة بطر

ذهننا أن هناك فارقا كًبيراً بين المحدد والمصفوفة. فالمحدد هو عدد فقط كما ذكرنا، في حين أن المصفوفة مجموعة أعداد حقيقية 
 موضعة في أسطر وأعمدة.

بعة 4.5  محدد مصفوفة مر
يف  :تعر

 1
1

i nij
j n

A a  
 

محدد .مصفوفة مربعة ذات معاملات في الحقلA  هو السلمية 

     (1),1 ( ),det ( )
n

n n

S

a aA  


 


   

(   1 1det , , , ,n nx x x x     حيث الأشعة هي أعمدةA .) 
  ملاحظة:

)، nهو محدد التطبيق الخطي الذي مصفوفته بالنسبة للأساس القانوني لAمحدد المصفوفة )nf   أي المعرف بـ
: ( )nx f x Ax . 

1nإذا كانت   و A a سطر وحيد وعمود وحيد فإن مصفوفة ذات det A a. 
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 مثال:

      11 12

21 22

a a
A

a a

 
  
 

2مصفوفة مربعة  2 ،  11 22 21 12det A a a a a. 

       2 3

6 1
A

 
  
 

ومنه    3d 1et 2 6A      أي det 16A  . 

 :مبرهنة
 حقلا. ليكن 

 1هو nIمحدد المصفوفة الحيادية. 1  det 1nI . 
,إذا كان. 2 ( )nA B  فإن     det det detAB A B. 
)إذا كان. 3 )nA  :فإنA قابلة للقلب إذا وفقط إذا det 0A . 

 خواص محدد مصفوفة 4.6
)أي  مصفوفة مربعة  Aلتكن     )nA ذات معاملات في الحقل . 1 2, ,..., nA C C C معتبرين أعمدتها

 
1i i n

C
 

  Ci i n1 
 . لدينا: nكأشعة من 

ينا تبديلا . 1  ( من تناوب المحددفإن: ) Aعلى أعمدة  إذا أجر

              1 21 2
det , , , det , , , detnn

C C C C C C A
  

     
حيث     هي إشارة. 

إذا كانت . 2 
1i i n

C
 

 مرتبطة خطيا فإن  det 0A  وب المحدد()من تعدد خطية وتنا. 
وإذا كانت      

1i i n
C

 
 مستقلة فإن   det 0A  لأن( 

1i i n
C

 
 .(nل اتصبح أساس 

)اذا كانت     . 3 )nA و   فان   det detnA A    . 

 حساب محدد مصفوفة 4.7

 1
1

i nij
j n

A a  
 

مصفوفة مربعة ، من أجل كلi وj نرمز بـ
ij لمحدد المصفوفة المربعة  1 1n n   الناتج عن حذف

 .Aمن jوالعمود iالسطر
 :قضية

إذا كانت 1
1

i nij
j n

A a  
 

   مصفوفة مربعة  بحيث
11 12 1

21

1

n

n

a a a

a
A

B

a

 
 
 
 
 
 

مصفوفة مربعة   B، حيث   1 1n n  

فإن    11det detA a B. 
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 :مبرهنة
لتكن      1

1
i nij
j n

A a  
 

  مهما كانت الأدلةمصفوفة مربعة .  iوj:لدينا 

      
1

det 1
k j

kj kj

k n

A a a


 

     تفكيك المحدد وفق العمود(j ) 

      
1

det 1
i k

ik ik

k n

A a a


 

    تفكيك المحدد وفق السطر(i.) 

 :نتيجة
ية  Aكانت المصفوفة إذا         على الشكل التالي: مثلثية علو

A

a a a

a a

a

n

n

nn





















11 12 1

22 20

0 0





   



 

فإن:    11 22det nnA a a a  .)جداء عناصر القطر الرئيسي( 
 المحدد من المرتبة الثانية:

لتكن لدينا المصفوفة الآتية: 
 

1 1

2 2

a b

a b

 
 
 

 من المرتبة الثانية.  

إن معين هذه المصفوفة : 
 

 1 1

1 2 2 1

2 2

a b
a b a b

a b
    

 ة المحددات التالية هي:أمثلة: إن قيم

1

2

3

4

1 2
1 4 2 ( 3) 4 6 10

3 4

3 1
3 ( 4) ( 1) 7 12 7 5

7 4

2 3
2 4 3 ( 1) 8 3 5

1 4

2 8
2 4 8 ( 1) 8 8 0

1 4

         



            




            




           



 

 خواص المحدد من المرتبة الثانية:

يه )معين مصفوفة يساوي معين منقولها(. أي أن:1 يه بعموديه أو بدلنا عموديه بسطر ـ لا تتغير قيمة المحدد إذا بدلنا سطر
 

1 1 1 2

2 2 2 2

a b a a

a b b b
 

يه )عموديه(. أي أن:تتبدل إشارة المحدد إذا بدلنا موقعي  .2  سطر

n n
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1 1 1 1 1 1 2 2

2 2 2 2 2 2 1 1

,
a b b a a b a b

a b b b a b a b
    

وليكنلضرب )قسمة( المحدد بعدد ما  .3 0   العددبعنصري سطر )عنصري عمود( في المحدد يكفي أن نضرب
  ، :أي أنه إذا كان 

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

a b a b a b

a b a b a b

  



  

خراج عامل مشترك من عنصر سطر ما )عمود ما( تجعل بالإمكان إخراج هذا العامل المشترك من كذلك فإن عملية إ      
 قيمة المحدد بالذات.

يين عنصري السطر الآخر )العمود الآخر( بعد ضربهما بمقدار  .4 إذا كان عنصرا أحد السطرين )أحد العمودين( مساو
ثابت وليكن 0   تكون معدومة.فإن قيمة المحدد  

 ويمكن التوصل إلى هذه الخاصة مباشرة من الخاصة الرابعة والخاصة الثالثة. فإذا كان:

a b

a b 
  

 فسيكون:

  .0 0
a b

ab ab
a b

        

يه )أو عنصري أحد عموديه( بعد ضربهما بعدد ما إلى عنصري  .5 لا تتغير قيمة المحدد إذا أضفنا عنصري أحد سطر
 سطر الآخر )أو إلى عنصري العمود الآخر(. أي أن:ال

 
   

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

1 1 2 2 2 1

1 2 1 2 2 2 1

1 2 2

1

1

2

2

2 2

2 2

a b a b b

a b a b b

a b b a b b

a b b b a b b

a b a

b

b





 

 

 

  

 

 

 

 

 المحدد من المرتبة الثالثة:

 يأخذ المحدد من المرتبة الثالثة الشكل التالي:

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

  
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يقتين التاليتين:  ويمكن التوصل إلى إيجاد قيمة المحدد باتباع إحدى الطر

يقة الأولى يقة النشر وفق سطر أو عمود -الطر يقة بيزوت طر   :(  Bezout )طر

يقة نتبع الخطوات الثلاث الآتية:  وفي هذه الطر

 : الخطوة الأولى

 نختار أحد الأسطر )أو أحد الأعمدة( التي فيها أصفار أكثر من غيرها.           
 الخطوة الثانية:

رمصغر العنصر )أو ذلك العمود( الذي اخترناه. ونعرف نحسب ما نسميه مصغر كل عنصر في ذلك السط            
ija 

ونرمز له بالرمز ija حيث(, 1,2,3i j )  بأنه المحدد المتعلق بهذا العنصر والذي نحصل عليه بحذف عناصر السطر وعناصر
العمود الواقع فيهما العنصر

ija . 
فمثلاً إن 11a 11هو مصغر العنصرa :ونحصل عليه بحذف السطر الأول والعمود الأول في المحدد الأصلي فيكون 

  22 23

11

32 33

a a
a

a a
  

كما أن  13a 13هو مصغر العنصرa  :ونحصل عليه بحذف السطر الأول والعمود الثالث في المحدد الأصلي فيكون 

  21 22

13

31 32

a a
a

a a
  

  الخطوة الثالثة:
رالعنصكل عنصر في ذلك السطر )أو ذلك العمود( الذي اخترناه. ونعرف مرافق مرافق نحسب ما نسميه          

ija   بأنه
العنصر مصغر

ija  مضروباً بـ 1
i j

 أي يساوي ،   1 j

i j

ia

  . 

 : 11aفمرافق العنصر

     11 11

1 1
1 a a


    

 : 12aومرافق العنصر

     12 12

1 2
1 a a


    

i,نلاحظ أنه إذا كان مجموع الدليلين   وهكذا. j  عدداً زوجياً فإن 1 1
i j

  يكون العنصرمرافق  و
ija  مساوياً مصغره. أما

i,إذا كان مجموع الدليلين j عدداً فردياً فإن 1 1
i j

    يكون العنصرمرافق  و
ija   1مساوياً مصغره مضروباً بـ. 

  الخطوة الرابعة:

 نحسب قيمة المحدد بواسطة النشر وفق السطر )أو العمود( الذي اخترناه. وهذه القيمة تساوي مجموع عناصر السطر )أو         
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 ( المختار بعد ضرب كل عنصر بمرافقه.مجموع عناصر العمود

 إن قيمة المحدد بوساطة النشر وفق عناصر السطر الأول هي: فمثلاً:

     11 11 12 12 13 13a a a a a a       

 وقيمة المحدد بوساطة النشر وفق عناصر السطر الثاني هي:

     21 21 22 22 23 23a a a a a a        

 وقيمة المحدد بوساطة النشر وفق عناصر العمود الأول هي:

     11 11 12 12 13 13a a a a a a       

 ملاحظة : 

  يقة حساب قيمة المحدد نستنتج مباشرة أنه إذا كان في المحدد سطر )أو عمود( كل عناصره أصفار فإن قيمة من طر
 المحدد تكون صفراً.

  .يقة السابقة من أجل المحددات من مرتبة أعلى من الثالثة  يمكن تطبيق الطر

 أمثلة: 

 لتالية:لنوجد قيم المحددات ا

1

4 2 0

1 1 1

3 0 2

    ،
2

2 2 1

1 0 3

5 1 2

   ،
3

3 0 1

1 2 0

3 1 4

   . 

 وفق عناصر السطر الأول هو:  1إن نشر المحدد
           

     

     

1 1 1 2 1 3

1 11 11 12 12 13 13

11 11 12 12 13 13

1 1 1

1 1 1 1 1 1
4 2 0

0 2 3 2 3 0

4 2 0 2 2 3 0 0 3

8 10

2

a a a a a a

a a a a a a

  
         

     

 
     

        

 

 

 

 :فهو وفق عناصر السطر الثاني 2أما نشر المحدد
           

     

2 1 2 2 2 3

2 21 21 22 22 23 23

21 21 22 22 23 23

1 1 1

2 1 2 1 2 2
1 0 3

1 2 5 2 5 1

a a a a a a

a a a a a a

  
         

      

      
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     

2

2 1 2 1 2 2
1 0 3

1 2 5 2 5 1

4 1 0 4 5 3 2 10

3 24

21

      

       

  



 

 وفق عناصر العمود الثاني فهو: 3أما نشر المحدد
           

     

     

1 2 2 2 3 2

3 12 12 22 22 32 32

12 12 22 22 32 32

1 1 1

1 0 3 1 3 1
0 2 1

3 4 3 4 1 0

0 4 0 2 12 3 1 0 1

18 1

17

a a a a a a

a a a a a a

  
         

      


     



         

  

 

 

 مثال

         

16014794

9.5223910.21210.52

29

52
3

09

12
1

02

15
2

029

152

312




















 

يقة الثانية ية -الطر يقة الأقطار المتواز يقة سيروس( طر  :  )طر
ناصر المحدد كما هي ثم نضيف على يمينها مباشرة العمود الأول ثم العمود الثاني، فينتج لدينا خمسة أعمدة نكتب ع           

 وثلاثة أسطر كما يلي:

12a  11a  13a  12a  11a 

         
22a  21a  23a  22a  21a 

         
32a  31a  33a  32a  31a 

ية:  وتكون قيمة المحدد مساو

 11 22 33 12 23 31 13 21 32 12 21 33 11 23 32 13 22 31a a a a a a a a a a a a a a a a a a      
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 أمثلة:

 أوجد قيمة المحددات التالية: 

1

4 2 0

1 1 1

3 0 2

    ،2

2 2 1

1 0 3

5 1 2

   ،3

3 0 1

1 2 0

3 1 4

   . 

 نكتب:  1لحساب قيمة المحدد الأول

     

   

1

4 2 0 4 2

1 1 1 1 1

3 0 2 3 0

4 1 2 2 1 3 0 1 0 3 1 0 0 1 4 2 1 2

8 6 4

2 4

2

  

                   

  

 

 

 

 نكتب:  2الثاني لحساب قيمة المحدد

   

   

   

2

2 2 1 2 2

1 0 3 1 0

5 1 2 5 1

2 0 2 2 3 5 1 1 1 5 0 1 1 3 2 2 1 2

0 30 1 0 6 4

31 10

21

 

                 

     

 



 

 نكتب: 3الثالث لحساب قيمة المحدد

     

   

   

3

3 0 1 3 0

1 2 0 1 2

3 1 4 3 1

3 2 4 0 0 3 1 1 1 3 2 1 1 0 3 4 1 0

24 0 1 6 0 0

23 6

17

   

                   

     

 



 

 خواص المحدد من المرتبة الثالثة:

 لهذا لن نعيد هنا ذكر هذه الخواص.و تتمتع معينات المرتبة الثالثة بالخواص نفسها التي تتمتع بها معينات المرتبة الثانية،        

 



47 

 

 ملاحظة: 

ية إن معين المصفوفة         ية هو جداء عناصرها القطر  أي أن: القطر

11

22

33

11 22 33

0 0

0 0

0 0

a

a

a

a a a

 

  

 

 مثال : 

2 0 0

0 3 0

0 0 2

2 3 2

12

 

  



 

 :المحدد من المرتبة 

  تطبيق عددي:

 أوجد قيمة المحدد من المرتبة الرابعة الآتي:

0 1 1 2

3 4 0 1

2 1 0 3

2 0 1 1



 



 

لإيجاد قيمة هذا المحدد نلاحظ أن العمود الثالث يحوي أصفاراً أكثر من غيره، لذا نقوم بنشره وفق عناصر هذا العمود، 
 فنجد:

 

0 1 1 2

3 4 0 1

2 1 0 3

2 0 1 1

3 4 1 0 1 2 0 1 2 0 1 2

1 2 1 3 0 2 1 3 0 3 4 1 1 3 4 1

2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 1 3



 



        

  

 

n
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          

         

0 1 1 2

3 4 0 1

2 1 0 3

2 0 1 1

1 3 24 0 2 0 8 0 0 0 2 6 16 0 9

1 21 6 8 25

27 17

10



 



                   

           

  

 

 

يةّ :  نظر
AAلدينا:   nMAلتكن  t. 

 ملاحظة
يةّ نستنتج أنهّ كلّ خاصّية متعلقّة بمحدّد مصفوفة       لها خاصّية مماثلة تطبقّ على  Aالتّي تطبقّ على أسطر  Aمن هذه النظّر

 .Aأعمدة 

يةّ :  نظر
 لدينا : nMAلتكن 

 .0Aمصفوفة لها سطر )عمود( أصفار، فإنّ  Aإذا كانت  .1
يين، فإنّ  Aإذا كانت  .2  .0Aمصفوفة لها سطرين )عمودين( متساو
يةّ أو سفليةّ، فإنّ  Aإذا كانت  .3 يةّ. وبالتاّلي  Aمصفوفة مثلثّيةّ علو  .1nIهو جداء العناصر القطر

 محدد منقول مصفوفة 4.8
 :قضية

إذا كانت     1
1

i nij
j n

A a  
 

 مصفوفة مربعة  فإن :   det dettA A. 

 مثال :

لتكن المصفوفة 
4 2 0

1 1 1

3 0 2

A

 
 

 
 
  

ومنه  
4 1 3

2 1 0

0 1 2

tA

 
 


 
  

 

                        

4 2 0

det 1 1 1

3 0 2

2

A  

 

ومنه        

4 1 3

det 2 1 0

0 1 2

2

tA

 
 


 
  

 
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بعض التطبيقات 4.9  المصفوفات المرافقة و
يف   تعر

لتكن   ijaA   مصفوفة مربعة من KM n نسمي مصفوفة مرافقة من الدرجة .n  للمصفوفةA  والتي نشير لها بـ 
ComA المصفوفة المعرفة بالشكل التالي 

jiijAComA
,

  حيث ،
ijA  هو معامل التمام للوضعية),( ji أي هي مصفوفة . 

ّمام لعناصر  معاملي الت
ija  لـA. 

 مثال

لتكن المصفوفة       
























511

240

432

A أحسب ،ComA. 

 الحلّ 
ّمام. لدينا    حساب معاملي الت

  18
51

24
1

11

11 






A ،  2

51

20
1

21

12 


A، 

  4
11

40
1

31

13 






A  ،  11

51

43
1

12

21 






A، 

  14
51

42
1

22

22 





A ،  5
11

32
1

32

23 





A، 

  10
24

43
1

13

31 






A ،  4

20

42
1

23

32 





A، 

  8
40

32
1

33

33 





A. 

ومنه  
























8410

51411

4218

ComA 

بعة 4.10  مقلوب مصفوفة مر

كلب             1
1

i nij
j n

A a  
 

  مصفوفة مربعة ومن أجلi وj  نضع   1
i j

ij ijA A


    بـ المعامل المرفقونسميه
ija ،

حيث   ij A  المصفوفة المربعةمحدد   1 1n n   الناتجة عن حذف السطرi  والعمود jمنA. 

ونضع  1
1

t

i nij
j n

B A  
 

  منقول مصفوفة معاملات(A ونسميها )بـ المصفوفة المرفقةA. 
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  :مبرهنة
من أجل كل        1

1
i nij
j n

A a  
 

  :مصفوفة مربعة  لدينا 

 . . det . nA B B A A I  
حيث

nI  هي المصفوفة المربعة الحياديةn n. 

 حساب مقلوب مصفوفة

ijلقد رأينا فيما سبق أن        

n

i

ij AaA 



1

من أجل كل   nj ,...,1 لنهتم الآن بدراسة الكمية .ik

n

i

ij Aa
1

من أجل  

من  ,kjكل  n,...,1  بحيثkj  لنعتبر المصفوفة . ipbB   المحصل عليها من المصفوفةA  وذلك بنزع العمود رقمj  
يضه بالعمود رقم   :kوتعو























nnnknjnknjn

nkjkj

aaaaaa

aaaaaa

B







111

111111111

 

حسب العمود رقم  Bلأنه يوجد عمودين متناسبين. من جهة أخرى بنشر محدد المصفوفة  0Bمن جهة لاحظ أن     

k  نحصل على



n

i

ikij

n

i

ikik AaBbB
11

 

وبالتالي فإن  Aهي  نفسها الموجودة في  Bمن المصفوفة  kقم لأن معاملات التمام للعناصر الموجودة في العمود ر    
0A: إذن برهنا على أن . 










 kj

kjA
Aa

n

i

ikij
,0

,

1

 

kj, غير أنه من أجل كل   


n

i

ikij Aa
1

),(هو    kj- الحد من الجداءAt  بـComA ومن ثم . 

  n

t IA

A

A

ComAA 


















0

0

 

ية التالية  هذه النتيجة تسمح لنا بالنظر
ية:   نظر

مربعة لدينا:  Aمن أجل كل مصفوفة         AComAComAA tt ..  

فإن:   0Aكان وإذا        ComA
A

A

t
11 . 
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 مثال

لتكن المصفوفة  
























511

240

432

A أحسب ،ComA. 

 الحلّ 
ّمام. لدينا  حساب معاملي الت

  18
51

24
1

11

11 






A ،  2

51

20
1

21

12 


A، 

  4
11

40
1

31

13 






A  ،  11

51

43
1

12

21 






A، 

  14
51

42
1

22

22 





A ،  5
11

32
1

32

23 





A، 

  10
24

43
1

13

31 






A ،  4

20

42
1

23

32 





A، 

  8
40

32
1

33

33 





A. 

ومنه  
























8410

51411

4218

ComA 

046لدينا  A 

 














































854

4142

101118

511

240

532

. ComAA t 

                 3346

100

010

001

46

4600

0460

0046

IAI 







































     

  إذن   






























23

4

46

5

23

2

23

2

23

7

23

1

23

5

46

11

23

9

11 ComA
A

A

t

. 
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 :مثال

)3لتكن المصفوفة  )A :
1 0 1

1 1 1

1 1 0

A

 
 

 
 
  

  . 

لدينا بعد الحساب   det 3A    و منهA .قابلة للقلب 
يق القاعدة: Aنحسب مقلوب عن طر 1

ijA     

33

1

3



 ،

32

1

3



  ،

31

2

3
  ،

23

2

3



،

22

1

3
   ،

21

1

3
  ،

13

1

3
 ،

12

1

3
   ،

11

1

3
   

أي أن:
1 1 1
3 3 3

1 1 1 2
3 3 3

2 1 1
3 3 3

A 

 

 
 


 
  

. 

بعة 5  اختصار المصفوفات المر
وعلى حقل تبديلي Eعاعيشضاء فيما يلي نعتبر كل ف       0E . 
)ليكن )f E ).ه بالنسبة لأساسمصفوفت  )ت.خ.د 

1i i n
e

 
 .Aهي 

 طري حينئذ توجدبالنسبة إليه لها شكل ما، مثلا مثلثي أو ق fمصفوفة Aبحيث Eإيجاد أساس لـ  Aنقصد باختصار
1A بحيث Pمصفوفة مربعة قابلة للقلب  P AP . 

 ية لإيجاد الأساس المناسب لذلك. . هدفنا في هذا الجزء هو تعيين الشروط الكافAمشابهة لـ Aأي أن

 لذاتية القيم والأشعة ا 5.1
يف  :تعر

)ليكن      )f E نقول عن شعاع .x E :إنه ذاتي إذا 

1 .0x . 

)بحيث  وجُداذا . 2 )f x x. 

مجموعة  بالقيمة الذاتي امرفق اذاتي اشعاع x نسميو xمرفقة بالشعاع الذاتي f وحيدة ونسميها قيمة ذاتية لـ السلمية    

) القيم الذاتية لـ )f Eمياتهي كل السل بحيث التطبيق الخطي الداخليnf I ا،ليس متباين nI   التطبيق

بحيث Eمنxهي الأشعة . مجموعة الأشعة الذاتية المرفقة بـEالحيادي على  ( ) 0nf I x  أي هي: 

   0nKer f I . 
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 ملاحظة :

  0لاحظ أنx  يحقق كذلك( )f x x مهما كانت هذا الشعاع خاص لذلك نهتم بالأشعة غير ،
 المعدومة.

 لماdimE n منته فإنnf I يكافئ اليس متباين   0nKer f I  أيnf I وبالتالي اليس متقابل
 det 0nf I  . 

من كون التطبيق الذي يرفق ت.خ.د. بمصفوفة هو تشاكل فإنه يمكننا توسيع مفهوم القيم والأشعة الذاتية إلى        
 المصفوفات.

بالنسبة لأساس كيفي fمصفوفةfAلتكن          
1i i n

e
 

f. لدينا إذنEلـ  nA I مصفوفةnf I  وبالتالي من
يف محدد مصفوفة فإن: 0nfتعر I  . 

     1 .........det det 0n f nf I A I     
 (  تصبح: 1العلاقة  )

 

11 12 1

21 22 2

1

det 0

n

n

n

n nn

a a a

a a a
f I

a a








 
 

   
 
 

 

 

تفكيك الطرف الأيسر يعطي كثير حدود من K  يتعلق بـf :كما هو موضح ولا يتعلق بالأساس لأن 
من أجل أساس آخر    

1i i n
e e

 
   لـE لتكن ،P مصفوفة الانتقال منe إلىe و

fA  مصفوفةf بالنسبة للأساسe 
1ينا   لد

f fA P A P   و 1 1 1

f n f f nA I P A P P P P A I P            

   

     

     

 

1

1

1

det det

det det det

det det det

det

f n f n

f n

f n

f n

A I P A I P

P A I P

P P A I

A I

 













    
 

 

 

 

 

 كثير الحدود المميز 5.2
يف  :تعر

)، على الحقل nبعد منته اذ عاعيشضاء ف Eليكن        )f E. 
كثير الحدود fحدود المميز لـنسمي كثير ال   detA nP A I   حيثA مصفوفة هيf .بالنسبة لأي أساس 
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nمصفوفة مربعة  Aإذا كانت nكثير الحدود ،   detA nP A I   نسميه أيضا كثير الحدود المميز لـAه ر، وجذر
 .Aهي إذن القيم الذاتية لـ

 :ةملاحظ
، جذور المعادلة  في الحقل . 1  0AP   هي مجموعة القيم الذاتية لـA. 
ميزمدود الحثير الك. 2 AP  :له الشكل التالي  1 2

1 2 1 0

n n n

A n n nP           

          ، 
 1

0 1

1

det( ) , ( 1) , ( 1)n n

n ii n

i n

A a  



 

       حيث 1
1

i nij
j n

A a  
 

. 

 بما أن. 3  deg AP n  فإن كثير الحدود المميز AP   على الأكثرلهn في اجذر. 
 :مثال

حيث:هي Aالمصفوفةكن لت    
 

A 





















1 1 1

1 1 1

1 1 1

 

 : Aلمصفوفةنعين القيم والأشعة الذاتية لـ
نعين كثير الحدود المميز -1 AP  :  

 

 

       

       

   

   

2

2

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1
1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 2 2 2

2 1 2

2 1

AP



 



 


 

   

    

  

 

 

  

 

   
    

   

                 

         

      

  

 

نضع  :Aلـلمصفوفةالذاتية عين القيم ن      0AP  . 
     

 

 

2
0 2 1 0

2 0

1 0

2

1

AP   









     

 
 

  

 
 

 

 

:هي  Aو منه القيم الذاتية لـلمصفوفة          2 , 1S   . 
 :Aشعة الذاتية لـلمصفوفةنعين الأ -2
رفقة بـ مالأشعة الذاتية ال      

1 1  : 
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نبحث عن الأشعة         3

1 , , / 0V x y z   بحيث
1Ax x وبالتالي  1 3 0A I x    أي 3 0A I x   نبحث

 عن حلول الجملة: 
2 0

2 0
2 0

3 3 0
2 0

2 0

x y z
x y z

x y z
y z

x y z

x y z

y z

x z

y z

   
   

    
     

   
 




 



 

ومنها نستنتج أن كل حل لهذه الجملة هو شعاع من الشكل:  3, ,V x y z    معx y z  وx  كيفي، أي أن هناك
شعاع ذاتي مرفق بـ

1 1   هو 1 1,1,1V وكل شعاع ذاتي آخر فهو من الشكل*

1 /V  . 
الأشعة الذاتية المرفقة بـ       

1 2   : 
نبحث عن الأشعة         3

2 , , / 0V x y y   بحيث
2Ax x وبالتالي  2 3 0A I x   أي 32 0A I x   نبحث

 عن حلول الجملة: 
0

0

0

x y z

x y z x y z

x y z

  


      
   

 

 لدينا

*

0

0

1 1

1 0 / ,

0 1

x y z

V y y

z z

y z

y

z

y z y z

    
   

   
   
   

    
   

    
   
   

    
   

     
   
   

 

ومنها نستنتج أن كل حل لهذه الجملة هو شعاع من الشكل:         3

2 , ,V x y z    معy وz أي أن هناك انكيفي ،
بـ انمرفق انذاتي انشعاع

1 2   هما  2 1,0,1V   و  3 1,1,0V وكل شعاع ذاتي آخر فهو من الشكل
*

1 2 / ,V V     . 
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 الاختصار على الشكل المثلثي 5.3

)ليكن      )f E،dimE n، 
1ii i n

A a
 

  مصفوفةf بالنسبة للأساس 
1i i n

e
 

يف مصفوفة .  واضح أنه من تعر
 :لديناتطبيق خطي 

A ية   إذا وفقط إذا مثلثية علو 1 2,1 : ( ) , , ,i ii i n f e e e e   . 
 

 :)قابلية التثليث( مبرهنة
)ليكن         )f E،dimE n على الحقل . 

 ن:ان متكافئتتان التالياالقضيت
ية fبالنسبة إليه مصفوفة Eيوجد أساس لـ. 1  .مثلثية علو
ميزمدود الحثير اليفكك ك. 2 AP  إلى جداء كثيرات حدود، ذات متغيرعلى الحقل1 ، درجة كل منها.  

 :ملاحظة
)مصفوفة        )f E ية بالنسبة للأساس مثلثية علو 1 2, , , ne e e e  مصفوفة كانت إذا وفقط إذاf  بالنسبة للأساس 

  1 2 2 1, , ,n n ne e e e e e e
       ل المثلثي السفلي تبقى صالحة فيما يخص الشكالسابقة  مبرهنةمثلثية سفلية. وبالتالي ال 

 .د.خ.لمصفوفة ت
 :مثال
)3 ليكن      )f  مصفوفتهA  3للأساس القانوني لـبالنسبة : 

      1 2 31,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1e e e e ،
4 0 2

0 1 0

5 1 3

A

  
 


 
  

. 

ية:  Aمن أجله تكون مصفوفة3 نبحث عن أساس لـ  مثلثية علو

 

 

     

    

  

   

2

2

4 0 2

0 1 0

5 1 3

1 0 0 1
4 2

1 3 5 1

4 1 3 2 5 1

1 4 3 2 5

1 7 2

1 2

AP



 



 




   

  

  

 

  

 



 
   



       

        

   

  

 

هي جذور كثير الحدود المميزA القيم الذاتية لـ AP  إذن 2,1S   . 
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1الأشعة الذاتية المرفقة بـ لنبحث عن   : 
نبحث عن الأشعة         3

1 , , / 0e x y z   بحيث
1Ax x وبالتالي  1 3 0A I x    أي 3 0A I x   نبحث عن

 حلول الجملة: 
2

5 2 0
5

5 2 0
0

x z x z

x y z
y


    

 
    

 

ومنها نستنتج أن كل حل لهذه الجملة هو شعاع من الشكل:  3

1 , ,e x y z    2مع
, 0

5
x z y


  أي أن هناك شعاع ،

ذاتي مرفق بـ
1 1   هو

1

2
,0,1

5
e

 
  
 

*وكل شعاع ذاتي آخر فهو من الشكل 

1. /e   . 

الأشعة الذاتية المرفقة بـ 
2 2   هيx بحيث  2 3 0A I x    أي 32 0A I x   عن حلول الجملة: نبحث 

2 2 0

0
0

5 5 0

x z
x z

y
y

x y z

  
 

  
   

 

ومنها نستنتج أن كل حل لهذه الجملة هو شعاع من الشكل:       3

2 , ,e x y z   مع, 0x z y   أي أن هناك شعاع ،
ـ ذاتي مرفق ب

1 2    هو 2 1,0,1e  ي آخر فهو من الشكلوكل شعاع ذات*

2. /e   . 
 نلاحظ أن

2 1,e e  وليكن مثلا  3ن خطيا إذن يمكن تكملتهما بعنصر ثالث لتكوين أساس لـ امستقل 3 0,1,0e. 
B مصفوفةf بالنسبة للأساس 1 2 3, ,e e e e    : 

لدينا                         
1 1

23 2

3 1 2 3

( )

( ) 2

5 2
( )

3 3

f e e

f e e

f e e e e


  


  

    


                      

يةBومنه  مثلثية علو
   

5
3

2
3

1 0

0 2

0 0 1

B 

 
 

 
 
   

. 

من جهة أخرى لدينا:  
1 1 3

2 1 3

3 2

2

5
e e e

e e e

e e


  


   

  



       

 هي:eإلى الأساس الجديد eمن الأساس القديم  Pإذن مصفوفة الانتقال
2

5
1 0

0 0 1

1 1 0

P

  
 


 
  

 . 

بعد الحساب اللازم نجد
5 5
3 3

1 5 2
3 3

0

0

0 1 0

P

 
 

  
 
  

1Bومنه  P AP . 
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ية Aلي فإن وبالتا  .Bمشابهة لمصفوفة مثلثية علو

 الاختصار على الشكل القطري 5.4

بعد منته، نحاول فيما يلي إيجاد أساس للفضاء بحيث  يذ Eعاعي شضاء من أجل مصفوفة تطبيق خطي معطى على ف      
ية. تكون مصفوفته   قطر

  الفضاء الذاتي

يف:  تعر

f:، على الحقل عاعيشضاء ف Eليكن         E E ت.خ.د. وقيمة ذاتية لـf . 
 (:ف.ج.ذ)باختصار  لمرفق بالقيمة الذاتيةاالفضاء الجزئي الذاتي نسمي          

   ( ) : ( ) nE x E f x x Ker f I      . 
( )E من زئيجعاعي شضاء هو فE لأنه نواة تطبيق خطي، مكون من صفر الفضاءE بـ  والأشعة الذاتية المرفقة من .

يف، الأشعة الذاتية ليست معدومة إذن dimالتعر ( ) 1E  . 
  :مبرهنة

f:، على الحقل nبعد يذ عاعيشضاء ف Eليكن     E E .خ.د، ت 

1 2, , , m  ،1 m n   القيم الذاتية المختلفة لـ fو     1 2, , , mE E E  بها الفضاءات الذاتية المرفقة 
وليكن 1 , i ii m x E   :لدينا ، 

الجملة  . 1 1 2, , , mx x x( ،مستقلة 1 , i ii m x E   )أشعة ذاتية ، 
مجموع الفضاءات . 2     1 2 mE E E      .مباشر 

 (.E)المجموع لا يعني بالضرورة يساوي       
يف:  تعر

f:، فضاء شعاعي على الحقل Eليكن        E E .ت.خ.د 
يةأو قابل للتقطيرنه إ fنقول عن        لفضاءاته الجزئية الذاتية.  امباشر امجموع Eإذا كان مصفوفته مشابهة لمصفوفة قطر

 مكون من الأشعة الذاتية(. E)أي يوجد أساس لـ 
 :رهنةمب

f:، فضاء شعاعي على الحقل Eليكن       E E ت.خ.د. وقيمة ذاتية لـf . 
)أي .mهي على الأكثر فإن بعد الفضاء الذاتي المرفق بـ  mذات رتبة تضاعف  إذا كانت   dim E m .) 
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  )قابلية التقطير(: مبرهنة
f:، فضاء شعاعي على الحقل Eليكن      E E .ت.خ.د 

 ن: ان متكافئتان التاليتاالقضيت
1 . fقابل للتقطير 
2 .  aميزمثير الحدود ال( يفكك ك fP 1إلى جداء كثيرات حدود درجة كل منها. 

b ) يا لرتبة  اتيذ زئيجضاء بعد كل ف  تضاعف القيمة الذاتية المرفقة.مساو
 :لامث

)3. من أجل1  )f   هي  3 مصفوفته بالنسبة للأساس القانوني لـالذي
1 1 1

1 1 1

1 1 1

A

 
 

 
 
  

. 

نا لدي     
2

2 1AP         يحقق الشرطa( ، 
2   جذر مضاعف 

2 2d   1و   
1 1d . 

رفقة بـ مالأشعة الذاتية ال
1 1  : 1 1,1,1e    أي 1 1dim 1E d  . 

2رفقة بـ مالأشعة الذاتية ال  ناع: شعا   3 21,1,0 , 1,0,1e e       أي 2 2dim 2E d   ومنهb 

بالنسبة للأساس Aقابل للتقطير ومصفوفة  Aمحقق، إذن 1 2 3, ,e e e       :هي
1 0 0

0 2 0

0 0 2

 
 


 
  

               

التطبيق المعطى في المثال غير قابل للتقطير لأن:      Pf      1 2
2، 

)3 في المثال السابق ليكن   . 2 )f  مصفوفتهA 3بالنسبة للأساس القانوني لـ :
4 0 2

0 1 0

5 1 3

A

  
 


 
  

 . 

لدينا :     
2

1 2AP       
هيA م الذاتية لـالقي 2,1S    ،تب تضاعفها على الترتيبرُ و

1 1   جذر مضاعف
1 2d    أي أن هناك شعاع

ذاتي مرفق بـ
1 1   هو

1

2
,0,1

5
e

 
 
 

و 
2 2    

2 1d   أي أن هناك شعاع ذاتي مرفق بـ
1 2    هو

 2 1,0,1e . 
و مته   1 1dim 1E d    الشرط ،b غير محقق. مبرهنةمن ال 

يف:  تعر
    :f E E  ،لـ كثير الحدود الأصغرينسمي ت.خ.دf كثير الحدود من K X نرمز له بـ ،

fq الأصغر درجة  اذ
)ويحقق  1الأكبر درجة هو يومعامل حده ذ ) 0fq f   .)التطبيق المعدوم( 

  هاملتون(:-)كايلي مبرهنة
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f:ليكن        E E K حقل تبديلي و:f E E E  ف.ش بعده منتهn  علىK ،:f E E .ت.خ.د 
كثير الحدود الأصغري  لدينا        

fq يقسم كثير الحدود المميز
fP. 

  :ملاحظة
أي:  تعني أن كل تطبيق خطي داخلي يعدم كثير حدوده المميز مبرهنةال        0f fP f q f  .التطبيق المعدوم 

 ي:إلى المصفوفات المربعة على النحو التال السابقة مبرهنةيمكن تعميم ال
  نتيجة:

لدينا:  Aمن أجل كل مصفوفة مربعة      0AP A   .)المصفوفة المربعة المعدومة( 
 مثال:

   من أجل المصفوفة 
1 1 1

1 1 1

1 1 1

A

 
 

 
 
  

  . 

ك.ح.م:   دينال     
2

3

2 1

3 4

AP   

 

    

   
          

:   تيجةحسب الن  0AP A    3 أي

33 4 0A A I                     
2أحسن من هذا،  لدينا: 

32 0A A I     و   3 32 0 , 0I A I A     وبالتالي  2 2Aq A A   
 q A     2  .Aكثير الحدود الأصغري لـ  هو 2

A  :الأشعة الذاتية لـ      3 2 11,0,1 , 1,1,0 , 1,1,1e e e     . 

مصفوفة الانتقال من الأساس القانوني إلى  1 2 3, ,e e e :هي
1 1 1

1 1 0

1 0 1

P

  
 


 
  

 . 

A:1Bالمصفوفة المشابهة لـ P AP  حيث
1 0 0

0 2 0

0 0 2

B

 
 

 
 
  

              

nA,*لحساب  n  نستعمل تشابهA  ية  فنحصل على: Bمع المصفوفة القطر
 

    

1

1 1 1

1

n
n

n

n

A PBP

PBP PBP PBP

PB P



  









 

لدينا: 

 

1 0 0

0 2 0

0 0 2

nn

n

B

 
 

  
 

  

       

nA,*ثم نستنتج  Pنحسب مقلوب  n . 
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ين 6   محلولة تمار
ين  :1تمر

 المزود بالعمليتين:  نحو  الفضاء الشعاعي للتوابع من  Eليكن       

   :,,  Egf 
    xfxf    و      xgxfxgfx  : 

لتكن مجموعة العناصر  
nkkf

,,1
المعرفة بـ  Eمن    x

k
kexf


  دوال أُسية( حيث(n ,,1  أثبت ما .

 يلي: 
 

nkkf
,,1

nمستقلة خطيا إذا وفقط إذا   ,,1  .مختلفة مثنى مثنى 
  الحل:

 م:    لنثبت الاستلزا   
( 

nkkf
,,1

   (nمستقلة خطيا(     ,,1  )مختلفة مثنى مثنى 
 لنثبت الاستلزام المكافئ له التالي: 

(n ,,1     )ليست مختلفة مثنى مثنى   ( 
nkkf

,,1
 مرتبطة خطيا( 

jiمع  jو  iمن أجل هذا، ليكن    وji  . 
إذن    xfeexfx j

xx

i
ji 


: 

jiوهذا يعني أن  ff   أي أن  Eji ff 011   وبالتالي ji ff جملة مرتبطة، وبما أن هذه الجملة جزء من  ,
 

nkkf
,,1

 ن هذه الأخيرة مرتبطة. نستنتج أ 
nلنثبت الاستلزام العكسي: لنفرض أن  ,,1   مختلفة مثنى مثنى ونثبت أن 

nkkf
,,1

مستقلة خطيا بالتراجع  
 . nعلى 
: لدينا 1nلما    xexf

x
01

1

  01)حتى وإن كان  وبالتالي )Ef 01   لذلك فإن 1f  جملة
 مستقلة.
ونفرض )خاصية التراجع( أن  2n مع nليكن  

1,,1  nkkf   جملة مستقلة ونثبت أن 
 

nkkf
,,1

  جملة مستقلة. 
nليكن  ,,1   :بحيثEnn ff 011    .)أي أن هذا التابع معدوم( 

   إذن     00: 11  xxffx Enn  
أي      x

n

x

nn
neexfxfx

    1

111 0:     1 
باشتقاق الطرفين في  1  :ينتج 
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0: 1

11 
x

nn

x neex
       2 

بضرب طرفي المساواة  1  فيn  ثم طرح الناتج من 2  :ينتج 

      0: 11

1111  



x

nnn

x

n
neexfx

   
معدوم  fوهذا يعني أن التابع  0f  :أي 

   1 1

1 1 1 1 0nx x

n n n ne e x       

        
من فرضية التراجع ينتج أن:     01111   nnnn   

11بالفرض، كل من  ,, n   مختلف عنn  011لذلك يصبح  n  
العودة إلى ب 1 :  0:  xfx nn 0. بما أنnf  0ينتج أنn . 

إذن الجملة  
nkkf

,,1
 مستقلة خطيا.  

ين   :2تمر
 ( نعتبر: )على الحقل  nفي الفضاء الشعاعي     

         n

n

n xxxxxxH   2121 :,,,  
  و   0:,,,' 2121  n

n

n xxxxxxH  . 
 .nف.ش.ج. من  H'و  Hبين أن  .1
dim'و  Hdimثم استنتج  H'و  Hعين أساسا لكل من   .2 H. 
 .H'و  Hمجموعا مباشرا لـ  nاثبت أن   .3
 بحيث:  nنحو  nبيقان خطيان من تط ,fgبين أنه يوجد   .4
fHgH ker,ker' . 

 الحل:
 . متروك للدارس ونثبت البقية.1السؤال     
: ليكن Hبالنسبة لـ  ·2  Hxxxx n  ,,, 21   ونبحث عن مجموعة أشعةH  بحيثx  .هو مزج خطي لها 

nxxxبالفرض لدينا:   21  وبالتالي   1,,1,1,,, 1111  xxxxx   أي أنx  مزج خطي للشعاع
 1,,1,11 v لاحظ أن .Hv 1  وكل شعاع منH  1هو مزج خطي لـv إذن . 1v ولدة لـ مجموعة مH وبما أن .

01 v (0  هو صفر الفضاءn فهو مستقل خطيا وبالتالي ) 1v  أساس لـH  1ومنه نستنتج أنdim H. 
 ملاحظة: 
يمكن أخذ  1vبدل الشعاع     naaaw  ,,,  0، معa بذلك يصبح ، w  هو أيضا أساس لـH. 

: ليكن H'بالنسبة لـ   ',,, 21 Hxxxx n   . 
021لدينا   nxxx  121؛ إذن  nn xxxx   :وبالتالي 
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 121121 ,,,,   nn xxxxxxx  

   أي:        

n

n

v

x

v

x

v

xx 1,1,0,,0,01,0,,0,1,01,0,,0,1 1

3

2

2

1   

إذن  nvvv ,,, 32   مجموعة مولدة لـ'Hظ أن هذه الأشعة هي أشعة من ؛ نلاح'H ؛ من السهل جدا إثبات أنها

مستقلة )أثبت ذلك(. إذن  nvvv ,,, 32   أساس لـ'H 1. ومنه نستنتج أن'dim  nH  عدد الأشعة المولدة(

 (.H'والمستقلة في 

. بما أن nأساسا لـ  H'وأساس  Hيكفي أن يشكل اتحاد أساس  H'و  Hمجموع مباشر لـ  n. لـكي يكون 3

المجموعة  nvvvv ,,,, 321   بهاn شعاع من n  وnn dim  .يكفي أن تكون مستقلة فقط 

nمن أجل هذا، ليكن  ,,, 21  :بحيث 

 0,,0,02211   nnvvv  

 إذن لدينا جملة معادلات خطية: 























0

0

0

0

21

1

31

21

n

n











 

1معادلة الأولى ينتج أن  1nمن الـ  i  من أجلni 2 يض في المعادلة الأخيرة ينتج ، بالتعو

01 n  01ومنه   0وبالتاليi  من أجلni 1 .إذن الجملة مستقلة ومنه المطلوب . 

 إثبات الخطية للدارس. . لنعرف التطبيقات ونترك4

nnf  : ،   0,,,,,,, 1322121 nnn xxxxxxxxxf   

 من التكافؤ:

                      0,,0,,, 21   nxxxf  fxxxx n ker,,, 21   
0,,0,0 13221   nn xxxxxx  
       nn xxxx  121  
             Hx 
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fHينتج أن  ker . 

nngنعرف التطبيق:   :،  

   nnn xxxxxxxxxg   212121 ,,,,, 

أي أن كل مركبة للشعاع  nxxxg ,,, 21   تساويnxxx  21. 

gHواضح أن  ker'  .)تأكد منه( 

 لنعمم نتيجة التمرين السابق. 

ين  :3تمر
ا.لتكن :             e e e1 2 34 3 2 4 0 1 2 10( , , ), ( , , ), ( , , ) . 

ن الجملة برهن أ IB e e e    1 2 3,  .  IR3قاعدة لـ  ,
أعط مصفوفة العبور من القاعدة الطبيعية  IB e e e 1 2 3, IBإلى القاعدة  IR3لـ  ,  وكذا مصفوفة العبور من ،

IBالقاعدة    إلى القاعدةIB. 
 ب.لتكن :

 

 

IB e e e

IB f f f

    

    

1 2 3

1 2 3

1 0 0 1 1 0 111

0 11 1 0 1 11 0

( , , ), ( , , ), ( , , )

( , , ), ( , , ), ( , , )
 

IBبرهن أن  IB,   هما قاعدتين لـIR3 .عين مصفوفتي العبور من قاعدة إلى أخرى ، 
 الحلّ 

،  B'إلى القاعدة  Bلحصول على مصفوفة العبور من القاعدة وضوحا ، من أجل ا 3IRهي قاعدة لـ  B'ا.إن الجملة 
نعبر عن  

31 


jje  بدلالة 
31  jje : 


































012

103

244

02

04

234

3211

3212

3211

P

.eeee

e.eee

eeee

 

نحصل عليها بالشكل:   Bإلى القاعدة الطبيعية   B'من القاعدة  1Pوكذا مصفوفة العبور 





























62
2

3
521

21
2

1

1P 

من القاعدة Pب.مصفوفة العبور  
31  jje  إلى القاعدة 

31  jjf  نعبر عن ، 
31  jjf  بدلالة 

31  jje  ويمكن
يقة التالية :  إتباع الطر
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



















 





















 



011100

110010

101011

011100

101110

110111

31

32

321321

LL

LL

fffeee

 





















 


011100

110010

211001

21 LL 
























011100

110010

211001

2L 

 إذن: 




































011

110

211

2 211

3212

311

P

eef

eeef

eef

 

يقة السابقة نجد أن مصفوفة العبور من القاعدة  وبنفس الطر 
31  jjf  إلى القاعدة 

31  jje   : هي 























101

121

121

2

11P 

ين  :4تمر
لتكن  3IRf  3، مصفوفته وفق القاعدة الطبيعية لـIR هي 

























101

011

111

A 

3أ.أوجد العناصر 

221 ,, IReee  المحققة للعلاقات التالية 















123

232

31

)(

)(

)(

eeef

eeef

eef

 

ابهة للمصفوفة: مش Aب.برهن أن 
























110

011

001

B 

,*ج. أحسب  INnAn  
 الحلّ 

3ا.ليكن 

3 IR(x,y,z)e  : لدينا 
























0

0

zy

x

zzx

yyx

xzyx

 

e),,(إذن يمكن أن نختار  1103  : يقة نجد أن  وبنفس الطر
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),,()    ,   e,,(e 101111 12  
321)الأشعة  ,e,ee ست معرفة بشكل وحيد( .لي 

ب.نتحقق بسهولة أن الجملة  321 ,e,eeIB   3قاعدة لـIR  وأن مصفوفةf  وفق القاعدةIB  هيB إذن ،A وB 
n*ن. لنحسب متشابها IN,nB :لدينا ، 

































010

001

000

3

C

ICB

 

 لدينا :




































000

000

000

001

000

000
32      ,  CC 

30إذن   n,C n : وبواسطة مفكوك نيوتن نحصل على 

2

11
11

22
1

33

)Cn(n)(
nC)(I)()I(CB

n
nnnn 




 
























0
2

1
01

001

1

n
)n(n

n)( n 

1ومن ثم فإن :   .PP.BA nn 
 أي أن : IBهي مصفوفة العبور من القاعدة الطبيعية إلى القاعدة  Pحيث 














































 

101

111

110

111

110

011
1  P     ,    P 

 إذن:







































2

1
1

2

1
2

1

2

1
1

1

1

)n(n)n(n
n

)n(n)n(n
n

nn

)(A nn 
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 جمل المعادلات الخطية  7

 مقدمة  7.1

 نخصِص هذا الجزء لموضوع الجمل الخطية ذات عدد كيفي من المعادلات أو من المجاهيل.        
) الحقل التبديلي كل ما سيأتي من هذا الفصل، نعتبر في  ) . 

يف:   تعر
n,*ليكن m،  ذات جملة خطيةنسمي nمعادلةً وm  مجهولاً )أو جملة خطيةn mوذات معاملات من الحقل )  ،

 كل جملة معادلات من الشكل:

 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

m m

m m

n n nm m n

a x a x a x c

a x a x a x c
S

a x a x a x c

   


   


    

 

حيث المعاملات       
ija وiy وذلك من أجل كل من ، iو j1 ان: يحقق i n  1 و j m شعاع سمى كل، ي

 1 2, , , mX x x x  من n حقق جميع المعادلات المكُونة للجملة ي Sحلاً للجملة ، S. 
 كما تسمى المجموعة                : xSKxH m

S مجموعة حلول الجملة  لـ حل  S  ، أما 1 2, , , mc c c من n ،
فندعوها الطرف الثاني للجملة الخطية  S. 

  حالات خاصة
n إذا كان:( 1 m فإن الجملة ، S .تسمى جملة مرُبعة 
( إذا كان: 2

1 2 0nc c c    فإننا ندعو الجملة ، S جملة متجانسة، وعندئذ تسمى الجملة S   ( ذاتالتالية
 nمعادلةً وm  ً  (: ذات معاملات من الحقل  ومجهولا

 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

0

m m

m m

n n nm m

a x a x a x

a x a x a x
S

a x a x a x

   


   
 

    

 

 الخطية الجملة المتجانسة المرُافقة للجملة S. 
 .mمن جزئيعاعي شضاء ، تشكل فmn( نذكر هنا بأن مجموعة حلول أي جملة خطية متجانسة 3
( إذا كان 4 mxxxx ,....,, 21 من m  حلا خاصا للجملة الخطية S وكانت ،

( )SH   هي مجموعة حلول المعادلة
المتجانسة S   فإن مجموعة حلول المعادلة ، S  :هي 



69 

 

        
:

S S S
H x H x x x H

 
     . 

يف  : تعر
نقول إن الجملتين      1S   و 2S  اواة: تحققت المسمتكافئتان إذا كان لهما نفس مجموعة الحلول، أي بعبارة أخرى، إذا

   21 SS HH  . 
 مثال:

 الجملتان الخطيتان: 

 














1

012

02

  

321

21

321

1

xxx

xx

xxx

S

و     
 















0

01

 

32

31

1

2

xx

xx

x

S

 
 وهي:  لا ، إ 3متكافئتان، لأن لهما نفس مجموعة الحلول في

      )1,1,1( 
21

 SS HH. 

 طية الكتابة المصفوفية لجملة معادلات خ  7.2
يف:  تعر

n,*ليكن        m:يف، فإننا نسمي المصفوفة  . وفقا للتعر





























nmnjnn

ij

m

m

aaaa

a

aaa

aaa

A

......

..........

.........

..........

.......

.......

21

22221

11211

 

أو اختصاراً  
mj
nijiaA



1
الجملة الخطية  مصفوفة ، 1 S. 

تلخيصا لما جاء في السابق، وبوضع:  1 2, , , mX x x x  فيm ، 1 2, , , mC c c c  فيn . 
و  

mj
nijiA



1
1  مصفوفة الجملة الخطية  Sفإنه ينتج لدينا ، AX C:أي أن 

(*)     

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

. . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

. . . . . .

m

m

ij

n n nj nm m n

a a a x c

a a a x c

a

a a a a x c

X CA

     
     
     
     

      
     
     
         

    
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للجملة الخطية  الكتابة المصفوفية"  (*وتدعى المعادلة ) S. 
 مثال:

باعتبار    3

1 2 3, ,X x x x    :فإن الكتابة المصفوفية للجملة الخطية 

 














5

217

18

  

31

21

321

xxx

xx

xxx

S

 

AXهي:  C  حيث






















111

171

118

A

و  

1

2

5

C

 
 

  
 
  . 

ي  ف: تعر
ية إنها مثلثية  نقول عن جملة خطيةو ، إذا كانت مصفوفتها مثلثيةمثلثية جملة خطيةنقول عن جملة خطية مربعة إنها       علو

ية )سفلية(.سفلية)  (، إذا كانت مصفوفتها مثلثية علو
يف:  تعر

يةمصفوفته  إذا كانت ذات قطر غير معدومنقول عن جملة خطية مثلثية إنها          .قطر
 :المث 

ية:      الجملة الخطية التالية هي جملة خطية مثلثية علو

 





















621                      

453            

072

1

  

4

43

42

4321

x

xx

xx

xxxx

S 

AXو الكتابة المصفوفية للجملة الخطية هي:  C  حيث

1 1 1 1

0 2 0 7

0 0 3 5

0 0 0 21

A

 
 
 
 
 
 

و  
1

0

4

6

C

 
 
 
 
 
 

 . 

 طرق حل الجمل الخطية 7.3

يقتين رئيسيتين: (*)الشكل  لحل الجمل الخطية من            المذكور سابقا، يمكن الاعتماد على طر
يقة مقلوب مصفوفة. .1  طر
يقة كرامر  .2  .  Méthode de Cramerطر
يقة غوص .3 يقة غوص(.-الطرق المباشرة )طر  جوردان وطر
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 هناك حالات يجب مراعاتها: 
  إذا كانmn  حيث( ، Argr إذا تحققت المساواة  (، عندئذ  nmArgr  فإن هذا الحل ،

 قابلة للقلب في هذه الحالة. Aموجود وهو بالتالي وحيد لـكون 
  إذا كانmn  .في هذه الحالة أعمدة مصفوفة الجملة مرتبطة خطيا . 
  إذا كانmn اننا كتابة ، فإنه بإمكnm   مجهولاً للجملة الخطية بدلالة الـn  مجهولاً الباقية، وهذا ما يعني

 تقبل عددا غير منته من الحلول. أن الجملة
mnوالآن لنتناول الحالة:  . 

يقة مقلوب مصفوفة 7.3.1  طر
يقة كرامر من الطرق الشا ةئعة في حساب حلول الجمل الخطية ذات المصفوفات المربعة والقابلة للقلب من السعتعتبر طر

),( nn فهي 

يقة كرامر 7.3.2  طر
يقة كرامر من الطرق الشائعة في حساب حلول الجمل الخطية ذات المصفوفات المربعة والقابلة للقلب من          تعتبر طر

),(السعة nn يلا من أجل إعطاء القيم النهائية للمجاهيل، فمن فهي ت عطي مباشرة قيمة كل مجهول، ولـكنها تستوجب وقتا طو
 كبير، نحتاج إلى إجراء عدد كبير جدا من العمليات )الجمع، الطرح، الضرب والقسمة(، لذلك فإننا عادةً لا نلجأ إلى  nأجل 

يقة إلا من أجل قيم صغير     .n  لـ ةاستعمال هذه الطر
يف  تعر

ً  nمعادلةً و   nوذات كل جملة خطية معاملاتها من  جملة خطية لـكرامرنسمي        ،مجهولا
mn  ، بحيث تكون مصفوفتهاA  قابلة للقلب، وبالتالي  mnArg . ون عدد المجاهيل في الجملة الخطية لـكرامر، يكو

يا لعدد المعادلات أي أنها جملة مربعة.  مساو
 ملاحظة

يف  الجملة الخطية لـكرامرإن تعر S   غير مرتبط بالطرف الثاني لمعادلات الجملة S. 
 خاصية

 الجملة الخطية لـكرامر لها حل وحيد.
لأن الجملة الخطية      S :لـكرامر مكتوبة على الشكل المصفوفيyAx  ،  حيثy شعاع ثابت وA   مصفوفة قابلة

 مقلوبها، عندئذ لدينا التكافؤ: 1Aللقلب، وليكن
1 1 1AX C A AX A C X A C     ، 



72 

 

ومنه الجملة الخطية  S  1تقبل الحل الوحيدX A C1، الوحدانية هنا ترجع لـكونA وC  الحل وحيدين. ولذلك فإن
  الوحيد للجملة الخطية المتجانسة لـكرامر هو الحل المعدوم.

 علاقات كرامر

لتكن         S  جملة خطيةnn  مصفوفتهاA قابلة للقلب )أي أنها جملة لـكرامر( ذات المجاهيل  
njjx

1
من الحقل 

 :ومعاملاتها من الحقل 

  

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x c

a x a x a x c
S

a x a x a x c

   


   


    

 

 أي

  

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

. . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

. . . . . .

n

n

ij

n n nj nn n n

a a a x c

a a a x c

S
a

a a a a x c

X CA

     
     
     
     

      
     
     
         

    

  

 لنضع: 






















ni

i

i

i

a

a

a

a
.

2

1

من مصفوفة الجملة الخطية  i)العمود   nمن  S  حيثni 1 .) 

 كما نضع: 
1

2

.

n

c

c
C

c

 
 
 
 
 
 

الطرف الثاني للجملة الخطية )    nمن  S.) 

ومنه، نستطيع إعادة كتابة  S :على الشكل 

AX C    1أو 1 2 2

1

...
j n

j j n n

j

x a x a x a x a C




     

 .A ي لأعمدة المصفوفةعبارة عن مزج خط Cوهو ما يعني أن الطرف الثاني 
ليكن  det 0A   محدد المصفوفةA .)القابلة للقلب(   

niحيث  iمن أجل كل  1:نضع ، 
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  iعمود ال                                                        

 

                

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . . . . . .
det

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .

. . . . . .

n

n

i

n n n nn

a a c a

a a c a

A

a a c a





 

 det iA  (ni 1  هو المحدد الناتج من حذف العمود )i من المحدد det A يضه بالعمود   .C وتعو
 ومنه: 

   

 

1 2 1 1

1 2 1 1

1

1 2 1 1

1

det det , ,...... , , , , , , , , ,

      det , ,...... , , , , , , , , ,

      det , ,...... , , , , , , , , ,

i i i n

j n

i j j i n

j

j n

j i j i n

j

A a a a C a a

a a a x a a a

x a a a a a a

 



 





 





 
  

 







 

   

 

 

1 2 1 1

1 2 1 1

1 2 1 1

1

det det , ,...... , , , , , , , , ,

      det , ,...... , , , , , , , , ,

det , ,...... , , , , , , , , ,

0

i i i n

i i i i n

j n

j i j i n

j
j i

A a a a C a a

x a a a a a a

x a a a a a a

 

 



 














 

1 , )(حيث  jمن أجل كل  ijnj  :فإن 
  0,,,,,,,,,,......,det 1121  niji aaaaaa 

 من هذا المحدد متطابقين. jو  iلـكون العمودين 
 وبالتالي نجد أن:   

 

1 2 1 1

det

det det , ,...... , , , , , , , , ,i i i i i n

A

A x a a a a a a  

وبالتالي، نحصل على علاقات كرامر الشهيرة: 

 

det
 :1  ;    

det

i

i

A
i i n x

A
    . 

ية:  نظر
KMA)(لتكن     n  ،1)(مصفوفة مربعة قابلة للقلب KMb n  الجملة 













nnnnn

nn

bxaxa

bxaxa

S

...

...

:)(

11

11111

 

ذات المجاهيل  nxx  تقبل حلا وحلا واحدا فقط معطى بالصيغة التالية nKمن  1,...,
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 

nnknnkn

nkk

k

aabaa

aabaa

A
xnk







1,1,11

11111111

)det(

1
:,..,1





 

 تسمى هذه الصيغة بصيغة كرامر.
  :مثال

باعتبار المجهول هو     3

1 2 3, ,X x x x  والطرف الثاني هو ، 1,1,3C  :حل الجملة ،AX C  

     حيث:




















122

014

112

A 

AX       لدينا C  














322

       14

12

   

31

21

321

xxx

xx

xxx

S 

يقة كرامر.نحسب محدد هذه الجملة   باستعمال طر

 

   

2 1 1

det 4 1 0

2 2 1

2 8 2 4

10 2

8 0

A 



    

 

 

 

ومنه، الجملة الخطية  S تقبل حلا وحيدا 1 2 3, ,x x x 
 

 
1

1

det

det

A
x

A
، 

 
2

2

det

det

A
x

A
 ، 

 
3

3

det

det

A
x

A
. 

 باستعمال علاقات كرامر وخواص المحددات نجد:
     1det 1 2 3 1

3 4

1

A    

 

 

   

و  

 
1

1

det 1

det 8

A
x

A


  

     2det 2 12 2 4

14 2

12

A     

 



  

و   

 
2

2

det 12 3

det 8 2

A
x

A
   
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   3 6 2 8 2 12 4

12 14

2

       

 

 

   

و  

 
3

3

det 2 1

det 8 4

A
x

A

 
   

إذن حل الجملة الخطية  S :هو   31 1
1 2 3 8 2 4
, , , ,X x x x    . 

 ملاحظة:
التالية ذات المجاهيل لتكن الجملة     1 2 3, ,x x x  3من : 

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

( )

a x a x a x c

S a x a x a x c

a x a x a x c

  


  
   

 

الجملة  S ترفق بالمعادلة المصفوفيةAX C  حيث
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

A a a a

a a a

 
 


 
  

مصفوفة مربعة   
1

2

3

x

X x

x

 
 


 
  

 و
1

2

3

c

C c

c

 
 


 
  

 

 نميز حالتين :
)detاذا كان .1 ) 0A  فإن المعادلة المصفوفةAX C دا يحلا واح تقبل 1 2 3, ,x x x حيث 

1
1

det( )

det( )

A
x

A
 ،2

2

det( )

det( )

A
x

A
  3و

3

det( )

det( )

A
x

A
 

مع 
1 12 13

1 2 22 23

3 32 33

det( )

c a a

A c a a

c a a

 ،
11 1 13

2 21 2 23

31 3 33

det( )

a c a

A a c a

a c a

 و
11 12 1

3 21 22 2

31 32 3

det( )

a a c

A a a c

a a c

 . 

)detاذا كان .2 ) 0A  عادلة المصفوفةفإن المAX C اما لا تقبل حلول او تقبل حلول لانهائية أي 

 : 1 لا تقبل حلول اذا تحقق مايليdet( ) 0A   2اوdet( ) 0A   3اوdet( ) 0A . 

  : 1تقبل حلول لانهائية اذا تحقق مايلي 2 3det( ) det( ) det( ) 0A A A   . 

 : مثال
 حلّ جملة المعادلات التاّليةّ















3322

2

1

zyx

zyx

zyx

 :)(S 
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 الحلّ 

لدينا المصفوفة 
1 1 1

1 1

2 2 3

A 

 
 

  
  

 و منه 

 
1 1 1 1

det
2 3 2 3 2 2

1

A
 



  
 

 

 

 ، الجملة هي جملة كرامر1إذا كانت 

 1

1 1 1

det 2 1

3 2 3

1

A 





 

و منه  

 
1det 1

det 1

A
x

A 
 


 

 2

1 1 1

det 1 2 1

2 3 3

3

A





 

 

و منه  

 
2det 3

det 1

A
y

A






 


 

 3

1 1 1

det 1 2

2 2 3

5

A 



 

 

و منه  

 
3det 5

det 1

A
z

A 


 


 

 
1 3 5

, , , ,
1 1 1

X x y z


  

  
   

   
 

أي  1إذا كانت  det 0A  ـمستحيلة لأنّ المعادلتين الأولّيتين تعطي قيمتين مختلفتين ل الجملة هي جملة
zyx . 

يقة غوص 7.3.3  جوردان -طر
يل الجمل الخطية المرُاد حلها إلى جمل خطية متدرجة مكافئة، يسهل التعامل معها        تهدف الطرق المباشرة أساسًا إلى تحو

 .   ها بسرعةوحل
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يقة، هو الحصول على جملة خطية مكافئة للجملة الخطية الأولى المراد حلها، مصفوفتها هي المصفالمبدأ الأساسي لهذه الو  وفة طر

 الحيادية.  

يقة، سوف نقوم بدراستها في الحالة  3nومن أجل توضيح مبدأ هذه الطر m . 

1لنعتبر الأعداد الحقيقية         2 3, ,c c c  و  1 3,  1 3 : iji j a     وجملة المعادلات الخطية S  ثلاثالتالية ذات 

1مجاهيل  ثلاثةمعادلات و 2 3, ,x x x من الحقل : 

 
11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

a x a x a x c

a x a x a x c

a x a x a x c

S

  


  
   

 

  أي أن:
11 12 13 1 1

21 22 23 2 2

31 32 33 3 3

a a a x c

a a a x c

a a a x c

    
    

    
    
    

  

يقة ا  جوردان للوصول إلى حل الجملة الخطية المعطاة أعلاه:-لوتد لغوصسوف نصِف هنا طر
 المرحلة الأولى: 

في البداية نعيد ترتيب  1هدفها هو جعل جميع عناصر العمود الأول معدومة، ماعدا الوتد الأول الذي سنجعله يساوي       

أعمدة الجملة  S– الوتد –اجة إلى ذلك إن دعت الح( 11 بحيث يكون أول معاملaفي السطر الأول ) حينئذ ، غير معدوم

 ، ثم نقوم بقسمة السطر الأول للجملةLigne Pivot نسمي السطر الأول للجملة الناتجة " السطر الوتد "  S11 ، على المعاملa 

تالي نحصل على جملة و بال S   مكافئة لـ S: 

 
1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

x a x a x c

a x a x a x c

a x a x a x c

S

    


  
   

 

أي أن:
12 13 1 1

21 22 23 2 2

31 32 33 3 3

1 a a x c

a a a x c

a a a x c

      
    

    
    
    

 حيث:،  
11

12
12

a

a
a  ،

11

13
13

a

a
a   1و

1

11

c
c

a
 .  

 والآن:
لة نطرح من السطر الثاني للجم    S   السطر الأول للجملة S   21مضروباً بالمعاملa. 
نطرح من السطر الثالث للجملة     S   السطر الأول للجملة S   31مضروباً بالمعاملa. 
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 

1 1 1
1 2 32 2 2

2 2

2 3

   2 1       

3 2 4

x x x

x x

x x

S

  


 
  

 

1 1 1
1 2 32 2 2

2 2

1 2 3

   2 1       

2 2 3

x x x

x x

x x x

S

  


 
   

 

وبالتالي نحصل على الجملة الجديدة     S   المكافئة للجملتين S  و S :  

 
1 12 2 13 3 1

22 2 23 3 2

32 2 33 3 3

x a x a x c

a x a x c

a x a x c

S

    


   
    

 

أي أن: 

1

12 13 1 1

22 23 2 2

32 33 3 3

1

0

0

X CA

a a x c

a a x c

a a x c



      
          
          

 ، 

 حيث:  1 1ij ij i ja a a a   ، 1 1i i ic c a c     2مع 3i   2و 3j . 

 المرحلة الثانية: 
  1هدفها هو جعل جميع عناصر العمود الثاني معدومة، ما عدا الوتد الثاني الذي سنجعله  يساوي        

ادلة الأولى للجملة ومنه، بالاحتفاظ بنفس المع S  2، فإن المجاهيل الثلاثة 3,x x لجملة الخطية التالية تصبح من جديد حلاً ل

غير معدوم و  22aبحيث يكون أول معامل  إن دعت الحاجة إلى ذلك، حيث نعيد ترتيب أعمدة الجملة ينتذات معادل -

   نسمي السطر الأول للجملة الناتجة " السطر الوتد ":الي بالت

  22 2 23 3 2

32 2 33 3 3

a x a x c

a x a x c
I

   

   

22أي أن:    23 2 2

32 33 3 3

a a x c

a a x c

      
          

  

 نقوم بقسمة السطر الأول للجملة وهنا   I22 ، على المعاملa  و بالتالي نحصل على جملة S  مكافئة للجملة S  فنحصل ،
 على:

23 2 2

32 33 3 3

1 a x c

a a x c

     
          

12حيث:  
23

22

a
a

a


 


2و  

2

22

c
c

a


 


.  

1 وبالتالي فإن المجاهيل الثالثة 2 3, ,x x x  تصبح حلاً للجملة الخطية S ة للجمل الخطية : المكافئ S ، S   و S : 

 
1 12 2 13 3 1

2 23 3 2

32 2 33 3 3

x a x a x c

x a x c

a x a x c

S

    


  
    

 



79 

 

أي أن   
12 13 1 1

23 2 2

32 33 3 3

1

0 1

0

a a x c

a x c

a a x c

      
         
          

 

 والآن: 
نطرح من السطر الأول للجملة     S   السطر الثاني للجملة S  12روباً بالمعامل مضa. 
نطرح من السطر الثالث للجملة     S   السطر الثاني للجملة S   32مضروباً بالمعاملa. 

وبالتالي نحصل على الجملة الجديدة  )4(S ية المكافئة للجمل الخط S، S  ، S   و S  : 

 
1 13 3 1

(4)

2 23 3 2

33 3 3

x a x c

x a x c

a x c

S

  


  
  

 

أي أن 

2

12 13 1 1

23 2 2

33 3 3

1

0 1

0 0

X CA

a a x c

a x c

a x c



      
         
         

 

 حيث:  2 2ij ij i ja a a a       ، 2 2i i ic c a c      1,3 معi   3وj . 
وهكذا تستمر العملية حتى يصبح الوتد الأخير واقعا في الخانة  3,3  :أي تصبح الجملة الأولى مكافئة للجملة 

 

(3)

1 1

(5) (3)

2 2

(3)

3 3

x c

x c

x c

S





 

 

أي أن               

(3)
3

(3)

1 1

(3)

2 2

(3)

3 3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

XA C

x c

x c

x c

   
   

    
    
    

 

ومنه، حل جملة المعادلات الخطية  S :هو 
(3) (3) (3)

1 1 2 2 3 3, ,x c x c x c  . 
  :مثال

باعتبار المجهول هو  نحل الجملة التالية    3

1 2 3, ,X x x x  : 

 
1 2 3

1 2

1 2 3

2 1

   4 1       

2 2 3

x x x

x x

x x x

S

  


 
   
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1 1 1
1 2 3 1 2 32 2 2

1 2 2 3

1 2 3 2 3

1
1 32

2 3

3

1
1 32

2

3

1
1 8

3
2 2

1
3 4

2 1

4 1       2 1       

2 2 3 3 2 4

0

2 1

4 1

2 3

4 1

x x x x x x

x x x x

x x x x x

x x

x x

x

x x

x

x

x

x

x





     
 

     
       

 


  
  




 
 




 
 

 

إذن حل الجملة الخطية  S :هو   31 1
1 2 3 8 2 4
, , , ,X x x x    . 

يقة غوص 7.4  طر
يل الجملة  ،Aبفضل استعمال العمليات الأساسية على أسطر المصفوفة            يقة منهجية تسمح بتحو يقة غوص طر تعتبر طر

الخطية  S  إلى جملة خطية أخرى S  مكافئة لها بحيث تكون مصفوفة الجملة الخطية  S   ية )فقط، وليس مثلثية علو

يقة غوص ية كما في طر ية لـ -بالضرورة قطر يا أن تكون مساو ية غير معدومة )ليس ضرور جوردان(، وكل عناصرها القطر

يقة غوص تسعى إلى جعل جميع عناصر المصفوفة التي تقع أسفل القطر الرئيسي معدومة1 ن أي أ (. طر S   جملة خطية

ة، وإذا صادفنا أثناء الحل وتداً معدوما، فإننا نقوم مباشرة بإجراء تبديل للوتد السطر بسطر آخر )وتده غير معدوم(، متدرج

 أو تبديل للوتد العمود بعمود آخر )وتده غير معدوم(. 

 : مثال
يقة غوص:       حل الجملة الخطية التالية باستعمال طر

 





















      44

642

9242

724

  

432

4321

4321

321

xxx

xxxx

xxxx

xxx

S 

 سوف نلجأ إلى الكتابة المصفوفية أثناء جميع مراحل الحل. لحل هذه الجملة،
 الجمل التالية متكافئة: 
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



































































4

17

11

7

  

4110

41560

2360

0   1 2 4  

4

3

2

1

x

x

x

x

   




































































4

6

9

7

  

4110

1421

1242

0124

4

3

2

1

x

x

x

x

 



































































2
35

4

3

2

1

2
35

6

11

7

  

000

61200

2360

0   1 2 4  

x

x

x

x

   




































































13

6

11

7

  

22900

61200

2360

0   1 2 4  

4

3

2

1

x

x

x

x

  

 ومنه:

1
35

35
4 x ،1

12

66 4
3 




x
x ،1

6

2311 43
2 




xx
x   

1
4

27 23
1 




xx
x. 

إذن حل الجملة الخطية  هو:   1 2 3 4, , , 1,1,1,1X x x x x  . 
mnالحالة  :  .عدد المعادلات أكبر من عدد الجاهيل 

وبالتالي  mnمصفوفة المعاملات تصبح  Aبما أن         mmnArang  ,min  أي أن أسطرA  .مرتبطة خطيا

)أي المعادلات(، في هذه الحالة إذا  Aبإتباع الخطوات السابقة لتدريج الجملة نحصل على مزج خطي معدوم لأسطر 

قف والجملة ليس تومعدوم نكان نفس المزج للطرف الثاني )للمعادلات( معدوما فنستمر في العملية وإذا كان غير 

 لها حل.

 مثال:
 (:4mو  5n)إيجاد حل للجملة الخطية التالية     

 

























92

0242

642

2

13

  

421

4321

4321

4321

21

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

xx

S 

 لحل هذه الجملة، سوف نلجأ إلى الكتابة المصفوفية أثناء جميع مراحل الحل.
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













































































7

2

5

1

1

  

1070

1220

1410

1120

0031

4

3

2

1

x

x

x

x

  









































































9

0

6

2

1

  

1012

1242

1421

1111

0031

4

3

2

1

x

x

x

x

 















































































2

12

9

1

1

  

8000

3000

3700

1120

0031

4

3

2

1

x

x

x

x

  











































































7

3

9

1

1

  

5700

0100

3700

1120

0031

4

3

2

1

x

x

x

x

 













































































102

12

9

1

1

  

0000

3000

3700

1120

0031

4

3

2

1

x

x

x

x

 
123  الجملة الأخيرة تكافئ الأولى، لـكن المعادلتين الأخيرتين للجملة المدرجة وهما 4 x  1020و 4 x  متناقضتان

 .التالي الجملة الأولى ليس لها حلوب

mnالحالة    .عدد المعادلات أصغر من عدد الجاهيل 

وبالتالي  mnمصفوفة المعاملات تصبح  Aبما أن             nmnArang  ,min  أي أن أعمدةA  مرتبطة

يضه في  خطيا. وهنا يمكن استعمال أي معادلة للتعبير عن أي مجهول بعبارة خطية للمجاهيل الأخرى وتعو

 المعادلات المتبقية. الجملة المحصل عليها تكافئ الجملة الأولى.  

 مثال:
 (:3mو  2n)إيجاد حل الجملة الخطية التالية         

               








7

03
  

321

21

xxx

xx
S 

يض: يقة التعو  لحل هذه الجملة، سوف نلجأ إلى طر
من المعادلة الأولى للجملة  S  21لدينا 3xx  يض في المعادلة الثانية للجملة ، وبالتعو S :نجد أن ،   

73 322  xxx  72وبالتالي 23  xx  :72ومنه 23  xx وهو ما معناه أن مجموعة حلول ، S  :هي



















































IRxx 22    

2

1

3

7

0

0

 وهي مجموعة غير منتهية.  : 
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يناتم  محلولة ر

ين  : 1تمر
MA(IR)أحسب محددات المصفوفات  n : التالية 

1. A . ية  مصفوفة قطر
2. A . مصفوفة مثلثية 
3. A  أي يوجد( عديمة القوى*INp  0بحيثpA ) 
4. A ( ية القوى AAمتساو 2. ) 
5. A ( تضامنية

nIA 2. ) 

ين  :2تمر
IRa,b,c,dليكن    12222بحيث  dcba : لنعتبر المصفوفة ، 































abcd

badc

cdab

dcba

A 

 . 1Aو  Adetمستنتجا  A.Atأحسب 

ين  :3تمر

برهن المساواة :          xbaxba=(b-a)

xabx

axxb

bxxa

xbax

D 222 

 
ين  :4تمر
MA(IR)لتكن        n  : 02مصفوفة تحقق  nIAA أحسب .Adet . 

ين  :5تمر
 أحسب المحددات التالية :    

cabc

accb

bcca

cbac

 , 

abac

baca

acab

caba

 , 

accb

cabc

cbac

bcca
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dc

dc

ba

ba

 ,  

abab

baba

abab

baba

  ,

abcd

badc

cdab

dcba

00

00

00

00

1

1

1

1









 

2

2

2

2

10

01

10

01

dd

cc

bb

aa

 

ين  :6تمر
C(M)(aA(لتكن        nni,jij  1

طر وكل عمود يحوي عنصرا واحدا وواحدا فقط غير معدوم ، بحيث كل س 
0detبرهن أن  (A)  . 

ين  :7تمر
M)(aA(IR)لتكن المصفوفة     nni,jij  1 : برهن أن ، 


 










n

i

n

j

ij

nnnn

n

n

Ax(A)

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

IR:Δx
1 1

21

22221

11211

det









 

 .Aفي المصفوفة  ijaهو معامل تمام  ijAحيث     

ين  :8تمر
MA(IR)لتكن       n 12  ( مصفوفة لا متناظرةAAt  :0( برهن أنdet (A) 

ين  :9تمر

     أحسب رتبة المصفوفة:         
























121

122

222

m

)(mm

mm

A 0ثم حل الجملةAX. 

ين  :01تمر
يقة التثليث ، حل الجملة التالية :  ا.بطر





















25

66345

4322

2

tzyx

tzyx

tzyx

tzyx

(S): 

 ب.نفس السؤال من أجل الجملة :
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























13

1263

13222

1523

13

54321

5432

54321

5321

54321

xxxxx

xxxx

xxxxx

xxxx

xxxxx

(S):

 
ين  :11تمر
 حل الجملة الخطية التالية : αناقش حسب قيم الوسيط     















αzz.y.x.

αyz.y.x.

αxz.y.x.

(S):

204010

303050

301020

 
ين  :21تمر

 حل الجملة الخطية التالية : mناقش حسب قيم الوسيط الحقيقي    















111

11

332

m)z(mmy)x(m

zmy)x(m

zymx

 

ين  :31تمر
 حل الجملة الخطية التالية :



















1

21

21

21 1

n

n

n

n

μλx...xx

μx...λxx

x...xλx


 

 أعداد حقيقية معطاة . λ,μحيث 

ين  :41تمر
 حل جملة المعادلات الخطية التالية :    



































633

623

62333

4232

14739

226

03

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

    ,   

zyx

zyx

yx

 

ين  :51تمر
 حل الجمل الخطية التالية : IRaناقش حسب قيم الوسيط     
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

































azyx

zyx

zyx

      ,    

axxxx

xax+xx

xxaxx

xxxax

543

432

1

1

1

1

1

4321

4321

4321

4321

 

ين  :61تمر
IRa,b,c,d*لتكن      : ناقش وحل المعادلة الخطية التالية ، 





















dtzyx

ctzyx

btzyx

atzyx

733
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ي ّمار  نحلّ الت

ين  :1تمر

MA(IR)ا.إذا كانت  n   :ية قطر n,...,aadiagA 1 :فإن ،



n

k

ka(A)
1

det 

MA(IR)ذا كانت ب.إ n   :ية j,i:a)(aAمثلثية علو ijni,jij   01
 

فإن :   



n

i

iia(A)
1

det 

MA(IR)ج.إذا كانت  n  عديمة القوى ، أي يوجد*INp  0بحيثpA : فإن 

  0detdetdet0  (A)(A))(A
pp 

MA(IR)د.إذا كان  n  ية القوى أي أن AAمتساو 2 : فإن ، 

   10detdetdetdet
22 ,(A)(A)(A))(A  

MA(IR)ه.إذا كان  n  مصفوفة تضامنية أي أن
nIA 2 : فإن ، 

  1det1detdetdet
22  (A))(I(A))(A n 

ين  :2تمر
نجد بسهولة أن 

n

t IA.A  : إذن ، 

  1detdet

detdetdetdetdet1

2




(A)(A)                    

(A)(A).(A)A).(A.A)( tt

 

بما أن 
n

t IA.A   فإنA  : قابلة للقلب ومقلوبها هوAA t1 

ينت  :3مر
يل التالي :   43211لنعتبر التحو CCCCC  

 فنحصل على المحدد التالي :

xab

axx

bxx

xba

b)ax(

xabbax

axxbax

bxxbax

xbabax

D

1

1

1

1

2

2

2

2

2











 

يلات التالية :  ثم نعتبر التحو

122 LLL   ،133 LLL   144و LLL  
 فنحصل على :
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011

2

00

0

0

1

2














 xabxax

xbbxax

a)b)(bax(

baab

xabxax

xbbxax

xba

b)ax(D 

يل التالي :   122ثم نعتبر التحو CCC  
 فنحصل على :

001

2

2

2 xabaxax

xbbaxax

a)b)(bax(D 



 

xa

xb
a)b)(baxb)(ax(






1

1
22 

x)bb)(aax(a)(b 222  

ين  :4تمر
 لدينا :    

  n

nnnn )((A)IA)IA)(AI(AIA 1det0
3323  

 إذن :     










p,n

p,n
(A)

21

121
det 

ين  :5تمر
يلات التالية :  1 233.لنعتبر التحو CCC    144و CCC  

2b)(aمما يسمح بجعل   : يلات التالية  كعامل مشترك ، ثم نعتبر التحو

411 4LLL     322و LLL  
 فنحصل على :

bac

cba
b)(a

bc

bac

cba

b)(a

cb

bc

bac

cba

b)Δ=(a













2

2

1

02

02

10

01

002

002

222 

c)bc)(ab(ab)(a 222  
يلات التالية :   133نجري التحو LLL   244و LLL  

2c)(bمما يسمح بجعل   : يلات التالية  كعامل مشترك ، ثم نعتبر التحو
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133 CCC     244و CCC  
 فنحصل على :

c)bac)(ba(c)(b
acbab

bcaba

c)Δ=(b 









 22

0001

0010

2

2

22 

يلات التالية :  3 21.لتكن التحو CC    43و CC  
 .1فنحصل على المحدد 

يلات ال4 311تالية :  .لتكن التحو CCC     422و CCC  
يلات التالية :   133ثم نعتبر التحو LLL    244و LLL  

 فنحصل على المحدد :

cadb

dbca

cadb

cbca

cadb

dbca

cdcadb

dccbca


















00

00
 

d)bcd)(abcd)(abcd)(acb(a  
يلات :  5 133.لتكن التحو CCC     244و CCC  

يلات :   311ثم التحو LLL     422و LLL  
 فنحصل على المحدد :

10

01

212

221

10

01

00212

00221

ab

ba

ab

ba

ab

ba










 

)ba)(ba( 122122  
يل التالي 6 32.لنعتبر التحو LL   32ثم CC  :فنحصل على المحدد ، 

2

00

00

00

00

bc)(ad
dc

ba

dc

ba

dc

ba

dc

ba

 

يلات:  7 133.لتكن التحو LLL     244و LLL  
 فنحصل على المحدد التالي:
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22

22

22

22

2

2

10

01

00

00

10

01

bdbd

acac

bdbd

acac

bb

aa









 

a)cbb)(da)(d(c  

ين  :6تمر
 يكون المحدد من الشكل )مثلا( : 2nمن أجل 

0
0

0
=ab

b

a 

المصفوفة المستخرجة من  ijAغير معدوم ، لتكن 1nنفرض أن محدد المصفوفات من النمط المشار إليه من المرتبة 

A  وذلك بحذف السطرi والعمودj منA 10. لتكن الآنi
a  : الحد الغير معدوم من العمود الأول لدينا

0detdet 11 00
 )(A.a(A) ii 

10iلأن المصفوفة 
A 1ن المرتبة مn . ومن النمط المشار إليه 

ين  :7تمر
يف :   لدينا بالتعّر 111det 21 x.V...x.Vx.VΔ= n  حيث 




































1

1

1

1

 ,

a

a

V

ni

i

i 

 إذن :

  


 







n

i

niin V...VVVxV...VVΔ=
1

11121 1detdet  


 


n

i

n

j

ijAx(A)=
1 1

det 

ين  :8تمر
AAtبما أن          : فإن 

0det0det2det1dedet 12   (A)(A)(A))(At(A) nt 
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ين  :9تمر
mm(m(A))((لدينا  21det   إذا كان ، 210 ,,m  فإن  3Arg  وإذا كان 210 ,,m  فإن

  2Arg  0لأنه يوجد في كل حالة محددا من المرتبة الثانية غير معدوم. حل الجملةA.X  إذا كان

 210 ,,m  فإنA للقلب ولدينا: قابلة 

0

0

0

0
1 

















 AX 

فإن مجموعة حلول الجملة السابقة هي :   0mوإذا كان  ( , ,- ), IR    

فإن مجموعة حلول الجملة السابقة هي:   1mوإذا كان  (6 ,8 ,-5 ), IR    

فإن مجموعة حلول الجملة السابقة هي:   2mوإذا كان ( ,2 ,- ), IR    

ين  :01تمر
 ا.لدينا :





























 


































42260

411890

05430

21111

21151

66345

43212

21111

14

13

12

5

2

-
LL
LL

LL 

























 

























 






44000

44400

05430

21111

48600

44400

05430

21111

34

24

23 32

2

3

--

--

-

--

LL

LL

LL 

ومنه نجد أن:   
3

16

3

13
21  ,x,y,zt 

 ب.لدينا :































 






































000000

112630

115840

2231050

111311

111311

112630

313222

150123

111311

15

13

12

2

3

LL
LL

LL 
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5L 4L

5L 3L

L
1

13
L

13L L

3 2

4 2

3 3

4 3

1 1 3 1 1 1

0 5 10 3 2 2

0 0 0 13 13 13

0 0 0 1 1 1

0 0 0 0 0 0

1 1 3 1 1 1

0 5 10 3 2 2

0 0 0 1 1 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0








 

 

 



 





















 

 

 























 

 ومنه نجد مجموعة الحلول هي :
  IK,x,x,xx,,xxx,xx  535535353 1121 

ين  :11تمر
إن الجملة الخطية  S : تكافئ الجملة الخطية المتجانسة التالية 















0204010

0303050

0301020

α)z.(y.x.

z.α)y.(x.

z.y.α)x.(

 

 إذن المصفوفة المرافقة لهذه الجملة هي :























 























α...

.α..

-α.-α.α.

α...

.α..

..α.
LLLL

204010

303050

808080

204010

303050

301020

3211 

α.80ونميز حالتين : الحالة الأولى إذا كان   : عندئذ 



















 




































33250

255

000

641

355

000

604010

305050

000

233 5 LLL

.-..

..-. 

ومنه تكون مجموعة الحلول :  
















IK,zz,zz,

25

33

25

18 

α.80الحالة الثانية عندما يكون    عندئذ الجملة ، S : تكافئ 



















 























α).(.

.α).-(

α...

.α..
L.LL

L.LL

10300

30200

111

204010

303050

111

133

122

10

50 



















 


















 


)αα..(

α..

.α).(

α).(.
α)L.(.LLLL

2

200

1004000

10300

111

20200

10300

111

23332 

040102كثير الحدود  .α.α  150ه هو مميز.Δ   ونميز حالتين ، إذا كانIRIK   فإن

0040102  .α.α  ومنه نجد أن الجملة S  تقبل حلا وحيدا هو 0,0,0 إذا كان .CIK   فإن المعادلة

0040102  .α.α  :تقبل جذرين مختلفين هما
20

151
1

i
α


  و

20

151
2

i
α


 عندئذ تكون مجموعة ، 
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حلول الجملة  S   : هي 

20

151

6

153

6

153 i
α,C,zz,z

i
z,

i 



























  

20

151

6

153

6

153 i
,αC,zz,z

i
z,

i 



























  

ين  :21تمر
ئل منها يمكن مبادلة المجهولين ، إذن من أجل تجنب مناقشات لا طا mمرتبطة بالوسيط  xنلاحظ أن معاملات 

zx, : وعندئذ تكتب الجملة على النحو التالي 























 
























0320

023320

111

111

323

111

13

12

1

3

m)m(m)m(

mm

mm

mmmm

m

mm

)L(mL

LL 

 ونميز عدة حالات :
 فإن الجملة تكافئ : 0mالحالة الأولى إذا كان 















 

0000

0320

1101

 

وبالتالي فإن مجموعة حلول الجملة  S : تكون عندئذ
















 IR,xxx,x, 1

2

3 

 فإن : 0mإذا كان 























 























0320

0640

111

0320

023320

111

32 3

mm

m

mm

mm

mm

mm
LL 























 


0400

0640

111

23 24

m)m(

m

mm
m)L(L 

فإن مجموعة الحلول هي  4mإذا كان 
















 IR,xx,

x
x, 1

2
  . 

إذا كان  40,m ملة فإن الج S لها حل وحيد هو 1,0,0 . 

ين  :31تمر

بجمع جميع أسطر الجملة نحصل على المعادلة :     
1

01

1
n-

i=

i
n

i=

i μx)λ+(n- 
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إذا كان   1- n  فلا يوجد للجملة حل )إلا في حالةn  زوجي و  1  وفي هذه الحالة
 ,...,n,px)(x p

p 21 1

1   إذا كان . ) n)(λ)(λ   من الجملة نجد أن : jعندئذ من السطر  11












 

n

i=

i

j-

j xμ
λ

x
1

1

1

و  1













1

1

1

1

1 μ

μ

)λ+(n-
x

nn

i=

i 

إذا كان   فليس هناك حل )إلا في حالة  1  1. ) 

ين  :41تمر
 دينا :.ل1

















 




















14700

2100

0013

14739

2126

0013

13

12

3

2

LL

LL 

ومنه تكون مجموعة حلول الجملة هي :    IR),xx,(x,  23 
 .لدينا :2

14

13

1221 3

61331

62131

62333

42321

61313

62113

62333

42312

LL
LL

LLCC

-

-

-





 
























 



























 

24

2342

9

1881290

20410

23010

42321

23010

20410

1881290

42321

LL

LLLL
-

--




 






















 
























 






















 

























044000

03400

23010

42321

0351200

03400

23010

42321

34 3
-

-

-

-

-

LL 

 . (2,0,0,0)ومنه فالجملة تقبل حلا وحيدا هو 

ين  :51تمر
 لدينا :

14

13

1241

1111

1111

1111

1111

1111

1111

1111

1111

aLL
LL

LLLL

a

a

a

a

a

a

a

a





 





















 




















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



















 























-a-a-a-a

-aa-

-aa-

a

-a-a-a-a

-aa-

-aa-

a

LL

12100

01100

01010

1111

11110

01100

01010

1111

22

24 





















 


-a)-a)(a+(

-aa-

-aa-

a

LL

131000

01100

01010

1111

34 

14321فإن الجملة تكافئ :   1aإذا كان   xxxx 

ومن ثم فمجموعة الحلول هي :   IR,x,x:x,x,x,xxxx  4324324321 

 فإن الجملة تكافئ : 1aإذا كان 



























13000

01100

01010

1111

a

a

 

 عندئذ الجملة تقبل الحل : 3a فالجملة مستحيلة . إذا كان 3aإذا كان 

3

1
4321




a
xxxx 

 .لدينا :2

















 
















 





















6000

3210

1111

3210

3210

1111

543

4321

1111

23

13

12

3

a-a-a

LL

LL

LL 

 فإن : 6aفالجملة مستحيلة ، وإذا كان  6aإذا كان 









 







 

3210

2101

3210

1111
21

--
LL 

ومنه تكون مجموعة الحلول هي :    IR:zz,zz,  232 

ين  :61تمر
 لدينا :

 
























 































 24

14

13

12 2

3

34040

2200

0220

1111

7313

1111

1111

1111

LL

LL
LL

LL

ad+

c+a

b-a

a

d

c

b

a
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




















 


























b+d+ca+

c+a

b-a

a

b+da+

c+a

b-a

a

LL

230000

2200

0220

1111

24400

2200

0220

1111

34 2 

023وحيث أن   cdba . فإن الجملة مستحيلة 
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ين للحلّ  7.5  تمار

ين  :1تمر
 أحسب المحددات التالية:     

bdad

acdc

bdcb

acba

.   , 

xxxd

xxxc

xxxb

xxxa

.   , 

baab

baab

abba

abba

.

1

1

1

1

321

321

321

321

321









 

ين  :2تمر
 تالية :أحسب المحددات ال      

 

abcabc

baaccb. 

111

 ،
baaccb

cba



111

  ،
222

222

222

b)(aba

ca)(ca

cbc)(b







 

 

baccc

bacbb

aacba







22

22

22

 ، 

cba

cba
333

111

  ،
444

111

cba

cba 

ين  :3تمر
لتكن        , ,  IR : أحسب المحدد التالي ، 

222

222

222

)2()2()2(

)1()1()1(D









 

ين  :4تمر
لتكن       , ,  IR : أحسب المحدد التالي ، 

D =

   

   

   

   

 

ين  :5تمر
ليكن       IR : أحسب المحدد التالي ، 

D =

1

1

1 2 3 4

4 3 2 1

2 3

3 2

2 3

3 2

  

  

  

  
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ين  :6تمر
 أحسب المحددات التالية :    

333

222

111

33

22

11

3sinsin2sin

sin3sin2sin

sin3sin2sin

.2    ,    

2coscos1

cos2cos1

cos2cos1

.1













 

1coscos

cos1cos

coscos1

.4   ,    

sin2cos1

sin2cos1

sin2cos1

.3













 

ين  :7تمر
 لنعتبر المحددات التالية :    

n)P(x)nP(xn)P(x

)nP(x)P(x)P(x

n)P(x)P(xP(x)

.A(P)

21

121

1

1

















 

22

22

22

2

21

10

2

n)(n

n

.ΔΔ









 

حيث      xP 1ير حدود من هو كثnIP  0، برهن أنΔ(P)=Δ= . 

ين  :8تمر
MM(IR)، لنعتبر المصفوفة  IRα,βلتكن      nn 2 : التالية 





























00

000

00

000

0

M n











 

MD)(أحسب      nn det . 

ين  :9تمر
و  2عددا طبيعيا أكبر من  nليكن   0 n,...,  أعدادا حقيقية . برهن أن : ,

cos cos( ) cos(

) cos(

) cos(

    

    

    

0 0 0

1
0

 

 

 







   



n )

cos cos( n )

cos cos( n )

1 1

n n n

 



99 

 

ين  :10تمر
يقة تراجعية المحددات التالية :     أحسب بطر

 

1001

00

00

11







  ،
011

10

01

110









  ،
1n11

1

31

112

.









 ،n

n1

n

1

IR)a,...,(a,  

00a

0

0

a00

 









،

2IRb)(a,,

baaa

b

baa

bbba

. 















،IR,

2
cos2100

cos

00

1

00cos
2

cos2

.

2

2



















 

ين  :11تمر
 الجمل التالية : IRمن  mم الوسيط حل وناقش حسب قي    





























mzmymx

mmzymmx

mzmmyx

.       ,    

zyx

zmyx

mmzyx

.

1

2

2

2

1

11

2

2

2

 





























21

1

4

1

1

1

3

mmzyx

mzmyx

zymx

.        ,   

zmyx

m)z(mymx

m+zyx

. 

ين  :12تمر
 الجمل الخطية التالية : Cمن  mحل وناقش حسب قيم الوسيط     





































13842

22553

14332

2

2
1

1

1

tz-y-x

t=m+z-y+x+-

m+tz-yx-

mz+tyx

.       ,    

mmzyx

x+my+z=

mzymx

zyx

. 

ين  :13تمر
 المعرف بالعلاقات الخطية التالية : 5IRأعط قاعدة للفضاء الشعاعي الجزئي من      















0452

022

0532

5321

5432

54321

xxxx

xxxx

xxxxx
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ين  :14تمر
,حل الجمل الخطية التالية حسب قيم الأعداد المركبة        ,...,a,b,a a1 n : 















































λx...xx

axx

axx

axx

.              , 

baxx

baxx

baxx

baxx

.

n

nn

n

nn

21

11

231

121

1

1

23

12

21 
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ين  7.6  للحل معمقةتمار

ين  :1تمر
يقة غوص، ثم حل كل واحدة منها:       حول الجمل الخطية التالية إلى جمل خطية متدرجة باستعمال طر

       ، 

           ،. 

ين  :2تمر
يقة كرامر حيث: حل في      يقة مقلوب مصفوفة ثم تحقق من الحل بطر  الجمل التالية بطر

،، 

،، 

،،  . 

ين  :3تمر
 : والمعطاة في الأساس القانوني لتكن المصفوفات التالية ذات المعاملات في       

ادرس قابلية تقطير المصفوفات بتعيين الأساس المناسب ومصفوفة الانتقال لما يكون ذلك ممكنا وإذا كان غير ممكنا ادرس 
 تثليثها.
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ين  :4تمر
 : التالية ذات معاملات في  لتكن المصفوفة    

 .بحيث  

 قابلة للقلب. Aأثبت أن  .1
 بحيث:  Qفإنه توجد مصفوفة مربعة ذات سطرين وعمودين  إذا كان  .2

 .مع  

ين  :5تمر
 حل الجملة الخطية التالية : ناقش حسب قيم الوسيط الحقيقي 

 : لدينا الجملة التالية ذات الوسيط الحقيقي  -1

 

ين  :5تمر
 ة المعادلات الخطية التالية:لتكن جمل

 

 :  حتى يكون للجملة عين قيمة العدد الحقيقي
 أ( حل وحيد،       ب( لا يكون لها أي حل،         ج( تقبل عدداً لا نهائي من الحلول.

ين  :6تمر

 . تكن المصفوفة ل 

يقتين حسب ن  .(المصفوفة الحيادية  ) .بطر
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 .1كل معاملاتها يساوي  هي المصفوفة  M، حيث أ( نضع: 
 .حيث  باستعمال ثنائي الحد لنيوتن، عين 

 ب(
 .. احسب A( عين كثير الحدود المميز وكثير لـ 1.ب
 من الأعداد الحقيقية بحيث: ، بين أنه توجد متتاليتان n( من أجل كل عدد طبيعي 2.ب

 

 . ( بحيث: ) B، عين مصفوفة مربعة بوضع: 

ية عين مصفوفة مربعة قط  فقط.  nبدلالة  و  ، استنتج B( مشابهة لـ ) Dر
يقتين. قارن عبارة   المتحصل عليها بالطر

ين  :6تمر
  من الشكل التالي قابلة للقلب: أثبت أن كل مصفوفة غير معدومة ذات معاملات في 

  

 
      

 
  

 
 

 
 
 
 
 

  

A M I  33 3

An*INn

3

2 2IAA 

u vn n,

A u A v In

n n  3

INn
v

u
w

n

n

n 







 ,    2 2w Bwn n 1

22u vn n,An

An

















bab

bba
M

4



104 

 

 المراجع
 دروس في الجبر العام والخطي )مطبوعة(  -1 

ياضيات المدرسة العليا للأساتذة القبة. ،98، السنة صاوله يوسف         قسم الر

 تمارين في الجبر العام )مطبوعة(  -2
ياضيات، المدرسة العليا للأساتذة القبة.2000، السنة يوسف صاوله  ، قسم الر

 (، 3الجبر ) -3
 الجزائر. -، ديوان المطبوعات الجامعيةعبد الواحد أبو حمزة

 الجبر،-التحليل -4
 .1979الجزائر.  -، ديوان المطبوعات الجامعيةدصلاح أحم

ية المجموعات، مؤسسة الرسالة للطباعة والنشر  عادل سودان -5 ياضيات المعاصرة: نظر  1972وموفق دعبول: الر
ية،  عادل سودان -6 ياضيات المعاصرة: البنى الجبر  1972وموفق دعبول والأحمد وبرني :  الر
يلي واولاده :  المدسلمان عبد الرحمن السلمان -6 ية، جون و  .1984خل إلى البنى الجبر
 

 لاجنبيةالمراجع باللغة ا
1- L. Chambadal et J.L. Ovaert, Cours de mathématiques, 

      algebre II, Gauthier-Villars 1972. 

2- R. Godement, cours d’algebre, Hermann, Paris 1970. 

3- S. Lang, Algebra, Addison-Wesley, Reading. 
4- Exercices  d'algèbre 2eme année. Boschet, B. calvo, J. doyen, A. calvo. 
5- Eléments  de théorie de groupes . Calais.J  
6- Algébre, M. Queysanne, Collection U. 
7- Cours de mathématiques tome 1,  J. Lelong-Ferrand, J.M. Arnaudiès.  
8- . Exercices résolus  d'algèbre du cours de mathématiques 1 

          M. Arnaudies, P. Delozoide, H. Frayss   
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