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 : مقدمة .1

 علوم جذع مشترك الأولي السنة لطلبة الثاني السداسي برنامج في المقررة المواضيع المتواضع العمل هذا يشمل        
ية اقتصادية  حلقة فهي متقدمة لمقررات أساسا المطبوعة هذه في المعروضة المواضيع وتعتبرهذه .التسيير وعلوم وتجار

 .والمتقدمة الأولية المقررات بين وصل

ية الاقتصادية العلوم طالب احتياجات مراعاة تمت كما        من يستخدمه ما مع يتفق لما التسيير وعلوم والتجار
ياضيات  الممكن بحدود الصعوبات يولد الذي والاختزال والتعقيد الالتواءات عن بعيدا دراسته مقاييس بقية في الر

  .المقرر ومراعاة

التمارين  من كبير عدد بتقديم وذلك المقرر هذا استيعاب في الطالب يواجهها التي الصعوبة مراعاة تمت وقد      
 المصطلحات في الدقة مراعاة مع ؛ التمارين المقترحة للحل قصد تركيز المفاهيم و المعلومات و المحلولة بأبسط الطرق

  .المستخدمة

   المواضيع التي تم التطرق لها في هذا العمل.وسوف اسرد نبذة تاريخية لبعض     

 أول والمقابلة الجبر حساب كتابه في عرض حيث الجبر علم مؤسس الخوارزمي موسى بن محمد الل  ه عبد أبو يعتبر        
بيعية الخطية للمعادلات منهجي حل ية البنى ، كما ظهرت والتر  ثم الطبيعية الأعداد مع بداية ، الأعداد ظهور مع الجبر

  تعميم المجرد، كما تم الجبر ظهور إلى المعادلات لحل طرق عن البحث أدى عليها، مما  الحسابية العمليات و الصحيحة
يائية الفكرة ية الخطي، و  الجبر في دراستها تمت و الشعاعية الفضاءات إلى الشعاع ؛ الفيز تعتبر الزمرة إحدى البنى الجبر

ية المجردة الأخرى: كالحلقات الأساسية والهامة في الجبر المجر ية من أجل فهم واستيعاب البنى الجبر د ل كونها ضرور
ية الزمر تطبيقات متعددة في  والحقول والمودولات والجبور والتبولوجي الجبري والهومولوجي وغير ذلك. كما أن لنظر

ياء لتمجالات كثيرة، ففي المعادلات التفاضلية تساعد في تصنيف وتبسيط حلول المعادلات ا فاضلية. وفي الفيز
ية الزمر في تصنيف جمل النقاط منتظمة المواقع في الفضاء، وتعتبر هذه المسألة من أبرز المسائل  وال كيمياء تستخدم نظر

ربط بين ي استكشاف القانون المتمثل في خاصة التناظر من خلال الالهامة في علم البلورات، إضافة الى دورها الفعال ف
ية جزيء المادة  ية الجزئيات دون مساعدة نظر وزمرة معينة. وفي الوقت الحاضر يصعب علينا تصور أي تطور لبنية نظر

 .الزمر
 ثلاثي و ثنائي الفضائين في المثلثات، علم و الاقليدية الهندسة مع وبدأت الهندسة، مع الفضاء دراسة كما ظهرت     

ية النسبية في دورا لتلعب اقليدية، غير هندسية علوم إلى لاحقا ذلك تعميم تم ثم البعد،  .العامة النظر
يعود      يف ظهور أول و   Giuseppeبيانو الإيطالي جيوسيبي العالم مع عشر السابع القرن إلى الشعاعي الفضاء لتعر

Peano ، 
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ية تطورت ، الخطية الجمل حل على واعتمادا      لتاريخ مهمين عملين نشر تم 1750 عام ففي ، الشعاعية الفضاءات نظر
ية المنحنيات تحليل في مقدمة "، الأول ؛ الشعاعية الفضاءات  لتطوير الأسس وضعت حيث كرامر غابرييل بقلم "الجبر

ية ية بالمنحنيات المتعلق ، أولر ليونارد بقلم "المنحنية الخطوط في تناقض واضح حول "والثاني ، المحددات نظر  وعلى الجبر
 .مفارقة كرامر

ية أو الضخمة علم الكميات "بعنوان أطروحة في 1844 عام في نتائجه من جزءاً غونتر هيرمان غراسمان نشر كما      نظر
 :التالية الأولى له بالمفاهيم مدينون نحن خلالها ومن  .)1863عام في اكتمل (الفضاء

 الخطي الاستقلال - 
 جزئيين فضائين مجموع - 
 السلمي للجداء حاليا الموافق ، الخطي الجداء - 

ية الفعلي التطور ل كن  .1920عام بعد فقط بدأ الشعاعية الفضاءات لنظر
 المصفوفات أن ، إلا عشر التاسع القرن بداية في إلا يظهر لم الفعلي المصفوفي الحساب أن من الرغم و على       
يل تاريخ لها ، الأرقام من صفوف بصفتها  الفصول" الصيني النص ففي .الخطية حل المعادلات في التطبيقات من طو
ياضيات فن في التسعة  في الجداول لاستخدام معروف مثال أول وهو ، الميلاد قبل الثاني في القرن كتب الذي ، "الر

 المعادلات ، كما تقديم مفهوم المحدد . جمل حل
يقة هذه Girolamo Cardanoادخل   1545 عام وفي        . أوروبا الى الطر
ياضياتي استخدم استخدم 1683في عام       جمل لحل  مستقل بشكل التقنيات نفس Seki Kōwaالياباني  الر

 أكثر ، وجرب الحلول أو لتسجيل البيانات الجداول استخدام كيفية لايبنز أوضح ، 1710 و 1700 بين .المعادلات
 تم ، 1850عام في .اسمه تحمل التي القاعدة كرامر نشرغابرييل ،  1750 عام في .الغرض لهذا للجدول نظاماً 50 من

 :)اللاتينية اللغة عن ترجمته تمت والذي( "المصفوفة" مصطلح صياغة
ياضية فهي تشبه في شكلها            مما لا شك فيه أن المصفوفات واحدة من الأمور الهامة والأساسية في العمليات الر

ياضيات بحيث تستخدم في العديد من التالمستطيل بداخله الأعداد في صفوف وأعمدة  ية هامة في الر طبيقات وهي نظر
ياضية، وهذا بالإضافة إلى أهميتها في تطبيقات الحياة والحياة اليومية كما تساعدنا على التقليل من الأخطاء والوصول  الر

ب التيار ال كهربائي كما تحسإلى النتائج الصحيحة، فالمصفوفات هو ذلك العلم الذي يرتبط الدارات ال كهربائية التي 
 تستخدم في التطبيقات الميكانيكية بهدف حساب القوي كما تستخدم أيضا في عمليات التشفير وأرسل الرسائل التي

  .تتضمن الشفرات
 من بكثير أوسع نطاق المصفوفات على باستخدام الهندسية التحولات عن أطروحة كايلي آرثر نشر ، 1854 عام في    
 .المصفوفات ضرب خصائص وبين ) والضرب الجمع(المصفوفة  لحساب المعتادة العمليات حدد حيث .قبله شيء أي
 ومن ؛ المعادلات دراسة جمل عند وذلك عشر السابع القرن من الثاني النصف إلى يعود الخطي الجبر منشأ إن    

ياضيين أوائل   التي العلاقات أعطى الذي Maclaurin العالم ومن بعده Leibintz نذكر المجال هذا في أسهموا الذين الر
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 . مجاهيل وبثلاثة الخطية بمجهولين المعادلات جمل بحل تسمح 
أنه   ، القيم الذاتيةتسمى  جذورلديه  كثير الحدود هو مصفوفة مربعةل ، فكثير الحدود المميز الجبر الخطي في      

هي  ، المعادلة المحددة المعادلة المميزة، والمعروفة أيضًا باسم و .المصفوفة بين معاملات لها.  أثر و المحددات يحتوي على
ية كثيرة الحدود المميزة يق معادلة صفر  .المعادلة التي تم الحصول عليها عن طر

يلات الخطيةالت بدراسة الجبر الخطي يهتم      تعد القيم الذاتية  .متجهات مؤثرة على مصفوفات ، والتي تمثلهاحو
يقة تعطي معلومات عن المصفوفة  والمتجهات الذاتية والفراغات الذاتية خواص المصفوفة. يتم حسابها بواسطة طر

ياضيات التطبيقية لهذا النوع تطبيقاته الخاصة في مجالات .تفكيك المصفوفة ويمكن استعمالها في وبشكل أوسع  الر
يل في  .وميكانيكا ال كم التمو

عموماً، تؤثر مصفوفة على شعاع بتغيير كلاً من قيمته واتجاهه. ل كن يمكن أن تؤثر المصفوفة على بعض الاشعة        
ة بتغيير قيمها مع الإبقاء على اتجاهاتها دون تغيير )أو ربما عكسها(. تمثل هذه الاشعة اشعة ذاتية للمصفوفة. تؤثر مصفوف

مثل ن، والذي يكون موجباً عندما لايتغير اتجاهه وسالباً إن انعكس الاتجاه. يعلى شعاعي ذاتي بضرب قيمته بعامل معي
هذا العامل القيمة الذاتية المصاحبة لذلك الشعاعي الذاتي. يكون الفضاء الذاتي مجموعة كل الاشعة الذاتية التي لها نفس 

يف المفهوم بشكل رس بما فيها فهم  مي بدون متطلبات أساسية،القيمة الذاتية، معاً ومع الشعاع المعدوم. لا يمكن تعر
يلات الخطية المصفوفات والاشعة  .والتحو

 من الثاني في النصف Cramer العالم إلى ذلك في الفضل فيعود الخطية المعادلات لجمل العامة الحالة دراسة أما    
 Vandermonde و Laplace أن نذكر nالمرتبة  من المحدد مفهوم نشأ الدراسات لهذه نتيجة و . عشر الثامن القرن
ية تطور .إن   Gauss العالم يد على مفهوم المصفوفة ذلك بعد وجاء المجال هذا في عملا الذين  في سمح المصفوفات نظر

الشعاعي  المفهوم هذا عن تحدث من وأول . بعداً n ذو الشعاعي الفضاء مفهوم بظهور التاسع عشر القرن منتصف
Cayley  يف وأما  .1888عام  في Peano العالم قبل من وضعت فقد الشعاعية النهائية للفضاءات التعر

 .الاختصاص ذوي الزملاء و ال كرام طلبتنا رضا المتواضع عملنا ينال أن نأمل وأخيرا         
 

 

 

 الدكتور مختاري مختار

ية و علوم التسيير  كلية العلوم الاقتصادية ، التجار

 جامعة ابن خلدون تيارت

 

https://stringfixer.com/ar/Linear_algebra
https://stringfixer.com/ar/Square_matrix
https://stringfixer.com/ar/Polynomial
https://stringfixer.com/ar/Root_of_a_polynomial
https://stringfixer.com/ar/Eigenvalues
https://stringfixer.com/ar/Determinant
https://stringfixer.com/ar/Trace_(linear_algebra)
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%84%D8%AC%D8%A8%D8%B1_%D8%A7%D9%84%D8%AE%D8%B7%D9%8A
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D8%AD%D9%88%D9%8A%D9%84_%D8%AE%D8%B7%D9%8A
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B5%D9%81%D9%88%D9%81%D8%A9_(%D8%B1%D9%8A%D8%A7%D8%B6%D9%8A%D8%A7%D8%AA)
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%AA%D8%AC%D9%87%D8%A7%D8%AA
https://ar.wikipedia.org/w/index.php?title=%D8%AA%D9%81%D9%83%D9%8A%D9%83_%D8%A7%D9%84%D9%85%D8%B5%D9%81%D9%88%D9%81%D8%A9&action=edit&redlink=1
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%84%D8%B1%D9%8A%D8%A7%D8%B6%D9%8A%D8%A7%D8%AA_%D8%A7%D9%84%D8%AA%D8%B7%D8%A8%D9%8A%D9%82%D9%8A%D8%A9
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%84%D8%AA%D9%85%D9%88%D9%8A%D9%84
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D9%8A%D9%83%D8%A7%D9%86%D9%8A%D9%83%D8%A7_%D8%A7%D9%84%D9%83%D9%85
https://ar.wikipedia.org/w/index.php?title=%D8%A7%D9%84%D8%AA%D8%AD%D9%88%D9%8A%D9%84%D8%A7%D8%AA_%D8%A7%D9%84%D8%AE%D8%B7%D9%8A%D8%A9&action=edit&redlink=1
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ية : .2  البنى الج بر

ين:  تمر
 كما يلي:  نعرف العملية  في المجموعة 

xyyxyxIRIRyx  :),( 
 تجميعية ، تبديلية وتقبل عنصرا حياديا . بين أن العملية  .1
 . بالنسبة للعملية  IRأدرس العناصر القابلة للتنظير في  .2
أحسب  .3

n fois

: ...x IR x x x     . 

 الحل:
)3داخلية وضوحا ، من جهة أخرى من أجل كل  إن العملية  .1 , , )x y z IR :لدينا 

xyzyzxzxyzyxzxyyxzyx

xyzxyxzyzzyxyzzyxzyx





)()(

)()(

 
),,(:)()(وبالمقارنة نجد أن :             3 zyxzyxIRzyx  

 تبديلية لأن : تجميعية . العملية  أي أن العملية           

xyyxxyxyyxyxIRyx  :),( 2 
 إذا وفقط إذا كان: عنصرا حياديا بالنسبة للعملية  IReيكون العنصر          

xxeexIRx  : 
1)تبديلية فيكفي حل المعادلة :   وبما أن          ) 0x e x e x     
 . وهو العنصر الحيادي بالنسبة للعملية  0eهو  IRتقبل هذه المعادلة حلا وحي دا في         

xليكن  .2 IR  نبحث عن العنصرx IR  :الذي يحقق 

xxxx  0 
0لدينا :             ( 1)x x x x x      
xإذا وفقط إذا كان  هذه المعادلة الأخيرة تقبل حلا في           1  عندئذ يكون لدينا ، 

, 1
1

x
x x

x
   


 

1xأي أن جميع الأعداد الحقيقية قابلة للقلب ما عدا العنصر           . 
 : لدينا .3

 
32

222

222

)1(1)1()1(1=                                      

)1()1(1)1(1

)1(1)21(12

xxx

xxxxxxxxxx

xxxxxxx
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نفرض أن          
n fois

... 1 (1 )nx x x x      : ونبرهن أن 
1

fois 1)+(n

)1(1...  nxxxx 
 

 لدينا حسب الخاصية التجميعية :         
 

1

foisn fois 1)+(n

)1(1 )1()1(1               

)1()1(1               

)1(1)...(...







nn

nn

n

xxx

xxxxx

xxxxxxxxx 

 
ين:  تمر

لتكن المجموعة     2 2( , ) : 1G x y IR IR x y      نزودG  بالعملية : المعرفة كما يلي 

),(),(),(:),(),,( yzxwywxzwzyxGGwzyx  
 . Gداخلية في  ا.تأكد من أن العملية  .1
),(ب.برهن أن  .2 G . زمرة تبديلية 

 الحل:
 إذا وفقط إذا كان : Gداخلية في  تكون العملية  .1

GwzyxGwzyx  ),(),(:),(),,( 
ل كن :                                              ( , ) ( , ) ,x y z w xz yw xw yz     

2ومنه فإن :          2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 1xz yw xw yz x z w y w z x y           
 . Gداخلية في  وبالتالي فإن العملية 

 تبديلية لأن : إن العملية  .2
 

 
 

),(),(                                                

,                                                

,                                                

,),(),(:),(),,(

yxwz

wxzywyzx

zywxwyzx

yzxwywxzwzyxGwzyx









 
)( . لتكن الآن الأزواج )لأن الضرب والجمع تبديليان في  , ), ( , ), ( , )x y z w u v منG  

 لدينا:              

                       ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

      ( , )

x y z w u v xz yw xw yz u v

xzu ywu xwv yzv xzv ywv xwu yzu

     

      
 

 ومن جهة أخرى لدينا :
 

),(       

),(),(),(),(),(

ywvyzuxwuxzvywuyzvxwvxzu

wuzvwvzuyxvuwzyx
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 وبالمقارنة نجد أن :

    ),(),(),(),(),(),( vuwzyxvuwzyx  
 تجميعية . إذن 

)نبحث الآن عن الزوج  , )e e G  : والمحقق للمعادلة 

),(),(),(:),( yxeeyxGyx  
 لدينا :

00)(                                 

),(),(),(

22

2

2























eyxe

xyxyeex

xyeyyxe

yyeex

xeyxe
yxeeyx

 
1xeومنه فإن  x e    (1,0)وبالتالي فإن الزوج G  عنصر حيادي بالنسبة للعملية  . 

)ليكن الآن الزوج  , )x y G  نبحث عن الزوج ،( , )x y G    المحقق للمعادلة( , ) ( , ) (1,0)x y x y   . 
 لدينا : 

yyyyxy

xxyyx

yyyxyx

xyyx

yyxx
yxyx























)(                                 

00

1
)0,1(),(),(

22

2

2

 
xxومنه نجد أن    أي أن نظير العنصر( , )x y G  هو( , )x y  وهو ينتمي إلىG  إذن .( , )G  زمرة تبديلية 

ين:  تمر
من اجل     2,x y E نضع*

1

x y
x y

xy





حيث    1,1E   . 

 .Eقانون تركيب داخلي في بين أن .1
أن   .2 ,E .زمرة تبديلية 

 الحلّ:
 .Eقانون تركيب داخلي في لنبين أن .1

)نعتبر الدالة :           )
1

y

x y
f x

xy





المعرفة على 1,1E    ونعتبرy E . 

لدينا          
2

2

1
( )

(1 )
y

y
f x

xy

 



1;1ومنه : ( ) 0  yx f x    

 

وبالتالي الدالة          
yf متزايدة تماما على 1,1E   . 

اذن              1,1 1,1yf    
ومنه           2, , ( )yx y E f x E    
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و هذا يعني           2, ,x y E x y E    
و بالتالي          .Eقانون تركيب داخلي في 

لنبين أن   .2 ,E .زمرة تبديلية 
 تجمعية: (أ

نعتبر   3, ,x y z E. 

( * )* *
1

1

1
1

 ............. (1)
1

x y
x y z z

xy

x y
z

xy

x y
z

xy

x y z xyz

xy xz yz

 
  

 












  


  

 

 و من جهة أخرى

*( * ) *
1

1

1
1

 ............. (2)
1

y z
x y z x

yz

y z
x

yz

y z
x

yz

x y z xyz

xy xz yz

 
  

 












  


  

 

)نستنتج أن :(2)و (1)من * )* *( * )x y z x y z  أي أن ،، تجمعية 
 تبديلية: (ب

نعتبر   2,x y E. 

*
1

1

*

x y
x y

xy

y x

yx

y x













 

*نستنتج أن : ومنه *x y y x  أي أن ،، تبديلية 
 :بالنسبة للعملية  eحيادييقبل عنصر E (ت

eنعتبر   E  : يحقق: * *x E x e e x x   (. العملية) تبديلية 
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*
1

1

x e
x e

xe

e x

ex

x













 

 و منه 
 

 

2

2

2

* 1

1 0

0,

0

x e x x e x xe

x e x x e

e x e

e x

e x E

e

    

   

 

  

   

 

 

0eنستنتج أن العنصر الحيادي هو  ومنه  فيE النسبة للعملية . 
 :بالنسبة للعملية Eيقبل عنصرا نظيرا في Eمن  xنبين أن لكل عنصر (ث

xنعتبر     E  : يحقق: * * 0x E x x x x    (. العملية) تبديلية 

* 0 0
1

0

x e
x x

xe

x x

x x


   



  

  

 

 . النسبة للعملية  xنظير هوEمن xنستنتج أن لكل عنصر ومنه
من أ(،ب(،ت(و ث(نستنتج أن الثنائية ,E  . تشكل زمرة تبديلية 

ين:  تمر
من اجل   ,x y E  و ,x y E   
نضع   2 2 2, : 1E x y x y     

حيث       , , ,x y x y xx yy xy yx         . 
 .Eقانون تركيب داخلي في بين أن .1
أن   .2 ,E .زمرة تبديلية 

 الحلّ:
 .Eقانون تركيب داخلي في لنبين أن .1

 لدينا  
         , , , : , , ,x y E x y E x y x y xx yy xy yx                 
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 .نعلم ان عملية الجمع وعملية الضرب عمليتين داخليتين في 

  4, , , :

xx

yy xx yy
x y x y

xy xy yx

yx


     

    
    

 

 

 ومنه   
   4 2, , , : ,x y x y xx yy xy yx          

  بالتاليو   
   , ,x y x y E   

 .Eقانون تركيب داخلي في و منه
أن   .1 ,E .زمرة تبديلية 

 تجمعية: (أ
)3نعتبر  , ), ( , ), ( , )x y x y z Ez  . 

      

        

    

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

........... (

,

,

), 1

xx yy xy yx

xx yy xy yx xx yy xy yx

xx yy xy yx xx yy xy

x y x y z z x y

x y y

yx

x

x x y y y y x x

       

   

    

      



   

      

 

            

 

 و من جهة أخرى
      

        

    

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

........... (2)

,

,

,

x x y y x y y x

x x x y y y x y y x x y y

x y x y x y x y

x x y x x y y

xx x xy y yx y yy x xx y xy x yx x yy y

        

                    

               

  



   

   



 

)نستنتج أن :(2)و (1)من * )* *( * )x y z x y z  أي أن ،، تجمعية 
 تبديلية: (ب

)2نعتبر  , ), ( , )x y x y E . 
 

 

,( , ) ( , )

(

,

, ) ( , )

xx yy xy yx

x x y y y x x

x y x y

x y x y

y

  



    

  

  





 

)نستنتج أن : ومنه , ) ( , ) ( , ) ( , )x y x y x y x y       أي أن ،، تبديلية 
)يقبل عنصر حياديE (ت , )x ye e  بالنسبة للعملية: 

)نعتبر   , )e Ee   : يحقق( , ) : ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x y x yx y E x y e e e e x y x y     (. العملية) تبديلية 
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 ( , ) ( , )

( , )

,x y y yx xxex y e e e e

x y

y x ye



 
 

 و منه 

 

2 2

2 2

2 2 2 2

( , )

( )

1

1

0

,
y

y y

y

x y

y x

x

x y

x

y

x

y

x

x

x

x

xe y
xe y x y

e x
e e x y

e y

x e xye x

xye y e y

e x y x y

xe ye x

e
x ye

e

x ye x

e

e


  



  
 

 

   


 


 

 















 

2علما ان  2 1x y  
)نستنتج أن العنصر الحيادي هو  ومنه , ) (1,0)x ye e  فيE النسبة للعملية . 

)نبين أن لكل عنصر (ث , )x y  منE يقبل عنصرا نظيرا فيE بالنسبة للعملية: 
)نعتبر     , )x y E  : يحقق( , ) : ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (1,0)x y E x y x y x y x y        (. العملية) تبديلية 

 

2

2

( , ) ( , ) (1,0) (1

0

, )

0

0

1

,xx yy xy yx

xx

x y x y

x x xyy x

xyy y

y

x

yy

x yx

    



    

 
 



   
 

 

 









 

 نميز حالتين
0xالأولى :  . 

 

2

2

( , ) ( , ) (1,0) (1

0

, )

0

0

1

,xx yy xy yx

xx

x y x y

x x xyy x

xyy y

y

x

yy

x yx
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2

2

2 2

( , ) ( , ) (1,0) (1,

1

0

,0)

0

0

xx yy xy yx

xx yy

xy yx

x y x y

x x xyy x

xyy y x

x x y x

xy yx

x x

y y

    


 



   


    


  

   
 

  

  

 

 
 

 









 

)نستنتج أن لكل عنصر ومنه  , )x y منEنظير هو( , )x y  النسبة للعملية . 
0xالثانية :   1، اذنy  1اوy  . 

 ,

1

( , ) ( , ) (1,0) (1,0)

1

0,

0

0

1

0, 0

xx yy xy yx

xx yy

xy y

x y x y

yy

yx y

x

y
y

x y

    


 



 
 



    

 

 



 


 

 
   







 

,0)و نظير العنصر  (0,1)هو(0,1)ومنه نظير العنصر   1)0)هو, 1). 
من أ(،ب(،ت(و ث(نستنتج أن الثنائية ,E  . تشكل زمرة تبديلية 

ين:  تمر
     ,G  و عنصرها الحيادي هو زمرة غير تبديليةeو العنصر النظيرa  1لــ هوa. 
 نعتبر / :C a G x G xa ax     . 

بين أن  ,C  زمرة جزئية للزمرة ,G . 
 الحلّ:

لنبين أن   1, :a b C ab C   . 
xنعتبر  G 

 
1

1 1ab x a x b


  
1 1b C x b bx    
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1

1 1 1ab x a bx axb


   
a C ax xa   

1 1( ; ) , :a b C x G ab x xab      
)1اذن  ; ) :a b C Cab  ، 
ومنه  ,C  زمرة جزئية للزمرة ,G . 

1Gلدينا   C  1لان 1: G G xx G x   
Cاذن      

ين:  تمر
     ,G   زمرةa G. 
 نعتبر :aH x G xa ax   . 

بين أن  ,aH  زمرة جزئية للزمرة ,G . 
 الحلّ:

2    لنبين أن 1( ; ,) a ax y H xy H   
1 1

ax H xa ax a x xa      
1 1

ay H ya ay a y ya      
   

1 1
1 1 1 1 1xy a x a y x ya xay axy

 
        

2اذن    1 1( ; ) ,ax y H xy a axy    
2و منه  1( ; ,) a ax y H xy H   

إذن ,aH زمرة جزئية للزمرة( ; )G  . 
ين:  تمر

),(لتكن       G  زمرةe . عنصرها الحيادي 
Gxexxبرهن أنه إذا كان  .1  ),(فإن  , G . زمرة تبديلية 
 برهن أنه إذا كان : .2

)()()()(:),( yyxxyxyxGGyx  
),(فإن        G . تكون أيضا زمرة تبديلية 

 الحل:
 : *دينا حسب الخاصية التجميعية للعملية  .1
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exxxex

xyyxxyyxGGyx





                                             

)()()(:),( 

eyxyxولدينا فرضا          إذن : )()(

)()()()(:),( yxyxxyyxGGyx  

yxxyGGyxومنه فإن :          :),( 

 عملية تبديلية . *أي أن        

 لدينا فرضا : .2

)()()()(:),( yyxxyxyxGGyx  

 إذن يكون لدينا حسب الخاصية التجميعية :        

1111 )()(   yyyxxxyyxyxx 

yxxyGGyxمما يقتضي أن :              :),( 

 عملية تبديلية . *أي أن          

ين:  تمر
),(لتكن      G  زمرة  تبديلية ، نزودG :بالعملية . المعرفة كما يلي 

0.:),(  baGGba 
برهن أن  .1 ,.,G . حلقة تبديلية 
 الحل:
 العملية . هي عملية داخلية ، تبديلية لأن:  .1

GbaabGba  0..:, 
 هو العنصر الحيادي بالنسبة للعملية +( ، من جهة أخرى العملية. تجميعية لأن : 0)      










00.)..(

0.0)..(
:),,( 3

acba

ccba
Gcba 

يعية بالنسبة للجمع لأن :         أيضا العملية . توز










000..,0).(

000..,0).(
:,,

acbaacb

cabacba
Gcba 

إذن         ,.,G . حلقة تبديلية 
ين:  تمر

),(.,نقول عن حلقة      G   أنها بولية إذا حققت الشرطxxGx   برهن أن : :2
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1. 0:  xxGx . ثم برهن أن الحلقة تبديلية 
2. 0).(.:),(  yxyxGGyx . ثم برهن أنه إذا كانت الحلقة تامة فإنها لا تحوي على أكثر من عنصرين ، 
 التالية :   العلاقة  Gنعرف في  .3

xyxyxGGyx  .:),( 
 . Gهي علاقة ترتيب في  برهن أن 

 الحل:
 لدينا : .1

xxxxxxxxxxxxGx  22222)(: 
:0وبالتالي فإن:            xxGx ، 

    لدينا :       
yxyyxxyxyyxxyxyxGyx  ....)(:, 222 

..0ومنه فإن         xyyx . 
 من جهة أخرى لدينا:      

yxyxyyxGyx ..0).(:,  
xyyxGyxوبالمطابقة نجد أن:         ..:,  أي أن الحلقة ،,.),( G .تبديلية 
 بما أن الحلقة تبديلية فإن : .2

2 2 2, : . .( ) . . . . .

                                . . .( ) 0

x y G x y x y x y x x y x y x y

x y x y x y y

      

    
 

),(.,إذا كانت الحلقة         G  تامة فيستحيل إيجاد عنصرينGyx ,  0مختلفان عن الصفر، لأن الجداء).(.  yxyx      
0يقتضي         yx  إذنxxy  .أي أن الحلقة تحوي إما على عنصر واحد وإما على عنصرين 
 انعكاسية:  العلاقة   .3

xxxxGx  2: 
 متعدية : العلاقة           

Gzyxليكن                 ,, :بحيث 
.

. . .
.

x y x y x
x y z x x z x x z

y z y z y

  
       

  
 

ية : العلاقة           ضد تناظر
Gyxليكن                 ,   بحيث)()( xyyx     : إذن     yxyxyxyx  ..       
 .)لأن الحلقة تبديلية (         

يةو  متعدية ،انعكاسية   أن  ما ان ب            . Gهي علاقة ترتيب في ف ضد تناظر
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 :  الفضاءات الشعاعية،  التطبيقات الخطية .3

ين:  تمر
 المزود بالعمليتين:  نحو  الفضاء الشعاعي للتوابع من  Eليكن       

 

 و  

 . أثبت ما يلي: )دوال أُسية( حيث  المعرفة ب   Eمن  لتكن مجموعة العناصر 

 مختلفة مثنى مثنى. مستقلة خطيا إذا وفقط إذا  

 الحل: 
 لنثبت الاستلزام:       

 مختلفة مثنى مثنى( )   مستقلة خطيا(    )

 لنثبت الاستلزام المكافئ له التالي: 

 مرتبطة خطيا( )   ليست مختلفة مثنى مثنى(    )

 .و  مع  jو  من أجل هذا، ليكن 

 :إذن

 

 :وهذا يعني أن

 جملة مرتبطة، وبما أن هذه الجملة جزء من  وبالتالي  أي أن       
 نستنتج أن هذه الأخيرة مرتبطة. 

مستقلة خطيا بالتراجع على  مختلفة مثنى مثنى ونثبت أن  لنثبت الاستلزام العكسي: لنفرض أن 
n . 

جملة  لذلك فإن  ( وبالتالي )حتى وإن كان  : لدينا لما 
 مستقلة.

 جملة مستقلة.  جملة مستقلة ونثبت أن  ونفرض )خاصية التراجع( أن   مع nليكن 



   :,,  Egf

    xfxf        xgxfxgfx  :

 
nkkf

,,1
  x

k
kexf


n ,,1 

 
nkkf

,,1n ,,1 

 
nkkf

,,1
n ,,1 

n ,,1  
nkkf

,,1

iji ji  

   xfeexfx j

xx

i
ji 


:

ji ff   Eji ff 011  ji ff , 
nkkf

,,1

n ,,1  
nkkf

,,1

1n   xexf
x

01

1

01 Ef 01  1f

2n 
1,,1  nkkf  

nkkf
,,1
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 )أي أن هذا التابع معدوم(. بحيث:  ليكن 

 :  إذن

 

                    أي 

 ينتج:  باشتقاق الطرفين في 

      

 ينتج:  ثم طرح الناتج من  في  بضرب طرفي المساواة 

 

 أي:  معدوم  fوهذا يعني أن التابع 

 

 من فرضية التراجع ينتج أن:

 

 لذلك يصبح  مختلف عن  بالفرض، كل من 

 :بالعودة إلى 

 

 . ينتج أن  بما أن  

 مستقلة خطيا.  إذن الجملة 

ين:  تمر
ير: ( من بين المجموعات التالية، عين تلك التي تمثل فضاء شعاعي جزئي من الفضاء الشعاعي الحقيقي أ     مع التبر

1.        . 

2.  . 

3.  . 

n ,,1 Enn ff 011   

     00: 11  xxffx Enn 

    x

n

x

nn
neexfxfx

    1

111 0: 1

 1

0: 1

11 
x

nn

x neex
   2

 1
n 2

      0: 11

1111  



x

nnn

x

n
neexfx

  

 0f

   1 1

1 1 1 1 0nx x

n n n ne e x       

       

    01111   nnnn  

11 ,, n n011  n 

 1

  0:  xfx nn

0nf0n

 
nkkf

,,1

4IR

  0),,,( :
4

1  xIRtzyxE

  0:),,,( 4

2  zxIRtzyxE

  :),,,( 4

3 zxIRtzyxE 



17 
 
 

4. . 

5.  . 

6.  . 

7.  
8. . 

 .، فعين هي فضاء شعاعي جزئي من   ( في حالة ما إذا كانت المجموعة ب    

 الحل:
  أ( 

 ، من فضاء شعاعي جزئي هو   .1

لدينا        10,0,0,0 E  1ومنهE   أي  

            ولدينا:                                                 

 

 ، من فضاء شعاعي جزئي  هو  .2

لدينا   10,0,0,0 E  1ومنهE   أي 

 ولدينا:

        

      
 

 ،من هو فضاء شعاعي جزئي   .3

لدينا   10,0,0,0 E  1ومنهE   ولدينا:             أي 

                                                      

                    
 

 ،من هو فضاء شعاعي جزئي   .4

  0:),,,( 4

4  zxIRtzyxE

  0:),,,( 4

5  xzIRtzyxE

  1:),,,( 4

6  zxIRtzyxE

 023  zyx:IR(x,y,z)E=

  0:),,,( 4

7  tzyxIRtzyxE

iE 71  i4IRiEdim

  0:),,,( 4

1  xIRtzyxE4IR

4

1 IRE 

 ;, ,),,,( ),,,,( 1 IREtzyxtzyx  

1),,,0(                                                

),,,0(),,,0(),,,(),,,(

Ettzzyy

tzytzytzyxtzyx









  ,:),0,,0( 2 IRtytyE 4IR

4

1 IRE 

 ;, ,),,,( ),,,,( 2 IREtzyxtzyx  

2),0,,0(                                                

),0,,0(),0,,0(),,,(),,,(

Ettyy

tytytzyxtzyx









  ,,:),,,( 3 IRtyxtxyxE 4IR

4

1 IRE 

 ;, ,),,,( ),,,,( 3 IREtzyxtzyx  

3),,,(                                                

),,,(),,,(),,,(),,,(

Ettxxyyxx

txyxtxyxtzyxtzyx









  ,,:),,,( 4 IRtyxtxyxE 4IR
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لدينا   10,0,0,0 E  1ومنهE   أي  

 ولدينا:       

               

          
 

 ، من ليس فضاء شعاعي جزئي   .5

و    و   إذ أنه مثلاً من أجل:           

  
 و  

 ل كن

 

 ، من ليس فضاء شعاعي جزئي   .6

  و    و  إذ أنه مثلاً من أجل:          

 ل كن   و  

 

 ، من فضاء شعاعي جزئي هو   .7

لدينا   10,0,0,0 E  1ومنهE   أي  

          ولدينا:                                                

 

 

4

1 IRE 

 ;, ,),,,( ),,,,( 4 IREtzyxtzyx  

4),,,(                                                

),,,(),,,(),,,(),,,(

Ettxxyyxx

txyxtxyxtzyxtzyx









  0:),,,( 4

5  xzIRtzyxE4IR

5)1,2,1,0(),,,( Etzyx 5)3,0,2,1(),,,( Etzyx 

IR1

IR 1

5)2,2,3,1(                                                

)31,02,21,10(                                                

)3,0,2,1(1)1,2,1,0(1),,,(),,,(

E

tzyxtzyx





 

  1:),,,( 4

6  zxIRtzyxE4IR

6)3,1,5,0(),,,( Etzyx 6)3,2,7,1(),,,( Etzyx IR 2

IR1

6)3,4,17,1(                                                

)36,22,710,10(                                                

)3,2,7,1(1)3,1,5,0(2),,,(),,,(

E

tzyxtzyx





 

  0:),,,( 4

7  tzyxIRtzyxE4IR

4

1 IRE 

 ;, ,),,,( ),,,,( 7 IREtzyxtzyx  

),,,(),,,(

),,,(),,,(

zyxzyxzyxzyx

tzyxtzyx









7))(,,,( Ezzyyxxzzyyxx  
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             .1(  ب

 

     ومنه

 

 .إذن 

2    .   

             ومنه

 .إذن 

3.         

 

 

 .إذن 

4.                             

 ومنه

 

 .إذن 

 . ، وبالتالي لا معنى ل من ليس فضاء شعاعي جزئي   .5

 .، وبالتالي لا معنى ل من ليس فضاء شعاعي جزئي   .6

7.    

 
  ,,:),0,0,0()0,,0,0()0,0,,0( 

 0:),,,( 4

1

IRtzytzy

xIRtzyxE





 

)1,0,0,0(),0,1,0,0(),0,0,1,0(

 ,,:)1,0,0,0.()0,1,0,0.()0,0,1,0.( 1



 IRtzytzyE

3dim 1 E

    ,:),0,0,0()0,0,,0(  0:),,,( 4

2 IRtytyzxIRtzyxE 

  )1,0,0,0(),0,0,1,0( ,:)1,0,0,0.()0,0,1,0.( 2  IRtytyE

2dim 2 E

 
  ,,:),0,0,0()0,0,,0()0,,0,( 

 :),,,( 4

3

IRtyxtyxx

zxIRtzyxE





 

)1,0,0,0(),0,0,1,0(),0,1,0,1(

 ,,:)1,0,0,0.()0,0,1,0.()0,1,0,1.( 3



 IRtyxtyxE

3dim 3 E

 
  ,,:),0,0,0()0,0,,0()0,,0,( 

0:),,,( 4

4

IRtyxtyxx

zxIRtzyxE





 

)1,0,0,0(),0,0,1,0)(0,1,0,1(

 ,,:)1,0,0,0.()0,0,1,0.()0,1,0,1.( 4



 IRtyxtyxE

3dim 4 E

5E4IR5dim E

6E4IR6dim E

  0:),,,( 4

7  tzyxIRtzyxE
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 إذن  

 

 : ومنه

 

 .إذن 

ين:   تمر
:33ليكن الت طبيق  IRIRf  :المعر ف كما يلي 

     zyxzyxzyxzyxfIRzyx  23,2,23,,:,, 3 
 تطبيق خط ي. f( برهن أن  1
 ( .ماذا تستنتج؟f)نواة  Kerf( عي ن 2
 ؟ fImdim( . أوجد أساسا لها.ما هو f)صورة  fIm( عي ن 3
 ؟fغامر؟ ما هي رتبة الت طبيق  fهل ( 4

 الحل:
:33ليكن الت طبيق  IRIRf   المعر ف ب 

     zyxzyxzyxzyxfIRzyx  23,2,23,,,,, 3 

1( f تطبيق خط ي؟ 

 نبرهن أن  3IRمن  vو  u، و من أجل كل   IRمن  و  من أجل كل  

     vfufvuf  
? 

ليكن  zyxu ,,  و ',',' zyxv لدينا ، 

      



















ZYX

zzyyxxf

zyxzyxfvuf

',','

',',',,





 

                          ZYXZYXZYX  23,2,23 

يض نجد   و بالت عو

         vfufzyxfzyxfvuf   ',',',, 

  ,,:),0,0,0()0,,0,0()0,0,,0()0,0,0,( 7 IRzyxzyxzyxE 

 

)1,1,0,0(),1,0,1,0(),1,0,0,1(

 ,,:)1,1,0,0.()1,0,1,0.()1,0,0,1.( 7



 IRzyxzyxE

3dim 7 E
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 تطبيق خط ي. fو منه 

 Kerfحساب  )2

    
      0,0,023,2,23/,,

0,,/,,

3

3
3





zyxzyxzyxIRzyx

zyxfIRzyxKerf
IR 

 ومنه 

 
 
 














3........023

2..........02

1.........023

zyx

zyx

zyx

 

بجمع  1 و 2  022نجد  yxyx 

نعو ض في  3  0230لنجد  zyxzxxz  و منه 

     IRxxIRxxxxKerf  /1,1,1/,, 

هو الفضاء الش عاعي الجزئي المول د بالش عاع الغير منعدم  Kerfأي  1,1,1  و منه ، 

1dim Kerf  نستنتج إذن أن .f .غير متباين 

 .fImتعيين  )3

    
  
      IRzyxzyx

IRzyxzyxzyxzyx

IRzyxzyxff







,,/1,2,22,1,33,1,1

,,/23,2,23

,,/,,Im 3

 

هو الفضاء الش عاعي الجزئي المول د بواسطة الأشع ة  fImأي      3,1,1,2,1,3,1,2,2   و ل كن نلاحظ أن ،
     1,2,22,1,33,1,1  

 و منه 

      
    IR

IRzyxyxyxf





 ,/1,2,22,1,3

,,/1,2,22,1,3Im 

إذن الش عاعان  2,1,3   و 1,2,2  يول دانfIm   و مستقل ان خط يا ، فهما يشك لان أساس ل ،fIm و بالت الي .
2Imdim f. 

4( 3Im IRf   2وImdimdim 3  fIR ومنه ،f .2غير غامرImdim  rgff. 
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ين:   تمر
 المعرف بالشكل: لنعتبر التطبيق     

 

الأساس القانوني للفضاء  ليكن ، و على الحقل الأساس القانوني للفضاء الشعاعي  ليكن 
 .على الحقل   الشعاعي

 خطي.   . أثبت أن التطبيق1

  . و  في الأساسين القانونيين ل    مصفوفة التطبيق الخطي . عين 2

 .بالشكل:  . لنعرف جملة الأشعة 3

 .تشكل أساسا جديداً للفضاء الشعاعي أ( أثبت أن جملة الأشعة 

 .إلى الأساس  مصفوفة الانتقال من الأساس  A ب( أكتب

 .   إلى الأساس  مصفوفة الانتقال من الأساس  B ج( أكتب

 .Aهي مقلوب المصفوفة    Bد( تأكد حسابياً من أن المصفوفة

 الحل:
 خطي:  . لنثبت أن التطبيق1

 لدينا:

 

 خطي. وهذا ما معناه أن التطبيق    

 . لدينا:2

 

f

)42,(),,(),,(

: 23

zxzyxzyxfzyx

IRIRf







  ,, 321 eee3IRIR  , 21 ee 

2IRIR

f

Mf3IR2IR

  ,, 321 vvv332123211 ,, eveeveeev 

  ,, 321 vvv3IR

  ,, 321 eee  ,, 321 vvv

  ,, 321 vvv  ,, 321 eee

f

   
 

   
  ),,(,,

42,42,              

)(4)(2),()()(              

,,),,(),,(

:),,(,),,( ,, 3

zyxfzyxf

zxzyxzxzyx

zzxxzzyyxx

zzyyxxfzyxzyxf

IRzyxzyxIR





















f

   )4()1()4,1())1(4)0(2,100()(

01)0,1())0(4)0(2,010()(

21)2,1())0(4)1(2,001()(

213

212

211

eeef

eeef

eeef
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 وبالتالي:   

 

 .. لدينا: 3

    ، فل كي تشكل هذه الجملة أساسا جديداً للفضاء هو  أ(  بما أن عدد عناصر جملة الأشعة         

  ، يكفي أن نثبت أنها مستقلة خطيا: الشعاعي       

 . أعداداً حقيقية بحيث: و  ، لتكن       

 ومنه:      

 أي أن:      

 

 . تشكل أساسا جديداً ل  ، ومنه جملة الأشعة إذن:      

 : لدينا إلى الأساس  مصفوفة الانتقال من الأساس  A ب( تعيين    

 

 ومنه:    

 

 :إلى الأساس  مصفوفة الانتقال من الأساس  B ج( تعيين     

 ، ينتج:بما أن:       

 

2

1

321

4         0         2

1         1         1

                )(      )(    )(       

e

e
M

efefef



















332123211 ,, eveeveeev 

  ,, 321 vvv3dim 3 IR

3IR

3O321 IR
vvv  

    3O321321 IR
eeeeee  















0

0

0







0   ,, 321 vvv3IR

  ,, 321 eee  ,, 321 vvv

3213

3212

3211

100

011

1)1(1

eeev

eeev

eeev







3

2

1

321

1     0   1   

0     1   1

0       1    1  

                                       

e

e

e

A

vvv



















  ,, 321 vvv  ,, 321 eee

332123211 ,, eveeveeev 

3213

32
1

22
1

12
1

2

32
1

22
1

12
1

1

100 vvve

vvve

vvve
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 وبالتالي:     

 

 : لدينا:Aهي مقلوب المصفوفة   Bالمصفوفةد( نتأكد حسابياً من أن       

 

 وكذلك:     

 

 .Aهي مقلوب المصفوفة   Bوهذا يعني بالضبط أن: المصفوفة     

ين:   تمر
 ، وذات معاملات حقيقية.2، ل كثيرات الحدود ذات درجة أقل أو تساوي ليكن الفضاء الشعاعي الحقيقي    

 بالشكل: ، نعرف التطبيق مزوداً بأساسه القانوني  باعتبار 

 

 . Pهو مشتق  

 خطي. أ( أثبت أن التطبيق 

 .في الأساس القانوني للفضاء الشعاعي  مصفوفة التطبيق الخطي  ب( عين 

 تقابلي؟ برر إجابتك. ج( هل التطبيق 

 . و  د( عين 

 تقابليا أم لا؟   ه ( استنتج من جديد إذا ما كان التطبيق 

 
 

3

2

1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

321

1            

0              

0         

                                          

v

v

v 

B

eee























3

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

100

010

001

1

0

0

101

011

011

IAB 























































3

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

100

010

001

101

011

011

1

0

0

IBA 
























































 xIRE 2

 xIRE 2  ,,1 2xxf

)(P)1()(P)1(2)P()(P  

:

2 xxxxfx

EEf







P

f

AfE

f

KerffIm

f
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 الحل: 
 أ( لدينا:   

 

 خطي. وهذا ما معناه أن التطبيق 

 :في الأساس القانوني للفضاء الشعاعي  المرافقة للتطبيق الخطي  ب( تعيين المصفوفة 

 لدينا:

 

 وبالتالي:

 

المرافقة له قابلة للقلب ) لأن جميع أعمدتها مستقلة خطيا في الفضاء الشعاعي  تقابلي، لأن المصفوفة  التطبيق  (ج
 (. الحقيقي 

  (ح

 :  د( تعيين 

 لدينا: 

أعداد  و  ، ، حيث ، إذن فهو يكتب على الشكل كثير الحدود  ليكن
 .حقيقية مع 

  . إذن 

    ينتج أن:خطيا،  ول كون التطبيق 

   
)P()P(  

)(P)1()(P)1(2)(P)1()(P)1(2  

)(P)1()(P)1()(P)1(2)(P)1(2   

)()PP()1())(PP)(1(2)PP(

:P,P  ,,

21

2

2

21

2

1

2

2

1

2

21

21

2

2121

21

ff

xxxxxxxx

xxxxxxxx

xxxxf

EIR





















f

AfE

   6)2(102)1()1(2)(

  141)1(1)1()1(2)(

   02120)1(1)1(2)1(

2222

22

22

xxxxxxxf

xxxxxxf

xxxxf







2

2

  

1

  610

    24  2 

 0  1  2 

                )(   )(   )1(       

x

xA

xfxff























fA

3IR

Kerf

  O)P(:P EfEKerf 

KerfP  xxx 2)(P

Ef O)P( 

xxxf      ,0)( 2 

fxfxfxf      ,0)1()()( 2 
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 ومنه:

، 

 أي أن:

 

 بحل الجملة ينتج أن 

 .وبالتالي   وهو ما معناه أن:

 متباين. وبالتالي  إذن 

 : تعيين 

خطي، فإنه ينتج لدينا من القاعدة التالية:  ( وبما أن التطبيق ذا بعد منته ) ل كون الفضاء الشعاعي 
 

 (.متباين معناه أن  )لأن  أن 

 غامر.  وبالتالي  فإننا نحصل على النتيجة  ، وعلما بأن إذن:  

 متباين وغامر، فهو إذن تقابلي.    ه ( من السؤال ج(، وجدنا أن التطبيق الخطي 

ين:  تمر
2 2:

( , ) ( , )

f

x y x y x y



 
 

 بين انf . تطبيق خطي 
  أوجدKerf. 
 استنتجIm f. 
 هل التطبيقf تقابلي و لماذا؟ 

 
 






































































0

0

0

0

2

2

1

4

1-

6

2-

0

















06

0242

02







0 

xxxx     ,0000)(P 2
EOP 

  O EKerf f

fIm

E3dim Ef

fKerfE Imdimdim3dim 

fE Imdim03dim f0dim Kerf

fE Imdim3dim Ef ImEf Imf

f
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 الحلّ:
2 2:

( , ) ( , )

f

x y x y x y



 
 

 تطبيق خطىي  fنبين ان  -
      2( , ), , ; , : ( , ) , ( , ) ,x y x y f x y x y f x y f x y                 

    

 

 

 

 

( , ) , ,

,

( , ) ,

( , ) ,

( , ) ,

f x y x y f x x y y

x x y y x x y y

x y x y x y x y

x y x y x y x y

f x y f x y

     

       

       

 

 

      

         

        

        

  

 

 تطبيق خطىي. fو منه
  Kerfإيجاد النواة  -

                                          لدينا 2( , ) : ( , ) (0,0)Kerf x y f x y      

 ومنه

   

( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

0

0

0

f x y x y x y

x y

x y

x y

    

 
 

 

  

   

Kerf{(0,0)}                      وبالتالي    

 : Imfإستنتاج النواة  -
 

 لدينا
2 2

2

( ) (I ) (I )

I

dim dim kerf dim mf dim mf dim

mf

   

 
 

  هو تطبيق تقابلي.fالتطبيق  -
{(0,0)}لدينا  ن     باي ت Kerfم f  2 غامر وImf f  

 تقابلي. fالتطبيق  نتيجة :
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ين:  تمر
 لدينا:

 

1

2

3

1 2

( , , ) .

( , , ) .

( , , ) : 0 0

f x y z x y

f x y z y z

E x y z IR f f

 

 

    

 

 بين انE  وبعد ، ثم أوجد أساسعلى الحقل3فضاء شعاعي جزئي من الفضاءE . 
 ليكن: 

    1 2( , , ) , ,f x y z f f z 

 بين انf . تطبيق خطي 
  أوجدKerfو بعدها.   
  أوجدIm f. 
  هل التطبيقfتقابلي و لماذا؟ 

 الحلّ:
  .على الحقل3فضاء شعاعي جزئي من الفضاء  Eنبين ان -

 0 0,0 0 (0,0,0) E    

Eومنه    

اثبات أن             -   ( , , ), , , ; , : ( , , ) , ,x y z x y z E x y z x y z E              

 أي       

 ( , , ), , , ( , , )

0

0

x y z x y z E x x y y z z E

x x y y

y y z z

     

   

   

           

    


    

 

 لدينا            

0
( , , )

0

0 1

0 2

x y
x y z E

y z

x y
IR

y z
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0

, ,
0

0 3
,

0 4

x y
x y z E

y z

x y
IR

y z

 


 

  
     

  

   
  

   

 

 .على الحقل3فضاء شعاعي جزئي من الفضاء Eاننجد المطلوب و منه نستنتج 4مع 2و  3مع1بجمع               
   .Eالفضاء الجزئي  إيجاد أساس و بعد -

0
( , , )

0

x y
x y z E

y z

x y

y z

 
  

 


 



 

)               و منه              , , ) ( , , ) ( , , ) (1,1,1)x y z E x y z y y y y    
و بالتالي                                   (1,1,1)E  

1dimEو منهEو بما انه وحيد فهو يشكل أساس لــ V(1,1,1)مولد بالشعاع Eبمعنى ان              . 

 تطبيق خطىي  fنبين ان  -
      

    

 

 

3( , , ), , , ; , : ( , , ) , , ( , , ) , , ?

( , , ) , , , ,

, ,

( , , ) , ,

( , , )

x y z x y z IR IR f x y z x y z f x y z f x y z

f x y z x y z f x x y y z z

x x y y y y z z z z

x y y z z x y y z z

x y y z z

     

       

         

         

 

              

         

           

         

     

 

, ,

( , , ) , ,

x y y z z

f x y z f x y z 

    

   

 

 تطبيق خطىي. fو منه   
 .  Kerfإيجاد النواة -

لدينا                       3( , , ) : ( , , ) (0,0,0)Kerf x y z IR f x y z   

و منه                                 

0

( , , ) (0,0,0) 0

0

0

x y

f x y z y z

z

x y z

 


   
 

   

 

Kerf{(0,0,0)}وبالتالي                

0dimKerfاذن                
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 تطبيق متباين. fمنهو         

 هو غامر أي تقابلي و منه الصورة هي نفسها مجموعة      fو بما أن مجموعة البدء هي نفسها مجموعة الوصول فإن التطبيق       

3Idimالوصول أي :              mf  

ين:  تمر
3 2:

( , , ) (2 3 , 2 )

f

x y z x y x y z



  
 

 بين انf . تطبيق خطي 
  أوجد أساس و بعدKerf. 
  أوجد أساس و بعدIm f. 
 هل التطبيقfتقابلي و لماذا؟ 

 الحلّ:
3 2:

( , , ) (2 3 , 2 )

f

x y z x y x y z



  
 

 تطبيق خطىي. fنبين ان  -
      3( , , ), , , ; , : ( , , ) , , ( , , ) , ,x y z x y z f x y z x y z f x y z f x y z                    

   

 

 

 

 

( ( , , ) , , , ,

2 2 3 3 , 2 2

(2 3 , 2 ) 2 3 , 2

(2 3 , 2 ) 2 3 , 2

( , , ) , ,

f x y z x y z f x x y y z z

x x y y x x y y z z

x y x y z x y x y z

x y x y z x y x y z

f x y z f x y z

       

         

         

 

 

         

            

           

           

   

 

 تطبيق خطىي. fو منه      
  Kerfإيجاد النواة  -

 

 3( , , ) : ( , , ) (0,0)Kerf x y z f x y z    لدينا 
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 و منه        

( , , ) (0,0) (2 3 , 2 ) (0,0)

2 3 0

2 0

3

2

3
2 0

2

3

2

7

2

f x y z x y x y z

x y

x y z

x y

y y z

x y

z y

     

 
 

  


 

 
   



 

 
  


 

3 7 3 7
( , , ) : ( , , ) , , ,1,

2 2 2 2
x y z Kerf x y z y y y y

   
          

   

3 7
( , , ) ; : ( , , ) ,1,

2 2
x y z Kerf x y z 

 
       

 
 

3   أي ان الشعاع          7
,1,

2 2

 
  
 

 أي: Kerfمولد للفضاء الشعاعي الجزئي  

3 7
,1, dim(ker ) 1

2 2
Kerf f

  
      

  
 

)ومنه           ) 1dim Kerf . 

Kerf{(0,0,0)}بما أن           فان التطبيقf ليس متباين 

Imإيجاد النواة  - f : 

3 2

( ) (Im ) (Imf) ( )

(Im ) (ker ) 3 1 2

dimE dim kerf dim f dim dimE dim kerf

dim f dim dim f dim

    

      
 

2 2(Im ) Imdim f dim f   ومنه 

 غامر .fأي أن التطبيق   

  نتيجة :
 غامر و ليس متباين فهو غير تقابلي.fالتطبيق         
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ين:  تمر
2 2:

( , ) ( , )

f

x y x y x y



 
 

 بين انf . تطبيق خطي 
  أوجدKerf. 
 استنتجIm f. 
 هل التطبيقf تقابلي و لماذا؟ 

 الحلّ:
2 2:

( , ) ( , )

f

x y x y x y



 
 

 تطبيق خطىي  fنبين ان  -
      2( , ), , ; , : ( , ) , ( , ) ,x y x y f x y x y f x y f x y                 

    

 

 

 

 

( , ) , ,

,

( , ) ,

( , ) ,

( , ) ,

f x y x y f x x y y

x x y y x x y y

x y x y x y x y

x y x y x y x y

f x y f x y

     

       

       

 

 

      

         

        

        

  

 

 تطبيق خطىي. fو منه
  Kerfإيجاد النواة  -

 2( , ) : ( , ) (0,0)Kerf x y f x y    لدينا 

ومنه   

( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

0

0

0

f x y x y x y

x y

x y

x y

    

 
 

 

  

   

Kerf{(0,0)}وبالتالي       

 : Imfإستنتاج النواة  -
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 لدينا
2 2

2

( ) (I ) (I )

I

dim dim kerf dim mf dim mf dim

mf

   

 
 

  هو تطبيق تقابلي.fالتطبيق  -
{(0,0)}لدينا  ن     باي ت Kerfم f  2 غامر وImf f  

  نتيجة :

 تقابلي. fالتطبيق        

ين:  تمر
 لدينا:

 

1

2

3

1 2

( , , ) .

( , , ) .

( , , ) : 0 0

f x y z x y

f x y z y z

E x y z IR f f

 

 

    

 

 بين انE  وبعد ، ثم أوجد أساسعلى الحقل3فضاء شعاعي جزئي من الفضاءE . 
 ليكن: 

    1 2( , , ) , ,f x y z f f z 

 بين انf . تطبيق خطي 
  أوجدKerfو بعدها.   
  أوجدIm f. 
  هل التطبيقfتقابلي و لماذا؟ 

 
 الحلّ:

  .على الحقل3فضاء شعاعي جزئي من الفضاء  Eنبين ان -
 0 0,0 0 (0,0,0) E    

Eومنه    

 :اثبات أن  -
                    ( , , ), , , ; , : ( , , ) , ,x y z x y z E x y z x y z E              
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 أي              

 ( , , ), , , ( , , )

0

0

x y z x y z E x x y y z z E

x x y y

y y z z

     

   

   

           

    


    

 

 لدينا              

0
( , , )

0

0 1

0 2

x y
x y z E

y z

x y
IR

y z

 


 

 
  

 

  
  

   

 
0

, ,
0

0 3
,

0 4

x y
x y z E

y z

x y
IR

y z

 


 

  
     

  

   
  

   

 

 .على الحقل3فضاء شعاعي جزئي من الفضاء Eاننجد المطلوب و منه نستنتج 4مع 2و  3مع1بجمع               
   .Eالفضاء الجزئي  إيجاد أساس و بعد -

0
( , , )

0

x y
x y z E

y z

x y

y z

 
  

 


 



 

)         و منه       , , ) ( , , ) ( , , ) (1,1,1)x y z E x y z y y y y    
و بالتالي                             (1,1,1)E  

1dimEو منهEو بما انه وحيد فهو يشكل أساس لــ V(1,1,1)مولد بالشعاع Eبمعنى ان         . 

 تطبيق خطىي  fنبين ان  -
      

    

 

 

3( , , ), , , ; , : ( , , ) , , ( , , ) , , ?

( , , ) , , , ,

, ,

( , , ) , ,

( , , )

x y z x y z IR IR f x y z x y z f x y z f x y z

f x y z x y z f x x y y z z

x x y y y y z z z z

x y y z z x y y z z

x y y z z

     

       

         

         

 

              

         

           

         

     

 

, ,

( , , ) , ,

x y y z z

f x y z f x y z 
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 تطبيق خطىي. fو منه  
 .  Kerfإيجاد النواة -

لدينا                       3( , , ) : ( , , ) (0,0,0)Kerf x y z IR f x y z   

و منه                                 

0

( , , ) (0,0,0) 0

0

0

x y

f x y z y z

z

x y z

 


   
 

   

 

Kerf{(0,0,0)}وبالتالي                

0dimKerfاذن                

 تطبيق متباين. fمنهو          

 هو غامر أي تقابلي و منه الصورة هي نفسها مجموعة      fو بما أن مجموعة البدء هي نفسها مجموعة الوصول فإن التطبيق         

3Idimالوصول أي :               mf  

ين:  تمر
3 2:

( , , ) ( , 3 )

f

x y z x y x y z



   
 

 بين انf . تطبيق خطي 
  أوجد أساس و بعدKerf. 
  أوجد أساس و بعدIm f. 
 هل التطبيقfتقابلي و لماذا؟ 

 
 الحلّ:

3 2:

( , , ) (2 3 , 2 )

f

x y z x y x y z



  
 

 تطبيق خطىي. fنبين ان  -
      3( , , ), , , ; , : ( , , ) , , ( , , ) , ,x y z x y z f x y z x y z f x y z f x y z                    
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( ( , , ) , , , ,

, 3 3

( , 3 ) , 3

( , 3 ) , 3

( , , ) , ,

f x y z x y z f x x y y z z

x x y y x x y y z z

x y x y z x y x y z

x y x y z x y x y z

f x y z f x y z

       

         

         

 

 

         

             

             

             

   

 

 تطبيق خطىي. fو منه   
  Kerfإيجاد النواة  -

 3( , , ) : ( , , ) (0,0)Kerf x y z f x y z    لدينا 

 و منه              

( , , ) (0,0) (2 3 , 2 ) (0,0)

0

3 0

3 0

1

4

f x y z x y x y z

x y

x y z

x y

y y z

x y

z y

     

  
 

  


 

  




 




 

1 1
( , , ) : ( , , ) , , 1,1, /

4 4
x y z Kerf x y z y y y y y

   
       

   

1
( , , ) ; : ( , , ) 1,1,

4
x y z Kerf x y z 

 
      

 
 

1   أي ان الشعاع
1,1,

4

 
 
 

 أي: Kerfمولد للفضاء الشعاعي الجزئي  

1
1,1, dim(ker ) 1

4
Kerf f

  
    

  
 

)ومنه   ) 1dim Kerf . 

Kerf{(0,0,0)}بما أن   التطبيقفانf ليس متباين 

Imإيجاد النواة  - f : 

3 2

( ) (Im ) (Imf) ( )

(Im ) (ker ) 3 1 2

dimE dim kerf dim f dim dimE dim kerf

dim f dim dim f dim
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2 2(Im ) Imdim f dim f   ومنه 

 غامر .fأي أن التطبيق 

  نتيجة :
 متباين فهو غير تقابلي.غامر و ليس fالتطبيق      
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 المصفوفات : .4

ين:  تمر
مصفوفتين مربعتين من  Bو Aلتكن      

3(  المعرفتين كمايلي: (

3 2

1 7
A

 
  
 

0و  5

2 1
A



 
  
 

  . 

A احسب كلا من  B وA B. 

 الحل:
A  :ب كلا مناحس B وA B. 

 3 3

3 6
A B

 
   

 
3و  7

1 8
A B

 
   

 

 

ين:  تمر
 مصفوفات :اللتكن     

 . 

 .،،،احسب كلا من المصفوفات التالية : 

 الحل:
 .،،،  :ب كلا مناحس

            

                       

1 2 3 1 2 2 1 1
,B ,A

2 3 1 3 0 3 2 4
C

       
       

      

3 5A C24B I
2B3B

3 5A C24B I
2B3B

2 1 1 1 2 3
3 A 5C 3 5

3 2 4 2 3 1

6 3 3 5 10 15

9 6 12 10 15 5

1 13 12

19 21 17

    
     

    

    
    

    

 
  

 

2

1 2 1 0
B 4I 4

3 0 0 1

1 2 4 0

3 0 0 4

3 2

3 4
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ين:  تمر
 مصفوفات :اللتكن       

 . 

 احسب المجاميع الممكنة لمصفوفتين من المصفوفات المعطاة. .1
 .،أحسب كلا من  .2
 هي المصفوفة المعدومة (. ) حيث بحيث  عين العدد الحقيقي .3
 عددان حقيقيان. حيث   بين أن  .4

 الحل :
 حساب المجاميع الممكنة : .1

  ،  

     

 

2B B B

1 2 1 2

3 0 3 0

1 1 2 3 1 2 2 0

3 1 0 3 3 2 0 0

5 2

3 6

 

    
    
   

         
  

       

  
  

 

         

     

23 B B

5 2 1 2

3 6 3 0

5 1 2 3 5 2 2 0

3 1 6 3 3 2 6 0

11 10

15 6

B  

     
    

   

           
  

         

 
  

  

7 2 1 2 3 21 6 1 0 1 1 2
1

0 1 , 2 3 1 , 0 3 , 0 1 0 , 3 0 .
2

1 4 3 2 1 3 12 1 1 1 8 6

A B C D E

          
         

               
                    

1
4

3
A C2 2B D

0A C 0

   A A  , 

7 2 21 6

0 1 0 3

1 4 3 12

14 4

0 2

2 8

A C

    
   

   
   
       

 
 


 
  

7 2 1 2

0 1 3 0

1 4 8 6

6 4

3 1

7 2

A E

   
   

    
   
       

 
 

  
 
  



40 
 
 

،  

 ملاحظة :
 .،،،يمكن حساب كلا من        
 :،حساب كلا من  .2

 

 

 :بحيث  تعيين العدد الحقيقي .3

  

                                     و منه

 

 

21 6 1 2

0 3 3 0

3 12 8 6

22 4

3 3

11 18

C E

   
   

   
   
       

 
 

 
 
  

1 1
2 2

1
2

1 1 1
2 2 2

3 7
2 2

7
2

7 5 3
2 2 2

1 2 3 0

2 3 1 0 0

3 2 1

2

2 1

B D

  
  

  
  
     

 
 


 
  

A CA EC EB D

1
4

3
A C2 2B D

28 8 7 2
1

4 0 4 0 1
3

4 16 1 4

21 6

0 3

3 12

A C

    
   

   
   
       

 
 

 
 
  

1 2 3 1 0 1

2 2 2 2 3 1 0 1 0

3 2 1 1 1 1

1 4 5

4 5 2

5 3 1

B D

   
   

  
   
      

 
 


 
  

0A C 

   

 

   

7 2 21 6

0 1 0 3

1 4 3 12

7 21 2 6

0 1 3

1 3 4 12

A C 

 



 

    
   

   
   
       

   
 

   
    

   

 

   

7 21 2 6

0 1 3

0

0

0

1 3 04 12

0

0
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 نحل الجملة التالية :

 

 : نبين أن  .4

 لدينا      

   

 

 .ينتج و من        

ين:  تمر

و  لدينا :    
 

 ، ماذا تستنتج ؟ و ب حسا   

 الحل:
 و  :ب كلا مناحس

1
3

1
3 1

31
3

1
3

7 21 0

2 6 0

1 3 0

4 12 0






 

 




 
  

 
 





 

 


  

   

   A A  

 

 

7 2

0

4

7 2

0 .... 1

4

A

 

   

 

 



 

 
 

 
 
  

 
 

 
 
  

   

 

7 2

0 1

4

7 2

0 .... 2

4

1

A 

 



 

 
 

 
 
  

 
 

 
 
  

 1 2   A A  

1 2 3

3 2 1
A

 
  

  

4 5

0 4

5 0

B

 
 


 
  

ABBA

ABBA
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 .مربعة رتبتها المصفوفة 

 

 .مربعة و رتبتها  المصفوفة 

ABالاستنتاج:  BA 

ين:  تمر
لدينا :    

 
 و 

 ، ماذا تستنتج ؟ اذ امكن و ب حسا

 الحل:
 و  :ب كلا مناحس

 

4 5
1 2 3

0 4
3 2 1

5 0

1 ( 4) 2 0 3( 5) 1 5 2 4 3 0

3 ( 4) ( 2) 0 1 ( 5) 3 5 ( 2) 4 1 0

19 13

17 23

AB

 
   

         

           
  

                

 
  

  

AB2

         

   

         

4 1 5 3 4 2 5 2 4 3 5 1

0 1 4 3 0 2 4 2 0 3 4 1

5 1 0 3 5 2 0 2 5 3 0 1

19 18 7

4 5
1 2 3

0 4
3

4

2
0

12

5

1

8

5

10 15

BA

 
  

        

 
 

  
 
 

 
 


 
 

             

          

      



      

  

 

  

BA3

1

3

1 3 5

2 4

3 6

A

 
 


 
  





B

x

y

z

 
 


 
  

ABBA

ABBA

1 3 5 3 5

2 4 2 4

3 6 3 6 3

1

3

x x y z

AB y x y z

z x y z
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1 3 5

3 1 4

3 6 3

x

BA y

z

   
   

 
   
       

 

 ملاحظة :
 .Aلا يساوي عدد اسطر المصفوفةBلا يمكن الحساب لان عدد أعمدة المصفوفة      

ين:  تمر
 : اذ امكن حيث وب حسا  

 . و  .1

 ،و  .2

 الحل:
 و  :ب كلا مناحس

 . و  .1

 

 

 نلاحظ ان 

 :و   .2

ABBA

1 2 3

3 2 1
A

 
  

   

4 5

0 4

5 0

B

 
 


 
  

1 2 3

4 5 6

7 8 9

A

 
 


 
  

B

x

y

z

 
 


 
  

ABBA

1 2 3

3 2 1
A

 
  

   

4 5

0 4

5 0

B

 
 


 
  

4 5
1 2 3

0 4
3 2 1

5 0

19 13

17 25

AB

 
   

          

 
  

 

4 5
1 2 3

0 4
3 2 1

5 0

19 18 17

12 8 4

5 10 15

BA

 
  

         

   
 

   
 
    

AB BA

1 2 3

4 5 6

7 8 9

A

 
 


 
  

B

x

y

z
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 .لا يساوي عدد الاسطر في المصفوفةلان عدد الاعمدة في المصفوفة لا يمكن حساب

ين:  تمر
 مصفوفات :اللتكن     

1 2 3 1 2 2 1 1
,B ,A

2 3 1 3 0 3 2 4
C

       
       

      
 . 

3احسب كلا من المصفوفات التالية :        5A C،
24B I،2B،3B. 

 الحل :
3حساب كلا من المصفوفات التالية :  5A C،

24B I،2B،3B. 

2 1 1 1 2 3
3 A 5C 3 5

3 2 4 2 3 1

6 3 3 5 10 15

9 6 12 10 15 5

1 13 12

19 21 17

    
     

    

    
    

    

 
  

 

           

                       

2

1 2 1 0
B 4I 4

3 0 0 1

1 2 4 0

3 0 0 4

3 2

3 4

   
     

   

    
    

   

  
  

 

 

     

 

2B B B

1 2 1 2

3 0 3 0

1 1 2 3 1 2 2 0

3 1 0 3 3 2 0 0

5 2

3 6

 

    
    
   

         
  

       

  
  

 

          

1 2 3

4 5 6

7 8 9

2 3

4 5 6

7 8 9

x

y

z

y

AB

x y z

x z

x y z

   
   


   
      

  
 

  
 
   

BABA
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23 B B

5 2 1 2

3 6 3 0

5 1 2 3 5 2 2 0

3 1 6 3 3 2 6 0

11 10

15 6

B  

     
    

   

           
  

         

 
  

  

 

ين:  تمر
مصفوفتين مربعتين من  Bو Aلتكن      

3(  المعرفتين كمايلي: (

0

11 0

1 1

1 1

0

A

 
 


 
  





1و  

01 1

0 1

0

1

1B

 
 

 
 
  

. 

 و لتكن المجموعة 

  3( ), ,xA y yB x   

أحسب .1 
n

A B  من أجل*n. 

ليكن الشعاع  .2
1

1

1

v

 
 


 
  

 .Av  ،Bv ، أحسب كلا من : 

لتكن المصفوفة  .3
1

1

1

0 0

0

0 0

0

P

 
 


 
  

 . 2P،3P، أحسب كلا من  

 أكتب كلا منA وB  2بدلالة, ,nI P P . 

  1بين
( )

3
L A B    3و

( )
3

M A B . 
  أكتب كلا L  وM  2بدلالة, ,nI P P. 

 الحل :

Kنضع  -1 A B   

1                                             ومنه

12 1

1 2

1 2

1

K
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                                       و

2

6 3

3

3 6

2 1

3 1

1 2

3

3

3 6

3

1

1 2

1

K

K

 
 


 
  

 
 


 
  









 

 و هذا يتح لنا أن نثبت بالتدريج أن :

 
1

: 3
nn nn K K


    

ليكن الشعاع  -2
1

1

1

v

 
 


 
  

 : 

 :Av  ،Bv حساب كلا من 

1 0 1

0 1

1 1 1

0

1

0

1

0

0

1

Av

   
   


   
      

 
 


 
 





 

0Avو منه  . 

1 1 1

1 1 1

1

0

0

0

0

0

01 1

Bv

   
   

 
   
      

 
 


 
  

 

0Bvو منه  . 

,2بدلالة  Bو Aكتابة كلا من -3 ,nI P P . 

لتكن المصفوفة         
1

1

1

0 0

0

0 0

0

P

 
 


 
  

 : 

  2حساب كلا منP،3P . 
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2 3

0 1 0 1 0 0

0 0 1 , 0 1 0  

1 0 0 0 0 1

nP P I

   
   

  
   
      

 

فيكون          
nA P I   2و

nB P I . 
  لدينا

nA P I   2و

nB P I  : 
1

( )
3

L A B    
3

( )
3

M A B  
  كتابة كلا L  وM  2بدلالة, ,nI P P . 

 لدينا 

 

 

2
2

2

1
2

31
( )

33

33
( )

3

n

n

A P I

B P I
L I P P

L A B

M P P

M A B

 


      
   

   
 
  
 

ين:  تمر
 متساويتان حيث :و بحيث تكون المصفوفتان  عيين قيمة العدد الحقيقي      

 و 

 :الحل
 متساويتان حيث :و بحيث تكون المصفوفتان  تعيين قيمة العدد الحقيقي      

 و 

 يكفي ان تتساوى العناصر المتناظرة : من نفس الرتبة  و ان نلاحظ 

 .و بالتالي  و منه  

 

xAB

20 2

5 8

6 3

A

 
 


 
  

2 2

8

6 2

B

x x

x

x

 
 

  
 
 





xAB

20 2

5 8

6 3

A

 
 


 
  

2 2

8

6 2

B

x x

x

x

 
 

  
 
 





AB3 2

A B

2

5

20

5

2 3

x

x x

x

x

 


 







 

2

5

20

5

2 3

x

x x

x

x
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ين:  تمر
اذا كانت    

 

 
   اثبت ان 

 :الحل
 ،     لدينا :  

   ت انااثب

 

 

 .و منه 

ين:  تمر

 .لتكن المصفوفة 

 مصفوفة متناظرة. اثبت ان 

 الحل :   

 .أي  إيجاد منقولة المصفوفة      

 متناظرة.  ومنه المصفوفة ان نلاحظ      

 

2 1
A

3 1

 
  

 

2A A 5I 0  

2 1
A

3 1

 
  

 

2A A 5I 0  

2
2 1 2 1

A A A
3 1 3 1

7 1

3 4

   
      

    

 
  
 

2
7 1 2 1 1 0

A A 5I 5
3 4 3 1 0 1

7 1 2 1 5 0

3 4 3 1 0 5

     
         

     

      
       

      

2A A 5I 0  

2 5 3

5 8 4

3 4 15

A

 
 


 
 











2 5 3

5 8 4

3 4 15

A

 
 


 
 











2 5 3

5 8 4

3 4 15

A

 
 


 
 











2 5 3

5 8 4

3 4 15

tA

 
 


 
 





 



tA AA
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ين:  تمر

 متناظرة ؟   هل المصفوفة        

 الحل :   

 أي  إيجاد منقولة المصفوفة         

 متناظرة.  ومنه المصفوفة ان نلاحظ         

ين:  تمر

 .لتكن المصفوفة      

 مصفوفة متخالفة.اثبت ان      

 الحل :   

 .أي  إيجاد منقولة المصفوفة         

 متخالفة.  ومنه المصفوفة ان نلاحظ      

ين  : تمر

 متخالفة ؟   هل المصفوفة     

 الحل :   

 .أي   إيجاد منقولة المصفوفة    

 متخالفة.  ومنه المصفوفة ان نلاحظ     

 

1 2 9

2 4 6

9 6 1

A

 
 


 
  





1 2 9

2 4 6

9 6 1

A

 
 


 
  





1 2 9

2 4 6

9 6 1

tA

 
 


 
  





tA AA

2 5 3

5 8 4

3 4 15

A

 
 


 
 











0 1 2

1 0 4

2 4 0

A

 
 


 
  

 



0 1 2

1 0 4

2 4 0

A

 
 


 
  

 



0 1 2

1 0 4

2 4 0

tA

 
 


 
  

 



tA A A

0 5 3

5 0 4

3 4 0

A

 
 


 
  





0 5 3

5 0 4

3 4 0

A

 
 


 
  





0 5 3

5 0 4

3 4 0

tA

 
 


 
  







tA A A
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ين:  تمر

 .و  لتكن المصفوفتان          

 الواحدة من الرتبة الثالثة. مصفوفة، حيث أثبت أن          

 :الحل

 .و    دينال        

 ،ت أن اثبا         

، 

    ،  

   

 .و منه 

ين:  تمر

 بعدة طرق . حيث  احسب المحدد

 
 

2 0 3

1 1 6

4 2 3

A

 
 


 
 



 

 



2 0 3

1 5 6

4 2 7

B

 
 


 
  





34 t tI B A 3I

2 0 3

1 1 6

4 2 3

A

 
 


 
 



 

 



2 0 3

1 5 6

4 2 7

B

 
 


 
  





34 t tI B A 

3

1 0 0

4 4 0 1 0

0 0 1

4 0 0

0 4 0

0 0 4

I

 
 


 
  

 
 


 
  

2 1 4

0 5 2

3 6 7

tB

 
 

 
 
  

2 1 4

0 1 2

3 6 3

tA

 
 

 
 
    

3

4 0 0 2 1 4

4 0 4 0 0 5 2

0 0 4 3 6 7

2 1 4

0 1 2

3 6 3

tI B

   
   

   
   
      

 
 

 
 
    

34 t tI B A 

 det A

2 3 6

1 2 1

5 1 3

A
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 الحل : 

 . حيث حساب المحدد    

يقة الاولى:  الطر

 

يقة الثانية:  الطر

 

يقة الثالثة:  الطر

 

      

2 3 6

det( ) 1 2 1

5 1 3

2 1 1 1 1 2
2 3 6

1 3 5 3 5 1

2 6 1 3 3 5 6 1 10

92

A



 

 
   

      



 

ين:  تمر
 أحسب المحددات التالية :    

 

abcabc

baaccb. 

111

 ،
baaccb

cba



111

  ،
222

222

222

b)(aba

ca)(ca

cbc)(b







 

 det A

2 3 6

1 2 1

5 1 3

A

 
 


 
  





 

      

3

det 2

5 1

2 2 3 3 1 5 6 1 1 5 2 6 1 1 2 3 1 3

92

2 3 6 2

1 2 1 1

5 1 3

A

 







                         

 

 

       

det

2 3 6

1 2 1

2 2 3 1 1 6 5 3

2 3 6

2

1 2 1

5 1 3

1 5 2 6 2 1 1 1 3 3

9

A 
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baccc

bacbb

aacba







22

22

22

 ، 

cba

cba
333

111

  ،
444

111

cba

cba 

 الحل:
يلات التالية :  .1 122نعتبر التحو c)L(bLL    و

133 bcLLL  
 فنحصل على :           

c)c)(bb)(a(a
c)b(ab)c(a

caba

c)b(ab)c(a

cabaΔ 









0

0

111

 

يل التالي :   .2 لنعتبر التحو
233 LLL  

 فنحصل على :       

0

111

111111





 cbac)b(a

cbacbacba

cbaΔ 

يلات التالية :   .3 211لنعتبر التحو LLL     و
322 LLL  

 فنحصل على :       

222

2222

2222

0

0

b)(aba

b)(acba)(c

a)(cbac)(b

Δ







 

222

2 0

0

b)(aba

bacbac

acbacb

c)b=(a







   

34ننشر الآن حسب السطر الأول فنجد أن :         c)babc(aΔ  
يل التالي :    .4 ليكن التحو

3211 LLLL  
 فنحصل على :         

baccc

bacbbc)bΔ=(a





22

22

111

 

يلات :            211ثم نعتبر التحو CCC   و
322 CCC  

 فنحصل على :         

3

0

2

100

c)b(a

bacc)a(b

bc)a(bcabc)bΔ=(a 



 

يلات  .5  التالية :لتكن التحو
122 aLLL   1و

3

33 LaLL  
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 فنحصل على :        

3333

33330

0

111

acab

acab

acab

acabΔ







 

c)bb)(aa)(ca)(c(b  
يلات التالية :   .6 122لتكن التحو aLLL     و

1

4

33 LaLL  
 فنحصل على :        

4444

44440

0

111

acab

acab

acab

acabΔ







 

bc)acabcba)(ac)(cb)(b(a  222 

ين:  تمر

 . لتكن المصفوفة   

 ، ماذا تستنتج؟، أحسب كلا من :    

 الحل : 
 ، حساب كلا من :    

 

 لدينا       

 ومنه        

1 3 5

4 0 7

8 14 3

A

 
 


 
  

 det A det tA

 det A det tA

 

1 3 5

det 4 0 7

8 14 3

0 7 4 7 4 0
1 ( 3) 5

14 3 8 3 8 14

1(0 98) 3(( 12 56) 5(56 0)

98 204 280 22

A







   
 

      

     

1 4 8

3 0 14

5 7 3

TA

 
 

 
 
  

 
1 4 8

0 14 3 14 3 0
det 3 0 14 1 4 8

7 3 5 3 5 7
5 7 3

1(0 98) 4(9 70) 8( 21 0)

98 244 168 22

tA
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 .و بالتالي        

ين:  تمر
 التالية : أحسب محددات المصفوفات 

ية .  .1  مصفوفة قطر
 مصفوفة مثلثية .  .2
 ( بحيث  عديمة القوى )أي يوجد   .3
ية القوى )  .4  ( .متساو
 ( .تضامنية )  .5

 الحل:
ية:   إذا كانت  .1  ، فإن: قطر

ية:   إذا كانت  .2  مثلثية علو

 فإن :                

 فإن : بحيث  عديمة القوى ، أي يوجد  ج.إذا كانت  .3
 

ية القوى أي أن  د.إذا كان  .4  ، فإن : متساو
 

 ، فإن : مصفوفة تضامنية أي أن  ه.إذا كان  .5

 
ين:  تمر
 بحيث:   أوجد مصفوفتين  .1
 ليكن : .2

 

 التي تحقق : من أوجد جميع المصفوفات           
 

 الحل:
 التاليتين : من  ا.لنعتبر المصفوفتين  .1

 

 

   det det tA A

(IR)MA n

A

A

A*INp0pA

AAA 2

AnIA 2

(IR)MA n n,...,aadiagA 1



n

k

ka(A)
1

det

nA M (IR)1 0ij i, j n ijA (a ) : a ,i j   





n

i

iia(A)
1

det

(IR)MA n*INp0pA

  0detdetdet0  (A)(A))(A
pp

(IR)MA nAA 2

   10detdetdetdet
22 ,(A)(A)(A))(A 

(IR)MA nnIA 2

  1det1detdetdet
22  (A))(I(A))(A n

(IR)MA,B 2(B)(A)B)(A detdetdet 











43

21
A

B(IR)M 2

(B)(A)B)(A detdetdet 

BA,(IR)M 2




















00

01

10

00
  B      ,   A
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 لدينا وضوحا :
 

 ، إن العلاقة : نضع :    .2

 
 تقتضي أن:           

 
 قاعدته : بعده  المحققة للعلاقة السابقة هي فضاء شعاعي جزئي من  وبالتالي فإن مجموعة المصفوفات          

 
ين:  تمر

 ،( مصفوفة لا متناظرة ) لتكن     
 برهن أن:     

 الحل:
 فإن : بما أن   

 

ين:  تمر
MA,B(IR)أوجد مصفوفتين  .1 2   :بحيث(B)(A)B)(A detdetdet  
 ليكن : .2











43

21
A 

M(IR)من Bأوجد جميع المصفوفات   التي تحقق : 2
(B)(A)B)(A detdetdet  

 الحل:
M(IR)من  ,BAلنعتبر المصفوفتين  .1  التاليتين : 2




















00

01

10

00
  B      ,   A 

1detdetdet0لدينا وضوحا :            B)=(A(B)(A)  

نضع :            









tz

yx
B    : إن العلاقة ،(B)(A)B)(A detdetdet  

0234تقتضي أن:              tzyx 

1detdetdet0 B)=(A(B)(A) 











tz

yx
B

(B)(A)B)(A detdetdet 

0234  tzyx

B(IR)M 23


































00

43

02

01

40

01
,,

(IR)MA n 12 AAt 

0det (A)

AAt 

0det0det2det1dedet 12   (A)(A)(A))(At(A) nt
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M(IR)المحققة للعلاقة السابقة هي فضاء شعاعي جزئي من  Bوبالتالي فإن مجموعة المصفوفات             قاعدته : 3بعده  2


































00

43

02

01

40

01
,, 

ين:  تمر
MA(IR)لتكن       n  : 02مصفوفة تحقق  nIAA أحسب .Adet . 

 الحل:
 لدينا :     

  n

nnnn )((A)IA)IA)(AI(AIA 1det0
3323  

 إذن :     










p,n

p,n
(A)

21

121
det 

ين:  تمر
M(IR)من Aبرهن أنه لا توجد مصفوفة  n 12 

 تحقق : 
022  nIAA 

 الحل:
 لدينا :

  
  n

n

n

nnn

)((A)IA       

IAAIAAIA

1det

022

4

222



 

 فردي . nوهذا مستحيل لأن 
ين:  تمر
)3التطبيق الخطي من  fليكن       الذي تعطى مصفوفته بالنسبة الى الأساس القانوني ( 1 2 3, ,c c c  : كمايلي 

1

3

2

1 2

2

3 1

3

M

 
 


 
  

 

اكتب المصفوفة        3, ,M mat u     في حالة 1 2 3, ,c c c     :هو أساس المعرف كمايلي 

1 1 2 3

2 2 3

3 3

c c c c

c c c

c c
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 الحل :

 لدينا :

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

( ) 2 3

( ) 2 3

( ) 3 2

u c e e e

u c e e e

u c e e e

  


  
   

 

 نجد بعد الحساب

1 1

2 1 2 3

3 1 2 3

( ) 6

( ) 5

( ) 3 2

u e e

u e e e e

u e e e e

 


     
      

 

 اذن

6 5 3

0 1 2

0 1 1

M

 
    
 
   

 
ين:  تمر
 مصفوفةالاحسب مقلوب       

1 2 3

0 1 2

1 4 1

A

 
 


 
    

 

 الحل :
 :حساب المميز

 

 ،قابلة للقلب و بالتالي المصفوفة      

      و        لدينا       

det( )A

6

1 2 3

det( ) 0 1 2

1 4 1

A

 

 



A

1 1
(com( ))

det

tA
A

A 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

com( )

M M M

A M M M

M M M
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،  ، 

،  ، 

،  ، 

   ومنه      

 اذن        

 و بالتالي    

  

ين:  تمر

 . حيث أوجد مقلوب المصفوفة 

 الحل :
 حساب المحدد  

 

 ،قابلة للقلب و بالتالي المصفوفة       

13 13

0 1
1

1 4
C M    

 
12 12

0 2
2

1 1
C M     

 
11 11

1 2
7

4 1
C M     

 

23 23

1 2
2

1 4
C M    

 
22 22

1 3
2

1 1
C M    

 
21 21

2 3
10

4 1
C M     

 

33 33

1 2
1

0 1
C M    32 32

1 3
2

0 2
C M     31 31

2 3
1

1 2
C M    

7 2 1

com( ) 10 2 2

1 2 1

A

  
 

 
 
  

7 10 1

(com( )) 2 2 2

1 2 1

tA

 
 

  
 
  

1

7 5 1

6 3 6

1 1 1 1
(com( ))

6 3 3 3

1 1 1

6 3 6

tA A

 
 
 
   
 
 
 
  

A

2 7 3

3 9 4

1 5 3

A

 
 


 
  

 det A

 

   

det

2 9 3 7 4 1 3 3 5 1 9 3 5 4 2 3 3 7

3

2 7 3

3 9 4

1 5 3

A 

                 

 

A
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 و  لدينا        

، ،  

،  ، 

،  ، 

 .  ومنه    

 اذن       

 و بالتالي    

 

ين:  تمر

 . حيث أوجد مقلوب المصفوفة 

 الحل :
 حساب المحدد

 

1 1
(com( ))

det

tA
A

A 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

com( )

M M M

A M M M

M M M

   
 

    
    

13 13

3 9
6

1 5
C M    12 12

3 4
5

1 3
C M     11 11

1 2
7

4 1
C M    

 

23 23

2 7
3

1 3
C M     22 22

2 3
3

1 3
C M    21 21

7 3
6

5 3
C M     

33 33

2 7
3

3 9
C M    32 32

2 3
1

3 4
C M    31 31

7 3
1

9 4
C M    

7 5 6

com( ) 6 3 3

1 1 3

A

 
 

  
 
  

7 6 1

(com( )) 5 3

6 3

1

3

tA

 
 

 
 
  

1

7 1
2

3 3

1 5 1
(com( ))

1

1
3 3

2

3

1

tA A

  
 
 

    
 
 
 
  

A

1 1 1

0 2 1

1 0 1

A

 
 


 
  

 det A

 

   

det

1 2 1 1 1 1 1 0 0 1 2 1 0 1 1 0 1 1

1

1 1 1

0 2 1

1 0 1

A 
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 ،قابلة للقلب و بالتالي المصفوفة    

 و  لدينا      

، ،  

،  ، 

،  ، 

 .  ومنه     

 اذن      

 و بالتالي      

. 

ين:  تمر

 حيث Aأوجد مقلوب المصفوفة 
2 7 3

3 9 4

1 5 3

A

 
 


 
  

. 

 الحل :

 حساب المحدد

 

   

det

2 9 3 7 4 1 3 3 5 1 9 3 5 4 2 3 3 7

3

2 7 3

3 9 4

1 5 3

A 

                 

 

 

A

1 1
(com( ))

det

tA
A

A 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

com( )

M M M

A M M M

M M M

   
 

    
    

13 13

0 2
2

1 0
C M     12 12

0 1
1

1 1
C M    11 11

2 1
2

0 1
C M    

23 23

1 1
1

1 0
C M    22 22

1 1
0

1 1
C M    21 21

1 1
1

0 1
C M     

33 33

1 1
2

0 2
C M    32 32

1 1
1

0 1
C M     31 31

1 1
1

2 1
C M     

1 2

com( ) 1 0

1

2

1

1

2

A

 
 

 
 
   

1 1

(com( )) 1 0

2

2

1

12

tA

  
 

 
 
  

1

1 1

(com( )) 1

1

1

2

2

0

2

tA A

  
 

  
 
  

 det A
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 ،قابلة للقلب Aو بالتالي المصفوفة    

1لدينا      1
(com( ))

det

tA
A

A   و
11 12 13

21 22 23

31 32 33

com( )

M M M

A M M M

M M M

   
 

    
    

 

13 13

3 9
6

1 5
C M    ،

12 12

3 4
5

1 3
C M      ،

11 11

1 2
7

4 1
C M    

 
  

23 23

2 7
3

1 3
C M     ،

22 22

2 3
3

1 3
C M      ،

21 21

7 3
6

5 3
C M      

33 33

2 7
3

3 9
C M    ،

32 32

2 3
1

3 4
C M      ،

31 31

7 3
1

9 4
C M     

 ومنه      
7 5 6

com( ) 6 3 3

1 1 3

A

 
 

  
 
  

 ، 

اذن        
7 6 1

(com( )) 5 3

6 3

1

3

tA

 
 

 
 
  

 

 و بالتالي       

1

7 1
2

3 3

1 5 1
(com( ))

1

1
3 3

2

3

1

tA A

  
 
 

    
 
 
 
  

 

ين:  تمر
 مصفوفات :اللتكن     

 . 

با  ، استنتج أن  احسب  .1  يطلب تعيينه. تقبل مقلو
 .تحقق أن  -أ .2

 .:  العدد الطبيعي أحسب بدلالة -ب

1 2 2 1 0 0 1 1 0

A 2 3 2 ,D 0 1 0 ,P 1 1 1

2 2 1 0 0 1 1 0 1

     
     

         
           

3 23 2P P P P
1P

1PDP A 

n
nA
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 الحل :
 :  حساب  .1

 بالحساب نجد     

 
 الاستنتاج:

 .  أي قابلة للقلب و منه  اذن  بما أن         

 .تحقق أن  -أ .2
 بالحساب نجد

 

 : بدلالة العدد الطبيعي حساب  -ب

 

يقة نجد   ومنه  و لدينا  و هكذا بنفس الطر

، 

ين:  تمر
 التالية :لنعتبر المصفوفات 
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221

212

322

221

212

322

221

212

 , C , BA 




































232

122

221

122

212

221

  E       ,  D 

 قابلة للقلب وأحسب مقلوبها .Aبرهن أن  .1

3 23 2P P P 

3 23 2 nP P P I  

 2 3 2 nP P P I  P1 2 3 2P P P   1

1 1 1

0 1 1

1 1 0

P

 
 


 
  

1PDP A 

1 A

1 11 1 0 1 0 0 1 21 2

1 1 1 0 1 0 2 3 2

1 0 1 0 0 1 2

1

1

0 1

1 1 0 2

PDP

   
   

   
 

   
   

 
   
    

 
       

nAn

1 2 1

2 1 1

2 2 1

A PDP A APDP

A PDP PDP

A PD P

 

 



  

 

 

1n nA PD P

1 0 0

0 0

10

1

0

D

 
 


 
  





1 0 0

0 ( 1) 0

0 0 ( 1)

n n

n

D

 
 

 
 
  

1 1 0 1 0 0 1 1 1 1 1 ( 1) 1 ( 1)

1 1 1 0 ( 1) 0 0 1 1 1 ( 1) 1 2( 1) 1 ( 1)

1 0 1 0 0 ( 1) 1 1 0 1 ( 1) ( 1) 1 1

n n

n n n n n

n n n

A
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بين ان :  .2
1B AB  1، حيث

1 0 0

0 1 0

0 0 1

B

 
 

  
 
 

 

DCBAاستنتج أن المصفوفات  .3 باتها . ,,,  قابلة للقلب واحسب مقلو
 الحل:

يقة مقلوب مصفوفة نجد أن :    .1 باستعمال طر
























322

221

212
1A 

لدينا :   .2
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001

11,BABB 

 تكون كذلك ولدينا :Bمصفوفة قابلة للقلب ، إذن 1Bوحيث أن           























 

322

221

212
11

1

1 ABB 

يقة نجد أن:           وبنفس الطر
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212
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100
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001
11 AC 








































 

212
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001
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ين للحل  تمار

ين:  تمر
;)(لتكن     IRMBA n  بحيثABBA    برهن أن

nIA  قابلة للقلب واحسب  1
 nIA. 

ين:  تمر

فكك المصفوفة               




















253

411

021

A 

CBعلى شكل         حيثB  مصفوفة متناظرة وC  مصفوفة لا متناظرة بعني أنCCt . 
ين:  تمر

لتكن المصفوفة          






 


31

11
A 

0442تحقق من أن        IAA. 
442على  nXأوجد باقي قسمة          XX  مستنتجاnA. 

ين:  تمر
,)(أوجد     2 IRMYX  يحققان 









BYX

AYX

3

52 

حيث      















 


21

21
,

43

21
BA   

ين:  تمر
 لتكن المصفوفة     

























302

923

621

A 

 .nAالمصفوفة  INn*أحسب من أجل كل  .1
 قابلة للقلب. Aهل أن  .2

ين:  تمر
 هل المصفوفات التالية قابلة للقلب، أحسب المقلوب في حالة الأيجاب.    

1 2

1 5 7 1 3 5

7 1 5 , 2 7 1

5 7 1 0 1 9

A A
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ين:  تمر

لتكن المصفوفة              
























011

343

110

A 

0232، تحقق من أن 2Aأحسب  .1  IAA. 
 قابلة للقلب واحسب مقلوبها. Aأستنتج أن  .2
INn :IAABنضع من أجل كل  .3 n

n 2: برهن أن . 





















12

12

112

2

22

22

nn

nn

nnnn

BB

IAAA

AAAA

 

أحسب  .4
nB  مستنتجاnA. 
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 القيم الذاتية و الاشعة الذاتية: .5

ين:  تمر
للمصفوفة والاشعة الذاتية اوجد القيم

.
  

 :الحل
 .حيث حساب كثير الحدود المميز

 

 . هي القيم  الذاتية للمصفوفةجذور كثير الحدود المميز 

  

 ومنه

 ، 

          وبالتالي 

 

 . هيومنه القيم الذاتية للمصفوفة 

 تعيين الاشعة الذاتية :

 : الذي يحقق  نفرض الشعاع الذاتي  من أجل

  لدينا

 

يض  نجدفي  بــ بتعو

1 2

0 2
A

 
  
 

 P A   2detP A A I  

 

  

2

2

1 2
det

0 2

1 2
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A I





 

 


 



  

  

 P A
A

 2

1 2
det 0 0
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A I
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 2 0A I V 
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x
A I V
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 ، 

         و بالتالي 

 

 اذن :

 

 . هو ومنه الشعاع الذاتي المرفق بالقيمة الذاتية

 ، الذي يحقق  نفرض الشعاع الذاتي  من أجل

يض بــ و   نجد في بتعو

 ، 

 و بالتالي

 

 اذن :

 

 . هوومنه الشعاع الذاتي المرفق بالقيمة الذاتية

ين:  تمر
 ، للمصفوفة  والاشعة الذاتية اوجد القيم

 :الحل
 .حيث حساب كثير الحدود المميز

0 2 0

0 1 0

x
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 . هي القيم  الذاتية للمصفوفةجذور كثير الحدود المميز 

  

        ومنه

 

    وبالتالي

 

 . هيومنه القيم الذاتية للمصفوفة 

 تعيين الاشعة الذاتية :

  الذي يحقق  نفرض الشعاع الذاتي  من أجل

  لدينا

 

يض بــ  نجدفي  بتعو

 

    و بالتالي

 

 اذن :
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 . هو ومنه الشعاع الذاتي المرفق بالقيمة الذاتية

 الذي يحقق  نفرض الشعاع الذاتي  من أجل

يض بــ و    نجد في بتعو

 

          و بالتالي 

 

 اذن :

 

 . هوومنه الشعاع الذاتي المرفق بالقيمة الذاتية 

ين:  تمر
 : المعرف كمايلي للتطبيق الخطي والاشعة الذاتية اوجد القيم

  

 :الحل
 هي  التطبيق الخطي المصفوفة المرفقة 

 .حيث حساب كثير الحدود المميز

 

 . هي القيم الذاتية للمصفوفةجذور كثير الحدود المميز 
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         ومنه

 وبالتالي   

 . هيومنه القيم الذاتية للمصفوفة 

 تعيين الاشعة الذاتية :

  الذي يحقق  نفرض الشعاع الذاتي  من أجل

 لدينا

 

يض بــ  نجدفي بتعو

 

    ومنه

 

 وبالتالي 

 

 . هو ومنه الشعاع الذاتي المرفق بالقيمة الذاتية

  الذي يحقق  نفرض الشعاع الذاتي  من أجل

يض بــ و   نجد فيبتعو
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2 3 0

x y
x y

x y

 
  

 

3

2
x y

3 3
*2 2 ;

1

x y
y y

y y

    
      

     

1  
3
2

1
1

V
 
 
 

4 
x

V
y

 
 
 

 2 0A I V 

4 (1)

3 3 0

2 2 0

x

y

     
     

     



71 
 
 

  ومنه

 

  وبالتالي 

 اذن :

 

 .   هوومنه الشعاع الذاتي المرفق بالقيمة الذاتية 

ين:  تمر
 . : المعرفة كمايلي للمصفوفة  شعاع ذاتي المرفق بالقيمة الذاتية  هواثبت ان الشعاع      

 الحل:
 .يجب ان يتحقق  للمصفوفة  شعاع ذاتي المرفق بالقيمة الذاتية  هول كي يكون الشعاع    

 

ين :  تمر

 ،هو احد القيم الذاتية علما ان  اوجد القيم الذاتية للمصفوفة      

 : الحل
 .حيث حساب كثير الحدود المميز
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 . هي القيم  الذاتية للمصفوفةجذور كثير الحدود المميز 

 

 

 لدينا نحل المعادلة 

 

 . هيومنه القيم الذاتية للمصفوفة 

ين:  تمر

 ،للمصفوفة  والاشعة الذاتية اوجد القيم

 الحل:
 .حيث حساب كثير الحدود المميز

 

 . هي القيم  الذاتية للمصفوفةجذور كثير الحدود المميز 

  

   ومنه
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  ومنه

 

 هو حل مضاعف ملاحظة:

 . هيومنه القيم الذاتية للمصفوفة 

 تعيين الاشعة الذاتية :

  ،الذي يحقق  نفرض الشعاع الذاتي  من أجل

 : لدينا

 

يض بــ  :نجدفي  بتعو

 

 و بالتالي 

 

 اذن :  

 

 . هو ومنه الشعاع الذاتي المرفق بالقيمة الذاتية

2
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13 2 0
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 3 0A I V 

 3

0 2 0
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 ،الذي يحققنفرض الشعاع الذاتي من أجل

يض بــ و     فيبتعو

 نجد

 

  و بالتالي

 

 اذن : 

 

 .مرفقان بالقيمة الذاتية  و  ومنه يوجد شعاعان ذاتيان

ين:  تمر

 حيث:هي Aلتكن المصفوفة    

 

 .Aعين القيم والأشعة الذاتية ل لمصفوفة
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 :الحل

 حيث:هي Aلتكن المصفوفة    

 

  .Aنعين القيم والأشعة الذاتية ل لمصفوفة

نعين كثير الحدود المميز -1 AP   : 

 

 

       

       

   

   

2

2

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1
1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 2 2 2

2 1 2

2 1

AP



 



 


 

   

    

  

 

 

  

 

   
    

   

                 

         

      

  

 

 : Aعين القيم الذاتية ل لمصفوفةن    

نضع        0AP  . 

     

 

 

2
0 2 1 0

2 0

1 0

2

1

AP   









     

 
 

  

 
 

 

 

هي : Aو منه القيم الذاتية ل لمصفوفة          2 , 1S   . 

 :Aنعين الأشعة الذاتية ل لمصفوفة -2
الأشعة الذاتية المرفقة ب        

1 1  : 

نبحث عن الأشعة         3

1 , , / 0V x y z   بحيث
1AV V . 

 وبالتالي       1 3 0A I V  

A 





















1 1 1

1 1 1

1 1 1
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أي         3 0A I V . 

 حلول الجملة:  نبحث عن    

2 0
2 0

2 0
3 3 0

2 0

2 0

x y z
x y z

x y z
y z

x y z

x y z

y z

x z

y z

   
   

    
     

   
 




 



 

ومنها نستنتج أن كل حل لهذه الجملة هو شعاع من الشكل:      3, ,V x y z   معx y z  وx  كيفي، أي أن هناك      

شعاع ذاتي مرفق ب      
1 1   هو 1 1,1,1V وكل شعاع ذاتي آخر فهو من الشكل*

1 /V  . 

الأشعة الذاتية المرفقة ب      
1 2   : 

نبحث عن الأشعة         3

2 , , / 0V x y y   بحيث
2AV V  

 وبالتالي 2 3 0A I V  

أي   32 0A I V   

 نبحث عن حلول الجملة: 

0

0

0

x y z

x y z x y z

x y z

  


      
   

 

 لدينا

*

0

0

1 1

1 0 / ,

0 1

x y z

V y y

z z

y z
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ومنها نستنتج أن كل حل لهذه الجملة هو شعاع من الشكل:         3

2 , ,V x y z    معy وz كيفيان، أي أن هناك 

ذاتيان مرفقان ب  شعاعان  
1 2    هما 2 1,0,1V   و  3 1,1,0V وكل شعاع ذاتي آخر فهو من الشكل 

*

1 2 / ,V V     . 

ين:  تمر

 حيث:Aلتكن المصفوفة    

3 2 2

2 1 2

2 2 3

A

 
 

 
 
  

 

كثير الحدود المميز عين  .1 AP ل لمصفوفةA. 

 .Aعين القيم الذاتية ل لمصفوفة .2

 من أجل كل قيمة ذاتية عين الفضاء الجزئي المرفقة بها محددا أساس كل فضاء جزئي.  .3

 :الحل

 حيث:هي Aلتكن المصفوفة    

3 2 2

2 1 2

2 2 3

A

 
 

 
 
  

 

الحدود المميزنعين كثير  -1 AP   : 

3 2 3

2 3 2

3 2 2

( ) 2 1 2

2 2 3

3 2 2

2 1 2

0 1 1

3 2 2

(1 ) 2 1 2

0 1 1
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2

3 0 2

( ) (1 ) 2 1 2

0 0 1

3 0
(1 )

2 1

(1 ) (3 )

AP



  






 



  


 



  

 

 : Aعين القيم الذاتية ل لمصفوفةن    

نضع        0AP  . 

  2(1 ) (3 ) 0

1 0

0

3

0

3

1

AP  









   

 


 
















 

هي : Aو منه القيم الذاتية ل لمصفوفة          1 , 3S  . 

 :Aنعين الأشعة الذاتية ل لمصفوفة -2
الأشعة الذاتية المرفقة ب        

1 1  : 

نبحث عن الأشعة         3

1 , , / 0V x y z   بحيث
1AV V . 

 وبالتالي       1 3 0A I V  

أي         3 0A I V . 

 حلول الجملة:  نبحث عن      

 3
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 ومنه  

0

1 1

0

01 / ,

0 1
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y y
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y z
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y z y z 

   
   

   
   
   

   
   

    
   
   

   
   

     
   
   

 

لقيمة الذاتية بـا انمرفق انذاتي انشعاع  ومنها نستنتج أي أن هناك
1 1  ماه 

1

1

1

0

V

 
 
 
 
 

  ،
1

1

0

1

V

 
 
 
 
 

 وكل شعاع ذاتي ، 

*آخر فهو من الشكل

1 2 / ,V V     . 

الفضاء الجزئي المرفق بــو بالتالي 
1 1   هو

1

1 1

1 , 0

0 1

E

     
    

     
    
    

. 

الشعاعان  1 1,1,0
t

V و 2 1,0,1
t

V فضاء الجزئي غير مرتبطين خطبا و بالتالي فهما يشكلان أساس لل
1E. 

و منه  
1dim 2E . 

الأشعة الذاتية المرفقة ب   
1 2   : 

نبحث عن الأشعة     3

3 , , / 0V x y y   بحيث
2AV V  

 وبالتالي            2 3 0A I V  

أي             33 0A I V   

 نبحث عن حلول الجملة:            
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 3
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 لدينا

3

*

1

1 /

1

x x

V y x

z x

x x

   
   

   
   
   

 
 

  
 
 

 

ومنها نستنتج أن كل حل لهذه الجملة هو شعاع من الشكل:   3

3 , ,V x x x   معx ،كيفي 

ب  مرفقوحيد   اتيذ  أي أن هناك شعاع 
2 3  هم

3

1

1

1

V

 
 
 
 
 

*وكل شعاع ذاتي آخر فهو من الشكل 

3 /V  . 

الفضاء الجزئي المرفق بــو بالتالي 
2 3   هو

3

1

1

1

E

  
  

   
  
  

. 

لدينا الشعاع  3 1,1,1
t

Vفضاء الجزئي وحيد فهو يشكل أساس لل
3E. 

و منه  
3dim 1E . 
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ين  :تمر

 حيث:Aلتكن المصفوفة  

3 2 6

2 1 4

2 0 3

A

 
 


 
   

 

كثير الحدود المميز عين  .1 AP ل لمصفوفةA. 

 .Aل لمصفوفةعين القيم الذاتية  .2

 من أجل كل قيمة ذاتية عين الفضاء الجزئي المرفقة بها محددا أساس كل فضاء جزئي.  .3

 :الحل

 حيث:هي Aلتكن المصفوفة    

3 2 6

2 1 4

2 0 3

A

 
 


 
   

 

نعين كثير الحدود المميز -3 AP   : 

2 3 3

2 3 2

4
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 : Aعين القيم الذاتية ل لمصفوفةن    

نضع        0AP  . 

  2( 1) ( 1)0 0

1 0

1 0

AP  





 



   

 


 

 

هي : Aو منه القيم الذاتية ل لمصفوفة          1 , 1S   . 

 :Aنعين الأشعة الذاتية ل لمصفوفة -4
الأشعة الذاتية المرفقة ب        

1 1  : 

نبحث عن الأشعة         3

1 , , / 0V x y z   بحيث
1AV V . 

 وبالتالي       1 3 0A I V  

أي         3 0A I V . 

 حلول الجملة:  نبحث عن      

 3
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 ومنه   

2

1 /

1

2

x z

y

z z

z

z
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ومنها نستنتج أن كل حل لهذه الجملة هو شعاع من الشكل:    3

1 2 , ,V z z z    معz ،كيفي 

ب  مرفقوحيد   اتيذ  أي أن هناك شعاع 
1 1  و ه

1

2

1

1

V

 
 
 

 
 

*وكل شعاع ذاتي آخر فهو من الشكل 

1 /V  . 

الفضاء الجزئي المرفق بــو بالتالي 
1 1   هو

1

2

1

1

E

 
 
 

 
 

 
 

  
 
 

. 

لدينا الشعاع      1 2, 1,1
t

V  فضاء الجزئي وحيد فهو يشكل أساس لل
1E. 

و منه  
1dim 1E  

الأشعة الذاتية المرفقة ب        
1 1   : 

نبحث عن الأشعة         3

2 , , / 0V x y z   بحيث
2AV V  

 وبالتالي 2 3 0A I V  

أي   3 0A I V   

 نبحث عن حلول الجملة: 

 3
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 3

0

2 0
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0
x z

x y z

x z

y z

x y

A I V

z

 


  

 

  

 
 

   

 

 ومنه

1
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z z

z z 

   
   

   
   
   

 
 

   
 



 



 

لهذه الجملة هو شعاع من الشكل: ومنها نستنتج أن كل حل  3

2 , ,V z z z    معz ،كيفي 

ب  مرفقوحيد   اتيذ  أي أن هناك شعاع
2 1   و ه

2

1

1

1

V

 
 
 
 
 

*وكل شعاع ذاتي آخر فهو من الشكل 

2 /V  . 

الفضاء الجزئي المرفق بــو بالتالي 
1 1   هو

1

1

1

1

E

 
 



 

  
 



 
 


. 

لدينا الشعاع      2 1, 1,1
t

V  فضاء الجزئي وحيد فهو يشكل أساس لل
1E

. 

و منه  
1dim 1E . 

ين  :تمر

 حيث:3مربعة ذات الرتبة  صفوفةمAلتكن   

0 2 1

3 2 0

2 2 1

A

 
 

 
 
  

 

كثير الحدود المميز عين  .1 AP ل لمصفوفةA. 

 .Aعين القيم الذاتية ل لمصفوفة .2
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 قابلة للتقطير؟A صفوفةهل الم .3

 من أجل كل قيمة ذاتية عين الفضاء الجزئي المرفقة بها محددا أساس كل فضاء جزئي.  .4

1Dلدينا  .5 P AP حيثP  هي مصفوفة العبور: 

  من اجلk عبر عنkA  بدلالةkD ثم احسب ،kA. 

 :الحل

 حيث:هي Aلتكن المصفوفة    

0 2 1

3 2 0

2 2 1

A

 
 

 
 
  

 

نعين كثير الحدود المميز -1 AP   : 
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 : Aعين القيم الذاتية ل لمصفوفةن    

نضع        0AP  . 
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  : (1)نحل المعادلة

36لدينا :     4و حلولها    2او  

هي : Aل لمصفوفة و منه القيم الذاتية 4,1 , 2S   . 

 قابلة للتقطير؟A صفوفةهل الم .2

 و تقبل ثلاث قيم ذاتية مختلفة مثنى مثنى فهي قابلة للتقطير. 3مربعة من الرتبة  Aبما ان المصفوفة

 :Aالذاتية ل لمصفوفةنعين الأشعة  .3

الأشعة الذاتية المرفقة ب  
1 1  : 

نبحث عن الأشعة     3

1 , , / 0V x y z   بحيث
1AV V . 

 وبالتالي  1 3 0A I V  

أي   3 0A I V . 

 حلول الجملة:  نبحث عن 

 3

1 2 0

3 3 0 0

2 2 0

2 0

3 3

2

1

0

0

0

2 0

x

y

z

x y

A I V

z

x y

x y

x y

x z

    
    

     
        

   


  
   




 










 

 ومنه     
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ومنها نستنتج أن كل حل لهذه الجملة هو شعاع من الشكل:  3

1 , ,V x x x   معx ،كيفي 
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ب  مرفقوحيد   اتيذ  أي أن هناك شعاع
1 1  هم

1

1

1

1

V

 
 
 
 
 

*وكل شعاع ذاتي آخر فهو من الشكل 

1 /V  . 

الفضاء الجزئي المرفق بــو بالتالي 
1 1   هو

1

1

1

1

E

  
  

   
  
  

. 

لدينا الشعاع  1 1,1,1
t

Vفضاء الجزئي وحيد فهو يشكل أساس لل
1E. 

و منه  
1dim 1E . 

الأشعة الذاتية المرفقة ب  
2 2  : 

نبحث عن الأشعة    3

2 , , / 0V x y z   بحيث
2AV V  

 وبالتالي 2 3 0A I V  

أي  32 0A I V   

 نبحث عن حلول الجملة: 

 3

2 2 1 0

3 4 0 0

2 2 1

2 2 0

3 4 0

2 2 0

1

2

3

4

2 0

0

x

y

z

x y z

x y

x y z

z x

y

A

x

I x

     
    

     
         

   

  

   




  










 








 

 لدينا

2

3

4

1

2

x
x

V y x

z

x
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2

*

3

4

1

2

1

3
/

4

1

2

x
x

V y x

z

x

x x

 
 

   
      
 

  
 
 

 
 
 
  
 
 
 
 

 

ومنها نستنتج أن كل حل لهذه الجملة هو شعاع من الشكل:  3

2 4,3, 2V    معx ،كيفي 

ب  مرفقوحيد   اتيذ  أي أن هناك شعاع
2 2  وه

2

4

3

2

V

 
 
 
  

*وكل شعاع ذاتي آخر فهو من الشكل 

2 /V  . 

الفضاء الجزئي المرفق بــو بالتالي 
2 2   هو

2

4

3

2

E

 
 
 
  

 
 

  
 
 

. 

لدينا الشعاع  3 4,3, 2
t

V فضاء الجزئي وحيد فهو يشكل أساس لل
2E. 

و منه  
2dim 1E . 

الأشعة الذاتية المرفقة ب  
3 4   : 

نبحث عن الأشعة    3

3 , , / 0V x y z   بحيث
3AV V  

 وبالتالي 3 3 0A I V  

أي  34 0A I V   

 نبحث عن حلول الجملة: 

 3

2 1 0

3 0 0

2 2

4 2 0

3 2 0

4

2 2 0

5

5

4 0 2

0

x

y

z

x y

A I V

z

x y

x y z
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 3

2 1 0

3 0 0

2 2

4 2 0

3 2 0

2 2 5 0

4

4 0 2

5

3

0

2

x

y

z

x y z

x y

x y z

z

A I V

x

y x

    
    

    
        

  

  

   



 

  















 

 لدينا

3

*

3

2

1

3
/

2

1

x
x

V y x

z
x

x x

 
   

       
  
 

 
 
  

 
 
 

 

ومنها نستنتج أن كل حل لهذه الجملة هو شعاع من الشكل:  3

3 2, 3,2V    معx ،كيفي 

ب  مرفقوحيد  اتيذ أي أن هناك شعاع
2 4   وه

3

2

3

2

V

 
 
 
 
 

*وكل شعاع ذاتي آخر فهو من الشكل 

3 /V  . 

الفضاء الجزئي المرفق بــو بالتالي 
3 4    هو

4

2

3

2

E

 
 
 
 
 

 
 

  
 
 

. 

لدينا الشعاع  4 2, 3,2
t

V فضاء الجزئي وحيد فهو يشكل أساس لل
2E. 

و منه  
4dim 1E . 

1Dلدينا -3 P AP حيثP  هي مصفوفة العبور: 

  التعبير عنkA  بدلالةkD  من اجلk . 

حيث : Eاثبات ان الاشعة تشكل أساس للفضاء  1 2 3, ,E V V V : 

الاشعة  1 2 3, ,V V V  مرتبطة خطية 1 2 3 1 2 3, , , , , : 0V V V E V V V                   
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1 2 3, , , , , :V V V E       

1 4 2 0 4 2 0

1 3 3 0 3 3 0

1 2 2 0 2 2 0

4 2 0

3 3 0

2 2 0

5

2

0

0

0

0

  

     

  

  

  

  

 

 









          
       

              
                  

  


   
   

 


  
 




 
 

 

الاشعة و منه  1 2 3, ,V V V  مرتبطة خطية فهي تشكل أساس للفضاءE. 

dimو بالتالي : 3 dimE    

1Dلدينا P AP حيثP  هي مصفوفة العبور أي
1 4 2

1 3 3

1 2 2

P

 
 

  
  

 

 .kمن اجل  kDبدلالة  kAالتعبير عن 

 :  1Pحساب

حساب  det P. 

 

1 4 2

det 1 3 3

1 2 2

1 6 2

1 0 3

1 0 2

1 3
6

1 2

30

P  



 


 

 

 

بما ان det 0P   فان المصفوفةP.قابلة للقلب 
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 :لدينا  

                        1 t1

det( )
P C

P

   و
11 12 13

21 22 23

31 32 33

c c c

C c c c

c c c

 
 

  
 
 

 

 :Cحساب

3 3 1 3 1 3

2 2 1 2 1 2

4 2 1 2 1 4

2 2 1 2 1 2

4 2 1 2 1 4

3 3 1 3 1 3

C

   
  
  

 
    

  
 
      



 

 ومنه

0 5 5

12 0 6

18 5 1

C

  
 

  
   

 

 ومنه

1 t1

det( )

0 12 18
1

5 0 5
30

5 6 1

P C
P

 

  
 

   
   

 

 :kAب احس

 لدينا

1

1 0 0

0 2 0

0 0 4

PAD P

 
 

   
  

 

 . kلدينا من اجل 

1 0 0

0 2 0

0 0 ( 4)

k k

k

D
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 و 

1 1D P AP A PDP   
 و منه

1 1k kA PDP A PD P   

 بالتاليو 
2 2

1 1

1 1

52 10( 4) 12 12( 4) 18 52 2( 4)
1

152 15( 4) 12 18( 4) 18 52 3( 4)
30

52 10( 4) 12 12( 4) 18 52 2( 4)

k k k k k

k k k k k k k

k k k k k

A PD P

 

 

 

          
 

             
          

 

ين  :تمر

لتكن المصفوفة   3A M:حيث 

0 1 0

4 4 0

2 1 2

A

 
 

 
 
  

 

 قابلة للتقطير؟A صفوفةهل الم .1

احسب  .2 
2

32A I ثم ، 32
k

A I و ذلك من كلnاستنتج ،kA. 

 :الحل

لتكن المصفوفة   3A M:حيث 

0 1 0

4 4 0

2 1 2

A

 
 

 
 
  

 

 قابلة للتقطير؟A صفوفةهل الم .1

)حساب كثير الحدود المميز  )AP : 

1 0

( ) 4 4 0

2 1 2

AP
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 2

3

1 0

( ) 4 4 0

2 1 2

(2 ) 4 4

(2 ) .

AP



 



  





  

 

   

 

 

 :Aإيجاد القيم الذاتية للمصفوفة 

)نضع ) 0AP      2)3ومنه ) 0 2    . 

2غير قابلة للتقطير لانها تقبل قيمة ذاتية وحيدة A صفوفةومنه الم   . 

حساب  .2 
2

32A I: 

 
2

3

2 1 0 2 1 0

2 4 2 0 4 2 0

2 1 0 2 1 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

A I

   
  

     
     

 
 

  
 
 

 

 و كذلك

 

 

0

3

1

3

2

2 1 0

2 4 2 0

2 1 0

A I I

A I

 

 
 

   
  

 

لدينا  2nو من اجل  32 0
n

A I . 

 :nAاستنتاج

نضع 
32B A I  . 

 لدينا 

3 3

3

2 2

2

A A I I

B I
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 و منه 

 

 

3

3

0

2

2

nn

n
n kk k

n

k

A B I

C B I




 


 

kحيث 

nC  معاملات ثنائي نوتن!

!( )!

k

n

n
C

k n k



 

2n  ،0nBمن اجل  . 

 . 2nو من اجل 

   

 

10 0 1 1

3 3

1

3

1

3 3

1

3

2 2

2 2

2 2 2

2 (1 ) 2

n nn

n n

n n

n n

n n

A C B I C B I

I nB

I n A I

n I nA









 

 

  

  

 

ين  :تمر

لتكن المصفوفة   3A M:حيث 

3 2 6

2 1 4

2 0 3

A

 
 


 
   

 

كثير الحدود المميز عين  .1 AP ل لمصفوفةA. 

 .Aعين القيم الذاتية ل لمصفوفة .2

 من أجل كل قيمة ذاتية عين الفضاء الجزئي المرفقة بها محددا أساس كل فضاء جزئي.  .3

 :الحل

 حيث:هي Aلتكن المصفوفة    

3 2 6

2 1 4

2 0 3

A

 
 


 
   

 

نعين كثير الحدود المميز -4 AP   : 
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2 3 3

2 3 2

2

2

2

3 2 6

( ) 2 1 4

2 0 3

3 2 6

2 1 4

0 1 1

3 2 6

(1 ) 2 1 4

0 1 1

3 6

(1 ) 2 3 4

0 1

3

4

0

4

2
(1 )

3

(1 ) 9 8

(1 ) 1

(1 )( 1)( 1)

( 1) ( 1)

BP L L L

x

x

x x

C C C















 









 

 

  

 



   

  



 

 



    



   


 

 

   

  

   

   



 

 : Aالذاتية ل لمصفوفةعين القيم ن    

نضع        0AP  . 

  2( 1) ( 1)0 0

1 0

1 0

AP  





 



   

 


 

 

هي : Aو منه القيم الذاتية ل لمصفوفة          1 , 1S   . 

 :Aنعين الأشعة الذاتية ل لمصفوفة -5
الأشعة الذاتية المرفقة ب        

1 1  : 

نبحث عن الأشعة         3

1 , , / 0V x y z   بحيث
1AV V . 

 وبالتالي       1 3 0A I V  

أي         3 0A I V . 
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 حلول الجملة:  نبحث عن      

 3

2 2 6 0

2 0 4 0

2 0 4

3 0

2 0

2 0

0

0

3 0

2 0

2

x

y

z

x

A

y z

x z

x z

x y z

x z

y z

x

I V

z

    
    

    
         

  

  



  








 



 

  

 

 

 


 



 

 ومنه     

2

1 /

1

2

x z

y

z z

z

z

z 

   
   

   
   
   

 
 

   
 



 



 

ومنها نستنتج أن كل حل لهذه الجملة هو شعاع من الشكل:    3

3 2 , ,V z z z    معz ،كيفي 

ب  مرفقوحيد   اتيذ  أي أن هناك شعاع 
1 1  و ه

1

2

1

1

V

 
 
 

 
 

*وكل شعاع ذاتي آخر فهو من الشكل 

1 /V  . 

الفضاء الجزئي المرفق بــو بالتالي 
1 1   هو

1

2

1

1

E

 
 
 

 
 

 
 

  
 
 

. 

دينا الشعاع ل  1 2, 1,1
t

V   فضاء الجزئي يشكل أساس للوحيد فهو
1E. 

و منه  
1dim 1E  

الأشعة الذاتية المرفقة ب  
1 1   : 

نبحث عن الأشعة            3

3 , , / 0V x y y   بحيث
2AV V  

 وبالتالي        2 3 0A I V  
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أي   3 0A I V   

 نبحث عن حلول الجملة: 

 3

4 2 6 0

2 2 4 0

2 0 2

2 3 0,

2 0,

0

0

2 0

0

0

0

0

x

y

z

x y z

x y z

x z

x z

x y z

x z

y z

A I V

x y z

    
    

    
         

  


   
  

 
 

  

 
 

 









 



 

 ومنه

1

1

1

/

z

x z

y

z z

z z 

   
   

   
   
   

 
 

   
 



 



 

ومنها نستنتج أن كل حل لهذه الجملة هو شعاع من الشكل:  3

2 , ,V z z z    معz ،كيفي 

ب  مرفقوحيد   اتيذ  أن هناك شعاعأي 
2 1   و ه

2

1

1

1

V

 
 
 
 
 

*وكل شعاع ذاتي آخر فهو من الشكل 

2 /V  . 

الفضاء الجزئي المرفق بــو بالتالي 
1 1   هو

1

1

1

1

E

 
 



 

  
 



 
 


. 

لدينا الشعاع            2 1, 1,1
t

V  فضاء الجزئي وحيد فهو يشكل أساس لل
1E

. 

و منه  
1dim 1E . 
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ين للحل  تمار

ين:  تمر
1اثبت ان الشعاع .1

2
V
 
 
 

3شعاع ذاتي المرفق بالقيمة الذاتية  هو   للمصفوفةA المعرفة كمايلي : 

3 0

8 1
A

 
  

 
. 

 هل توجد قيمة ذاتية أخرى؟ .2

ين:  تمر
 للمصفوفات التالية: والاشعة الذاتية اوجد القيم   

2 1

1 0
A

 
  

 
،0 3

4 0
B

 
  
 

،2 1

10 9
C

 
  

 
 ،2 2

1 2
D

  
  
 

،2 2

1 3
E

 
  
 

،4 3

0 2
F

 
  

 
. 

ين:  تمر
 لمصفوفات التالية:لتكن ا  

1 2 3

2 1 4

3 1 2

A  

 
 


 
  

  ،
1 2 3

2 2 6

2 2 6

B

  
 

 
   

 ،
3 2 0

1 0 0

0 0 1

C 

 
 


 
  

 ،
4 6 0

3 5 0

3 6 5

D

 
 
  
    

. 

 لكل مصفوفة. عين كثير الحدود المميز .1

 من أجل كل قيمة ذاتية عين الفضاء الجزئي المرفقة بها محددا أساس كل فضاء جزئي.  .2
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 جمل معادلات خطية ذات ثلاث مجاهيل : .6

ين :  تمر
يقة كرامر حيث: حل في يقة مقلوب مصفوفة ثم تحقق من الحل بطر  الجملة التالية بطر

 

 .هي معادلة مصفوفية مرفقة بالجملة  حيث ،،نضع 

 .حساب المحدد 

 

 .لدينا:تقبل حلا وحيدا قابلة للقلب و بالتالي الجملة المصفوفة

                                            

  لدينا  

 و  

، ،  

،  ، 

،  ، 

                                                   ومنه

3

 

5 3 4 18

3 7

6 3 6 27

x y z

S x z

x y z

   


  
    

5 3 4

3 0 1

6 3 6

A

 
 


 
  

18

7

27

C

 
 

 
 
  

x

X y

z

 
 


 
  

AX C S

 det A

 

5 3 4

det 3 0 1 15

6 3 6

A   

A S , ,x y z

1 1

1

1

n

AX C A AX A C

I X A C

X A C

 





  

 

 

1 1
(com( ))

det

tA
A

A 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

com( )

M M M

A M M M

M M M

   
 

    
    

13 13

3 0
9

6 3
C M    12 12

3 1
12

6 6
C M     11 11

0 1
3

3 6
C M     

23 23

5 3
3

6 3
C M    22 22

5 4
6

6 6
C M    21 21

3 4
6

3 6
C M     

33 33

5 3
9

3 0
C M     32 32

5 4
7

3 1
C M    31 31

3 4
3

0 1
C M    

12 9

com( ) 6 6

3

3

93 7

A
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 :اذن

 

 و بالتالي 

         

                                                       ومنه

                                                   وبالتالي   

  ,                                                 ومنه

                                                                     اذن
  

 

يقة كرامر  التحقيق باستخدام طر

 حيث: تقبل حلا وحيدا قابلة للقلب و يالتالي الجملة المصفوفة

6 3

(com( )) 12

9

3

3

7

9

6tA

 
 

 
 
  





 
1 1

(com( ))
det

1
(com( ))

15

t

t

A A
A

A








1

1

3

3 9

6 3
1

12 6 7
15

9

6 9

15 15

2 6 7

15 15 15

3

15

3 9

15 15

9

15

A

 
  

 
 
  

 
 
 

  









 
 
 
 

1

2 1

5 5

4 2 7

5 5 15

1

5

1

55

3

5

3

A

 
 
 

  
 
 
 
  



1

2 3

5 5 18
4 2 7

7
5 5 15

27
3

1

5

1 3

5 55

X A C X

 
 

  
     

  
     

 

 





1

1

4

X

 
 


 
  

A S , ,x y z
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،،. 

،، 

 .،،                               ومنه

   هي  و منه مجموعة حلول الجملة

ين:  تمر
يقة كرامر حيث: حل في يقة مقلوب مصفوفة ثم تحقق من الحل بطر  الجملة التالية بطر

 

 .هي معادلة مصفوفية مرفقة بالجملة  حيث ،،نضع 

 .حساب المحدد 

 

 .تقبل حلا وحيدا قابلة للقلب و بالتالي الجملة المصفوفة

 لدينا:

 

 و                    لدينا 

، ،  

 

 
1det

det

A
x

A


 

 
2det

det

A
y

A


 

 
3det

det

A
z

A


 1

18 3 4

det 7 0 1 15

27 3 6

A



  



 2

5 18 4

det 3 7 1 15

6 27 6

A



   



 3

5 3 18

det 3 0 7 60

6 3 27

A



  



15
1

15
x   



15
1

15
y


 


60
4

15
z   



 S  1,1, 4S   

3

 

2 7 3 5

3 9 4 7

5 3 8

x y z

S x y z

x y z

  


  
   

2 7 3

3 9 4

1 5 3

A

 
 


 
  

5

7

8

C

 
 


 
  

x

X y

z

 
 


 
  

AX C S

 det A

 

2 7 3

det 3 9 4 3

1 5 3

A   

A S , ,x y z

1 1

1

1

n

AX C A AX A C

I X A C

X A C

 





  

 

 

1 1
(com( ))

det

tA
A

A 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

com( )

M M M

A M M M

M M M

   
 

    
    

13 13

3 9
6

1 5
C M    12 12

3 4
5

1 3
C M     11 11

9 4
7

5 3
C M    
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،  ، 

،  ، 

              ومنه

             اذن

 و بالتالي 

        

                                                         ومنه  

                                                      وبالتالي   

  

23 23

2 7
3

1 5
C M     22 22

2 3
3

1 3
C M    21 21

7 3
6

5 3
C M     

33 33

2 7
3

3 9
C M     32 32

2 3
1

3 4
C M    31 31

7 3
1

9 4
C M    

3

5 6

com(

7

1 3

) 6 3

1

A

 
 

 
 
  





6 1

(com( )) 5 3

7

36 3

1tA

 
 

 
 
   

 
1 1

(com( ))
det

1
(com( ))

3

t

t

A A
A

A








1

6 1
1

5 3 1
3

6

7 6 1

3 3

5 3 1

7

3 3

3

3 3

3 3 3

6

33 3

A



 





 
  

 
 
  

 
 
 
 
 
 
 




 

1

1
2

3

5 1
1

3

3

7

2 1

3

1

A

 
 
 

  







 
 
 

1 1

3

7

3

1 1

1
2

3 5
5 1

1 7
3

8
2

X A C X A 
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                                          اذن

    

 

يقة كرامر  التحقيق باستخدام طر

 حيث: تقبل حلا وحيدا قابلة للقلب و يالتالي الجملة المصفوفة

،،. 

،، 

 .،،                              ومنه

   هي  و منه مجموعة حلول الجملة

ين:  تمر
يقة كرامر حيث: حل في يقة مقلوب مصفوفة ثم تحقق من الحل بطر  الجملة التالية بطر

 

 .هي معادلة مصفوفية مرفقة بالجملة  حيث ،،نضع 

 .حساب المحدد 

 

 .تقبل حلا وحيدا قابلة للقلب و بالتالي الجملة المصفوفة

 

1

3

4

3

5

X

 
 
 
 
 
 
 
  

A S , ,x y z

 

 
1det

det

A
x

A


 

 
2det

det

A
y

A


 

 
3det

det

A
z

A


 1

5 7 3

det 7 9 4 1

8 5 3

A   2

2 5 3

det 3 7 4 4

1 8 3

A   3

2 7 5

det 3 9 7 15

1 5 8

A   

1

3
x




4

3
y




15
5

3
z


 



 S
1 4

, ,5
3 3

S
    

   
  

3

 

2 5 6 5

3 2 5 1

2 4 3 16

x y z

S x y z

x y z

  

   
    

2 5 6

3 2 5

2 4 3

A

  
 

 
 
  

5

1

16

C

 
 


 
  

x

X y

z

 
 


 
  

AX C S

 det A

 

2 5 6
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 لدينا:

                                            

 و              لدينا 

، ،  

،  ، 

،  ، 

             ومنه

            اذن

 و بالتالي 

       

                                                   ومنه   
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                                         وبالتالي 

  

                                                             اذن
   

 

يقة كرامر  التحقيق باستخدام طر

 حيث: تقبل حلا وحيدا قابلة للقلب و يالتالي الجملة المصفوفة

،،. 

،، 

 .،،                      ومنه

 .هي  و منه مجموعة حلول الجملة
ين:  تمر

 حل الجملة الخطية التالية : ناقش حسب قيم الوسيط 

 

 الحل:

                                                   لدينا
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 تكافئ الجملة الخطية المتجانسة التالية : إن الجملة الخطية 

 

 :حيثلتكن المعادلة المصفوفية 

 و  ، 

 : حساب المميز 

 

 و منه  نضع
 حيث : و بالتالي الجملة تقيل حلا وحيدا  و منه  لدينا  حسب المميز 

 و  ،  

 و  ،  

 و منه  
 وبالتالي تكون مجموعة الحلول هي :   

ين:  تمر
 حل الجملة الخطية التالية : ناقش حسب قيم الوسيط الحقيقي 

 ، 

 الحلّ:

مناقشة حلول الجملة الخطية  -1 S  حسب قيم الوسيط الحقيقي : 
 : لدينا الجملة التالية ذات الوسيط الحقيقي 
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 حيث:لتكن المعادلة المصفوفية 

 و  ، 

 : حساب المميز 

 

 حالتين :ونميز     
 :  الحالة الأولى    

الجملة اما لا تقبل حلول او تقبل ما لانهاية من الحلول في هذه الحالة نحسب كل  فإن إذا كان           
يقة كرامر( من أجل  و ،  من   ) باستخدام طر

 و ، 

 تقبل ما لانهاية من الحلول. وبالتالي فإن مجموعة حلول الجملة       
 : الحالة الثانية      

 حيث و بالتالي الجملة تقيل حلا وحيدا  فإن إذا كان               

 و  ،  

 و  ،  

 ومنه تكون مجموعة الحلول هي :   و  ،  و بالتالي :  
مناقشة حلول الجملة الخطية  -2 S   حسب قيم الوسيط الحقيقي : 
 لدينا :

 

 حيث:لتكن المعادلة المصفوفية 
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 و  ، 

 : حساب المميز 

 

 حيث و بالتالي الجملة تقيل حلا وحيدا  

 و  ،  

     

 و      ،  

 و  ،  و منه  

 وبالتالي تكون مجموعة الحلول هي :   
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ين للحلّ:  تمار

ين:  تمر
 الجمل المعادلات الخطية التالية : حل في

 ، ، 

ين:  تمر
يقة كرامر حيث: حل في يقة مقلوب مصفوفة ثم تحقق من الحل بطر  الجمل التالية بطر
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ين:  تمر
 الجمل التالية : من  حل وناقش حسب قيم الوسيط 
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