CHAPITRE 2

Fonctions de plusieurs variables réelles, dérivées partielles.

Tres souvent les fonctions rencontrées sont dépendantes non pas d’une seule variable, mais plutot de
plusieurs. Par exemple, si nous frappons sur la membrane d’un tambour, elle vibrera et son déplacement
u(z,y,t) sera une fonction de trois variables: z, y, t, ol (z,y) correspond & un point de la membrane et ¢
au temps. Premierement, nous verrons comment représenter graphiquement des fonctions réelles de deux et
trois variables. Par la suite, nous définirons la notion de dérivées partielles de fonctions réelles de plusieurs
variables. Dans des chapitres subséquents, nous discuterons comment utiliser ces dérivées partielles pour
résoudre certains problemes d’optimisation.

Nous noterons par R™, I’ensemble des n-tuplets (z1,z2,...,2,) dont toutes les entrées x; sont des
nombres réels. Dans le cas de R?, nous écrirons plutot ces éléments sous la forme (z,y) ot z, y sont des
nombres réels; alors que, pour R?, ces éléments seront notés sous la forme (z,y,z) ot z, y et z sont des
nombres réels.

Il est possible de représenter graphiquement R? comme I’ensemble des points du plan et R3 comme
I’ensemble des points de 'espace a trois dimensions. Nous avons illustré ceci dans les figures 2.1 et 2.2
ci-dessous.
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Noter la fagcon de désigner les axes de R?® dans la figure 2.2. Nous avons orienté R? en utilisant la regle
de la main droite. Nous utiliserons toujours cette orientation de R? par la suite.

Une fonction réelle f : D — R de n variables réelles est une regle bien définie qui associe a tout n-tuplet
(z1,22,...,2,) d'un ensemble D contenu dans R™ un nombre bien défini f(x1,zo,...,z,) de R. On dit
alors que D est le domaine de la fonction et que la fonction f est définie sur D. Dans ces notes , D sera
généralement un ouvert de R", c’est-a-dire que pour chaque point (z1, z3,...,z,) de D, il existe un nombre
réel € > 0 (dépendant de notre point (x1,x2,...,2,)) tel que si un n-tuplet (yi,y2,...,yn) de R™ satisfait
la condition suivante: x; — e < y; < x; + € pour tout i = 1,2,...,n, alors (y1,¥y2,...,ys) est aussi un point
de D. Nous abuserons parfois en ne précisant pas le domaine D d’une fonction f; dans ce cas, le domaine
D sera I’ensemble des n-tuplets de R™ pour lesquels la regle définissant f est applicable. Nous n’écrirons
souvent que f(z1,z2,...,x,) pour désigner la fonction f.

Exemples 2.1:
a) f($1,$2,$3,£[:4) = (1'1 + 25[!3 — 51‘4)/1‘2
b) f(z1,x2, 23,24, x5) = sin(z122232425)
c) f(z,y,2) = 1/(2* +y* + 2?)

a), b) et c¢) sont respectivement des fonctions réelles de 4, 5 et 3 variables réelles. Les domaines de
celles-ci sont respectivement {(z1, 2o, r3,74) € R* | 22 # 0}, R® et R?\ {(0,0,0)}.
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Tout comme pour les fonctions d’une seule variable, la régle définissant une fonction de plusieurs variables
peut étre explicite comme ci-dessus, implicite ou encore au moyen d’équations aux dérivées partielles. Nous
définirons et illustrerons ceci un peu plus loin dans le texte. Il est aussi possible d’effectuer des opérations
algébriques, ainsi que la composition de fonctions de plusieurs variables. Nous reviendrons sur ceci apres
avoir présenté la notion de dérivées partielles.

Il est possible de représenter graphiquement une fonction de deux variables f(z, y) au moyen d’un graphe
dans R3. 11 suffit de tracer tous les points (x,y, f(z,y)) € R? avec (x,y) appartenant au domaine D de f.
Souvent le graphe d’une telle fonction sera une surface dans R3.

Exemples 2.2:
a) Le graphe de la fonction f(x,y) = 22 — y? est tracé a la figure 2.3.

figure 2.3

Noter que dans cette figure, nous avons tracé les axes des = et y en les décalant de 'origine afin de
permettre une meilleure visualisation du graphe de f. Le graphe de f nous donne une surface dans R3 qui
est un paraboloide hyperbolique.

b) Le graphe de la fonction g(z,y) = = + 0.5y est tracé a la figure 2.4. Noter que dans cette figure, nous
avons aussi tracé les axes des x et y en les décalant de 'origine afin de permettre une meilleure visualisation
du graphe de g. Le graphe de g nous donne une surface dans R? qui est un plan.
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154 g(xX)=x+0.5

figure 2.4

11 est aussi possible de représenter une fonction f(x,y) au moyen de courbes de niveau. Une courbe de
niveau de f(z,y) est définie comme un sous-ensemble de R? de la forme C, = {(z,y) € R? | f(z,y) = v}
ou v est un nombre réel. Il suffit alors pour décrire f de tracer quelques-unes de ses courbes de niveau C,,.

L’utilisation des courbes de niveau est tres répandue en cartographie. Nous pouvons énumérer quelques
exemples de ceci. Une ligne isohypse est une courbe sur une carte représentant les points d’une région
terreste ayant la méme altitude; une ligne isotherme, celle des points d’une région ayant la méme température
moyenne; une ligne isobare, celle des points d’une région ayant la méme pression atmosphérique a un instant
et a une altitude donnés. Une ligne isobathe est une courbe sur une carte représentant les points d’une région
terreste ayant la méme profondeur et une ligne isohyete, celle des points d’une région ayant les mémes pluies
moyennes.

Exemples 2.3:

a) Les courbes de niveau C, de la fonction f(z,y) = 2% — y? de I'exemple 2.2 a) ci-dessus sont les courbes
suivantes. Si v = 0, alors C, est la réunion des deux droites t —y = O et x +y = 0 car 22 — y? =
(z—y)z+y) =0 x—y=00ux+y=0. Siv=#£D0,alors la courbe de niveau C, est une hyperbole.

Quelques-unes de ces courbes de niveau sont tracées a la figure 2.5.

9



Courbes de niveau dg, y) = x2 -y2

—4-
figure 2.5
b) Les courbes de niveau C, de la fonction g(z,y) = = + 0.5y de 'exemple 2.2 b) sont les droites dont la
pente est —2 car x + 0.5y =v <& y= —2x+ 2v. Quelques-unes de ces courbes de niveau sont tracées a
la figure 2.6.
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Pour représenter graphiquement une fonction de trois variables f(z,y,z) au moyen d’un graphe, il
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faudrait avoir recours & R*. Ceci s’avere impossible. Mais il est possible d’avoir recours & des surfaces de
niveau pour représenter f(z,y,z). Une surface de niveau de f(z,y,z) est un sous-ensemble de R? de la

forme S, = {(z,y,2) € R®| f(z,y,2) = v} olt v est un nombre réel. 1l suffit alors pour décrire f de tracer
quelques-unes de ses surfaces.

Exemples 2.4:
a) Les surfaces de niveau de S, de la fonction f(x,y,2) = 22 + y? — 2z sont des paraboloides elliptiques
S, ={(x,y,2) € R?®| 2 = 2% + y* — v}. Quelques-unes de ces surfaces de niveau sont tracées a la figure 2.7.

Surfaces de niveau digs, y, 2) =x2 + y2-z
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figure 2.7

b) Les surfaces de niveau de S, de la fonction g(x,y, z) = 22 + 2y? + 422 sont des ellipsoides lorsque v > 0 et

Porigine {(0,0,0)} lorsque v = 0. Noter que S, = () lorsque v < 0. Quelques-unes de ces surfaces de niveau
sont tracées a la figure 2.8.
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Surface de niveau agXx, y, 2) =x2 + 2y2 + 472

figure 2.8

c) Les surfaces de niveau S, de h(z,y, z) = x +y — z sont des plans dans R?.

Nous n’insisterons pas plus sur les surfaces de niveau dans ces notes. Il est en général difficile de tracer
les surfaces de niveau d’une fonction de trois variables réelles. Nous allons maintenant définir la notion de
dérivée partielle premierement pour les fonctions de deux variables, ensuite pour celles de trois variables et
finalement pour celles de n variables.

Soit f(x,y) une fonction de deux variables définie sur le domaine D. Alors la dérivée partielle de f
par rapport & x au point (a,b) € D est la dérivée au point x = a de la fonction d’une variable x — f(z,b)
obtenue en posant y = b dans la définition de f. Cette dérivée partielle est notée

g—i ) ou encore f,(a,b).
Plus formellement, nous avons
6f f(a+h7b)_f(a7b)
- = lim .
Oxl(ap)  h—0 h

De fagon similaire, la dérivée partielle de f par rapport & y au point (a,b) € D est la dérivée au point
y = b de la fonction d’une variable y — f(a,y) obtenue en posant * = a dans la définition de f. Cette
dérivée partielle est notée

0
8_£ ) ou encore fy(a,b).
Ainsi formellement nous avons
g o f(a7b+k)_f(a7b)
Oy l(ap) k=0 k ’

Si la dérivée partielle f;(a,b) par rapport & x (respectivement f,(a,b) par rapport a y) est définie
pour tout point (a,b) appartenant & un domaine D’, nous obtenons ainsi une nouvelle fonction notée f,
(respectivement f).

Nous allons maintenant illustrer comment calculer les dérivées partielles f, et f, pour la fonction
f(z,y) = xsin(z?y) + 2xy — 3x + 4y. Pour calculer f,, il suffit de considérer y comme une constante et de
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prendre la dérivée de f par rapport a x avec cette hypothése. Nous obtenons alors

0
fo= B_f = sin(x?y) + z(cos(x?y))2zy + 2y — 3.
x
Alors que pour calculer fy, il suffit de considérer z comme une constante et de prendre la dérivée de f par
rapport a y avec cette hypothese. Nous obtenons alors

_9f _

fy =G =" (cos(ay)) + 20 4 4.

Pour donner un sens plus concret a ce que sont les dérivées partielles, il faut procéder de la fagon
suivante. Si nous considérons l'intersection du graphe de f(x,y) avec le plan vertical y = b dans R?, nous
obtenons une courbe et f(a,b) est la pente de la droite tangente & cette courbe au point = a. De fagon
similaire, si nous considérons I'intersection du graphe de f(z,y) avec le plan vertical = a dans R?, nous
obtenons une courbe et f,(a,b) est la pente de la droite tangente & cette courbe au point y = b. Nous avons
illustrer ceci a la figure 2.9.

A
f(x, y)
graphe de

f(a,\b) / f(x,b)

graphe de
f(xy)

\— — —

figure 2.9

Tout comme pour les fonctions a une variable, il existe des dérivées partielles d’ordres supérieurs pour
f(z,y). Plus précisément, les dérivées partielles f, et f, de f(x,y) sont des fonctions de deux variables, il est
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donc possible de considérer leurs dérivées partielles.
d’ordre deux que ’on notera

ofr 2 I}
Ox?’ Oxdy’ Oyox’ y?
Elles sont définies par les formules suivantes:
5 =5 (5)
ox? 8x ox
o2r_9 0 (90
Oydx  Oy\ox/’

Nous obtenons ainsi quatre dérivées partielles mixtes

(respectivement fuu, fyzs foy €t fyy )-

Pf of
8x8y 81: ( y )
>f of
8y 8y ( dy )

Il faut ici noter la différence dans ces deux systemes de notation dans l'ordre de différentiation. Nous

allons illustrer ceci dans un exemple.

Exemples 2.5:
Soit f(z,y) = 223y + e*¥. Alors:

d
8gfc = 627y + ye™
2
gxé = 55627y + ye™) = 12y + ye™
82f 2 Ty 2 xy Ty
Byon = a—y(G:z: y +ye™) = 6a° + e + zye

Noter que dans cet exemple nous avons

o2 f

0zxdy -

Z—ch = 223 4 we™V
2
(‘;{jcfi)fy 88:10 (22° 4 ze™) = 62% + ™Y + zye™
82f 0 2 xy
a2 6(296 + xe®) =z e,
0*f
Oydx’

Ceci n’est pas fortuit. Nous expliquerons dans un chapitre ultérieur sous quelles conditions ceci est vrai .
En procédant comme pour les dérivées partielles d’ordre deux, il est possible de considérer des dérivées

partielles d’ordre trois, quatre, ..., etc. Par exemple,

Bf 9 0°f *f _

028~ Ox (@)7 Oyda® (&E ) 8:393;696 - (’%(8(225:6)’
83f :g(([ﬁf) 63f 6(6 ) 33f ) 32f
Oy20r Oy \dydx/’ 020y  Ox \Oz0y Gyondy 8_y( 8:583/)’
o f a9 (0%f f 0 (0%f
Oxdy? - %(8—y2)’ dy3 - 8_y(8—y2)’ ete

Il est important de noter que ’ordre de dérivation est

déterminé en lisant les termes du “dénominateur” de

la droite vers la gauche. Il est aussi possible de noter ces dérivées de la facon suivante:

»Bf

»Bf

[ = — 63
fmmm o3 ’ fﬂCﬂCU 8y8:c2 ’ facyac — f ,
0x0yox
F. >*f poo Pf 9%
T oy?ox’ YEE T 9x20y’ Fooy = 505 a0
5 f 5 yoxdy
Jyya = 920y fyyy = ErR ete.

Jusqu’a présent, nous n’avons considéré que le cas des fonctions de deux variables. Mais il est facile de
généraliser la notion de dérivées partielles pour les fonctions de trois variables réelles. Soient f(x,y, z), une
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fonction de trois variables x, y et z définie sur le domaine D et (a,b,c) € D. Alors les dérivées partielles de
f au point (a, b, ¢) sont définies par

0f| |y Jatrbo)— flabe)
ox (a,b,c) r—0 r
g _l,mf(a,b+S,C)_f(a,b,C)
8y (a,b,c) T 550 S ’
g :1imf(a’abvc+t)_f(a’abvc).
0z l(ab,e) t—0 t

En d’autres mots, la dérivée partielle f, est obtenue en dérivant la fonction f par rapport a = tout en
considérant y et z comme des constantes. De la méme facon,la dérivée partielle f, est obtenue en dérivant
la fonction f par rapport a y tout en considérant z et z comme des constantes et la dérivée partielle f, est
obtenue en dérivant la fonction f par rapport a z tout en considérant x et y comme des constantes.

Exemple 2.6:
Si f(x,y,2) = 23y + 222 + y*20, alors
0 9] 0
—f = 32%y + 22, —f = a3 + 49325, —f = 2zz + 6y*2°.
ox y 0z

Tout comme pour les fonctions de deux variables, il est possible de considérer les dérivées partielles
mixtes d’ordre deux, trois, etc. Le lecteur n’aura aucune difficulté a généraliser ces dérivées d’ordres
supérieurs. Nous illustrerons ceci dans les exercices a la fin de ce chapitre.

Finalement soient f(x1,x2,...,x,) une fonction définie sur un domaine D de R™ et (a1, aq,...,a,) € D.
Alors la dérivée partielle de f par rapport a z; au point (a1, as,...,a,) est
of — lim flat,az,...,a;+hiy. .. a,) — flar,az,...,ay)
6:51- (a1,a2,...,an) h;—0 hl '

Il est aussi facile de généraliser aux fonctions a n variables les dérivées mixtes d’ordres supérieurs.
Exemple 2.7:
Soit f(w1, 7,73, 74) = 17y + 2375, Alors:
o3 f
0z20z3

of 5 0 f 0

3 2
Pon xy, 8—:10% = 3_561(4I1I2) = 12z7x9,

=20z

Exercice 2.1:
Pour chacune des fonctions f(z,y) suivantes, tracer son graphe et déterminer ses courbes de niveau:
8) fla,y) = 2% + y%
b) f(z,y) = e™¥;
¢) f(z,y) = |z +y| ou | -| est la valeur absolue.

Exercice 2.2:
Déterminer les dérivées partielles f, et f, pour chacune des fonctions f(z,y) suivantes:
a) f(z,y) = (¢* — 3zy +y*)/(2x + 3y);
b f(:c,y) _ ef)cos(zy)
fz,y) = (2% + 2y + y?) cos(zy)
f(z,y) = 2zy /e,

]
~

d

~—
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Exercice 2.3:
Calculer toutes les dérivées d’ordre < 2 de la fonction f(x,y) = 22 + 3zy® + cos(zy), i. e. calculer

of of o o  of 0%

8z’ Ay’ 8x2 Oxdy’ Oydx’ Oy’
Exercice 2.4:
Montrer que
0% f B 0% f
dxdy  Oydx

pour toute fonction f(x,y) de la forme
apx” + alx"_ly + azx"_2y2 ot an,lxy"_l + any”
ou ag, ay,. .., a, sont des nombres réels.
Exercice 2.5:
Montrer que

L
Oxdy  Oyox
pour toute fonction f(x,y) de la forme
cos(axzPy?) + sin(bx"y*)
ou a, b sont des nombres réels et p, g, 7, s sont des entiers positifs.

Exercice 2.6:
En utilisant la définition de dérivées partielles, montrer que

ofp  _9of
dx 10,0 0y l0,0
pour la fonction

_Jx+y, siz=00uy=0;
fz,y) = { 1, sinon.

Exercice 2.7:
Pour chacune des fonctions f(z,y) suivantes, déterminer les points (a,b) pour lesquels nous avons simul-

tanément
o _y o

9 et 8y—0:

a) fz,y) = 2® + xy + v
b) f(z,y) = 2%y + xy°.
Exercice 2.8:

Pour la fonction f(z,y,z) = (2% + xy + y2z)e®T2¥, calculer les dérivées partielles suivantes:

af  9:f 8 f 2 Bf

x> Oydx’ 922" 0xdz’  Oydxdz’

Exercice 2.9:
Déterminer f,,(0,0) et f,(0,0) pour la fonction

-y /(@ +y?), si(z,y)
B B T
07 SI (I, y)

Que peut-on déduire de ce calcul?

Exercice 2.10:
Méme question qu’au numéro précédent, mais cette fois pour la fonction

Flz,y) = {yw4 sin(1/x), siz#0;

0, six=0.
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