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Introduction

La théorie des distributions introduite par S.L Sobolev [17] et L. Schwartz
[12], depui lontemps s’est révélé un outil indispensable à l’Analyse Mathé-
matique. Citons à titre d’exemple le théorème de Malgrange-Ehrenpreis, qui
affirme que tout opérateur diffirentiel linéaire à coéfficients constants admet
une solution fondamentale distributionnelle. Cependant , certains exemples
montrent la limitation des distributions. En 1954, L. Schwartz publia sa note
[14], où il montre les contraintes de définir une multiplication générale dans
D′. L’exemple suivant

δ = (xVp
1

x
)δ 6= Vp

1

x
x(δ) = 0

en est déja une illustration.
J. F. Colombeau, voir [2] et [3] a construit une algèbre commutative et asso-
ciative (A(Ω),+, ◦) jouissant des proprietés suivantes :

I. L’espace D′(Ω) est lineairement injecté dans A(Ω) et f ≡ 1 est l’unité
dans A(Ω).

II. Il existe des opérateurs de dérivation

∂i : A(Ω) → A(Ω), (i = 1, ..., n)

qui sont lineaires et vérifient la règle de Leibniz.
III. La réstriction ∂i | D′(Ω) est la dérivation partielle usuelle (i = 1, ..., n).

IV. La réstriction ◦ | C∞×C∞ coincide avec la multiplication de fonctions.
Le but de ce mémoire est d’exposer la topologie des nombres généralisés C̃
et les C̃-modules. En par ticulier G(Ω) et Gc(Ω).
Cette thèse est organiser de manière suivante : Dans le chapitre I , nous
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introduisons la topologie des nombres généralisés C̃ à l’aide des valuations
et ultra-pseudo-seminormes. Cette topologie sera la base du reste du mé-
moire. Dans la suite du chapitre , nous adaptons les définitions de concepts
absorbant, convexe et équilibré à la construction algébrique des C̃-modules
et développé cette topologie pour transférer une grande majorité de la théo-
rie des E.V.T. Dans ce cadre, on a étudier le théorème du graphe fermé,
application ouverte, la limite inductive , la limite projective et dualité. Le
chapitre II est consacrer aux fontions génèraliseés de Colombeau, elle forme
d’une algèbre commutative , associative et différentiélle, dans laquelle s’in-
jecte D′(Ω). Les opérations de D′(Ω) s’étendent aux fontions génèraliseés de
Colombeau. Le dernier chapitre est une étude topologique de G(Ω) et Gc(Ω),
où la théorie du premier chapitre est pleinement appliquée.



Chapitre 1

C̃-modules topologiques

1.1 Espaces topologiques
Ce paragraphe est consacré à de rappels topologiques nécessaires.

Définition 1.1.1. Soient E un ensemble non vide, P(E) la famille de toutes
les parties de E et τ ⊂ P(E). On dit que τ définie une topologie sur E, si
A1) ∅ ∈ τ et E ∈ τ.
A2) τ est stable par réunion quelconque.
A3) τ est stable par intersection finie.
E muni de τ, noté (E, τ), est appelé espace topologique et tout élément de τ
est appelé ouvert de E.

Définition 1.1.2. Soient V un sous-ensemble de (E, τ) et x ∈ E, on dit que
V est un voisinage de x s’il existe un ouvert O tel que x ∈ O ⊂ V.

Proposition 1.1.3. Un sous-ensemble O de (E, τ) est un ouvert si et seule-
ment s’il est voisinage de tous ses points.

Soient x un point d’un espace topologique (E, τ) et V(x) la famille de
tous ses voisinages.

Proposition 1.1.4. Les propriétés suivantes sont vérifiées par V(x)

V1) x appartient à tout V de V(x).

V2) Si V ∈ V(x) et W est une partie de E contenant V, alors W appartient
à V(x).

6
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V3) V(x) est stable par intersection finie.
V4) Pour tout èlèment V de V(x), il existe un èlèment de W de V(x) de sorte

que : ∀y ∈ W,V ∈ V(y).

Définition 1.1.5. Soient x un point d’un espace topologique (E, τ) et V(x)
la famille de tous ses voisinages.Une famille B de voisinages de x est dite
base de voisinages de x, si

∀V ∈ V(x),∃B ∈ B : B ⊂ V

Theorem 1.1.6. Soit E un ensemble non vide et pour tout point x de E,
on associe une famille F(x) de parties de E vérifiant V1, V2, V3 et V4, alors il
existe une unique topologie sur E pour laquelle F(x) coïncide avec la famille
V(x) des voisinages de x.

Définition 1.1.7. Soit (E, τ) un espace topologique, on dit qu’il est un espace
de Baire, si la propiété suivante est vérifiée : Si (Fn)n est une suite de fermés
de E d’intérieur vide, alors F =

⋃
n Fn est encore d’intérieur vide.

Définition 1.1.8. Soit E un ensemble quelconque, on appelle filtre de E, une
famille F de sous-ensembles non vides de E tels que

i) Si A,B ∈ F, alors A ∩B ∈ F.

ii) Si A ∈ F et A ⊂ B, alors B ∈ F.

Définition 1.1.9. On appelle base de filtre de E, une famille B de sous-
ensembles non vides de E tels que ∀A,B ∈ B, ∃C ∈ B, tel que C ⊂ A ∩B.

Définition 1.1.10. Soient F et G deux filtres d’un même ensemble. F est
dit plus fin que G, si ∀G ∈ G, G ∈ F.

Définition 1.1.11. Soient (E, τ) un espace topologique et F un filtre de E.
On dit que F converge vers a ∈ E, qu’on note lim F = a, si F est plus fin
que le filtre des voisinages de a, i.e. V(a) ⊂ F.

Proposition 1.1.12. Soient F un filtre de l’espace topologique (E, τ) et a ∈
E, alors lim F = a si et seulement si ∀V ∈ V(a),∃F ∈ F, F ⊂ V.

Proposition 1.1.13. Soient (E, τ) un espace topologique, alors E est séparé
si et seulement si un filtre convergent ne peut avoir plus d’une limite.
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1.2 Nombres généralisés C̃
Notons C le corps des nombres complexes et I =]0, 1].

Notation :On note f = O(ε−m), ε→ 0, si

∃c > 0,∃η > 0, |fε| ≤ cε−m,∀ε ∈]0, η[.

Définition 1.2.1. Es
M = {(rε) ∈ CI | ∃N ∈ N, |rε| = O(ε−N), ε→ 0}

Ns = {(rε) ∈ CI | ∀m ∈ N, |rε| = O(εm), ε→ 0}.

Proposition 1.2.2. 1) Es
M est un sous-algèbre de CI .

2) Ns est un idéal de Es
M .

Preuve. 1)Soient (rε)ε, (sε)ε ∈ Es
M et λ1, λ2 ∈ C par définition

∃N1 ∈ N0,∃η1 > 0,∃c1 > 0, |rε| ≤ c1ε
−N1 ,∀ε ∈]0, η1[ (1.1)

∃N2 ∈ N0,∃η2 > 0,∃c2 > 0, |rε| ≤ c2ε
−N2 ,∀ε ∈]0, η2[ (1.2)

D’où

|(λ1rε + λ2sε)| ≤ |λ1||rε|+ |λ2||sε|
≤ |λ1|c1ε−N1 + |λ2|c2ε−N2

≤ cε−N ,∀ε ∈]0, η[

où N = max(N1, N2), η = min(η1, η2) et c = |λ1|c1 + |λ2|c2.
Pour le produit |rεsε| ≤ c1ε

−N1c2ε
−N2 ≤ cε−N où N = N1 +N2,

η = min(η1, η2) et c = c1c2.
2)Soient (rε)ε ∈ Es

M et (sε)ε ∈ Ns. Par définition

∃N ∈ N0,∃η1 > 0,∃c1 > 0|rε| ≤ c1ε
−N ,∀ε ∈]0, η1[

∀m ∈ N0,∃η2 > 0,∃c2 > 0, |sε| ≤ c2ε
m−N ,∀ε ∈]0, η2[,

d’où ∀m ∈ N0, |rεsε| ≤ c1c2ε
m,∀ε ∈]0, η[

où η = min(η1, η2)

Définition 1.2.3. C̃ = Es
M/N

s est appelé l’algèbre des nombres généralisées
de Colombeau.

Définition 1.2.4. Soient z = [(zε)ε] , r = [(rε)ε] ∈ C̃, z = r dans C̃, si
(zε − rε)ε ∈ Ns.
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Le corps C s’injecte canoniquement dans C̃ par l’application

C → C̃
z 7−→ [(z)ε]

Définition 1.2.5. Soit r ∈ C̃ est dit inversible, s’il existe s ∈ C̃ tel que
r · s = 1̃ = [(1)ε] dans C̃.
Proposition 1.2.6. C̃ est un anneau.

Preuve. Facile.

Remarque 1.2.7. C̃ n’est pas un corps. En effet, considérons

rε =

{
0 si ε = 1

n

1 si non
, (1.3)

alors (rε)ε ∈ Es
M et (rε)ε 6∈ Ns, ce qui signifie que [(rε)ε] 6= 0 dans C̃. Suppo-

sons qu’il existe [(sε)ε] ∈ C tel que r · s = 1. Alors il existe (ηε)ε ∈ Ns tel que
rεsε + ηε = 1 ∀ε ∈ I, ce qui implique ηε = 1 pour ε = 1

n
contradiction.

Définition 1.2.8. Soit r ∈ C̃ est dit strictement non nul, s’il existe un
représentant (rε)ε et m ∈ N tel que |rε| ≥ εm pour ε suffisament petit.

Proposition 1.2.9. Soit r ∈ C̃, les conditions suivantes sont équivalentes :
I. r est inversible.

II. r est srictement non nul

Preuve. (1) ⇒ (2) soit r = [(rε)ε] et v = [(vε)ε] l’inverse de r, par hypothèse
il existe (ηε)ε ∈ Ns tel que rεsε = 1 + ηε, ∀ε ∈ I, alors on peut affirmer qu’il
existe ε0 > 0 tel que sε 6= 0, ∀ε < ε0. Supposons le contraire , alors il existe
une suite εm → 0 quand ε→ 0 et sεm = 0, ∀m, d′où 0 = rεmsεm = 1+ηεm → 1
quand m → ∞ ce qui est absurde. Puisque (sε)ε ∈ Es

M , alors il existe N ∈
N, ε1 > 0 tel que |sε| ≤ ε−N , ∀ε ∈]0, ε1[

d′où |rε| = |1+ηε|
|sε| et

|rε| ≥ |1− |ηε||
|sε|

> εN |1− |ηε||
> εN+1,

ainsi r est strictement non nul.
(2) ⇒ (1) r a pour inverse s = [( 1

rε
)ε].
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1.3 Topologie de C̃
Lemme 1.3.1. L’application

V : EM −→ ]−∞,+∞]

(uε)ε 7−→ sup{b ∈ R : |uε| = O(εb), ε −→ 0} (1.4)

vérifie
i) V ((uε)ε) = +∞ si et seulement si (uε)ε ∈ N.

ii) V ((uε)ε(vε)ε) ≥ V ((uε)ε) + V ((vε)ε).

iii) V ((cεb)ε(vε)ε) = V ((cεb)ε) + V ((vε)ε).

iv) V ((uε)ε + (vε)ε) ≥ min{V ((uε)ε), V ((vε)ε))}
v) V ((cεb)ε + (vε)ε) = min{V ((cεb)ε), V ((vε)ε))}.

Preuve. Comme (uε)ε ∈ EM, alors ∃N ∈ N tel que |uε| = O(ε−N), (ε −→ 0).
D’où V ((uε)ε) ∈ R̄.
i) Montrons (i), supposons V ((uε)ε) = +∞, soit m ∈ N, ∃b ∈ R tel que

b > m et |uε| ≤ cεb ≤ cεm i.e., (uε)ε ∈ N.
Réciproquement , supposons (uε)ε ∈ N.
N ⊂ {b ∈ R : |uε| = O(εb), ε −→ 0}, d’où V ((uε)ε) = +∞.

ii) Montrons (ii) si V ((uε)ε) 6= +∞ et V ((vε)ε) 6= +∞. Soit η > 0, ∃b1, b2 ∈ R
tel que |uε| ≤ cεb1 et |vε| ≤ cεb2 ,
V ((uε)ε)− η

2
< b1, V ((vε)ε)− η

2
< b2 (ε −→ 0).

Ainsi V ((uε)ε) + V ((vε)ε)− η < b1 + b2 et
|uεvε| ≤ c1c2ε

b1+b2 , ε −→ 0.
D’où V ((uε)ε) + V ((vε)ε)− η < V ((uεvε)ε),∀η > 0.
Si V ((uε)ε) = +∞,
(resp.V ((uε)ε) = +∞), alors (uε)ε ∈ N, (vε)ε ∈ EM ,
d’où (uεvε) ∈ N car N est un idéal

iii) Si u = (cεa)ε

V ((cεavε)ε) = sup{b ∈ R : |cεavε| = O(εb)}
= sup{b ∈ R : |vε| = O(εb−a)}
= sup{a+ ξ ∈ R : |vε| = O(εξ)}
= a+ V ((vε)ε) = V ((cεa)ε) + V ((vε)ε))
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iv) de la même manière.
v) de la même manière.

Proposition 1.3.2. L’application V est constante sur chaque classe modulo
N.

Preuve. Si [(uε)ε] = [(vε)ε], alors (uε − vε)ε ∈ N. D’pres (i) V ((uε − vε)ε) =
+∞, alors

V ((uε)ε) = V ((uε − vε + vε)ε)

≥ min(V ((uε − vε)ε), V ((vε)ε)))

≥ V ((vε)ε)

V ((vε)ε) = V ((vε − uε + uε)ε)

≥ min(V ((vε − uε)ε), V ((uε)ε))

≥ V ((uε)ε)

d’où V ((uε)ε) = V ((vε)ε).

Définition 1.3.3. L’aplication

VC̃ : C̃ −→ ]−∞,+∞]

u 7−→ VC̃(u) = V ((uε)ε) (1.5)

est appeleé une valuation sur C̃

Proposition 1.3.4. L’application

|.|e : C̃ −→ [0,+∞[

u 7−→ |u|e = e−VC̃(u) (1.6)

vérifie
i) |u|e = 0 ⇐⇒ u = 0

ii) |λµ|e ≤ |λ|e|µ|e, ∀λ, µ ∈ C̃
iii) |λµ|e = |λ|e|µ|e, ∀λ = [(cεa)ε], c ∈ C, a ∈ R, et µ ∈ C̃
iv) |λ+ µ|e ≤ max(|λ|e, |µ|e), ∀λ, µ ∈ C̃.
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Preuve. i)

|λ|e = 0 ⇐⇒ e−VC̃(λ) = 0

⇐⇒ VC̃((λε)ε) = +∞
⇐⇒ (λε)ε ∈ N

⇐⇒ λ = 0

ii)

|λµ|e = e−VC̃((λε)ε(µε)ε)

≤ e−VC̃(λ)−VC̃(µ)

≤ e−VC̃(λ)e−VC̃(µ)

≤ |λ|e|µ|e

iii)

|[(cεa)ε]µ|e = e−VC̃((cεa)ε(µε)ε)

= e−VC̃((cεa)ε)−VC̃((µε)ε)

= e−VC̃((cεa)ε)e−VC̃((µε)ε)

= |λ|e|µ|e

iv)

|λ+ µ|e = e−VC̃(λ+µ) ≤ emax(−VC̃(λ),−VC̃(µ))

≤ max(e−VC̃(λ), e−VC̃(µ))

≤ max(|λ|e, |µ|e)

.

Définition 1.3.5. La topologie sur C̃ est la topologie la moins fine qui rend
l’application

|.|e : C̃ −→ [0,+∞[

u 7−→ |u|e = e−VC̃(u) (1.7)

continue.

Proposition 1.3.6. i) Un sous-ensemble de C̃ est un ouvert si et seulement
s’il est l’image réciproque d’un ouvert de R.
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ii) La famille (Bεn(0))n∈N est une base un voisinage de l’origine dans C̃, où

Bεn(0) = {λ ∈ C̃ : |u|e = εn}

Preuve.

Facile.

Proposition 1.3.7. La topologie (C̃, |.|e) est compatible avec la structure
d’anneau, i.e. les applications

S : C̃× C̃ −→ C̃
(x, y) 7−→ x+ y

M : C̃× C̃ −→ C̃
(λ, u) 7−→ λu

sont continues quand on munit C̃× C̃ par la topologie produit.

Preuve. On munit C̃× C̃ par la topologie produit . Alors les applications

S : C̃× C̃ −→ C̃
(λ, µ) 7−→ λ+ µ

M : C̃× C̃ −→ C̃
(λ, µ) 7−→ λµ

sont continues. Car |λ+ µ|e ≤ max(|λ|e, |µ|e), implique la continuité de S et
|λµ|e ≤ |λ|e|µ|e, implique la continuité de M

1.4 C̃-modules topologiques
Définition 1.4.1. Soit A un anneau, on appelle A-module, la donné d’un
groupe abélien (G,+) muni de la multiplication

A× G −→ G

(λ, u) 7−→ λu

tels que, pour tous λ, µ ∈ A et u, v ∈ G on a
i) (λ+ µ)v = λv + µv
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ii) λ(u+ v) = λu+ λv

iii) λ(µu) = (λµ)u

iv) 1u = u.

Remarque 1.4.2. Si on prend A = C̃, on dit C̃-module.

Exemple 1.4.3. C̃ est un module sur lui-même

Définition 1.4.4. Un sous-ensemble A d’un C̃-module G est dit
1) C̃-absorbant si pour tout u ∈ G, il existe a ∈ R tel que u ∈ [(εb)ε]A pour

tout b ≤ a.
2) C̃-équilibré si λA ⊂ A pour tout λ ∈ C̃ tel que |λ|e ≤ 1.

Définition 1.4.5. Une topologie τ d’un C̃-module est dite C̃-linéaire, si les
applications

S : G× G −→ G

(x, y) 7−→ x+ y

M : C̃× G −→ G

(λ, u) 7−→ λu

sont continues quand on munit G × G et C̃ × G par les topologies produits.
Dans ce cas (G, τ) est dit un C̃-module topologique.

Proposition 1.4.6. Soient u0 ∈ G et λ ∈ C̃, λ inversible, alors les applica-
tions suivantes

Su0 : (G, τ) −→ (G, τ)

u 7−→ u+ u0

Mλ : (G, τ) −→ (G, τ)

x 7−→ λx

sont des homéomorphismes.

Preuve. Montrons que Su0 et Mλ sont bijectives et bicontinues. Les appli-
cations inverses sont S−1

u0
(u) = u − u0 = S−u0(u) et M−1

λ (u) = λ́u = Mλ́(u).
On a Su0 = S(., u0) et Mλ = M(λ, .). D’où la continuité de Su0 et Mλ car G

est un C̃-module topologique.
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Proposition 1.4.7. Soit G un C̃-module topologique et B une base de voisi-
nage de l’origine, alors pour tout U ∈ B on a

i) U est absorbant.
ii) Il existe V ∈ B tel que V + V ⊂ U.

iii) Il existe W voisinage de l’origine , équilibré tel que W ⊂ U.

Preuve. i) Soit U ∈ B et a ∈ G. Considérons l’application

Ha : C̃ −→ G

λ 7−→ λa

Ha = M(., a) est continue, en particulier pour λ = 0C̃, alors il existe
η > 0 tel que λa ∈ U , pour tout λ ∈ C̃, |λ|e ≤ η. D’où [(ε−b)ε]a ∈ U ,
pour tout b ≤ log η. Ainsi a ∈ [(εb)ε]U , b ≤ log η. Ce qui prouve que U
est absorbant.

ii) Soit U ∈ B, l’application

S : G× G −→ G

(x, y) 7−→ x+ y

est continue, en particulier en (0, 0). Alors il existe V1, V2 ∈ B tel que
V1+V2 ⊂ U . Comme B est une base , il existe V ∈ B tel que V ⊂ V1∩V2,
d’où V + V ⊂ V1 + V2 ⊂ U , ce qui prouve (ii)

iii) Soit U ∈ B, l’application

M : C̃× G −→ G

(λ, x) 7−→ λx

est continue, en particulier en (0, 0), alors il existe η > 0 et V ∈ B tel
que λV ⊂ U , pour tout, |λ|e ≤ η. Posons

W =
⋃
|λ|e≤η

λV.

I. Par construction on a W ⊂ U
II. W est un voisinage de l’origine puisque

∣∣(ε− log η)ε

∣∣
e
= η, [(ε− log η)ε]

est inversible et [(ε− log η)ε]V ⊂ W
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III. W équilibré car ∀µ ∈ C̃, |µ|e ≤ 1 on a

µW ⊂
⋃
|λ|e≤η

µλV.

puisque |µλ|e ≤ |λ|e|µ|e ≤ |λ|e ≤ η. Donc

µW ⊂
⋃
|λ|e≤η

λV = W

Proposition 1.4.8. Si G est un C̃-module topologique et B une base de voi-
sinage de l’origine de G, alors ⋂

V ∈B

V = {0}

si et seulement si G est séparé.

Preuve. (⇒) Comme G est séparé, alors ∀x 6= 0, ∃W ∈ V(o) tel que x 6∈ W .
Or B est une base , il existe V ∈ B tel que V ⊂ W . Donc x 6∈ V , ainsi

x 6∈
⋂

V ∈B

V.

(⇐) Soit x 6= 0, alors
x 6∈

⋂
V ∈B

V,

il existe V ∈ B tel que x 6∈ V, donc G est séparé.

Définition 1.4.9. Soit G un C̃-module topologique et M un C̃-sous-module
de G. On appelle topologie quotient sur G/M, la plus fine topologie qui rend
la surjection cannonique

ϕ : G −→ G/M

x 7−→ ϕ(x) = x

continue.



CHAPITRE 1. C̃-MODULES TOPOLOGIQUES 17

Proposition 1.4.10. Un sous-ensemble Ω de G/M sera dit ouvert si et seule-
ment si ϕ−1(Ω) est un ouvert de G.

Preuve. Facile.

Proposition 1.4.11. Soit G/M un C̃-module topologique quotient où M est
C̃-sous-module de G. Alors G/M est séparé si et seulement si M est fermé.

Preuve. (⇒) Si G/M est séparé, alors {0̄} est fermé, donc M = ϕ−1({0̄})
est fermé dans G, où ϕ est la surjection cannonique.
(⇐=) Si M est fermé, x̄ = ϕ(x) 6= 0̄. Alors x 6∈ M , il existe un voisinage
ouvert U de x tel que U ∩M = φ. D’où x̄ − ϕ(U) est un voisinage de 0̄, ne
contient pas x̄, donc G/M est séparé.

Définition 1.4.12. Soient (E, τ) un C̃-module topologique et F un filtre de
E. On dit que F est un filtre de Cauchy si ∀V ∈ V(0),∃F ∈ F tel que
F − F ⊂ V.

Proposition 1.4.13. Tout filtre convergent est un filtre de Cauchy.

Preuve. Supposons F est un filtre en A qui converge vers a ∈ A. Soit V un
voisinage de 0 dans G, il existe W un voisinage équilibré de 0 dans G, tel que
W +W ⊂ V. Alors il existe F ∈ F tel que F ⊂ a+W, d’où F − F ⊂ V car
si x, y ∈ F on a
x− y = (x− a)− (y − a) ∈ W −W = W +W ⊂ V .

Définition 1.4.14. Soit G un C̃-module topologique , a ∈ G et F un filtre
dans G. On dit que a adhère F si,∀A ∈ F, a ∈ A.

Proposition 1.4.15. Si a ∈ G adhère à un filtre de Cauchy O en A, alors
O converge vers a.

Preuve. Soit V un voisinage de 0 dans G, il existe W un voisinage équilibré
de 0 dans G, tel que W +W ⊂ V. Alors il existe F ∈ O tel que F − F ⊂ W.
D’autre part F ∩ (a +W ) 6= ∅, soit y ∈ F ∩ (a +W ). Montrons F ⊂ a + V.
Soit z ∈ F , z = z − y + y

z − y ∈ W ⇒ z ∈ y +W

⇒ z ∈ a+W +W

⇒ z ∈ a+ V

.
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1.5 C̃-modules localement convexes
Définition 1.5.1. Un sous-ensemble A d’un C̃−module G est dit

1) C̃-convexe, si A+ A ⊂ A et [(εb)ε]A ⊂ A, pour tout b ≥ 0

2) C̃-absolument convexe, s’il est convexe et équilibré.

Proposition 1.5.2. L’intersection quelconque de convexes dans un C̃ −
module est convexe.

Preuve. Soit (Aα)α une famille quelconque de convexes
1) Montrons ⋂

α

Aα +
⋂
α

Aα ⊂
⋂
α

Aα.

Comme Aα est convexe, ∀α, on a⋂
α

Aα ⊂ Aα⋂
α

Aα +
⋂
α

Aα ⊂ Aα + Aα⋂
α

Aα +
⋂
α

Aα ⊂ Aα⋂
α

Aα +
⋂
α

Aα ⊂
⋂
α

Aα

2) Montrons
[(εb)ε]

⋂
α

Aα ⊂
⋂
α

Aα,

pour tout b ≥ 0.

[(εb)ε]
⋂
α

Aα ⊂ [(εb)ε]Aα

⊂ Aα

⊂
⋂
α

Aα.

Proposition 1.5.3. i) Si 0 ∈ A, alors A est convexe si et seulement si
[(εb1)ε]A+ [(εb2)ε]A ⊂ A, pour tout b1, b2 ≥ 0.
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ii) Si A est C̃−équilibré, alors A est C̃−convexe si et seulement si λA+µA ⊂
A, ∀λ, µ ∈ C̃, max(|λ|e, |µ|e) ≤ 1.

Preuve. i) (⇒) Supposons A est convexe , alors [(εb1)]A ⊂ A et [(εb2)]A ⊂ A
où b1 ≥ 0 et b2 ≥ 0, donc [(εb1)]A+ [(εb2)]A ⊂ A+ A ⊂ A.
(⇐) Prenons b1 = b2 = 0, alors A + A ⊂ A. Posons b1 = 0 et b2 = b,
ainsi [(εb)]A ⊂ A, d’où A est convexe.

ii) (⇒) Comme A équilibré , alors λA ⊂ A et µA ⊂ A , d’où λA + µA ⊂
A+ A ⊂ A.
(⇐) λ = µ = 1 donne A + A ⊂ A. Prenons λ = 0, µ = [(εb)ε], b ≥ 0,
alors [(εb)]A ⊂ A

Définition 1.5.4. Un C̃-module topologique est dit localement convexe s’il
admet une base de voisinages de l’origine formée d’ensembles convexes.

Définition 1.5.5. On appelle enveloppe convexe d’un ensemble A noté Γ(A),
l’intersection de tous les convexes contenant A.

Proposition 1.5.6. L’enveloppe convexe Γ(A) est identique à l’ensemble H
des éléments de la forme

n∑
k=1

[(εbk)ε]ak,

où bk ≥ 0 et ak ∈ A

Preuve. Montrons H ⊂ Γ(A). Raisonnons par récurrence. Pour n = 1,
b = [(εb1)ε]a1, a1 ∈ A et b1 ≥ 0, b ∈ Γ(A) car A ⊂ Γ(A) et Γ(A) convexe.
Supposons la vraie pour (n-1)

n∑
k=1

[(εbk)ε]ak =
n−1∑
k=1

[(εbk)ε]ak + [(εbn)ε]an,

l’hypothèse de récurrence montre que
n−1∑
k=1

[(εbk)ε]ak ∈ Γ(A)

et [(εbn)ε]an ∈ Γ(A), d’où
n∑

k=1

[(εbk)ε]ak ∈ Γ(A) + Γ(A) ⊂ Γ(A).



CHAPITRE 1. C̃-MODULES TOPOLOGIQUES 20

Pour montrer l’inclusion inverse, il suffit de prouver que H est convexe
n∑

k=1

[(εbk)ε]ak +
m∑

i=1

[(εci)ε]ai ∈ H

i.e. H +H ⊂ H et

[(εb)ε](
n∑

k=1

[(εbk)ε]ak) =
n∑

k=1

[(εb+bk)ε]ak

d’où [(εb)ε]H ⊂ H.

Proposition 1.5.7. Un C̃-module topologique localement convexe admet une
base de voisinages de l’origine formée d’ensembles absorbants et absolument
convexes.

Preuve. Soit U un voisinage de l’origine. Comme G est C̃-localement convexe,
alors U contient un voisinage de l’origine C̃-convexe W, puis W contient un
voisinage C̃- équilibré E. Soit Γ(E) l’enveloppe convexe de E, on sait Γ(E)
équilibré et E ⊆ W ⇒ Γ(E) ⊂ Γ(W ) = W (car W est convexe ). D’où
Γ(E) est un voisinage de l’origine C̃-équilibré, convexe et absorbant tel que
Γ(E) ⊆ U.

Définition 1.5.8. Dans G un C̃-module topologique localement convexe .

1) On appelle tonneau tout ensemble absorbant, équilibré, convexe et fermé.
2) G est dit tonnelé, si tout tonneau est un voisinage de l’origine.

Proposition 1.5.9. Tout C̃-module topologique localement convexe de Baire
est tonnelé.

Preuve. Soit B un tonneau, comme B est absorbant, alors

G =
⋃
n∈N

[(ε−n)ε]B

où [(ε−n)ε]B est un fermé dans G, car [(ε−n)ε] est inversible. Comme G est de
Baire, alors il existe [(ε−n)ε]B d’intérieur non vide. Comme l’application

f : G −→ G

u 7−→ [(εn)ε]u
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est continue, alors ∅ 6= f(

0︷ ︸︸ ︷
[(ε−n)ε]B) ⊂

0︷ ︸︸ ︷
f([(ε−n)ε]B) = B0, ce qui implique

B0 6= ∅, il existe V un voisinage de l’origine de G tel que u0 + V ⊂ B;
comme B est équilibré, alors −u0 ∈ B, ainsi par la convexité de B on a
V = −u0 + u0 + V ⊂ B + B ⊂ B. Ce qui prouve que B est un voisinage de
l’origine de G.

1.6 C̃-espaces ultra-pseudo-seminormés
Définition 1.6.1. Une ultra-pseudo-seminorme sur un C̃-module est une
application
P : G −→ [0,+∞) vérifiant

i) P(0) = 0

ii) P(λu) ≤ |λ|eP(u), pour tout λ ∈ C̃, u ∈ G

iii) P(λu) = |λ|eP(u), pour tout λ = [(cεa)ε], c ∈ C, a ∈ R, u ∈ G

iv) P(u+ v) ≤ max(P(u),P(v))

Remarque 1.6.2. Une ultra-pseudo-norme est une ultra-pseudo-seminorme
tel que P(u) = 0 implique u = 0.

Exemple 1.6.3. |.|e est une ultra-pseudo-norme sur C̃

Définition 1.6.4. Soit G un C̃-module. Une valuation sur G est une appli-
cation V : G −→ (−∞,+∞] vérifiant

i) V (0) = +∞
ii) V (λu) ≥ VC̃(λ) + V (u), ∀λ ∈ C̃, ∀u ∈ G

iii) V (λu) = VC̃(λ) + V (u), pour tout λ = [(cεa)ε], c ∈ C, a ∈ R, u ∈ G

iv) V (u+ v) ≥ min{V (u), V (v)}

Proposition 1.6.5. Soit V une valuation sur un C̃-module G. Alors P(u) =
e−V (u) est une ultra-pseudo-seminorme.

Preuve. Pour tous λ, µ ∈ C̃ et u, v ∈ G on a
1) Puisque V est une valuation, alors V (0) = +∞. Ce qui donne P(0) = 0
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2)

P(λu) = e−V (λu)

≤ e−VC̃(λ)−V (u)

≤ e−VC̃(λ)e−V (u)

≤ |λ|eP(u).

3)

P([(cεa)ε]u) = e−V ([(cεa)ε]u)

= e−VC̃([(cεa)ε])−V (u)

= e−VC̃([(cεa)ε])e−V (u)

= |[(cεa)ε]|eP(u).

4)

P(u+ v) = e−V (u+v)

≤ e−min(V (u),V (v))

≤ max(e−V (u), e−V (v))

≤ max(P(u),P(v))

Proposition 1.6.6. Soit A un ensemble absolument convexe et absorbant
d’un C̃-module G. Alors

VA(u) = sup{b ∈ R : u ∈ [(εb)ε]A} (1.8)

est une valuation sur G. De plus, pour PA(u) = e−VA(u) et η > 0 on a

{u ∈ G : PA(u) < η} ⊂ [(ε− log η)ε]A ⊂ {u ∈ G : PA(u) ≤ η} (1.9)

PA est appelé la jauge de A.

Preuve. Comme A est absorbant, ∃b ∈ R tel que u ∈ [(εb)ε]A, d’où VA(u)
existe.
i VA(0) + ∞. En éffet, puisque A est équilibré alors 0 ∈ A, donc ∀b ∈ R,

0 ∈ [(εb)ε]A, d’où VA(0) = +∞
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ii Soit b ∈ R tel que u ∈ [(εb)ε]A et λu = [(εb+VC̃(λ))ε]λ[(ε−VC̃(λ))ε][(ε
−b)ε]u.

Comme
∣∣λ[(ε−VC̃(λ))ε]

∣∣
e

= e−VC̃(λ[(ε
−VC̃(λ)

)ε]) = e−VC̃(λ) × e−V ((ε
−VC̃(λ)

)ε) =

|λ|eeVC̃(λ) = 1. D’où λu ∈ [(εb+VC̃(λ))ε]A, car A équilibré et [(ε−b)ε]u ∈ A,
ainsi VA(λu) ≥ b + VC̃(λ), ∀b ∈ R tel que u ∈ [(εb)ε]A, i.e., VA(λu) ≥
VA(u) + VC̃(λ)

iii En particulier si λ = [(cεa)ε], c ∈ C \ {0}, a ∈ R et λu ∈ [(εb)ε]A, alors

u = [
1

c
(ε−a)ε][(ε

b)ε][(ε
−b)ε][c(ε

a)ε]u

= [
1

c
(ε−a+b)ε][(ε

−b)ε][c(ε
a)ε]u

= [
1

c
(ε−a+b)ε]u

′, (1.10)

puisque u′ ∈ A, 1.10 implique

VA(u) ≥ −a+ b

≥ −VC̃(λ) + b

D’où VA(u) ≥ −VC̃(λ) + VA(λu)

iv Soient u, v ∈ G, b1, b2 ∈ R tels que u ∈ [(εb1)ε]A et v ∈ [(εb2)ε]A, il
s’entuit que u + v ∈ [(εb1)ε]A + [(εb2)ε]A. Nous savons que u + v ∈
[(εb1)ε](A + [(εb2−b1)ε]A), supposons que b2 − b1 ≥ 0, puisque A est
convexe, alors [(εb2−b1)ε]A ⊂ A et A + [(εb2−b1)ε]A ⊂ A + A ⊂ A.
D’où[(εb1)ε](A + [(εb2−b1)ε]A) ⊂ [(εb1)ε]A i.e u + v ∈ [(εb1)ε]A, ce qui
implique VA(u + v) ≥ b1, pour tout b1 ∈ R tels que u ∈ [(εb1)ε]A, d’où
VA(u+ v) ≥ VA(u), ce qui implique VA(u+ v) ≥ min{VA(u), VA(v)}

v Prouvons 1.9
a) soit u ∈ G tel que PA(u) < η ⇒ VA(u) > − log η, d’où u ∈

[(ε− log η)ε]A, donc {u ∈ G : PA(u) < η} ⊂ [(ε− log η)ε]A

b) u ∈ [(ε− log η)ε]A⇒ PA(u) ≤ η, donc
[(ε− log η)ε]A ⊂ {u ∈ G : PA(u) ≤ η}

Proposition 1.6.7. Soit P une ultra-pseudo-seminorme sur un C̃-module G.
Alors l’ensemble V = {x ∈ G : P(x) ≤ 1} est absorbant, équilibré et convexe.
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Preuve. i) ∀x ∈ V , ∀λ ∈ C̃ tel que |λ|e ≤ 1 on a
P(λx) ≤ |λ|eP(x) ≤ P(x) ≤ 1
ce qui prouve que V est équilibré.

ii) Si P(x) = α 6= 0, alors P([(εlog α)ε]x) = 1
α
P(x) = 1. D’où [(εlog α)ε]x ∈ V ,

alors x ∈ [(ε− log α)ε]V, ainsi x ∈ [(εb)ε]V, ∀b ≤ − logα, ce qui prouve
que V est absorbant.

iii) On a 0 ∈ V , soit u, v ∈ V et b1, b2 ≥ 0. Alors

P([(εb1)ε]u+ [(εb2)ε]v) ≤ max(P([(εb1)ε]u),P([(εb2)ε]v))

≤ max(e−b1P(u), e−b2P(v))

≤ max(P(u),P(v))

≤ 1.

D’où [(εb1)ε]V + [(εb2)ε]V ⊂ V ce qui prouve que V est convexe.

Theorem 1.6.8. i) Soit (Pi)i∈I une famille d’ultra-pseudo-seminormes sur
un C̃-module G. Alors on munit G d’une structure topologique locale-
ment convexe, la moins fine qui rend les Pi continues.

ii) Dans un C̃-module topologique localement convexe , la topologie est in-
duite par la famille des ultra-pseudo-seminorme (PU)U∈U, où U est
une base de voisinages de l’origine formée d’absorbants et absoluments
convexes.

Preuve. Soit Vi = {x ∈ G : Pi(x) ≤ 1}, alors les intersections finies des εVi,
ε > 0 forme une base de voisinages de l’origine d’une topologie localement
convexe, la moins fine qui rend les Pi continues.
Comme Pi(u+ v) ≤ max(Pi(u),Pi(v)), alors S : G× G −→ G est continue et
Pi(λu) ≤ |λ|ePi(u) implique M : C̃×G −→ C̃ est continue, d’où la topologie
forte est C̃-linéaire sur G.
Soit τ la topologie initiale de G et τ ′ la topologie induite par (PU)U∈U, d’aprés
1.9 on a {u ∈ G : PU(u) < η} ⊂ [(ε− log η)ε]U , cela implique que U est un
voisinage de 0 pour τ ′, donc est plus fine que τ . D’autre part [(ε− log η)ε]U ⊂
{u ∈ G : PU(u) ≤ η}, cela implique que PU est continue pour τ , donc τ est
plus fine que τ ′.

Proposition 1.6.9. Soit G un C̃-module topologique localement convexe et
(Pi)i∈I une famille d’ultra-pseudo-seminormes qui définie la topologie de G.
Alors G est séparé si et seulement si ∀u ∈ G, u 6= 0, ∃i ∈ I tel que Pi(u) 6= 0
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Preuve. Supposons G séparé et u 6= 0, ∃ε > 0, I0 finie tel que

u 6∈
⋂
i∈I0

{u ∈ G : Pi(u) ≤ ε},

donc ∃i0 ∈ I0 tel que Pi0(u) > ε, d’où Pi0(u) 6= 0.
Réciproquement soit a 6= 0, alors il existe i ∈ I tel que Pi(a) 6= 0, posons
α = Pi(a) 6= 0, soit ε < α, considérons Bε,P = {x ∈ G : Pi(u) ≤ ε} qui est un
voisinage de l’origine et a 6∈ Bε,P . D’où G est séparé.

1.7 Application C̃-linéaires
Définition 1.7.1. Soient E et F deux C̃-modules et T une application de E
dans F. T est dite application C̃-linéaire de E dans F, si

∀u, v ∈ E, ∀α, β ∈ C̃ : T (αu+ βv) = αT (u) + βT (v)

Proposition 1.7.2. Soit E et F deux C̃-modules topologiques. u une appli-
cation C̃-linéaire de E dans F, alors u est continue par tout si et seulement
si u est continue à l’origine.

Preuve. Soit W un voisinage de 0 dans F, alors il existe V un voisinage de 0
dans E tel que u(V ) ⊂ W . Donc u(a+V ) ⊂ u(a) +W , pour tout a ∈ E.

Theorem 1.7.3. Soient (G, (Pi)i∈I) un C̃-module topologique localement convexe
et Q une ultra-pseudo-seminorme sur G. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

i) Q est continue par tout.
ii) Q est continue à l’origine.
iii) Il existe une partie finie I0 ⊂ I et c > 0 tel que

Q(u) ≤ cmax
i∈I0

Pi(u),∀u ∈ G (1.11)

Preuve. i) ⇒ ii) est évidente
ii) ⇒ i) Supposons Q continue en 0, u0 6= 0. Alors ∀δ > 0, ∃I0 ⊂ I, finie et
η > 0 tel que Q(u) ≤ δ si

max
i∈I0

Pi(u) ≤ η.
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D’où
∀u ∈ G : max

i∈I0
Pi(u− u0) ≤ η ⇒ Q(u− u0) ≤ δ,

Or |Q(u)− Q(u0)| ≤ Q(u− u0), ce qui implique la continuité de Q, en u0

iii) ⇒ ii),

max
i∈I0

Pi(u) ≤
δ

c
⇒ Q(u) ≤ δ,

ce qui implique la continuité de Q en 0
ii) ⇒ iii) Si Q continue en 0, ∃I0 ⊂ I, finie et η > 0 tel que

max
i∈I0

Pi(u) ≤ η ⇒ Q(u) ≤ 1.

Remarquons que
max
i∈I0

Pi(u) = 0 ⇒ Q(u) = 0.

En éffet si Pi(u) = 0, ∀i ∈ I0, alors

0 =
∣∣[(εb)ε]

∣∣
e
max
i∈I0

Pi(u) = max
i∈I0

Pi([(ε
b)ε]u)

et Q([(εb)ε]u) =
∣∣[(εb)ε]

∣∣
e
Q(u) = e−bQ(u) ≤ 1, ∀b ∈ R, i.e. Q(u) ≤ eb, ∀b ∈ R,

D’où Q(u) = 0. Donc 1.11 est vérifiée. Si

max
i∈I0

Pi(u) 6= 0,

alors
Q([(εb)ε]v) = e−bQ(v) (1.12)

où a = log( η
maxi∈I0

Pi(u)
), v = [(ε−a)ε]u, Soit i ∈ I0

Pi(v) = eaPi(u) =
ηPi(u)

maxi∈I0 Pi(u)
≤ η;

Pi(v) ≤ η ⇒ Q(v) ≤ 1

⇒ Q([(ε−a)ε]u) ≤ 1

⇒ e
log( η

maxi∈I0
Pi(u)

)
Q(u) ≤ 1

⇒ η

maxi∈I0 Pi(u)
Q(u) ≤ 1

⇒ Q(u) ≤ 1

η
max
i∈I0

Pi(u)
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Proposition 1.7.4. La composition d’une application C̃-linéaire T : G −→
H et d’une ultra-pseudo-seminorme Q sur H est une ultra-pseudo-seminorme
sur G.

Preuve. Q ◦ T : G −→ R+ et on a

Q ◦ T (0) = Q(T (0)) = Q(0) = 0

Q ◦ T (λu) = Q(T (λu)) ≤ |λ|eQ ◦ T (u)

Q ◦ T ([c(εa)ε]u) = Q(T ([c(εa)ε]u)) = |c[(εa)ε]|eQ ◦ T (u)

Q ◦ T (u+ v) = Q(T (u+ v)) = Q(T (u) + T (v)) ≤ max(Q ◦ T (u),Q ◦ T (v)),

ce qui prouve que Q ◦ T est une ultra-pseudo-seminorme sur G.

Corollaire 1.7.5. Soit (G, (Pi)i∈I), (H, (Qj)j∈J) deux C̃-modules topologiques
localement convexes et une application C̃-linéaire T : G −→ H. Alors les as-
sertions suivantes sont équivalentes :

i) T est continue par tout .
ii) T est continue à l’origine.
iii) ∀j ∈ J , ∃I0 ⊂ I, finie et c > 0 tel que

Qj(Tu) ≤ cmax
i∈I0

Pi(u),∀u ∈ G (1.13)

Preuve. (ii =⇒ iii) Qj ◦ T est une ultra-pseudo-seminorme sur G. La pro-
position 1.7.3 implque iii)

(iii =⇒ ii) Soientt j ∈ J, {v ∈ H : Qj(v) ≤ ε} qui est un voisinage de
l’origine de H, car Qj est continue. Pour ce j ∃I0 ⊂ I, finie et c > 0 tel
que

Qj(Tu) ≤ cmax
i∈I0

Pi(u),∀u ∈ G. (1.14)

Alors
T ({u ∈ G : max

i∈I0
Pi(u) ≤

ε

c
} ⊂ {v ∈ H : Qj(v) ≤ ε}.

Définition 1.7.6. Soit G un C̃-module topologique localement convexe. On
appele dual topologique de G , noté L(G, C̃) l’ensemble défini par

{T : G −→ C̃, C̃-linéaire continue}
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Proposition 1.7.7. Si u ∈ L(G, C̃), alors |u|e est une ultra-pseudo-seminorme
sur G.

Preuve. La proposition 1.7.4 implque que |u|e est une ultra-pseudo-seminorme
sur G.

1.8 C̃-modules de Fréchet
Définition 1.8.1. Un C̃-module topologique G est dit métrisable s’il existe
une métrique sur G qui définie sa topologie.

Theorem 1.8.2. Soit G un C̃-module topologique localement convexe séparé
qui admet une base dénombrable de voisinages de l’origine. Alors G est mé-
trisable par une métrique invariante par translation.

Preuve. Supposons que G est séparé et a une base dénombrable de voisinages
de l’origine. Tout voisinage de l’origine contient un voisinage de l’origine
absolument convexe, alors il existe une base (Un)n formée d’absoluments
convexes. SoitPn la jauge de Un, posons

f(x) =
+∞∑
n=0

2−n inf{Pn(x), 1}.

f est bien définie car |2−n inf{Pn(x), 1}| ≤ 1
2n et

∑
1
2n converge. D’autre

part puisque Pn(x + y) ≤ max(Pn(x),Pn(y)) alors f(x + y) ≤ f(x) + f(y),
f(−x) = f(x) car Pn(−x) = Pn(x) et f(x) = 0 ⇒ Pn(x) = 0, ∀n, d’où x = 0
car G est séparé. Soit

d : G× G −→ R+

(x, y) 7−→ f(x− y)

d(x, y) = 0 ⇔ f(x− y) = 0 ⇔ x− y = 0 ⇔ x = y
d(x, y) = f(x− y) = f(−(y − x)) = f(y − x)

.
= d(y, x)

d(x, z) = f(x− z)

= f(x− y + y − z)

≤ f(x− y) + f(y − z)

≤ d(x, y) + d(y, z).
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D’où d est une distance.

∀(x, y, z) ∈ G3 : d(x+ z, y + z) = f(x− y)

= d(x, y)

d’où d est distance in variante par translation.
Dans (G, d) les ensembles Vn = {x : d(x, 0) < 2−n} est une base dénombrable
de voisinages de l’origine. Montrons que la topologie (G, d) est moins fine que
la topologie initiale. Pour 2−n > 0, ∃kn ≥ 0 tel que

∞∑
i=kn+1

2−n < 2−n−1, (1.15)

on pose
P(x) = max

0≤i≤kn

Pi(x),

où Pi est la jauge de Ui et P est une ultra-pseudo-seminorme. Alors

+kn∑
i=0

2−i inf{Pi(x), 1} ≤
+kn∑
i=0

2−iPi(x) ≤ (
+kn∑
i=0

2−i)P(x) = SP(x), (1.16)

où

S =
+kn∑
i=0

2−i,

Posons θn = {x ∈ G : P(x) < 2−n−1

S
} θn est un voisinage de l’origine pour la

topologie initiale.
Montrons θn ⊂ Vn, soit x ∈ θn, alors

d(x, 0) =
+kn∑
i=0

2−i inf{Pi(x), 1}+
+∞∑

i=kn+1

2−i inf{Pi(x), 1}

< 2−n−1 + 2−n−1 = 2−n

par 1.16 et 1.15, donc θn ⊂ Vn. D’où Vn est un voisinage de l’origine pour
la topologie initiale. Montrons maintenant que les Vn forme une base de
voisinage de l’origine pour la topologie initiale, i.e. Vn ⊂ Bn, où Bn = {x ∈
G : Pn(x) ≤ 1}. Si x 6∈ Bn cela implique Pn(x) > 1, alors d(x, 0) > 2−n donc
x 6∈ Vn
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Définition 1.8.3. Si G est C̃-module topologique et A ⊂ G, A est dit complet
si tout filtre de Cauchy de A converge vers un point de A.

Définition 1.8.4. Soit F est un filtre de G, A est une partie G. Notons BA

l’ensemble défini par
BA = {A ∩ F : F ∈ F}

Lemme 1.8.5. Soit B une base d’un filtre de cauchy. Alors BA est une base
d’un filtre de cauchy dans A si ∀B ∈ B : A ∩B 6= ∅

Preuve. SoitB1, B2 ∈ B, V un voisinages de l’origine. alors il existeB1, B2 ∈
B tel que B1−B2 ⊂ V, alors B1 ∩A−B2 ∩A ⊂ (B1−B2)∩A ⊂ V ∩A.

Proposition 1.8.6. Si A est une partie complète d’un C̃-module topologique
séparé, alors elle est fermée.

Preuve. Soit x ∈ A, considérons F = {U ∩ A :U un voisinage de x}. F est
un filtre de cauchy car
i) U ∩ A 6= ∅, car x ∈ A.
ii) U ∩ A, U ′ ∩ A ∈ F où U, U ′ deux voisinages de x, on a

(U ∩ A) ∩ (U ′ ∩ A) = (U ∩ U ′) ∩ A ∈ F.

iii) Si U ∩ A ⊂ V ⊂ A, donc V = (U ∪ V ) ∩ A, d’où V ∈ F.

iv) Soit V un voisinage de 0 dans G, il existe W un voisinage équilibré de 0
dans G, tel que W +W ⊂ V. Alors
(x+W ) ∩ A− (x+W ) ∩ A ⊂ W −W = W +W ⊂ V, donc F est un
filtre de cauchy en A . Puisque A est complet, alors F converge dans
A . D’autre part F converge vers x, car il adhère F et comme G est
séparé, alors x ∈ A.

Proposition 1.8.7. Soit A est une partie complète d’un C̃-module topolo-
gique, alors toute partie B fermée de A est complète.

Preuve. Soit B un fermé de A, F un filtre de cauchy en B, alors F est une
base de filtre en A. Comme A est complète, alors F converge vers x ∈ A,
donc x adhère B , d’où x ∈ B.

Proposition 1.8.8. Si G est un C̃-module topologique métrisable , alors G

est complet si, et seulement s’il est séquentiellement complet.



CHAPITRE 1. C̃-MODULES TOPOLOGIQUES 31

Preuve. (⇐) Soient F est un filtre de cauchy, (Vn)n une base dénombrable
de voisinages de l’origine ; pour tout n, il existe Fn ∈ F, tel que Fn−Fn ⊂ Vn.
Posons

Mn =
n⋂

i=n

Fi,

Mn 6= ∅. Dans chaque Mn on prend un xn, montons que (xn)n est de cauchy.

xn+p − xn+p′ ∈ Mn −Mn(car (Mn)n décroissante)
∈ Fn − Fn ⊂ Vn.

Comme G est séquentiellement complet, alors la suite (xn)n converge vers a.
Montrons F → a, soit Vn un voisinages de l’origine, il existe Vk voisinages de
l’origine tel que Vk + Vk ⊂ Vn, donc il existe Fk ∈ F, tel que Fk − Fk ⊂ Vn,
on affirme que Fk ⊂ a+Vn. En effet, soit x ∈ Fk, on choisit l ≥ k et écrivons
x = x − xl + xl; alors x ∈ Fk − Fk + xl ⊂ Vk + xl. Comme xn → a, ∃N,
∀n ≥ N tel que xn ∈ Vk + a. Prenons l ≥ max(N, k), donc xl ∈ Vk + a, ce
qui implique x ∈ Vk + Vk + a ⊂ Vn + a.

Proposition 1.8.9. C̃ muni de la topologie définie par l’ultra-pseudo-norme
|.|e est complèt.

Preuve. C̃ est métrisable, alors il suffit de monter qu’il est séquentielle-
ment complet, soit (un)n une suite de cauchy dans C̃, ∃N, ∀m, p ≥ N tel
que |um − up|e ≤ η, nous pouvons extraire une sous- suite (unk

)nk
tel que

V ((unk+1,ε − unk,ε)ε) > k, ∀k ∈ N ; cela signifie que nous pouvons trouver
εk ↘ 0, εk ≤ 1

2k telle que
∣∣unk+1,ε − unk,ε

∣∣ ≤ εk sur (o, εk). Soit

hk,ε =

{
unk+1,ε − unk,ε si ε ∈ (o, εk)

0 si ε ∈ [εk, 1]
(1.17)

(hk,ε)ε ∈ EM , puisque |hk,ε| ≤ εk sur (0, 1]. En plus

uε = un0,ε +
+∞∑
k=0

hk,ε

est locallement finie et

|uε| ≤ |un0,ε|+
+∞∑
k=0

|hk,ε| ≤ |un0,ε|+
+∞∑
k=0

1

2k
;
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car |hk,ε| ≤ εk ≤ ε ≤ εk ≤ 1
2k i.e. (uε)ε ∈ EM , d’où u = [(uε)ε] ∈ C̃. Montrons

que (unk
)nk

converge vers u dans C̃. ∀k̄ ≥ 1 on a

∣∣∣unk̄,ε
− uε

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣−
+∞∑
k=k̄

hk,ε

∣∣∣∣∣.
D’où ∣∣∣unk̄,ε

− uε

∣∣∣ ≤ +∞∑
k=k̄

εk ≤
+∞∑
k=k̄

εk−1εk ≤
+∞∑
k=k̄

εk̄−1 1

2k

sur (o, εk̄−1), donc (unk̄,ε
− uε)ε ∈ N; ce qui implique V ((unk,ε − uε)ε) → +∞,

i.e. |unk
− u|e → 0 quand k → +∞. D’autre part on a (un)n est de cauchy et

(unk
)k une sous- suite convergente vers u, alors (un)n converge vers u dans

C̃.

Définition 1.8.10. Un C̃-module topologique localement convexe G métri-
sable complet est appelé de Fréchet

Définition 1.8.11. Un C̃-module ultra-pseudo-normé complet est dit C̃-
module de Banach.

Remarque 1.8.12. Tout C̃-module de Banach est un C̃-module de Fréchet

Proposition 1.8.13. (C̃, |.|e) est un C̃-module de Banach.

Preuve. Comme (C̃, |.|e) est un ultra-pseudo-normé et complet d’apres 1.8.9,
alors est un C̃-module de Banach.

1.9 Bornologie
Définition 1.9.1. Soit A un sous-ensemble d’un C̃-module topologique G.
A est dit borné si ∀U voisinage de l’origine de G, il existe a ∈ R tel que
A ⊂ [(εb)ε]U , pour tout b ≤ a, i.e. A est absorbé par tout voisinage de l’origine
de G.

Proposition 1.9.2. Toute partie finie d’un C̃-module topologique G est bor-
née.



CHAPITRE 1. C̃-MODULES TOPOLOGIQUES 33

Preuve. ConsidéronsA = {u1, .., uN}. Soit U un voisinage absolument convexe
de 0 dans G, comme U est absorbant, alors, pour tout 1 ≤ i ≤ N, il existe
ai ∈ R, tel que ui ∈ [(εb)ε]U, pour tout b ≤ ai.
Posons

a = min
1≤i≤N

ai,

alors A ⊂ [(εb)ε]U, pour tout b ≤ a, i.e. A est borné.

Exemple 1.9.3. Si la suite (un)n est convergente dans G,, alors elle est
bornée dans G.

Preuve. Remarquons que , si (un)n converge vers u, alors on a

{un : n ∈ N} = u+ {un − u : n ∈ N}

i.e (un)n est l’image directe de (un − u)n par translation, donc il suffit de
montrer pour u = 0. Soit U un voisinage absolument convexe de 0 dans G,
alors il existe N ∈ N tel que un ∈ U , ∀n ≥ N, donc {un : n ≥ N} ⊂ [(εb)ε]U,
pour tout b ≤ 0. D’autre part, {un : n ≤ N} est borné, alors il existe a1 ∈ R,
un ∈ [(εb)ε]U, ∀b ≤ a1. Posons a = min(a1, 0), d’où un ∈ [(εb)ε]U, ∀b ≤ a, i.e.
la suite (un)n est bornée.

Proposition 1.9.4. Soit (G, (Pi)i∈I) un C̃-module topologique localement
convexe . A ⊂ G est borné si, et seulement si ∀i ∈ I, ∃ci > 0 tel que
Pi(u) ≤ ci, ∀u ∈ A.

Preuve. Supposons A ⊂ G est borné, alors il existe ai ∈ R tel que
A ⊂ [(εai)ε]{u ∈ G : Pi(u) ≤ 1}. Ce qui signifie
[(ε−ai)ε]A ⊂ {u ∈ G : Pi(u) ≤ 1}, d’où Pi([(ε

−ai)ε]u) ≤ 1, ∀u ∈ A. En
appliquant (ii)’ des ultra-pseudo-seminorme on obtient |[(ε−ai)ε]|ePi(u) ≤ 1
i.e. eaiPi(u) ≤ 1, ce qui implique Pi(u) ≤ e−ai = ci.
Réciproquement, soit

U =
⋂
i∈I0

{u ∈ G : Pi(u) ≤ ηi}

où I0 ⊂ I et finie, un voisinage de l’origine. Nous cherchons a ∈ R tel que
[(ε−b)ε]A ⊂ U, ∀b ≤ a. Soit u ∈ A; alors [(ε−b)ε]u ∈ U si

ebPi(u) ≤ ηi,∀i ∈ I0,



CHAPITRE 1. C̃-MODULES TOPOLOGIQUES 34

alors il suffit
ebPi(u) ≤ min

i∈I0
ηi.

Par hypothèse il suffit
eb max

i∈I0
ci ≤ min

i∈I0
ηi,

donc il suffit
b ≤ ln min

i∈I0
ηi − ln max

i∈I0
ci = a.

Theorem 1.9.5. Soit G un C̃-module topologique localement convexe séparé
qui admet un voisinage de l’origine borné, alors sa topologie est définie par
une ultra-pseudo-norme.

Preuve. Supposons G admet un voisinage de l’origine borné U, alors il existe
un voisinage de l’origine absorbant et absolument convexe V inclu dans U,
d’où V est borné. Soit W un voisinage de l’origine, alors ∃a ∈ R tel que
V ⊂ [(εb)ε]W , ∀b ≤ a, ce qui signifie [(ε−b)ε]V ⊂ W . Alors {[(εd)ε]V }d∈R est
une base de voisinages de l’origine dans G, donc PV détermine la topologie
de G. Comme il est séparé, alors ∀x ∈ G, x 6= 0 implique PV (x) 6= 0, i.e. PV

est une ultra-pseudo-norme.

Définition 1.9.6. Une application d’un C̃-module topologique dans un autre
C̃-module topologique est dite bornée si l’image d’un borné est bornée.

Proposition 1.9.7. Soit G, H deux C̃-modules topologiques et u une appli-
cation C̃-linéaire continue de G dans H, alors u est bornée.

Preuve. Soit V un voisinage de l’origine dans H, alors u−1(V ) est un voi-
sinage de l’origine dans G. Si B est un borné de G, ∃a ∈ R tel que B ⊂
[(εb)ε]u

−1(V ), ∀b ≤ a, d’où u(B) ⊂ [(εb)ε]V , ∀b ≤ a.

Définition 1.9.8. Un sous-ensemble S d’un C̃-module topologique G, qui
absorbe tout borné est dit bornivore, i.e. ∀B borné, ∃a ∈ R tel que B ⊂
[(εb)ε]S, ∀b ≤ a

Définition 1.9.9. Un C̃-module topologique localement convexe G est dit bor-
nologique si tout bornivore absolument convexe est un voisinage de l’origine.

Proposition 1.9.10. Soient G un C̃-module bornologique, H un C̃-module
topologique localement convexe et T : G −→ H une application C̃-linéaire.
Les assertions suivantes sont équivalentes :
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i) T est bornée.
ii) T est continue.

Preuve. On sait que (II =⇒ I) et montrons que (I =⇒ II). Soit V un
absolument convexe voisinage de l’origine de H et A un borné de G, donc
T (A) est un borné de H, alors ∃a ∈ R tel que T (A) ⊂ [(εb)ε]V, ∀b ≤ a. D’où
A ⊂ [(εb)ε]T

−1(V ), ∀b ≤ a, donc T−1(V ) est un bornivore, or T−1(V ) est
absolument convexe d’où T−1(V ) est un voisinage de l’origine de G. Ce qui
implique la continuité de T.

Proposition 1.9.11. Tout C̃-module localement convexe topologique qui ad-
met une base dénombrable de voisinages de l’origine est bornologique.

Preuve. Soit (Vn)n une suite décroissante de voisinages équilibrés de l’ori-
gine de G. U un absolument convexe et bornivore, montrons qu’il ∃n ∈ N
tel que [(εn)ε]Vn ⊂ U. Supposons ∀n ∈ N, ∃un tel que un ∈ [(εn)ε]Vn et
un 6∈ U, donc [(ε−n)ε]un ∈ Vn, ∀n ∈ N. D’où [(ε−n)ε]un converge vers 0 de G;
car si V est un voisinage de l’origine de G, ∃n0 ∈ N tel que Vn0 ⊂ V, donc
[(ε−n)ε]un ∈ Vn ⊂ Vn0 ⊂ V, ∀n ≥ n0. Alors A = {[(ε−n)ε]un : n ∈ N} est
bornée de G, mais U n’absorbe pas A, si non ∃a ∈ R tel que A ⊂ [(εa)ε]U,
alors [(ε−n)ε]un ∈ [(εa)ε]U =⇒ un ∈ [(εa+n)ε]U ; pour n suffisament grand tel
que n + a ≥ 0, donc un ∈ [(εa+n)ε]U ⊂ [(ε0)ε]U = U. Ce qui contredit la
construction de (un)n.

Corollaire 1.9.12. Tout C̃-module de Fréchet est bornologique.

Preuve. Puisque un C̃-module de Fréchet est métrisable , alors il admet une
base dénombrable de voisinages de l’origine. La proposition 1.9.11 implique
qu’il est bornologique.

Lemme 1.9.13. Soit G un C̃-module topologique et A ⊂ G. Alors A est
bornée si et seleument si pour toute suite (un)n d’éléments de A et (λn)n

dans C̃ converge vers 0, alors (λnun)n converge vers 0 dans G

Preuve. (du lemme )Supposons A est bornée dans G . Soit V voisinage
absolument convexe de l’origine dans G , alors ∃a ∈ R tel que A ⊂ [(εa)ε]V ,
donc PV (u) ≤ e−a, ∀u ∈ A et PV (λu) ≤ |λ|ePV (u), ∀λ ∈ C̃ et u ∈ G, donc
PV (λnun) ≤ |λn|ePV (un) ≤ |λn|ee−a, |λn|e → 0, alors PV (λnun) ≤ 1, pour
n > N . En appliquant 1.9 on trouve
{u ∈ G : PV (u) < 1} ⊂ [(ε− ln 1)ε]V = V, ce qui implique λnun ∈ V, ∀n > N ,
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ce qui prouve λnun → 0 dans G.
Réciproquement supposons que toute suite (λnun)n où (un) ⊂ A et λn → 0
dans C̃, converge vers 0 dans G. Montrons quel est bornée. En effet , si A
n’est pas bornée, il existe U voisinage équilibré de l’origine et une suite (bn)n

dans R tel que bn → −∞ et A∩ (G\[(εb)ε]U) 6= ∅ car si A n’est pas bornée, il
existe U voisinage de l’origine dans G, ∀a ∈ R, ∃b ≤ a tel que A 6⊂ [(εb)ε]U ,
prenons a = −n, n ∈ N et bn ≤ −n ; choisissons un ∈ A ∩ (G\[(εbn)ε]U), or
(ε−bn)ε → 0 car

∣∣[(ε−bn)ε]
∣∣
e

= ebn → 0, quand n → ∞. Mais [(ε−bn)ε]un ne
converge pas vers 0 dans G, car [(ε−bn)ε]un 6∈ U, ∀n ∈ N, ce qui contredit
notre hypothèse.

Définition 1.9.14. Soient G un C̃-module topologique localement convexe et
A ⊂ G. On appelle C̃-module engendré par A et noté GA, l’ensemble de toutes
les combinaisons C̃-linéaires finies d’éléments de A.

Définition 1.9.15. Soient G un C̃-module topologique localement convexe et
A ⊂ G. A est dit disque si A 6= ∅, absolument convexe et le sous-module
engendré par A, noté GA, vérifie

GA =
⋃
n∈N

[(ε−n)ε]A

Remarque 1.9.16. Dans GA, la fonction VA(u) = sup{b ∈ R : u ∈ [(εb)ε]A}
est une valuation sur GA et PA(u) = e−VA(u) est une ultra-pseudo-seminorme
sur GA.

Définition 1.9.17. Soit A un disque de G. A est dit un disque de Banach
si (GA,PA) est un C̃-module de Banach, i.e. C̃-module ultra-pseudo-normé
complet.

Définition 1.9.18. Soient G un C̃-module topologique localement convexe et
B ⊂ G. B est dit ultra-bornivore s’il absorbe tout disque de Banach borné.

Définition 1.9.19. Un C̃-module topologique localement convexe G, est dit
ultra-bornologique, si tout ultra-bornivore absolument convexe est un voisi-
nage de l’origine.

Proposition 1.9.20. Tout (G,P) C̃-module de Banach est un ultra-bornologique.
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Preuve. Considérons A = {u ∈ G : P(u) ≤ 1}, puisque A est absorbant alors
G = GA, donc P = PA. Soit V un ultra-bornivore et absolument convexe de
G, comme (G,P) C̃-module de Banach , alors V absorbe G, i.e.,
GA ⊂ [(εb)ε]V ∀b ≤, a d’où [(ε−b)ε]A ⊂ V,ce qui implique que V est un
voisinage de l’origine.

Proposition 1.9.21. Tout ultra-bornologique est un bornologique

Preuve. Car tout bornivore est un ultra-bornivore

Corollaire 1.9.22. Tout C̃-module de Fréchet est ultra-bornologique.

Preuve. Puisque, tout C̃-module de Fréchet est bornologique. D’autre part,
il est séparé et complet. Donc, la proposition 1.9.21 implique qu’il est ultra-
bornologique.

Lemme 1.9.23. Soient (G, τ), (G, τ ′) deux C̃-modules topologique locale-
ments convexes séparés. Supposons que τ est plus fine que τ ′. B une base
de voisinage de l’origine de G formée d’équilibrés, complets pour τ ′, alors
(G, τ) est complet.

Preuve. Montrons que tous V ∈ B est complet pour τ . Soit F un filtre de
cauchy de V pour τ, puisque τ est plus fine que τ ′, alors F un filtre de cauchy
de V, pour τ ′. Comme V est complet pour τ ′, alors F converge vers x0 pour
τ ′ sur V. Il existe W ∈ B tel que W +W ⊂ V, donc est fermé pour τ ′, car, il
est complet. Alors, Il existe A ∈ F tel que A−A ⊂ W, prenons x1 ∈ A, d’où
A ⊂ x1 +W. Puisque x1 +W est fermé pour τ ′, alors Aτ ′ ⊂ x1 +W. Ce qui
implique que x0 ∈ x1 +W. Il résulte que A ⊂ x0 +W +W ⊂ x0 + V, ce qui
prouve que F converge vers x0 pour τ, i.e., V est complet pour τ.
Montrons que (G, τ) est complet. Soit F un filtre de cauchy de G pour τ, pour
tout V ∈ B, Il existe A ∈ F tel que A− A ⊂ V. Pour V fixé et x1 ∈ A, on a
A ⊂ x1 +V. Le filtre induit par F sur x1 +V est un filtre de cauchy . Comme
V est complet, alors x1 + V est complet. Alors Le filtre induit converge dans
G pour τ, i.e., G est complet pour τ.

Proposition 1.9.24. Soient G un C̃-module topologique localement convexe
et ∅ 6= A ⊂ G absolument convexe.
i) Si G est séparé et A borné, alors GA est un C̃-module ultra-pseudo-normé
ii) Si en plus des hypothès de i), A est complet, alors GA est un C̃-module

de Banach.
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Preuve. i) Soit u 6= 0 de GA , puisque G est séparé∃U ∈ V(0) tel que u 6∈ U .
Comme est A borné,alors ∃a ∈ R tel que [(ε−b)ε]A ⊂ U, ∀b ≤, a d’où
u 6∈ [(ε−b)ε]A, ce qui donne VA(u) 6= ∞ , i.e , PA(u) > 0.

ii) Dans la suite, on note par τ la topologie définie par PA sur GA et τ ′ la
topologie induit de par G sur . D’apres la proposition1.6.6, pour tout
η > 0, on a

{u ∈ GA : PA(u) < η} ⊂ [(ε− log η)ε]A ⊂ {u ∈ GA : PA(u) ≤ η}. (1.18)

([(εn)ε]A)n est une base de voisinage de l’origine de GA formée d’équi-
librés, pour la topologie τ. Pour tout n ∈ N, [(εn)ε]A est complet pour
la topologie τ ′. Soit U un voisinage de l’origine de G, comme est A
borné,alors ∃a ∈ R tel que [(ε−b)ε]A ⊂ U,∀b ≤ a. D’où ∃n ∈ N tel que
[(εn)ε]A ⊂ [(ε−b)ε]A ⊂ U, pour n ≥ −b, ce qui signifie que τ est plus
fine que τ ′. En appliquant le lemme, nous concluons que GA est complet
pour la topologie τ.

1.10 Théorème du graphe fermé
Définition 1.10.1. Soit G un C̃-module topologique localement convexe
1) Une famille W = (C(n1, ..., nk))k∈N de sous-ensembles de G, où k, n1, ..., nk ∈

N est appelé un réseau , si elle satisfait les relations suivantes :

G =
∞⋃

n1
.
=1

C(n1)

et

C(n1, ..., nk−1) =
∞⋃

nk=1

C(n1, ..., nk),∀k > 1, ∀n1, ..., nk ∈ N.

2) Si les C(n1, ..., nk) sont fermés le réseau est dit fermé.
3) Si les C(n1, ..., nk) sont absolument convexes le réseau est dit absolument

convexe.
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4) Un réseau W est dit de type C, si la condition suivante est vérifiée :
∀nk ∈ N, ∃ρk ∈ R tels que ∀λk ≥ ρk, et xk ∈ C(n1, ..., nk), alors

∞∑
k=1

[(ελk)ε]xkconverge dans G.

Exemple 1.10.2. Soit G un C̃-module de Fréchet, alors il a une base (Uk)
∞
k=1

de voisinages de l’origine formée d’absolument convexes fermés tel que Uk+1 ⊂
Uk. Les sous-ensembles définie par

C(n1, ..., nk) =
k⋂

j=1

[(ε−nj)ε]Uj,

n1, ..., nk ∈ N est un réseau absolument convexe fermé. En effet, C(n1) =
[(ε−n1)ε]U1, d’où

G =
∞⋃

n1=1

[(ε−n1)ε]U1,

car U1 est absorbant.
Montrons par récurrence

C(n1, ..., nk−1) =
∞⋃

n1=1

C(n1, ..., nk),∀k > 1, ∀n1, ..., nk ∈ N.

Pour k = 2, on a

∞⋃
n2=1

([(ε−n1)ε]U1 ∩ [(ε−n2)ε]U2) = [(ε−n1)ε]U1 ∩ (
∞⋃

n2
.
=1

[(ε−n2)ε]U2)

= [(ε−n1)ε]U1,

car

G =
∞⋃

n2=1

[(ε−n2)ε]U2,

puisque U2 est absorbant.
Supposons qu’elle est vraie à l’ordre k et montrons qu’elle est vraie à l’ordre
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k+1,

∞⋃
nk+1=1

C(n1, ..., nk+1) =
∞⋃

nk+1=1

k+1⋂
j=1

[(ε−nj)ε]Uj

= (
k⋂

j=1

[(ε−nj)ε]Uj) ∩ (
∞⋃

nk+1
.
=1

[(ε−nk+1)ε]Uk+1)

= (
k⋂

j=1

[(ε−nj)ε]Uj) ∩ G

=
k⋂

j=1

[(ε−nj)ε]Uj

= C(n1, ..., nk).

D’autre part les C(n1, ..., nk) sont absolument convexes fermés par construc-
tion. Ce qui implique (C(n1, ..., nk))k est un réseau absolument convexe .

Proposition 1.10.3. Tout C̃-module de Fréchet admet un réseau absolument
convexe , fermé et de type C.

Preuve. D’apres 1.10.2, les sous-ensembles définie par

C(n1, ..., nk) =
k⋂

j=1

[(ε−nj)ε]Uj,

n1, ..., nk ∈ N est un réseau , fermé et absolument convexe. Soit nk ∈ N,
choisissons ρk ∈ R tel que ρk−nk ≥ 0. Pour tout λk ≥ ρk et xk ∈ C(n1, ..., nk),
on a xk ∈ [(ε−nk)ε]Uk, donc [(ελk)ε]xk ∈ [(ελk−nk)ε]Uk.
Soit V un voisinage de l’origine de G, alors il existe m0 ∈ N, tel que Um0 ⊂ V,
ainsi pour tout m ≥ m0 et p ≥ 1, on a

m+p∑
k=m

[(ελk)ε]xk ∈
m+p∑
k=m

[(ελk−nk)ε]Uk.

Comme Um+i ⊂ Um ⊂ Um0 ; où 0 ≤ i ≤ p, alors

m+p∑
k=m

[(ελk)ε]xk ∈
m+p∑
k=m

[(ελk−nk)ε]Um.
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Du fait que Um est absolument convexeλk − nk ≥ 0, alors on aura

m+p∑
k=m

[(ελk)ε]xk ∈
m+p∑
k=m

[(ελk−nk)ε]Um ⊂ Um0 .

Donc cette série est de Cauchy, puisque G est complet, alors elle converge
dans G, ce qui implique qu’il est de type C.

Lemme 1.10.4. Soient G et H deux C̃-modules topologiques et

T : G −→ H

une application C̃- linéaire. Si G est de Baire, alors pour tout V voisinage de
l’origine de H, T−1(V ) est un voisinage de l’origine de G.

Preuve. Soit V un voisinage absolument convexe de l’origine de H, alors
T−1(V ) est absorbant dans G, donc

G =
∞⋃

n=1

[(ε−n)ε]T
−1(V ),

d’où

G =
∞⋃

n=1

[(ε−n)ε]T−1(V ).

Comme G est de Baire, alors il existe n ∈ N tel que int([(ε−n)ε]T−1(V )) 6= ∅,
donc int(T−1(V )) 6= ∅.
Soit x ∈ int(T−1(V )) 6= ∅, alors il existe U voisinage de l’origine de G, tel
que x + U ⊂ T−1(V ) et puisque T−1(V ) est absolument convexe, on aura
−x ∈ T−1(V ) et

U = −x+ x+ U

⊂ T−1(V ) + T−1(V )

⊂ T−1(V )

donc T−1(V ) est un voisinage de l’origine de G.

Définition 1.10.5. Soient G et H deux C̃-modules topologiques et

T : G −→ H
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une application C̃- linéaire. Si Pour chaque suite (xn)n de G, on a{
xn → x0

T (xn) → y0

=⇒ T (x0) = y0,

alors T est dit séquentiéllement fermé.

Theorem 1.10.6. Soient G un C̃-module de Fréchet et H un C̃-module topo-
logique localement convexe qui admet un réseau absolument convexe de type
C. Si T : G −→ H est une application C̃-linéaire séquentiéllement fermée,
alors T est continue.

Preuve. Soit W un voisinage absolument convexe fermé de l’origine de H

et W un réseau absolument convexe de type C. Puisque

H =
∞⋃

n1=1

C(n1),

et

C(n1, ..., nk−1) =
∞⋃

nk=1

C(n1, ..., nk)

alors

G =
∞⋃

n1=1

T−1(C(n1)),

et

T−1(C(n1, ..., nk−1)) =
∞⋃

nk=1

T−1(C(n1, ..., nk)).

Comme G est un C̃-module de Fréchet, donc est de Baire, il s’ensuit qu’il
existe n1 ∈ N?, tel que int(T−1(C(n1))) 6= ∅. Comme

T−1(c(n1)) =
∞⋃

n2=1

T−1(C(n1, n2)),

et
int(T−1(C(n1))) 6= ∅, alors il existe n2 ∈ N?, tel que
int(T−1(C(n1, n2))) 6= ∅.Donc on peut construire une suite (T−1(C(n1, ..., nk)))k



CHAPITRE 1. C̃-MODULES TOPOLOGIQUES 43

tel que
int(T−1(C(n1, ..., nk))) 6= ∅. Comme

H =
∞⋃

m=1

[(ε−m)ε]W,

car W est absorbant, alors

C(n1, ..., nk) = C(n1, ..., nk) ∩H

= c(n1, ..., nk) ∩ (
∞⋃

m=1

[(ε−m)ε]W )

=
∞⋃

m=1

(C(n1, ..., nk) ∩ [(ε−m)ε]W ),

nous obtenons

T−1(C(n1, ..., nk)) =
∞⋃

m=1

T−1(C(n1, ..., nk) ∩ [(ε−m)ε]W ),

nous pouvons extraire une sous-suite (T−1(C(n1, ..., nk)∩[(ε−mk)ε]W ))k abso-
lument convexes de G tel que int(T−1(C(n1, ..., nk) ∩ [(ε−mk)ε]W )) 6= ∅. Pour
tout ρk associé au choix nk et λk ≥ ρk tel que λk −mk ≥ 0, pour tout k, on
définie

Mk = T−1([(ελk)ε]C(n1, ..., nk) ∩ [(ελk−mk)ε]W ) (1.19)

puisque
Mk = [(ελk)ε]T

−1(C(n1, ..., nk)∩[(ε−mk)ε]W ), doncMk est absolument convexe,
d’autre part
int(Mk) = [(ελk)ε]int(T−1(C(n1, ..., nk) ∩ [(ε−mk)ε]W ) 6= ∅, alors Mk est un
voisinage de l’origine de G, car il existe x ∈ int(Mk), et U voisinage de l’ori-
gine de G, tel que x+ U ⊂Mk et −x ∈Mk, d’où

U = −x+ x+ U

⊂ Mk +Mk

⊂ Mk.

Soit (Uk)
∞
k=1 une base de voisinage de l’origine G, formée absolument convexes

tel que Uk+1 ⊂ Uk. Considérons Vk = Mk ∩ Uk.
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Soit x0 ∈ T−1(W ), V1 un voisinage de l’origine de G absolument convexe ,
alors T−1(W ) ∩ (x0 + V1) 6= ∅. Donc

∃x1 ∈ T−1(W ), (1.20)

tel que x0 − x1 ∈ V1.
Comme x0 − x1 ∈ V1 ⊂M1 et x0 − x1 + V2 est voisinage de x0 − x1, il existe
x2 ∈M1 tel que x0 − x1 − x2 ∈ V2.
Par itération on peut construire une suite xk+1 ∈Mk, k ≥ 1 tel que

x0 −
n∑

k=1

xk ∈ Vn ⊂ Un,

i.e.,

∞∑
k=1

xk converge vers x0 dans G. (1.21)

En effet, si V voisinage de l’origine de G, il existe n0 ∈ N tel que Vn0 ⊂ Un0 ⊂
V. Pour n ≥ n0, on a

x0 −
n∑

k=1

xk ∈ Vn ⊂ Un ⊂ Un0 ⊂ V.

Puisque xk+1 ∈Mk, alors

T (xk+1) ∈ [(ελk)ε]C(n1, ..., nk) ∩ [(ελk−mk)ε]W

[(ε−λk)ε]T (xk+1) ∈ C(n1, ..., nk) ∩ [(ε−mk)ε]W, ∀k ≥ 1.

Puisque W est un réseau de type C, λk ≥ ρk, et
[(ε−λk)ε]T (xk+1) ∈ C(n1, ..., nk), alors la série

∞∑
k=1

T (xk+1) =
∞∑

k=1

[(ελk)ε][(ε
−λk)ε]T (xk+1) (1.22)

converge dans H. Comme W est absolument convexe absolument et 1.20 on
a

n∑
k=1

T (xk) = T (x1) +
n−1∑
k=1

T (xk+1)

∈ W +
n−1∑
k=1

[(ελk−mk)ε]W

∈ W, ∀n ≥ 1,
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puisque W est fermé, d’où
∞∑

k=1

T (xk)

converge dans W.
Comme T est séquentièllement fermé,

∞∑
k=1

xk

converge vers x0 et
∞∑

k=1

T (xk)

converge dans W, alors
∞∑

k=1

T (xk)

converge vers T (x0) ∈ W. D’où x0 ∈ T−1(W ), ce implique
T−1(W ) = T−1(W ). Par le lemme 1.10.4 T−1(W ) est un voisinage de l’origine
de G, donc T est continue.

Theorem 1.10.7. Soient G un C̃-module de Fréchet et H un C̃-module to-
pologique localement convexe qui a un réseau de type C. Si T : G −→ H une
application C̃-linéaire séquentièllement fermé, alors T est continue.

Preuve. Soit G un C̃-module de Fréchet, alors a une base (Uk)
∞
k
.
=1

de voisi-
nage de l’origine formée absolument convexes tel que Uk+1 ⊂ Uk et W voi-
sinage absolument convexe fermé de l’origine de H. Comme dans la preuve
1.10.6 nous pouvons trouver une suite (T−1(c(n1, ..., nk) ∩ [(ε−mk)ε]W ))k de
sous-ensembles de G, tel que int(T−1(c(n1, ..., nk) ∩ [(ε−mk)ε]W )) 6 .= ∅. Pour
tout ρk associé au choix nk et λk ≥ ρk tel que λk−mk ≥ 0, pour tout k, on dé-
finie Mk comme dans 1.19. Puisque int(Mk) 6

.
= ∅, pour tout k, nous pouvons

trouver xk ∈Mk et Vk un voisinage absolument convexe de l’origine de G tel
que Vk ⊂ Uk et xk+Vk ⊂Mk. Soit x0 ∈ T−1(W ), alors T−1(W )∩(x0+V1) 6= ∅.
Donc ∃y1 ∈ T−1(W ), tel que x0 − y1 ∈ V1.
Montrons par récurrence pour k ≥ 2 que yk ∈Mk−1 et

x0 −
k∑

i=1

yi +
k−1∑
i=1

xi ∈ Vk ⊂ Uket x0 −
k∑

i=1

yi +
k∑

i=1

xi ∈Mk. (1.23)
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Pour k = 2 on a x0 − y1 ∈ V1, donc x1 + x0 − y1 ∈ x1 + V1 ⊂ M1. Or
x1 + x0− y1 +V2 est un voisinage x1 + x0− y1 dans G, alors il existe y2 ∈M1

tel que x0 − y1 − y2 + x1 ∈ V2 et x0 − y1 − y2 + x1 + x2 ∈ x2 + V2 ⊂M2.
Supposons qu’elle est vraie à l’ordre k et montrons qu’elle est vraie à l’ordre
k+1, ona

x0 −
k∑

i=1

yi +
k−1∑
i=1

xi ∈ Vk ⊂ Uket x0 −
k∑

i=1

yi +
k∑

i=1

xi ∈Mk, (1.24)

alors x0−
∑k

i=1 yi +
∑k

i=1 xi +Vk+1 est un voisinage de x0−
∑k

i=1 yi +
∑k

i=1 xi

dans G, alors il existe yk+1 ∈ Mk tel que x0 −
∑k

i=1 yi − yk+1 +
∑k

i=1 xi ∈
Vk+1 ⊂ Uk+1 et xk+1 + x0 −

∑k+1
i=1 yi +

∑k
i=1 xi ∈ xk+1 + Vk+1 ⊂ Mk+1, i.e

x0 −
∑k+1

i=1 yi +
∑k+1

i=1 xi ∈Mk+1.
Par construction on a T (xi) ∈ [(ελi)ε]c(n1, ..., ni) et puisque le réseau est de
type C, alors

∞∑
i=1

T (xi)

converge dans H.
De même , puisque yi+1 ∈Mi et T (yi) ∈ [(ελi)ε]c(n1, ..., ni), alors

∞∑
i=1

T (yi)

converge dans H.
Par définition des Mi, on a T (yi+1) ∈ [(ελi−mi)ε]W et T (xi) ∈ [(ελi−mi)ε]W,
puisque W est absolument convexe fermé, alors

(
k∑

i=1

T (yi)−
k−1∑
i=1

T (xi))k

converge vers y0 ∈ W.
D’autre part 1.24 implique que

(
k∑

i=1

yi −
k−1∑
i=1

xi)k
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converge vers x0

Comme T est séquentièllement fermé, alors T (x0) = y0 ∈ W. D’où x0 ∈
T−1(W ), ce implique
T−1(W ) = T−1(W ). Par le lemme 1.10.4 T−1(W ) est un voisinage de l’origine
de G, donc T est continue.

Définition 1.10.8. Soit T : G −→ H une application C̃-linéaire. On note
par GT = {u, T (u) : u ∈ G}, GT est appelé graphe de T. T est dite à graphe
fermé, si GT est un fermé de G× G.

Proposition 1.10.9. Soient (G, τ1) un C̃-module topologique et (H, τ2) un
C̃-module topologique de Hausdorff. Si

T : (G, τ1) −→ (H, τ2)

une application C̃- linéaire continue. Alors GT est fermé.

Preuve. Soit (u, v) 6∈ GT , alors il existe V et U voisinage de v et T(u)
respectivement tel que U ∩ V = ∅. Puisque T est continue, T−1(U) est un
voisinage de u dans G, donc T−1(U)×V est un voisinage de (u, v) dans G×H,
pour la topologie produit. Par construction on a (T−1(U) × V ) ∩ GT = ∅,
donc (u, v) 6∈ GT . Ce qui implique que GT = GT , i.e. GT est fermé.

Theorem 1.10.10. Soient G un C̃-module de Baire et H un C̃-module to-
pologique localement convexe qui a un réseau de type C. Si T : G −→ H une
application C̃-linéaire à graphe fermé, alors T est continue.

Preuve. Soit W un voisinage absolument convexe fermé de l’origine de H.
Comme dans la preuve 1.10.6 nous pouvons trouver une suite Mk comme
dans 1.19 Pour tout ρk associé au choix nk et λk ≥ ρk tel que λk −mk ≥ 0,
pour tout k, tel que int(Mk) 6= ∅, pour tout k, ce qui signifie l’existence de
zk ∈ Mk et Uk un voisinage absolument convexe de l’origine de G tel que
zk +Uk ⊂Mk. Comme zk ∈Mk et zk +Uk est un voisinage de zk, alors, nous
pouvons trouver xk ∈Mk et xk ∈ zk + Uk. D’oú

xk + Uk ⊂ zk + Uk + Uk

⊂ zk + Uk

⊂ Mk

car Uk est absolument convexe.
Soit x0 ∈ T−1(W ), montrons que x0 ∈ T−1(W ).
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Alors T−1(W ) ∩ (x0 + U1) 6= ∅. Donc ∃y1 ∈ T−1(W ), tel que x0 − y1 ∈ U1.
Nous pouvons Montrer par récurrence que ; pour k ≥ 2 que yk ∈Mk−1 et

x0 −
k∑

i=1

yi +
k−1∑
i=1

xi ∈ Uket x0 −
k∑

i=1

yi +
k∑

i=1

xi ∈Mk. (1.25)

Puisque W est un réseau de type C, alors
∞∑
i=1

T (yi),

et
∞∑
i=1

T (xi)

convergent dans H. D’où

(
k∑

i=1

T (yi)−
k−1∑
i=1

T (xi))k

converge dans H.
Par définition des Mi, on a T (yi) ∈ [(ελi−1−mi−1)ε]W, pour i ≥ 2 et T (xi) ∈
[(ελi−mi)ε]W, pour i ≥ 1 et T (y1) ∈ W, puisque W est absolument convexe
fermé, alors

(
k∑

i=1

T (yi)−
k−1∑
i=1

T (xi))k

converge vers y0 ∈ W.
Montrons que (x0, y0) ∈ graphe(T ).
Soit (U, V ) un voisinage absolument convexe de l’origine de G×H. Du 1.25
et x0−

∑k
i=1 yi +

∑k
i=1 xi +U est un voisinage de x0−

∑k
i=1 yi +

∑k
i=1 xi dans

G, il existe tk ∈Mk tel que x0 −
∑k

i=1 yi +
∑k

i=1 xi − tk ∈ U.
Posons a =

∑k
i=1 yi +

∑k
i=1 xi − tk, Puisque

∞∑
k=1

T (tk),

et
∞∑

k=1

T (xk)
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convergent dans H, il s’ensuit que T (tk) → 0 et T (xk → 0. Comme

(
k∑

i=1

T (yi)−
k−1∑
i=1

T (yi))k

converge vers y0, alors

y0 − T (a) = y0 −
k∑

i=1

T (yi) +
k∑

i=1

T (xi)− T (tk)

= y0 −
k∑

i=1

T (yi) +
k−1∑
i=1

T (xi) + T (xk)− T (tk) → 0.

donc ∃k0 ∈ N? tel que y0 − T (a) ∈ V, ∀k ≥ k0.
On conclut

(x0, y0)− (a, T (a))
.
= (x0 − a, y0 − T (a))

∈ (U, V ),

d’où (a, T (a)) ∈ graphe(T ) ∩ ((x0, y0) + (U, V )), i.e. (x0, y0) ∈ graphe(T ).
Comme graphe(T) est fermé, alors (x0, y0) ∈ graphe(T ), i.e. y0 = T (x0),
puisque y0 ∈ W, donc x0 ∈ T−1(W ), ainsi T est continue.

Proposition 1.10.11. Tout C̃-sous-module, séquentièllement fermé H d’un
C̃-module topologique localement convexe G qui a un réseau W de type C, a
un réseau V de type C. En outre si W est absolument convexe, alors V est
absolument convexe.

Preuve. Soit un réseau W de type C, alors (C(n1, ..., nk)∩H)k est un réseau
de type C dans H. En effet, Pour tout ρk associé au choix nk et λk ≥ ρk et
xk ∈ c(n1, ..., nk) ∩H, alors

∞∑
k
.
=1

[(ελk)ε]xk, converge dans G.

Comme H est un C̃-sous-module, alors

n∑
k
.
=1

[(ελk)ε]xk ∈ H.
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Or H est séquentièllement fermé, ce qui implique que
∞∑

k
.
=1

[(ελk)ε]xk, converge dans H.

Lemme 1.10.12. Un réseau W = {(C(n1, ..., nk)}k est de type C dans G,
si conditions suivante est remplie. Pour toute suite (nk)k, il existe une suite
(µk)k ⊂ R telle que la suite ([(ε−µk)ε]xk)k avec xk ∈ C(n1, ..., nk) est conte-
nue dans un sous-ensemble M de G, borné absolument convexe et séquentièl-
lement complet.

Preuve. Soit (nk)k et xk ∈ C(n1, ..., nk), choisissons ρk associé au choix nk

et λk ≥ ρk tel que λk − µk ≥ k, pour tout k, alors
N∑

k=1

[(ελk)ε]xk =
N∑

k=1

[(ελk−µk)ε][(ε
µk)ε]xk

∈
N∑

k=1

[(ελk−mk)ε]M

∈ M.

La suite (
∑N

k=1[(ε
−µk)ε]xk)N est de Cauchy dans M. En effet, soit U un voi-

sinage absolument convexe de l’origine de G. Comme M est borné, alors il
existe (a ∈ R telle que M ⊂ [(εa)ε]U. Pour N + 1 + a ≥ 0, nous obtenons

N+p∑
k=1

[(ελk)ε]xk −
N∑

k=1

[(ελk)ε]xk =

N+p∑
k=N+1

[(ελk)ε]xk)

=

N+p∑
k=N+1

[(ελk−µk)ε][(ε
µk)ε]xk.

Puisque [(εµk)ε]xk ∈M, λk−µk ≥ k ≥ N +1 et M absolument convexe, alors
[(ελk−µk)ε]M ⊂ [(εN+1)ε]M, ce qui implique

N+p∑
k=1

[(ελk)ε]xk −
N∑

k=1

[(ελk)ε]xk =

N+p∑
k=N+1

[(ελk)ε]xk)

∈ [(εN+1)ε]M

∈ [(εN+1+a)ε]U

∈ U.
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Puisque M est séquentièllement complet, alors la suite (
∑N

k=1[(ε
−µk)ε]xk)N

converge dans M.

Proposition 1.10.13. Soient G et H deux C̃-modules topologiques locale-
ment convexes et T : G −→ H une application C̃-linéaire séquentiéllement
continue. Si W = {(C(n1, ..., nk)} est un réseau de type C dans G, alors
T (W) = {T (C(n1, ..., nk)} est un réseau de type C dans T (G)

Preuve. Facile.

Proposition 1.10.14. Soit G un C̃-module topologique localement convexe ,
M un C̃-sous module de G et W est un réseau de type C dans G, alors l’espace
quotient G/M muni par la topologie quotient a un réseau V de type C. En
outre si W est absolument convexe, alors V est absolument convexe.

Preuve. Par la définition de la topologie quotient , la surjection cannonique

π : G −→ G/M

u 7−→ u+M

est continue. D’où par la proposition 1.10.13 π(W) = V est un réseau de type
C dans G/M.

1.11 Théorème de l’application ouverte
Proposition 1.11.1. Soient G un C̃-module localement convexe qui a un
réseau absolument convexe de type C. et H un C̃-module ultra-bornologique
séparé. Si T : G −→ H une application C̃-linéaire surjective et continue ,
alors T est ouverte .

Preuve. Par la proposition 1.10.14, G/ kerT a un réseau V de type C.
Puisque T est continue , alors l’application

T : G/ kerT −→ H

u+ kerT 7−→ T (u)

est C̃-linéaire continue.
Comme T−1 existe, alors T−1 est séquentièllement fermé. En appliquant la
proposition 1.12.18 à T−1

, nous concluons que T−1 est continue. Alors T est
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un homéomorphisme, ce qui implique queT est ouverte . Soit A un ouvert de
G, puisque

ϕ : G −→ G/ kerT

u 7−→ u+ kerT

est ouverte, alors A+ kerT est un ouvert de G/ kerT . D’autre part
T (A + kerT ) = T (A), donc T (A) est ouverte. Ce qui implique que T est
ouverte .

Proposition 1.11.2. Soient G et H deux C̃-modules topologiques et T :
G −→ H une application C̃-linéaire continue bijective. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) T est un isomorphisme.
(ii) T transforme tout voisinage de l’origine de G en un voisinage de l’origine

de H.

(iii) T est une application ouverte.

Preuve. Facile.

Lemme 1.11.3. Soient G et H deux C̃-modules topologiques et

T : G −→ H

une application C̃- linéaire continue surjective. Si H est de Baire, alors pour
tout U voisinage de l’origine de G, T (U) est un voisinage de l’origine de H.

Preuve. Soit U voisinage de l’origine de G, alors , il existe V voisinage
équilibré de l’origine de G, tel que V +V ⊂ U. Il en résulte que nous pouvons
écrire

G =
⋃
n∈N

[(ε−n)ε]V

et
H = T (G) =

⋃
n∈N

[(ε−n)ε]T (V ).

Comme H est de Baire, alors ,il existe n ∈ N tel que int([(ε−n)ε]T (V )) 6= ∅,
d’où int(T (V )) 6= ∅. Puisque T (V ) et T (V ) sontéquilibrés , on a
0 ∈ int(T (V ) + T (V )). D’autre part, la continuité de l’addition implique
T (V ) + T (V ) ⊂ T (V ) + T (V ).
Mais T (V ) + T (V ) = T (V + V ) ⊂ T (U), d’où T (V ) + T (V ) ⊂ T (U). Ce qui
signifie 0 ∈ int(T (U)), donc T (U) est un voisinage de l’origine de H.
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Lemme 1.11.4. Soient G et H deux espaces métriques , G est complet et
T : G −→ H une application linéaire continue vérifiant :
∀r > 0,∃ρ > 0, ∀u ∈ G, T (Br(u)) est dense dans Bρ(T (u)), alors ∀a > r,
Bρ(T (u)) ⊂ T (Ba(u))

Preuve. Voir [10].

Theorem 1.11.5. Soient G et H deux C̃-modules de Fréchet et

T : G −→ H

une application C̃- linéaire continue bijective. Alors T est un isomorphisme .

Preuve. Puisque G et H sont de Baire, le lemme 1.11.3 implique T (Br(0))
est un voisinage de l’origine de H. Par conséquent, il existe ρ > 0 tel que

Bρ(0) ⊂ T (Br(0)).

Comme G et H deux C̃-modules de Fréchet , alors leurs distances sont inva-
riante par translation. Ce qui implique

Bρ(T (u)) ⊂ T (Br(0)) + T (u)

⊂ T (Br(u)).

Ce qui signifie ∀u ∈ G, T (Br(u)) est dense dans Bρ(T (u)). Par le lemme
1.11.4, nous concluons que ∀a > r, Bρ(T (u)) ⊂ T (Ba(u)). En particulier
Bρ(0) ⊂ T (Ba(0)), par conséqent T (Ba(u)) est un voisinage de l’origine de
H. Puisque r est arbitraire, alors T transforme tout voisinage de l’origine de
G en un voisinage de l’origine de H. D’où T est un isomorphisme .

Corollaire 1.11.6. Soient G et H deux C̃-modules de Fréchet et

T : G −→ H

une application C̃- linéaire à graphe fermé. Alors T est continue.

Preuve. Résulte de 1.10.3 et 1.10.10.

Theorem 1.11.7. Soient (G, τ1) , (H, τ2) deux espaces topologiques et

T : (G, τ1) −→ (H, τ2)

une application. On a
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i) GT fermé implique T séquentièllement fermé.
ii) Si (G, τ1) est séparable et T séquentièllement fermé, alors GT est fermé.

Preuve. Voir[13]

Corollaire 1.11.8. Soient G et H deux C̃-modules de Fréchet

T : G −→ H

une application C̃- linéaire. Si T est séquentièllement fermé,alors T est conti-
nue.

Preuve. Puisque G est de Fréchet, alors il séparable et

T : G −→ H

une application C̃- linéaire séquentièllement fermé, alors GT est fermé. En
appliquant le 1.11.6, on aura T est continue.

Theorem 1.11.9. Soient (G, τ1) un C̃-module tonnélé et (H, τ2) un C̃-module
de Fréchet. Si

T : (G, τ1) −→ (H, τ2)

une application C̃- linéaire à graphe fermé. Alors T est continue .

Preuve. Voir [8, thm 4.16]

Theorem 1.11.10. Soient G un C̃-module de Fréchet et H un C̃-module
tonnélé de Hausdorff.Si T : G −→ H une application C̃-linéaire continue et
bijective, alors T est isomorphisme .

Preuve. Puisque G est un C̃-module de Fréchet et kerT est un C̃-sous-
module topologique fermé. Alors G/ kerT est un C̃-module de Fréchet. Puisque
T est continue, l’application associé à T, i.e l’application

T : G/ kerT −→ H

u+ kerT 7−→ T (u)

est C̃-linéaire continue. D’apres la proposition 1.10.9 GT est fermé.
Or G

T
−1 = {(u, v) : (u, v) ∈ GT}, donc G

T
−1 est fermé. Donc l’application

T
−1

: H −→ G/ kerT

est C̃-linéaire à graphe fermé et H un C̃-module tonnélé et de plus G/ kerT

est un C̃-module de Fréchet. En appliquant 1.11.9, alors T−1 est continue.
Ce qui implique que T est un isomorphisme .
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1.12 Limites inductives
Soient (Gγ)γ∈Γ une famille d’espaces C̃-modules topologiques localement

convexes , G un C̃-module et iγ : Gγ −→ G des applications C̃- linéaires . On
supposera toujours que

G =
⋃
γ∈Γ

Gγ.

Theorem 1.12.1. Soit U = {U ⊂ G absolument convexe :∀γ ∈ Γ i−1
γ (U) est

un voisinage de 0 dans Gγ}. La topologie τ induite par les jauges (PU)U∈U

est la topologie la plus fine qui rend les iγ continues. Cette topologie est dite
limite inductive des (Gγ)γ∈Γ, et elle noté

G = lim−−→
γ∈Γ

Gn,

Preuve. Montrons ∀U ∈ U est absorbant. Soit U ∈ U, alors i−1
γ (U) est un

voisinage de 0 dans Gγ, donc absorbant dans Gγ, d’où U absorbe tout élément
de iγ(Gγ). Maintenant soient u1 ∈ Gγ1 , u2 ∈ Gγ2 et ∃a1, a2 ∈ R tel que

iγ1(u1) ∈ [(εb1)ε]U,∀b1 ≤ a1

iγ2(u2) ∈ [(εb2)ε]U,∀b2 ≤ a2,

Alors

iγ1(u1) + iγ2(u2) ∈ [(εb1)ε]U + [(εb2)ε]U

∈ [(εmin(b1,b2))ε]([(ε
b1−min(b1,b2))ε]U + [(εb2−min(b1,b2))ε]U),

comme 0 ∈ U et U convexe, alors [(εb1−min(b1,b2))ε]U + [(εb2−min(b1,b2))ε]U ⊂ U.
Donc iγ1(u1) + iγ1(u2) ∈ [(εc)ε]U , ∀c ≤ min(a1, a2) = a, d’où U est absorbant
dans G. D’apres la poposition 1.6.6 et le théorème 1.6.8 la opologie τ dans G

induit par (Pu)U est un C̃-module topologique localement convexe , dont la
base est U. Par construction ∀γ, iγ : Gγ −→ G est continue. Montrons que
τ est la plus fine qui rend iγ continue, ∀γ . Soit τ ′ une autre topologie sur
G qui rend iγ continue, ∀γ. τ est plus fine que τ ′, car si U ′ est absolument
convexe voisinage de l’origine dans G pour τ ′, alors i−1

γ (U ′) est un voisinage
de 0 dans Gγ, ∀γ, donc U ′ est voisinage de l’origine dans G pour τ.

Proposition 1.12.2. Soient G limite inductive de C̃-modules topologiques lo-
calement convexes (Gγ)γ∈Γ, H un C̃-module topologique localement convexe et
T : G −→ H une application C̃-linéaire. Alors T est continue si et seulement
si T ◦ iγ continue, ∀γ ∈ Γ, i.e. T : Gγ −→ H est continue, ∀γ ∈ Γ.
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Preuve. Supposons T est continue, d’où T ◦ iγ continue sur Gγ.
Réciproquement, soit V absolument convexe voisinage de l’origine dans H,
alors i−1

γ (T−1(V )) = (T ◦ iγ)−1(V ) est un voisinage de l’origine dans Gγ, ∀γ,
car T ◦iγ continue, ∀γ. Puisque T est C̃-linéaire, alors T−1(V ) est absolument
convexe. D’où T−1(V ) voisinage de l’origine dans G, i.e. T est continue à
l’origine , donc T est continue.

Corollaire 1.12.3. Soient G limite inductive de C̃-modules de Fréchet (Gγ)γ∈Γ,
H un C̃-module topologique localement convexe qui a un réseau de type C.
Si T : G −→ H une application C̃-linéaire séquentiéllement fermé, alors T
est continue.

Preuve. D’apres le théorème 1.12.2, T est continue si et seulement si T ◦ iγ
continue, ∀γ ∈ Γ. Donc il suffit de prouver que T ◦ iγ continue, ∀γ ∈ Γ.
Puisque iγ est continue et T est séquentièllement fermé, alors T ◦ iγ est
séquentièllement fermé. D’apres le théorème 1.10.7 T ◦ iγ est continue, d’où
T est continue.

Définition 1.12.4. Soient G un C̃-module et (Gn)n∈N une suite de C̃-sous
modules de G tels que

i) Chaque (Gn, τn∈N) est un C̃-module topologique localement convexe
ii) Gn ⊂ Gn+1, ∀n ∈ N.
iii) G = ∪n∈NGn.

iv) τn+1/Gn = τn, ∀n ∈ N.

La limite inductive des Gn est appelée limite inductive stricte des Gn.

Lemme 1.12.5. Soit G un C̃-module topologique localement convexe , M un
C̃-sous module de G et V un voisinage convexe de l’origine dans M. Alors il
existe W voisinage convexe de l’origine dans G, tel que W ∩M = V.

Preuve. Par définition de la topologie induite dans M, il existe U voisinage
convexe de l’origine dans G, tel que U ∩M ⊂ V. Posons
W = U + V = Γ(U ∪ V ), puisque U ⊂ W, alors W voisinage de l’origine
dans G tel que V ⊂ W ∩M. Montrons W ∩M ⊂ V. Soit ω ∈ W ∩M , alors
ω = u+ v où u ∈ U et v ∈ V, donc u = ω− v ∈M, d’où u ∈ U ∩M , puisque
U ∩M ⊂ V ⇒ u ∈ V , comme V est convexe et ω = u+ v, alors ω ∈ V
i.e. W ∩M = V.
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Proposition 1.12.6. Si G est limite inductive stricte des Gn, alors τ/Gn =
τn.

Preuve. Notons τ/Gn = τ ′n. τ
′
n est moins fine que τn d’apres la définition de

la topologie induite dans Gn. Réciproquement soit Vn voisinage absolument
convexe de l’origine pour τn. Montrons qu’il existe un voisinage V de l’origine
pour τ tel que V ∩ Gn = Vn. Par le lemme 1.12.5, il existe Vn+1 voisinage
absolument convexe de l’origine pour τn+1 tel que Vn+1∩Gn = Vn.On continue
cette procédure, on voit qu’il existe, pour k = 1, 2, ... un Vn+k+1 voisinage
absolument convexe de l’origine pour τn+k+1 tel que
Vn+k+1 ∩ Gn+k = Vn+k. Posons

V =
⋃
k∈N

Vn+k.

Montrons V ∩ Gn = Vn, on a

V ∩ Gn = Vn = (
⋃
k∈N

Vn+k) ∩ Gn

=
⋃
k∈N

(Vn+k ∩ Gn),

donc il suffit de montrer Vn+k ∩ Gn = Vn, raisonnons par récurrence ;
Pour k = 0, on a Vn∩Gn = Vn, car Vn ⊂ Gn. Supposons qu’elle vraie à l’ordre
k et montrons qu’elle vraie à l’ordre k+1,

Vn+k+1 ∩ Gn = Vn+k+1 ∩ (Gn+k ∩ Gn)

= (Vn+k+1 ∩ Gn+k) ∩ Gn

= Vn+k ∩ Gn

= Vn

D’autre part, V un est voisinage de l’origine pour τ , car V est un absolument
convexe (étant reunion croissante de convexes) et V ∩Gn = Vn est un voisinage
de l’origine pour τn, ∀n ∈ N.

Corollaire 1.12.7. Si G est limite inductive stricte des Gn, alors G est séparé
si les Gn sont séparés.

Preuve. Soit x ∈ G et x 6= 0. Alors il existe n ∈ N tel que x ∈ Gn, puisque Gn

est séparé, alors il existe Vn voisinage de l’origine pour τn tel que x 6∈ Vn, donc
il existe V voisinage de l’origine dans G tel que V ∩Gn = Vn (car τ/Gn = τn).
D’où x 6∈ V.
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Corollaire 1.12.8. Si G est limite inductive stricte des Gn, alors Gn est un
fermé dans G pour τ.

Preuve. Montrons par récurrence que Gn est un fermé dans Gn+p, ∀p ∈ N.
Pour p = 1, Gn est un fermé dans Gn+1, par hypothèse. Supposons qu’elle
vraie pour p. Alors il existe F un fermé dans Gn+p+1 tel que
Gn = F ∩ Gn+p, comme Gn+p, est fermé de Gn+p+1, alors Gn est fermé dans
Gn+p+1. Soit x ∈ G et x 6∈ Gn, alors il existe p ∈ N tel que x ∈ Gn+p. Comme
Gn est un fermé dans Gn+p pour τn+p, il existe Vn+p voisinage de l’origine dans
Gn+p tel que (x+Vn+p)∩Gn = ∅. Comme τ/Gn+p = τn+p, il existe V voisinage
de l’origine dans G tel que V ∩ Gn+p = Vn+p. Mais alors (x + V ) ∩ Gn = ∅,(
car, si non ω = x + v ∈ (x + V ) ∩ Gn, alors ω − x ∈ Gn, donc ω − x ∈ Gn+p,
et ω − x = v ∈ Gn+p ∩ V = Gn+p, ce qui implique ω ∈ (x + Vn+p) ∩ Gn,
contradiction). Alors (x + V ) ⊂ CGn , i.e. CGn est un ouvert dans G pour
τ.

Lemme 1.12.9. Soit G un C̃-module topologique localement convexe , M un
C̃-sous module de G et V un voisinage convexe de l’origine dans M. Si M est
fermè, alors ∀u0 6∈ M, il existe W0 voisinage convexe de l’origine dans G tel
que W0 ∩M = V et u0 6∈ W0.

Preuve. M est fermè, donc G/M est séparé, il existe U0 voisinage convexe de
l’origine dans G tel que [u0] 6∈ π(U0) et (u0+M)∩U0 = ∅, si non z ∈ [u0] et z ∈
U0, ce qui implique [z] ∈ π(U0) contradiction. Par le lemme 1.12.5, il existe
W voisinage convexe de l’origine dans G tel que W ∩M = V. Prenons W ∩U0,
il existe U ′0 voisinage convexe de l’origine dans G tel que (u0 +M) ∩ U ′0 = ∅,
U ′0 ⊂ W ∩ U0 et M ∩ U ′0 ⊂ V. Posons W0 = U ′0 + V = Γ(U ′0 ∪ V ), puisque
U ′0 ⊂ W0, alors W0 est un voisinage convexe de l’origine dans G tel que
V ⊂ W0 ∩M. Montrons W0 ∩M ⊂ V. Soit ω ∈ W0 ∩M ⇒ ω = u + v où
u ∈ U ′0, v ∈ V, ainsi u = ω − v ∈M, d’où u ∈ U ′0 ∩M. Puisque M ∩ U ′0 ⊂ V,
alors u ∈ V, comme ω = u + v et V convexe , ce qui implique ω ∈ V. Donc
W0 ∩M = V et u0 6∈ W0.

Theorem 1.12.10. (G, τ) une limite inductive stricte d’espaces (Gn, τn)n∈N
C̃-modules topologiques localement convexes . Alors A ⊂ G est bornée pour τ
si et seleument si ∃n0 ∈ N, tel que A ⊂ Gn0 est bornée pour τn0

Preuve. (⇒) Si A ⊂ Gn, comme in : Gn −→ G est continue, alors A est
borné dans G.
(⇐) Raisonnons par l’absurde, supposons qu ’il n’existe pas de Gn0 contenant
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A, donc pour chaque n ∈ N, il existe vn ∈ A ∩ (G \ Gn). On construit un
voisinage de l’origine dans G qui n’absorbe pas A. On construit par récurrence
une suite (Vk)k∈N d’absolument convexes tel que

(Pn)


Vnun voisinage de l’origine dans Gn

Vn = Vn+1 ∩ Gn

[(εi)ε]vi 6∈ Vn+1,∀i : 0 ≤ i ≤ n

(1.26)

pour n = 0, V0 un voisinage arbitraire de 0 dans G0, comme v0 6∈ G0 et G0 est
fermé G1, il existe V1 un voisinage absolument convexe de 0 dans G1 tel que
V0 = V1 ∩ G0 et v0 = [(ε0)ε]v0 6∈ V1.
Supposons que (Pn) est déja construite et montrons que (Pn+1) est vériffié.
Comme [(εi)ε]vi 6∈ Vn+1 pour chaque 0 ≤ i ≤ n et Gn+1 est fermé Gn+2, il
existe W i

n+2 un voisinage absolument convexe de 0 dans Gn+2 que tel
Vn+1 = W i

n+2 ∩ Gn+1 et [(εi)ε]vi 6∈ W i
n+2 (si [(εi)ε]vi ∈ Gn+1 est imédiate car

[(εi)ε]vi ∈ W i
n+2 ⇒ [(εi)ε]vi ∈ Vn+1 contradiction, si non utiliser le lemme).

Prenons

Wn+2 =
n⋂

i=1

W i
n+2

est un voisinage absolument convexe de 0 dans Gn+2 tel que Vn+1 = Wn+2 ∩
Gn+1 et [(εi)ε]vi 6∈ Wn+2. Comme [(εn+1)ε]vn+1 6∈ Gn+1 et Gn+1 est fermé
dans Gn+2, il existe W n+1

n+2 un voisinage absolument convexe de 0 dans Gn+2

tel que Vn+1 = W n+1
n+2 ∩ Gn+1 et [(εn+1)ε]vn+1 6∈ W n+1

n+2 . En posant Vn+2 =
Wn+2 ∩ W n+1

n+2 , alors Vn+2 est un voisinage absolument convexe de 0 dans
Gn+2 tel que Vn+1 = Vn+2 ∩ Gn+1 et [(εi)ε]vi 6∈ Vn+2; pour tout 0 ≤ i ≤ n+ 1.
Posons

V =
⋃
k∈N

Vk

est un voisinage absolument convexe de 0 dans G. En éffet
I. V est absolument convexe car la reunion croissante de convexe est

convexe
II. V ∩ Gn = Vn, ∀n ∈ N.

D’où V est un voisinage absolument convexe de 0 dans G. Montrons
[(εk)ε]vk 6∈ V ; ∀k ∈ N. En éffet s’il existe k ∈ N tel que [(εk)ε]vk ∈ V, alors
il existe s ∈ N et s ≥ k + 1 où [(εi)ε]vi 6∈ Vs; pour tout 0 ≤ i ≤ s − 1; d’où
[(εk)ε]vk 6∈ Vs contradiction. D’autre part [(εk)ε] → 0, dans C̃ car

∣∣[(εk)ε]
∣∣
e

=
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e−k → 0, quand k → +∞ et vk ∈ A, ∀k ∈ N. D’apres le lemme 1.9.13 A
n’est pas bornée dans G.

Corollaire 1.12.11. Avec les même hypothèses du théorème 1.12.10 (un)n

converge vers 0 dans G, si et seulement si
I. ∃n0 ∈ N, (un)n ⊂ Gn0 .

II. (un)n converge vers o dans Gn0 .

Lemme 1.12.12. Soit F un filtre de cauchy dans la limite inductive stricte
(G, τ). Soit O un filtre de cauchy dont la base est formée par M+V où M ∈ F

et V un voisinages de l’origine dans G. Alors il existe n tel que O induit un
filtre de cauchy dans Gn

Preuve. S’il existe n ∈ N tel que (M + V ) ∩ Gn 6= ∅ pour tout M ∈ F et V
un voisinages de l’origine dans G, d’où le lemme est prouvé.
Nous supposons que ce n’est pas le cas ; alors ∀n, ∃Mn ∈ F et Vn un voisinages
de l’origine dans G tel que

(Mn + Vn) ∩ Gn = ∅; (1.27)

supposons que Mn−Mn ⊂ Vn et (Vn)n est une suite décroissante absoluments
convexes voisinages de l’origine. Considérons

Γ(
⋃
n∈N

(Vn ∩ Gn)) = W.

Nous devons montrer qu’il n’existe pas Q ∈ F tel que Q−Q ⊂ W,
Wn = V0 ∩ G0 + ...+ Vn−1 ∩ Gn−1 + Vn, d’où

Wn = Γe((
⋃

0≤i≤n−1

(Vi ∩ Gi)) ∪ Vn)

est un voisinages de l’origine dans G et W ⊂ Wn; ∀n car (Vn)n est une suite
décroissante et

+∞⋃
k=n

(Vk ∩ Gk) ⊂
+∞⋃
k=n

Vk ⊂ Vn.

Puisque F un filtre de cauchy, il existe Pn ∈ F tel que Pn − Pn ⊂ Wn; cela
implique (Pn + Wn) ∩ Gn = ∅. En effet pour u0 ∈ Pn ∩ Mn, nous avons
Pn ⊂ u0 +Wn; comme conséquence ∀y ∈ Pn :

y = u0 +
n∑

i=0

vi
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où vi ∈ (Vi ∩ Gi) ; 0 ≤ i ≤ n− 1, vn ∈ Vn, alors

z ∈ Pn +Wn ⇒ z = u0 +
n−1∑
i=0

(vi + v′i) + vn + v′n;

remarquons que u0 ∈Mn, car u0 ∈ Pn ∩Mn,

n−1∑
i=0

(vi + v′i)︸ ︷︷ ︸
g

∈ Gn

car (Gn)n est croissante et vn + v′n︸ ︷︷ ︸
v

∈ Vn car Vn est convexe. Alors z 6∈ Gn; car

z − g = u0 + v ⇒ z − g ∈ (Pn +Wn) ∩ Gn, ce qui contredit 1.27 .
Supposons il qu’ existe Q ∈ F tel que Q − Q ⊂ W et y0 ∈ Q, alors il existe
n ∈ N tel que y0 ∈ Gn. Montrons que Q ∩ Pn = ∅, ∀n; soit y ∈ Pn, alors
(y + Wn) ∩ Gn ⊂ (Pn + Wn) ∩ Gn = ∅. Ce qui implique y0 6∈ (y + Wn) ⇒
y0 − y 6∈ Wn ⇒ y0 − y 6∈ W, donc y0 − y 6∈ Q−Q, d’où y 6∈ Q.

Theorem 1.12.13. (G, τ) une limite inductive stricte d’espaces (Gn, τn)n∈N
C̃-modules topologiques localement convexes . Alors G est complet si et seule-
ment si Gn est complet ∀n ∈ N.

Preuve. (⇒) Comme (G, τ) une limite inductive stricte d’espaces (Gn, τn)n∈N
C̃-modules topologiques localement convexes et Gn est un fermé dans Gn+1

pour τn+1, alors Gn est un fermé dans G pour τ et comme G est complet ,
donc Gn est complet ∀n ∈ N.
(⇐)Soit F un filtre de cauchy dans G, le filtre O induit un filtre de cauchy On

dans Gn. D’où On converge vers u ∈ Gn, comme τn = τ/Gn, alors u adhère O,
donc O converge vers u ∈ G, puisque F est plus fin que O, alors F converge
vers u.

Proposition 1.12.14. Si G limite inductive de C̃-modules topologiques loca-
lement convexes et bornologiques (Gγ)γ∈Γ, alors il est un bornologique.

Preuve. Soit iγ : Gγ −→ G la famille des injections C̃ linéaires , par définition
de la limite inductive les iγ sont continue. Soit U un absolument convexe et
bornivore de G, montrons que U est un voisinage de l’origine de G. Alors
i−1
γ (U) est absolument convexe, d’autre-part soit Aγ un borné de Gγ, alors
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iγ(Aγ) est un borné de G, car iγ continue. Donc ∃a ∈ R tel que iγ(Aγ) ⊂
[(εb)ε]U, ∀b ≤ a. D’où Aγ ⊂ [(εb)ε]i

−1
γ (U), ∀b ≤ a i.e. i−1

γ (U) est bornivore de
Gγ, comme Gγ est bornologique, alors i−1

γ (U) est un voisinage de l’origine de
Gγ, ∀γ ∈ Γ. D’où U est un voisinage de l’origine de G.

Proposition 1.12.15. La limite inductive d’espaces tonnelés est tonnelée.

Preuve. Soit B un tonneau, ∀γ ∈ Γ, iγ : Gγ −→ G est continue, donc i−1
γ (B)

est un tonneau. Comme Gγ est un tonnelé, alors i−1
γ (B) est un voisinage de

l’origine de Gγ, donc B est un voisinage de l’origine de G.

Proposition 1.12.16. Tout C̃-module topologique localement convexe G bor-
nologique est la limite inductive de C̃-modules ultra- pseudo-seminormes .
i) Si G est séparé, alors il est une limite inductive de C̃-modules ultra-

pseudo- normés.
ii) Si G est séparé et complet, alors il est une limite inductive de C̃-modules

de Banach.

Preuve. Soit ∅ 6= A ⊂ G absolument convexe fermée borné . Alors GA est
topologisé par ultra- pseudo-seminorme PA. Soit iA : GA −→ G l’injection
canonique. On note par τ la topologie initiale de G et τ ′ la topologie la plus
fine qui rend les (iA)A continues. Soit V un voisinage absolument convexe de
l’origine de G pour τ, comme est A borné, alors ∃a ∈ R tel que [(ε−a)ε]A ⊂ V.
Donc [(ε−a)ε]A ⊂ i−1

A (V ). Ce qui signifie que V est un voisinage de l’origine
de G pour τ ′.
Réciproquement. Soit V un voisinage absolument convexe de l’origine de G

pour τ ′. Alors, pour toute ∅ 6= A ⊂ G absolument convexe fermée borné ,
i−1
A (V ) est un voisinage de l’origine de GA. Ainsi , pour A, il ∃a ∈ R tel que

[(ε−a)ε]A ⊂ i−1
A (V ). Donc [(ε−a)ε]A ⊂ V. Il s’entuit que V est un bornivore

absolument convexe, comme G est bornologique, nous concluons que V un
voisinage de l’origine de G pour τ.
i) Supposons de plus qu’il est séparé. D’apres la proposition1.9.24 les PA

sont d’ultra- pseudo-normés.
ii) Supposons de plus qu’il est complet . D’apres la proposition1.9.24 les GA

sont des C̃-modules de Banach.

Proposition 1.12.17. i) G un C̃-module topologique localement convexe sé-
paré est bornologique si et seulement s’il est la limite inductive de C̃-
modules (GA)A, où A est un disque borné de G.
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ii) G un C̃-module topologique localement convexe séparé est ultra-bornologique
si et seulement s’il est la limite inductive de C̃-modules (GA)A, où A
est un disque borné de Banach.

iii) Tout bornologique séparé et complet est un ultra-bornologique.

Preuve. i) La condition nécéssaire résulte de la proposition 1.12.16.
Réciproquement. Supposons (G, τ) est est la limite inductive des C̃-
modules (GA)A et montrons qu’il est bornologique. Soit V un bornivore
absolument convexe, de G. Pour tout A, i−1

A (V ) est un absolument
convexe de GA et puisque iA est continue, alors, Pour tout borné D de
GA, iA(D) est un borné de G. Comme V est bornivore, alors, ∃a ∈ R tel
que iA(D) ⊂ [(εb)ε]V, ∀b ≤ a. Par conséquent on a D ⊂ [(εb)ε]i

−1
A (V ),

∀b ≤ a. Ce qui signifie que i−1
A (V ) est un bornivore de GA. Comme G

est séparé, alors (GA,PA) est un C̃-module ultra- pseudo- normé, donc
bornologique. Ce qui implique que i−1

A (V ) est un voisinage de l’origine
de GA. Ainsi V un voisinage de l’origine de G, d’où G est bornologique.

ii) Comme dans la proposition 1.12.16, on peut prouver que tout ultra-
bornologique est la limite inductive des C̃-modules (GA)A, où A un
disque borné de Banach.
Réciproquement. Supposons (G, τ) est est la limite inductive des C̃-
modules (GA)A, où A un disque de Banach borné et montrons qu’il est
ultra-bornologique. Soit V un ultra-bornivore absolument convexe, de
G. Soit D un disque de Banach borné de GA, ce qui signifie que D est
absolument convexe, borné de GA et ((GA)D,PD) = (GD,PD) est un
Banach. D’où iA(D) est un disque de Banach borné de G et puisque V
un ultra-bornivore, alors, ∃a ∈ R tel que iA(D) ⊂ [(εb)ε]V, ∀b ≤ a. Par
conséquent on a D ⊂ [(εb)ε]i

−1
A (V ), ∀b ≤ a. Ce qui signifie que i−1

A (V )
est un ultra-bornivore absolument convexe, de GA. Puisque GA est un
Banach, il est ultra-bornologique. Ce qui implique que i−1

A (V ) est un
voisinage de l’origine de GA. Ainsi V un voisinage de l’origine de G, d’où
G est ultra-bornologique.

iii) Supposons G est bornologique, séparé, alors, d’apres la proposition1.12.17G
est la limite inductive des C̃-modules (GA)A, où A un disque borné de
G. La proposition 1.12.16 implique que les GA sont des C̃-modules de
Banach. D’apres iii) G est ultra-bornologique.
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Proposition 1.12.18. Soit G un C̃-module ultra-bornologique séparé. H un
C̃-module topologique localement convexe qui a un réseau W de type C. Si
T : G −→ H une application C̃-linéaire séquentiéllement fermé, alors T est
continue.

Preuve. D’apres 1.12.17 G est la limite inductive de (PB)B, oú B un disque
de Banach borné, donc (GB,PB) est un C̃-module de Banach. Ce qui nous
donne que G est la limite inductive de C̃-modules de Fréchet. En appliquant
le corrollaire 1.12.3, nous obtenons que T est continue.

1.13 Limites projectives
Soient (Eα, ξα)α∈A une famille de C̃-modules topologiques localement

convexes et uα : E −→ Eα des applications C̃-linéaires, où E est un C̃-module

Définition 1.13.1. La topologie limite projective définie sur E par les (Eα, ξα)α∈A

est définie par la base de voisinages de l’origine de E donnée par les inter-
sections finies des u−1

α (Vα), où Vα parcourt une base Bα de voisinages de
l’origine de Eα.

Corollaire 1.13.2. Limite projective est la topologie la moins fine sur E
pour laquelle les uα sont continues.

Preuve. Soit τ une topologie sur E pour la quelles les uα sont continues.
Soit V un voisinage de l’origine de E pour la topologie limite projective, alors

n⋂
i=1

u−1
αi

(Vαi
) ⊂ V,

où Vαi
∈ Bαi

. Comme les uα sont continues pour τ , alors
n⋂

i=1

u−1
αi

(Vαi
)

est un voisinage de l’origine de E pour τ , donc V est un voisinage de l’origine
de E pour τ , ainsi limite projective est moins fine que τ.

Exemple 1.13.3. Si E est un C̃-module topologique, M un C̃-sous-module
de E et

i : M −→ E

x 7−→ x.
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Dans ce cas, la topologie limite projective n’est rien que la topologie induite
de E sur M.

Proposition 1.13.4. Si les Eα sont séparés et⋂
α∈A

u−1
α (0) = {0},

alors E est séparé.

Preuve. Soit x ∈ E, x 6= 0, donc ∃α0 ∈ A tel que x 6∈ u−1
α0

(0), i.e. uα0(x) 6= 0.
Comme Eα0 est séparé, alors il existe Vα0 voisinage de l’origine de Eα0 tel
que uα0(x) 6∈ Vα0 . D’où x 6∈ u−1

α0
(Vα0), ce implique que E est séparé.

Proposition 1.13.5. Soit la limite projective définie sur E par les Eα et

v : F −→ E

une application C̃-linéaire, avec F un C̃-module topologique, alors v est conti-
nue si et seulement si ∀α ∈ A : vα = v ◦ uα est continue, i.e vα : F −→ Eα

est continue.

Preuve. ∀α ∈ A ,

vα = v ◦ uα : F −→ Eα

Si v est continue, alors vα est continue.
Inversement, supposons que les vα sont continue. Soit V voisinage de l’origine
de E, alors il existe n ∈ N tel que

n⋂
i=1

u−1
αi

(Vαi
) ⊂ V

v−1(
n⋂

i=1

u−1
αi

(Vαi
)) ⊂ v−1(V )

n⋂
i=1

v−1(u−1
αi

(Vαi
)) ⊂ v−1(V )

n⋂
i=1

(uαi
◦ v)−1(Vαi

) ⊂ v−1(V ),

or (uαi
◦v)−1(Vαi

) est voisinage de l’origine de F, donc v−1(V ) est un voisinage
de l’origine de E, ce qui affirme que v est continue.



CHAPITRE 1. C̃-MODULES TOPOLOGIQUES 66

Proposition 1.13.6. Soit la limite projective définie sur E par les Eα et B
une partie de E, alors B est C̃-bornée de E si et seulement si ∀α ∈ A , uα(B)
est C̃-bornée dans Eα.

Preuve. Si B est C̃-bornée de E, alors ∀α ∈ A , uα(B) est C̃-bornée de Eα,
car uα est continue.
Inversement, supposons B une partie de E telle que ∀α ∈ A , uα(B) est
C̃-bornée de Eα. Soit

V =
n⋂

i=1

u−1
αi

(Vαi
)

où Vαi
est un voisinage de l’origine Eα, alors V est un voisinage de l’origine

de E. Comme uα(B) est C̃-bornée de Eα, alors, il existe ai ∈ R tel que

uα(B) ⊂ [(εb)ε]Vαi
,∀b ≤ ai

B ⊂ [(εb)ε]u
−1
αi

(Vαi
),∀b ≤ ai

B ⊂ [(εb)ε]
n⋂

i=1

u−1
αi

(Vαi
),∀b ≤ a,

où
a = min

1≤i≤n
ai.

D’où B ⊂ [(εb)ε]V, ∀b ≤ a.

Définition 1.13.7. La famille (pi)i∈I de d’ultra-pseudo-seminormes sur C̃-
module G est dite filtrante si pour toute J ⊂ I, finie supi∈J pi est une ultra-
pseudo-seminormes sur C̃-module G.

Lemme 1.13.8. Soit (pi)i∈I une famille d’ultra-pseudo-seminormes filtrante
sur C̃-module G et M est un C̃-sous-module de G. Si τ est la topologie quotient
sur G/M et τ ′ la topologie définie sur G/M par les ultra-pseudo-seminormes

p̄i(x̄) = inf
x∈x̄

pi(x),

alors les deux topologies coïncides.

Preuve. Soit

ϕ : G −→ G/M

x 7−→ x̄.
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Si Ui,ε = {x ∈ G : pi(x) < ε}, alors ϕ(Ui,ε) = {x̄ : p̄i(x̄) < ε}. En effet ,

x̄ ∈ {x̄ : p̄i(x̄) < ε} ⇐⇒ inf
x∈x̄

pi(x) < ε

⇐⇒ ∃x ∈ x̄ tel que pi(x) < ε

⇐⇒ ϕ(x) = x̄ et x ∈ Ui,ε

⇐⇒ x̄ ∈ ϕ(Ui,ε)

Montrons que les deux topologies coïncides. (Ui,ε)i,ε forme une base de voisi-
nage de l’origine de G, où Ui,ε = {x ∈ G : pi(x) < ε}.
Par la définition de la topologie quotient, (ϕ(Ui,ε))i,ε forme une base de voi-
sinage de l’origine de G/M pour τ.
D’autre part ({x̄ : p̄i(x̄) < ε})i,ε forme une base de voisinage de l’origine pour
τ ′, comme ϕ(Ui,ε) = {x̄ : p̄i(x̄) < ε}, alors τ ′ coïncide avec τ.

Proposition 1.13.9. Tout (G, pi)i∈I C̃-module topologique localement convexe
séparé est une limite projective d’espaces C̃-modules normés.

Preuve. ∀i ∈ I, pi est une ultra-pseudo-seminorme continue sur G, p−1
i (0)

est un C̃-sous-module de G. Considérons l’espace quotient Gpi
= G/p−1

i (0), pi

définie une ultra-pseudo-norme sur Gpi
comme suit

‖X‖pi
= inf

x∈X
pi(x)

Montrons que ‖X‖pi
= pi(x), où x est un représentant de X.

Soient x, x′ deux représentants de X, alors |pi(x)− pi(x
′)| ≤ pi(x− x′).

Or pi(x − x′) = 0 puisque x, x′ ∈ X, ce qui implique pi(x) = pi(x
′), donc

‖X‖pi
= pi(x).

Montrons que ‖.‖pi
est une ultra-pseudo-norme sur Gpi

.

‖X‖pi
= 0 ⇐⇒ pi(x) = 0

⇐⇒ x ∈ p−1
i (0)

⇐⇒ X = 0̄,

d’où ‖.‖pi
est une ultra-pseudo-norme sur Gpi

. Notons τpi
la topologie sur Gpi

définie par ‖.‖pi
, or d’apres le lemme 1.13.8 τpi

est la topologie quotient sur
Gpi
. Considérons les surjections cannoniques

ϕpi
: G −→ Gpi

x 7−→ ϕpi
(x) = x̄,
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Notons τ la topologie initiale de G et τ ′ la topologie limite projective définie
sur G par les (Gpi

, τpi
)i∈I . Comme τ ′ est la moins fine qui rend ϕpi

continue,
donc τ ′ est moins fine que τ.
Inversement, soit U un ouvert de (G, τ), comme ϕpi

est une application ou-
verte, alors ϕpi

(U) est un ouvert de τpi
.

D’autre part

ϕpi
: (G, τ ′) −→ (Gpi

, τpi
)

est continue, car τ ′ la topologie limite projective définie sur G par les (Gpi
, τpi

)i∈I ,
donc U = ϕ−1

pi
(ϕpi

(U)) est un ouvert de τ ′, i.e. τ est moins fine que τ ′. Ainsi
les deux topologies coïncides

1.14 Dualité
Soient G un C̃-module topologique localement convexe et L(G, C̃) est le

dual topologique de G .

Proposition 1.14.1. Soient v1, ..., vn des éléments de L(G, C̃), alors l’appli-
cation

pv1,...,vn : G −→ C̃
u 7−→ pv1,...,vn(u) = sup

1≤i≤n
|< u, vi >|e

est une ultra-pseudo-seminorme sur G.

Preuve. Pour tous λ ∈ C̃, u ∈ G, c ∈ C et a ∈ R. On a
i)

pv1,...,vn(0) = sup
1≤i≤n

|< 0, vi >|e
= 0

ii)

pv1,...,vn(λu) = sup
1≤i≤n

|< λu, vi >|e

= sup
1≤i≤n

|λ < u, vi >|e

≤ |λ|e sup
1≤i≤n

|< u, vi >|e

≤ |λ|epv1,...,vn(u)
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iii)

pv1,...,vn(c[(εa)ε]u) = sup
1≤i≤n

|< c[(εa)ε]u, vi >|e

= sup
1≤i≤n

|c[(εa)ε] < u, vi >|e

≤ |c[(εa)ε]|e sup
1≤i≤n

|< u, vi >|e

≤ |c[(εa)ε]|epv1,...,vn(u)

iv)

pv1,...,vn(u+ w) = sup
1≤i≤n

|< u+ w, vi >|e

= sup
1≤i≤n

|< u, vi > + < w, vi >|e

≤ sup
1≤i≤n

(max(|< u, vi >|e, |< w, vi >|e))

≤ max( sup
1≤i≤n

|< u, vi >|e, sup
1≤i≤n

|< u, vi >|e))

≤ max(pv1,...,vn(u), pv1,...,vn(w))

Définition 1.14.2. Soient G un C̃-module topologique localement convexe
et L(G, C̃) est le dual topologique de G . La topologie faible sur G est la
topologique définie par (pv1,...,vn)n, noté σ(G,L(G, C̃)).

Proposition 1.14.3. Soit A une parties finie de G , alors l’application

pA : G −→ C̃
v 7−→ pA(v) = sup

A
|< u, v >|e,

est une ultra-pseudo-seminorme sur L(G, C̃) .

Preuve. Voir la preuve de la proposition 1.14.1

Définition 1.14.4. La topologie faible sur L(G, C̃) est la topologique définie
par (pA)A∈B, noté σ(L(G, C̃),G).

Proposition 1.14.5. Soient G un C̃-module topologique localement convexe,
alors ((L(G, C̃), σ(L(G, C̃),G))est un C̃-module topologique localement convexe
séparé.
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Preuve. Soit v ∈ L(G, C̃),G) et v 6= 0, alors , il existe u0 ∈ G tel que
v(u0) 6= 0 dans C̃. D’où

px0(v) = |v(u0)|e > 0,

car |.|e est une ultra-pseudo-norme sur C̃. Ce qui implique notre affirmation.

Définition 1.14.6. Soient G un C̃-module topologique et A un sous-ensemble
de G. On appelle polaire de A, noté A0, le sous-ensemble de L(G, C̃) défini
par
A0 = {v ∈ L(G, C̃) : |< u, v >|e ≤ 1,∀u ∈ A}

Proposition 1.14.7. i) Si A1 ⊂ A2, alors A0
2 ⊂ A0

1.

ii) A0 est absolument convexe de L(G, C̃) et fermé pour σ(L(G, C̃),G).

iii) A0 est absorbant si et seulement si A est σ(G,L(G, C̃)))-borné.
iv) ∀λ inversible de C̃, (λA)0 = λ−1A0.

v) On a
(
⋃
i∈I

Ai)
0 =

⋂
i∈I

A0
i

Preuve. i)

A0
2 = {v ∈ H : |< u, v >|e ≤ 1,∀u ∈ A2}
⊂ {v ∈ H : |< u, v >|e ≤ 1,∀u ∈ A1}
⊂ A0

1

.
ii) Montrons que A0 est équilibré, soient λ ∈ C̃, |λ|e ≤ 1 et v ∈ A0 on a

|< u, λv >|e = |λ < u, v >|e ≤ |λ|e|< u, v >|e ≤ 1, ∀u ∈ A.
Montrons que A0 est convexe, soient v1, v2 ∈ A0

|< u, v1 + v2 >|e = |< u, v1 > + < u, v2 >|e ≤ max(|< u, v1 >|e, |< u, v2 >|e) ≤
1 i.e. A0 + A0 ⊂ A0, puisque A0 est équilibré, soient λ, µ ∈ C̃, tel que
max(|λ|e ≤ 1, |µ|e ≤ 1) ≤ 1, alors λA0 + µA0 ⊂ A0 +A0 ⊂ A0; d’où A0

est convexe.
Montrons que A0 est un fermé pour σ(L(G, C̃),G). On sait que

A0 =
⋂
u∈A

Au
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où Au = {v ∈ L(G, C̃) : |< u, v >|e ≤ 1} = Au = {v ∈ L(G, C̃) :
Pu(v) ≤ 1} = P−1

u (]−∞, 1]) est un fermé car ]−∞, 1] est un fermé et
Pu est continue, d’où A0 est un fermé.

iii)

v ∈ (λA)0 ⇐⇒ |< λu, v >|e ≤ 1,∀u ∈ A
⇐⇒ |< u, λv >|e ≤ 1,∀u ∈ A
⇐⇒ λv ∈ A0

⇐⇒ v ∈ λ−1A0.

D’où (λA)0 = λ−1A0

iv) Supposons A0 est absorbant, alors ∀v ∈ L(G, C̃); ∃a ∈ R tel que
v ∈ [(εb)ε]A

0 = ([(ε−b)ε]A)0, ∀b ≤ a considérons

U = {u ∈ G : max
0≤i≤n

Pvi
(u) ≤ η}

= {u ∈ G : max
0≤i≤n

η−1Pvi
(u) ≤ 1}

= {u ∈ G : max
0≤i≤n

e− ln ηPvi
(u) ≤ 1}

= {u ∈ G : max
0≤i≤n

Pvi
([(εln η)ε]u) ≤ 1}

cherchons une condition pour que [(ε−b)ε]A ⊂ U, soit u ∈ A, alors∣∣< [(εln η)ε][(ε
−b)ε]u, vi >

∣∣
e

∣∣< [(εln η−b)ε]u, vi >
∣∣
e
≤ 1 si vi ∈ ([(εln η−b)ε]A)0,

i.e. si b − ln η ≤ a donc si b ≤ ln η + a, ce qui prouve que A est
σ(G,L(G, C̃)))-borné
Réciproquement si A est σ(G,L(G, C̃)))-borné, alors ∀v ∈ L(G, C̃);
∃a ∈ R tel que A ⊂ [(εb)ε]{u ∈ G : |< u, v >|e ≤ 1}, ∀b ≤ a. D’où

[(ε−b)ε]v ∈ [(ε−b)ε]({u ∈ G : |< u, v >|e ≤ 1})0,

∈ ([(εb)ε]{u ∈ G : |< u, v >|e ≤ 1})0 ⊂ A0

∈ A0,∀b ≤ a.

donc v ∈ [(εb)ε]A
0, ∀b ≤ a; i.e. A0 est absorbant.

v)

v ∈ (
⋃
i∈I

Ai)
0 ⇐⇒ |< u, v >|e ≤ 1,∀u ∈

⋃
i∈I

Ai

⇐⇒ |< u, v >|e ≤ 1,∀u ∈ Ai, i ∈ I
⇐⇒ v ∈

⋂
i∈I

A0
i .
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Proposition 1.14.8. Soit G un C̃-module topologique ,alors

I.
[(ε−b)ε]v ∈ A0 ⇐⇒ sup

x∈A
|< u, v >|e ≤ e−b

II. PA0(v)
.
= supx∈A |< u, v >|e, où A est σ(G,L(G, C̃))-borné.

Preuve. I.

[(ε−b)ε]v ∈ A0 ⇐⇒ v ∈ [(εb)ε]A
0

⇐⇒ v ∈ ([(ε−b)ε]A)0

⇐⇒
∣∣< [(ε−b)ε]u, v >

∣∣
e
≤ 1,∀u ∈ A

⇐⇒
∣∣[(ε−b)ε]

∣∣
e
|< u, v >|e ≤ 1,∀u ∈ A

⇐⇒ eb|< u, v >|e ≤ 1,∀u ∈ A
⇐⇒ |< u, v >|e ≤ e−b,∀u ∈ A

II. Par définition on a PA0(v) = e−VA0 (v)

VA0(v) = sup{b ∈ R : v ∈ [(εb)ε]A
0}

= sup{b ∈ R : sup
u∈A

|< u, v >|e ≤ e−b}

= sup{b ∈ R : ln(sup
u∈A

|< u, v >|e) ≤ −b}

= sup{b ∈ R : b ≤ − ln(sup
u∈A

|< u, v >|e)}

= − ln(sup
u∈A

|< u, v >|e);

d’où
PA0(v) = e−(− ln(supu∈A |<u,v>|e))

= sup
u∈A

|< u, v >|e

Corollaire 1.14.9. Le polaire d’un ensemble σ(G,L(G, C̃)))-borné est abso-
lument convexe, absorbant et sa jauge est une ultra-pseudo-seminorme sur
L(G, C̃).
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Définition 1.14.10. Soit G un C̃-module topologique localement convexe et
B l’ensemble de tous les σ(G,L(G, C̃))-borné de G. Alors la topologie sur
L(G, C̃)) définie par les (PB0)B∈B est dite topologie forte, et elle notée
β(L(G, C̃)),G).

Proposition 1.14.11. Soit G un C̃-module bornologique localement convexe,
alors (L(G, C̃), β(L(G, C̃),G)) est complet.

Preuve. Soit F un filtre de cauchy dans (L(G, C̃), β(L(G, C̃),G)), pour tout
u ∈ G, Fu est le filtre a comme base la famille {Xu}X∈F où Xu = {T (u) : T ∈
X}, est un filtre de cauchy dans C̃. En effet, comme F un filtre de cauchy
dans L(G, C̃). Pour u ∈ G, ∀ε > 0, ∃X ∈ F tel que |T (u)− T ′(u)|e ≤ ε,

∀T, T ′ ∈ X, donc il suffit de prendre Xu ∈ Fu. Puisque C̃ est complet, alors
Fu concerge vers F (u) ∈ C̃. Considérons l’application

F : G −→ C̃
u 7−→ F (u)

Montrons que F est une formeC̃-linéaire .
I. Soient u, v ∈ G et ∀ε > 0,∃X ∈ F tel que |T (u)− F (u)|e ≤ ε, ∀T ∈ X

et ∃Y ∈ F tel que |T (v)− F (v)|e ≤ ε, ∀T ∈ Y, alors Z = X ∩ Y ∈ F

et on a |T (u+ v)− F (u)− F (v)|e = |T (u) + T (v)− F (u)− F (v)|e ≤
max(|T (u)− F (u)|e, |T (v)− F (v)|e) < ε,∀T ∈ Z,

lim
→

Fu+v = F (u) + F (v)

i.e. F (u+ v) = F (u) + F (v)

II. Soit λ ∈ C̃, u ∈ G et ∀ε > 0,

ε′ =

{
ε si |λ|e = 0

ε
|λ|e

si |λ|e 6= 0
(1.28)

∃X ∈ F tel que |T (u)− F (u)|e < ε′,∀T ∈ X. D’où |T (λu)− λF (u)|e =
|λ(T (u)− F (u))|e ≤ |λ|e|T (u)− F (u)|e, donc |T (λu)− λF (u)|e < ε,∀T ∈
X. Ainsi

lim
→

Fλu = λF (u).
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Montrons que F est continue . Soit A un borné de G, alors A est σ(G,L(G, C̃))-
borné de G, car τ plus fine que σ(G,L(G, C̃)) dans G. A0 est un voisinage de
l’origine de L(G, C̃) pour β(L(G, C̃),G). Comme F est un filtre de cauchy pour
β(L(G, C̃),G), alors ∃X ∈ F tel que X −X ⊂ A0, ce qui signifie ∀T, T ′ ∈ X,
∀u ∈ A on a |T (u)− T ′(u)|e ≤ 1. En particulier, pour T ′ fixé on a

|T (u)|e = |T (u)− T ′(u) + T ′(u)|e
≤ max(|T (u)− T ′(u)|e, |T

′(u)|e),∀T ∈ X,∀u ∈ A
≤ C,∀T ∈ X,∀u ∈ A.

D’autre-part pour tout u ∈ G, F (u) adhère Fu, alors il existe T ′ ∈ X, tel que
|F (u)− T ′(u)|e ≤ C, ∀u ∈ A, nous pouvons écrire
|F (u)|e ≤ max(|F (u)− T ′(u)|e, |T ′(u)|e) ≤ C, ce qui prouve que F (A) est
borné dans C̃. Puisque G est bornologique, F alors est continue. Reste à
prouver que F −→ F pour la topologie β(L(G, C̃),G). Soit A σ(G,L(G, C̃))-
borné de G et η > 0, considérons

V = {T ∈ L(G, C̃) : PA0(T ) < η}
= {T ∈ L(G, C̃) : sup

u∈A
|T (u)|e < η},

alors ∃X ∈ F tel que X − X ⊂ V, ce qui signifie ∀T, T ′ ∈ X, ∀u ∈ A
on a |T (u)− T ′(u)|e < η. Puisque Fu concerge vers F (u) ∈ C̃, alors il
existe T ′ ∈ X, tel que |F (u)− T ′(u)|e < η, donc ∀T ∈ X, ∀u ∈ A on a
|F (u)− T (u)|e ≤ max(|F (u)− T ′(u)|e, |T ′(u)− T (u)|e) < η, d’où ∀T ∈ X,
supu∈A |F (u)− T (u)|e ≤ η} i.e. ∀T ∈ X, PA0(F − T ) < η, ainsi

X ⊂ F + V = F + {T ∈ L(G, C̃) : PA0(T ) < η}
⊂ F + [(ε− ln η)ε]A

0.

Soit W un voisinage de F pour la strong topologie, alors

F + {T : max
0≤i≤N

PA0
i
(T ) ≤ η} ⊂ W.

Pour chaque Ai, alors ∃Xi ∈ F tel queXi ⊂ F + [(ε− ln η)ε]A
0
i . Prenons

X =
N⋂

i
.
=1

Xi ∈ F,
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ce qui implique

X ⊂ F + [(ε− ln η)ε]
N⋂

i=1

A0
i

⊂ F + {T ∈ L(G, C̃) : PTN
i=1 A0

i
(T ) ≤ η}

⊂ F + {T ∈ L(G, C̃) : max
1≤i≤N

PA0
i
(T ) ≤ η} ⊂ W,

donc F concerge vers F.

1.15 Théorème de Banach-Steinhaus
Définition 1.15.1. Soit H ⊂ L(G, C̃), u0 ∈ G

– H est dite équi-continue en u0 si ∀W un voisinage de l’origine de C̃, ∃U
un voisinage de u0 dans G tel que T (u)− T (u0) ∈ W, ∀u ∈ U, ∀T ∈ H.

– H est dite équi-continue si elle est équi-continue en tout point de G.

Proposition 1.15.2. – Dans un C̃-module topologique localement convexe
G. Si H ⊂ L(G, C̃) et σ(L(G, C̃),G)-borné, alors il existe un tonneau B
dans G tel que H ⊂ B0

– Si G est tonnelé, alors tout H ⊂ L(G, C̃) et σ(L(G, C̃),G)-borné est
équi-continue.

Preuve. – Si A est σ(L(G, C̃),G)-borné par la proposition 1.14.7 A0 est
absorbant et absolument convexe. De plus

A0 =
⋂
T∈A

AT

où AT = {u ∈ G : |T (u)|e) ≤ 1}, alors A0 est fermé car T est continue.
Prenons B = A0, puisque A ⊂ A00, alors A ⊂ A00 .

= B0.
– D’apres l’assertion précédente tout σ(L(G, C̃),G)-borné est contenu dans
B0 où B un tonneau dans G. Comme G est tonnelé, alors B est un voi-
sinage de l’origine de G. Soit η > 0 prenons W = [(ε− log η)ε]B est un
voisinage de l’origine de G, alors

∣∣T ([(ε− log η)ε]u)
∣∣
e

= η|T (u)|e ≤ η,
∀T ∈ A, ∀u ∈ B. D’où A est équi-continue.
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Lemme 1.15.3. Si G un C̃-module topologique, M équi-continue de L(G, C̃)
et F un filtre de M. Supposons que pour tout u ∈ G, Fu concerge vers F (u) ∈
C̃. Alors l’application

F : G −→ C̃
u 7−→ F (u)

est C̃-linéaire continue

Preuve. D’apres la preuve de 1.14.11 F est C̃-linéaire, reste à montrer que F
est continue. Puisque M équi-continue, alors ∀η > 0, il existe U un voisinage
de l’origine de G tel que |T (u)|e ≤ η, ∀T ∈ M, ∀u ∈ U. Comme Fu converge
vers F (u), alors ∀η > 0,∀u ∈ U, ∃T ∈ M tel que |T (u)− F (u)|e ≤ η. D’où
|F (u)|e ≤ max(|F (u)− T (u)|e, |T (u)|e) ≤ η, ∀u ∈ U. Ce qui prouve que la
continuité en 0 de G donc la continuité sur G.

Proposition 1.15.4. Soient G un tonnelé , F un filtre de L(G, C̃) qui contient
un σ(L(G, C̃),G)-borné et supposons que Fu converge vers F (u), alors l’ap-
plication

F : G −→ C̃
u 7−→ F (u)

appartient à L(G, C̃).

Preuve. Nous savons que F contient un équi-continue M.
O
.
= {Y ⊂M : ∃X ∈ F, X∩M ⊂ Y } est le filtre induit par F sur M. Donc Ou

converge vers F (u), pour tous u ∈ G, par le lemme 1.15.3 F ∈ L(G, C̃).

Corollaire 1.15.5. Soient G un tonnelé, (Tn)n une suite dans L(G, C̃) et
∀u ∈ G la suite (Tn(u))n converge vers T (u). Alors l’application

T : G −→ C̃
u 7−→ T (u)

appartient à L(G, C̃).

Preuve. Le filtre élémentaire associé à lasuite (Tn)n i.e. le filtre engendré
par XN

.
= {Tn, n ≥ N}, N ∈ N, contient un σ(L(G, C̃),G)-borné. En effet,

puisque (Tn(u))n converge vers T (u), alors XN est σ(L(G, C̃),G)-borné et par
construcion Comme Fu converge vers F (u), ∀u ∈ G. Par la proposition 1.15.4
T ∈ L(G, C̃).
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Proposition 1.15.6. Soit G un C̃-module topologique localement convexe ,
1) Si A est un voisinage absolument convexe de l’origine de G, alors A0 est

équicontinue.
2) Si D ⊂ L(G, C̃) et équicontinue , alors β(L(G, C̃),G))-borné

Preuve. 1) Puisque A0 ⊂ L(G, C̃), il suffit de montrer qu’elle équicontinue
à origine . Soit η > 0, prenons U = [(εa)ε], A avec e−a < η. Alors
|T (u)|e < η, ∀u ∈ U, ∀T ∈ A, ce qui implique que A0 est équicontinue.

2) Soit B un borné de G. Puisque D est équicontinue , alors, il existe U
voisinage de l’origine de G, tel que |T (u)|e < 1, ∀u ∈ U, ∀T ∈ D.
Puisque B est borné , il existe b ∈ R tel que [(ε−b)ε]B ⊂ U. Ce qui
signifie que ∀T ∈ D,

sup
u∈B

|T (u)|e = e−b sup
u∈B

∣∣T ([(ε−b)ε]u)
∣∣
e

≤ e−b

Proposition 1.15.7. Soit G la limite inductive des C̃-modules (Gp)p∈N mé-
trisables . Alors L(G, C̃) muni de la topologie β(L(G, C̃),G) admet un réseau
absolument convexe, fermé et de type C

Preuve. Soit UP
1 ⊃ UP

1 ⊃ UP
1 ⊃ ... une base dénombrable de voisinages de

l’origine de G. Posons

C(n1, ..., nk) =
k⋂

j=1

(U j
nj

)0.

Montrons

L(G, C̃) =
∞⋃

m=1

(Up
m)0,∀p ∈ N.

En effet , soit T ∈ L(G, C̃), alors T|Gp ∈ L(Gp, C̃). Comme T|Gp est continue,
alors, il existe Up

m tel que |T (u)|e < 1, ∀u ∈ Up
m, i.e., T ∈ (Up

m)0.
Montrons que W = (C(n1, ..., nk))k est un réseau absolument convexe, fermé
et de type Cde L(G, C̃). En effet, on a

∞⋃
n1=1

C(n1) =
∞⋃

nk=1

(U1
n1

)0

= L(G, C̃).
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D’autre part on a

∞⋃
nk=1

C(n1, ..., nk) =
∞⋃

nk=1

(
k⋂

j=1

(U j
nj

)0)

=
∞⋃

nk=1

(
k−1⋂
j=1

(U j
nj

)0 ∩ (Uk
nk

)0)

= (
k−1⋂
j=1

(U j
nj

)0) ∩ (
∞⋃

nk=1

(Uk
nk

)0)

=
k−1⋂
j=1

(U j
nj

)0

= C(n1, ..., nk−1).

Donc W est un réseau, or d’apres la proposition 1.14.7 C(n1, ..., nk) sont
absolument convexes et (U j

nj
)0 est σ(L(G, C̃),G)-fermé, comme β(L(G, C̃),G)

est plus fine , alors (U j
nj

)0 est βb(L(G, C̃),G)-fermé.
Reste a montrer qu’il est de type C. Soit (nk)k une suite de N et Tk ∈
C(n1, ..., nk). Pour tous p ∈ N, il existe mp telque (Tk)k ⊂ (Up

mp
)0. En effet,

pour k ≥ p on a

Tk ∈ C(n1, ..., nk)

∈
k⋂

j=1

(U j
nj

)0

∈
p⋂

j=1

(U j
nj

)0

∈ (Up
np

)0.

Puisque

L(G, C̃) =
∞⋃

m=1

(Up
m)0,

et k ≤ p, alors , existe lp tel que (Tk)k ⊂ (Up
lp
)0.

Prenonsmp = max(np, lp), alors (Tk)k ⊂
⋂

p∈N(Up
mp

)0. PosonsM =
⋂

p∈N(Up
mp

)0,

alors M est absolument convexe et β(L(G, C̃),G)-fermé.
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Puisque (L(G, C̃), β(L(G, C̃),G) est complet, alors M est complet. Posons
A = Γ(

⋃∞
p=1(U

p
mp

), alors A voisinages de l’origine de G et A0 = M. La
proposition 1.15.6 implique que M est équicontinue , alors β(L(G, C̃),G))-
borné. Conclusion M est absolument convexe, complet, β(L(G, C̃),G))-borné
et contient (Tk)k. La proposition 1.10.12 implique que W est un réseau de
type C.



Chapitre 2

L’algèbre de Colombeau

2.1 Définition
Soit Ω un ouvert non vide de Rn, notons Es(Ω) = (C∞(Ω))I , où I =]0, 1].

Définition 2.1.1. Définissons

Es
M(Ω) = {(uε)ε ∈ Es(Ω) | ∀K ⊂⊂ Ω,∀α ∈ Nn

0 ,∃N ∈ N, sup
x∈K

| ∂αuε(x) |= O(ε−N), ε→ 0}

est appelé l’espace des éléments modérés de Es(Ω), et

Ns(Ω) = {(uε)ε ∈ Es(Ω) | ∀K ⊂⊂ Ω,∀α ∈ Nn
0 ,∀m ∈ N0, sup

x∈K
| ∂αuε(x) |= 0(εm), ε→ 0}

est appelé l’espace des élements négligables de Es(Ω).

Proposition 2.1.2. I) L’espace Es(Ω) est une algébre commutative , asso-
ciative, unitaire et différentielle.

II) L’éspace Es
M(Ω) est un sous-algébre de Es(Ω).

III) L’espace Ns(Ω) est un idéal de Es
M(Ω).

Preuve. I est facile
II Soient(uε)ε, (vε)ε ∈ Es

M(Ω), λ1, λ2 ∈ C, K ⊂⊂ Ω et α ∈ Nn
0 , par définition

∃N1 ∈ N0,∃η1 > 0,∃c1 > 0, sup
x∈K

| ∂αuε(x) |≤ c1ε
−N1 ,∀ε ∈]0, η1[ (2.1)

∃N2 ∈ N0,∃η2 > 0,∃c2 > 0, sup
x∈K

| ∂αvε(x) |≤ c2ε
−N2 ,∀ε ∈]0, η2[ (2.2)

80
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D’où

|∂α(λ1uε + λ2vε)(x)| ≤ |λ1| |∂αuε(x)|+ |λ2| |∂αvε(x)|
≤ |λ1| c1ε−N1 + |λ2| c2ε−N2

≤ cε−N ,∀x ∈ K, ∀ε ∈]0, η[

où N = max(N1, N2), η = min(η1, η2) et c = |λ1| c1 + |λ2| c2
Pour le produit on a

|∂α(uεvε)(x)| =

∣∣∣∣∣∑
β≤α

Cβ
α(∂βuε)(x)∂

α−βvε(x)

∣∣∣∣∣
≤

∑
β≤α

Cβ
α

∣∣∂βuε(x)
∣∣ ∣∣∂α−βvε(x)

∣∣
≤

∑
β≤α

Cβ
αCβε

−Nβ

≤ cε−N ,∀x ∈ K, ∀ε ∈]0, η[

où
N = max

β≤α
Nβ,

η = min
β≤α

ηβ

et
c =

∑
β≤α

Cβ
αCβ

III Soient (uε)ε ∈ Es
M(Ω), (vε) ∈ Ns(Ω), K ⊂⊂ Ω et α ∈ Nn

0 et m ∈ N

|∂α(uεvε)(x)| ≤
∑
β≤α

Cβ
α

∣∣∂βuε(x)
∣∣ ∣∣∂α−βvε(x)

∣∣
par définition pour chaque β ∈ Nn

0 et β ≤ α on a
I. ∃Nβ ∈ N0,∃εβ > 0,∃c′β > 0 tel que

∣∣∂βuε(x)
∣∣ ≤ c′βε

−Nβ∀x ∈ K, ∀ε ∈
]0, εβ[

II. ∃ε′β > 0,∃c′′β > 0 tel que
∣∣∂α−βvε(x)

∣∣ ≤ c′′βε
m+Nβ∀x ∈ K,∀ε ∈]0, ε′β[

D’où
∣∣∂βuε(x)

∣∣ ∣∣∂α−βvε(x)
∣∣ ≤ Cβε

m posons

C =
∑
β≤α

Cβ
αCβ, ε0 = min

β≤α
(εβ, ε

′
β)
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ainsi |∂αuεvε(x)| ≤ Cεm∀x ∈ K, ∀ε ∈]0, ε0[ d’où (uε)ε(vε)ε ∈ Ns(Ω)

Définition 2.1.3. G(Ω) = Es
M(Ω)/Ns(Ω) est appelé l’algebre des fontions

génèraliseés de Colombeau.

Remarque 2.1.4. On écrit u = [(uε)ε], si (uε)ε est un representant de u ∈
Gs(Ω).

Theorem 2.1.5. Un élément (uε)ε ∈ Es
M(Ω) est négligeable si et seulement

s’il vérifié la conition suivante

∀K ⊂⊂ Ω,∀m ∈ N0 : sup
x∈K

|uε(x)| = O(εm), ε→ 0 (2.3)

Preuve. Supposons 2.3 est vérifié, il suffit de montrer qu’elle est vraie pour
(∂iuε)ε pour tout 1 ≤ i ≤ n.
Supposons que uε : Ω → R,
soit K ⊂⊂ Ω et σ = min(1, dist(K, ∂Ω)), L = K + Bσ/2(0). Alors K ⊂⊂
L ⊂⊂ Ω, puisque (uε)ε ∈ Es

M(Ω) il existe N ∈ N tel que

sup
x∈L

∣∣∂2
i uε(x)

∣∣ = O(ε−N), ε→ 0

et pour tout m ∈ N,

sup
x∈L

|uε(x)| = O(ε2m+N), ε→ 0

par le théorème de Taylor nous avons

uε(x+ εm+Nei) = uε(x) + ∂iuε(x)ε
m+N +

1

2
∂2

i uε(xθ)ε
2m+2N

pour x ∈ K, 0 < ε < σ
2

et xθ = x+ θεm+Nei pour θ ∈]0, 1[. D’où xθ ∈ L.
En conséquence

∂iuε(x) = (uε(x+ εm+Nei)− uε(x))︸ ︷︷ ︸
0(ε2m+N )

ε−m−N − 1

2
∂2

i uε(xθ)︸ ︷︷ ︸
0(ε−N )

εm+N

D’où
sup
x∈K

|∂iuε(x)| = 0(εm)
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2.2 Le faisceau Gs et l’njection de D′(Ω)

Définition 2.2.1. Soit u = [(uε)ε] ∈ Gs(Ω) et Ω′ un ouvert de Ω

I. La restriction de u à Ω′ , notée u|Ω′ est définie par ((uε)|Ω′ )ε + Ns(Ω′)

II. on dit que u = 0 sur Ω′, si u|Ω′ = 0 dans Gs(Ω′).

Theorem 2.2.2. Soient (Ωλ)λ∈Λ un recouverment ouvert de Ω, uλ ∈ Gs(Ωλ),
λ ∈ Λ, alors on a les propriétés suivantes

F1 si u, v ∈ Gs(Ω) et u |Ωλ
= v |Ωλ

, pour tout λ ∈ Λ, alors u = v sur Ω.
F2 si pour tout λ, µ ∈ Λ, on a uλ |Ωλ∩Ωµ= uµ |Ωλ∩Ωµ avec Ωλ ∩Ωµ 6= ∅, alors

il existe un élément unique u ∈ Gs(Ω) tel que u |Ωλ
= uλ pour tout λ ∈ Λ

Preuve. F1 Nous devons montrer que (uε − vε)ε ∈ Ns(Ω), soit K ⊂⊂ Ω,
puisque (Ωλ)λ∈Λ est un recouverment ouvert de K , il existe des com-
pacte K1, K2, ..., Kn et λ1, λ2, ..., λn tel que

K =
n⋃

k=1

Kk

et Kk ⊂ Ωλk
par hypothèse (uε − uε) satisfait Ns-estimation pour tout

Kk, donc elle le satisfait sur K
F2 L’unicité resulte de (s1), pour montrer l’existence , considérons (χj)

∞
j=1

une C∞-partition de l’unité subordonnée au recouverment ouvert (Ωλ)λ∈Λ,
il resulte que (Ωλi

)∞i=1 est un recouverment ouvert de Ω.
Posons

u = (
∑

j

χjuλjε) + Ns(Ω),

où (uλjε)ε est représantant de uλj, posons uλjε = 0 sur Ω\Ωλj de sorte
que χjuλjε soit C∞ sur Ω, tout d’abord nous devons montrer que u sa-
tisfait Es

M -estimation sur tout K ⊂⊂ Ω. K rencontre un nombre fini N
de suppχj, posons Kj = K ∩ suppχj, nous avons seulement a envisager
j ≤ N , alors tout χjuλj remplit la conditions sur Kj car uλj ∈ Gs(Ωλj)
donc sur K car χj = 0 sur Kc

j dans K, comme la somme est finie alors
Es

M -estimation sur K.
Il reste à montrer que u |Ωλ

= uλ pour tout λ ∈ Λ.
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Soit K ⊂⊂ Ωλ et choisissans M ∈ N de tel manière que

M∑
j=1

χj(x) = 1

sur un voisinage Ω′ de K,Ω′ ⊂⊂ Ωλ pour x ∈ Ω′, on a

uε(x)− uλε(x) =
M∑

j=1

χjuλjε(x)− uλε(x)

=
M∑

j=1

χj(uλjε − uλε)(x)

puisque la somme est finie il suffit de Ns-estimation pour tout membre
de la somme .
Pour 1 ≤ j ≤M , fixe et x ∈ K ∩ supp(χj) ⊂ Ωλ ∩ Ωλj, alors
uλjε − uλε ∈ Ns(Ωλ ∩ Ωλj) par hypothése, d’où notre affirmation.

Définition 2.2.3. On appelle support de u ∈ G(Ω), noté supp u, le complé-
mentaire du plus grand ouvert sur lequel u est nul, i.e.

suppu = Ω\(∪{Ω′ ⊂ Ω,Ω′ un ouvert, u|Ω′ = 0}).

Définition 2.2.4. On désigne par
∑

le sous ensemble de S constitué des
éléments ρ qui verifient ∫

ρ(x)dx = 1 (2.4)

et ∫
xαρ(x)dx = 0, pour |α| ≥ 1. (2.5)

Proposition 2.2.5.
∑
6= ∅.

Preuve. Considérons ϕ ∈ S tel que ϕ ≡ 1 dans un voisinage de 0 et définis-
sons ρ par ρ̂ = ϕ, d’où ρ ∈

∑
Proposition 2.2.6. Soit Ω un ouvert de Rn, l’application

i0 : E′(Ω) → Gs(Ω)

w 7→ ((w ∗ ρε) |Ω)ε + Ns(Ω)

est une injection linéaire.
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Preuve. Tout d’abord, nous devons montrer ((w ∗ ρε) |Ω)ε ∈ Es
M(Ω) il suffit

d’examiner le cas w = ∂αf avec f ∈ C0
0(Ω). Soit K ⊂⊂ Ω et ε suffisament

petit,

(w ∗ ρε)(x) = (∂αf ∗ ρε)(x)

= (f ∗ ∂αρε)(x)

=

∫
f(x− y)∂αρε(y)dy

=

∫
f(x− y)ε−n∂αρ(

y

ε
)dy

=

∫
f(x− εy)ε−|α|(∂αρ)(y)dy.

Posons
c′ = sup

x ∈ K
z ∈ L

|f(x+ z)|

où L est un compact contenant le suppρ

|(w ∗ ρε)(x)| ≤ c′‖∂αρ‖1ε
−|α|

≤ cε−|α|,

∀x ∈ K et ε suffisament petit
2eme étape soit β ∈ Nn, on a ∂β(f ∗ ∂αρε) = f ∗ ∂α+βρε, alors d’apres la 1ere

étape
sup
x∈K

∣∣∂β(f ∗ ∂αρε)(x)
∣∣ = 0(ε−(|α|+|β|))

il en resulte que ((w ∗ ρε)|Ω)ε ∈ Es
M(Ω).

Montrons que io est injective soit ((w ∗ ρε) |Ω)ε ∈ Ns(Ω), ϕ ∈ D(Ω) nous
avons

< (w ∗ ρε) |Ω), ϕ >=< w ∗ ρε, ϕ >→< w,ϕ >, ε→ 0

d’autre part ,< (w ∗ ρε) |Ω), ϕ >→ 0. D’où < w,ϕ >= 0,∀ϕ ∈ D(Ω) i.e.
w = 0

Proposition 2.2.7. L’application

σ : C∞(Ω) → Gs(Ω)

f 7→ (f)ε + Ns(Ω)

est une injection linéaire , vérifie
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I. i0 |D(Ω)= σ

II. i0 est homomorphisme d’algébres sur D(Ω).

Preuve. II. Soient f, g ∈ D(Ω) i0(fg) = σ(fg) = σ(f)σ(g) = i0(f)i0(g),
d’apres (I)
I. Montrons que i0 |D(Ω)= σ. Soit f ∈ D(Ω) et montrons
((f ∗ ρε) |Ω −f)ε ∈ Ns(Ω)

((f ∗ ρε)− f)(x) =

∫
(f(x− y)− f(x))ρε(y)dy

=

∫
(f(x− εy)− f(x))ρ(y)dy

=

∫
[
m−1∑
k=1

1

k!
(((−εy)D)kf)(x)ρ(y)dy

+

∫
1

m!
(((−εy)D)mf)(x− θεy)ρ(y)dy

= O(εm).

La première intégral est nulle d’apres 2.5 et la dernière égalitée du fait que
∂mf est borné et ρ ∈ S(Rn) ⊂ Lp(Rn).

Proposition 2.2.8. Si w ∈ E′(Ω) alors supp(i0(w)) = supp(w)

Preuve. Afin de prouver supp(i0(w)) ⊂ sup(w) nous devons montrer

i0(w) |(suppw)c= 0

dans Gs((supp(w)c)).
Soit K ⊂⊂ (suppw)c, posons w = ∂αf où α ∈ Nn

0 et suppf ⊂ (Rn \K) (car
suppf ⊂ ∀ voisinage de suppw).
(∂αf ∗ ρε |Ω)ε un representant de i0(w) nous avons

(∂αf ∗ ρε)(x) = (f ∗ ∂αρε)(x)

=

∫
f(x− y)∂αρε(y)dy

= ε−|α|
∫
f(x− εy)∂αρ(y)dy

=

∫
|y|< 1√

ε

ε−|α|f(x− εy)∂αρ(y)dy

+

∫
|y|≥ 1√

ε

ε−|α|f(x− εy)∂αρ(y)dy.
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pour x ∈ K et ε suffisament petit la première integral est nulle , la seconde
est estimer par ε−|α| ‖f‖∞

∫
∂αρ(y)dy puisque ρ ∈ S(Rn), alors pour tout

m ∈ N, il existe Cm > 0 tel que |∂αρ(y)| ≤ Cm(1 + |y|)−2m−n−1 posons
A = ‖f‖∞

∫
|y|≥ 1√

ε

ε−|α| |∂αρ(y)| dy
or (1 + |y|)−2m = 1

(1+|y|)2m ≤ 1
|y|2m

et |y| ≥ 1√
ε
⇒ 1

|y| ≤
√
ε⇒ 1

(1+|y|)2m ≤ εm.
D’où

A ≤ Cm ‖f‖∞
∫
|y|≥ 1√

ε

(1 + |y|)−2m(1 + |y|)−n−1dy × ε−|α|

≤ ε−|α|Cm ‖f‖∞ ε
m

∫
(1 + |y|)−n−1dy

≤ (Cm ‖f‖∞
∫

(1 + |y|)−n−1dy︸ ︷︷ ︸
C

)εm−|α|

≤ Cεm−|α|.

Pour les dériveés peuvent étre traiter de la même maniére.
Réciproqument ; soit x0 ∈ suppw, pour tout η > 0 il existe 0 6= ϕ ∈ D(Rn)
et suppϕ ⊂ Bη(x0) et |< w,ϕ >| = c > 0 puisque w ∗ ρε → w dans D′(Rn)
ce qui implique |< w ∗ ρε, ϕ >| > c

2
pour ε suffisament petit donc

i0(w) |Bη(x0)= [((w ∗ ρε) |Bη(x0))ε] 6= 0 dans Gs(Bη(x0)), d’où x0 ∈ suppi0(w)

Notation : Soit (Ωλ)λ∈Λ un recouvrement ouvert de Ω tel que chaque Ωλ

est un compact de Ω.
Soit (ψλ)λ∈Ω une famille d’éléments de D(Ω) telle que ψλ ≡ 1 sur un voisinage
de Ωλ. Pour chaque λ ∈ Ω on définit iλ comme suit

iλ : D′(Ω) −→ Gs(Ωλ)

w 7−→ (((ψλw) ∗ ρε) |Ωλ
)ε + Ns(Ωλ)

Proposition 2.2.9. Pour chaque w ∈ D′(Ω), (iλ(w))λ est une famille cohé-
rente

Preuve. Nous devons montrer que (((ψλ−ψµ)w)∗ρε |Ωλ∩Ωµ)ε ∈ Ns(Ωλ∩Ωµ).
Posons v = (ψλ−ψµ)w ∈ E′(Ω), alors Ωλ ∩Ωµ ⊂ (suppv)c par la proposition
2.2.8 il s’entuit que i0(v) |Ωλ∩Ωµ= 0 dans Gs(Ωλ ∩ Ωµ). D’apres le théoreme
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2.2.2 il existe un unique u ∈ Gs(Ω) tel que
u |Ωλ

= iλ(w),∀λ ∈ Ω. En outre, de la preuve du Théoreme, nous avons même
une forme explicite pour u si (χj)

+∞
j=1 une partition de l’unite subordonné au

(Ωλ)λ∈Λ alors

u = (
+∞∑
j=1

χj((ψλjw) ∗ ρε))ε + Ns(Ω)

Ainsi on a défini une application

i : D′(Ω) −→ Gs(Ω)

w 7−→ i(w) = u

Theorem 2.2.10. i : D′(Ω) −→ Gs(Ω) est une injectoin lineaire.

Preuve. I. )i es lineaire car le iλ le sont
II. ) reste a montrer l’injectivité.

Soit w ∈ D′(Ω) tel que i(w) = 0 dans Gs(Ω), soit ϕ ∈ D(Ω) et
K = supp(w) choisissons M ∈ N suffisament grand tel que
K ∩ supp(Xj) = ∅ pour j ≥M , alors

M∑
j=1

χj = 1

sur K et Kj = K ∩ suppχj

< w,ϕ >=< w,

M∑
j=1

χjϕ >=
M∑

j=1

< χjψλjw,ϕ > .

Puisque (i(w)|Ωλj
− (ψλj

w) ? ρε)ε ∈ Ns(Ω)car(i(w |Ωλj) = iλj(w)), d’où
i(w)ε − (ψλjw) ? ρε → 0 sur Kj par hypothèse i(w)ε → 0 sur Kj, alors
(ψλjw ? ρε → 0 sur Kj, par consequent < χj(ψλjw) ? ρε, ϕ >→ 0 d’où
< χj(ψλjw), ϕ >= 0 il s’entuit que < w,ϕ >= 0 i.e. w = 0
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2.3 Valeurs ponctuelles
Définition 2.3.1. Pour u ∈ Gs(Ω) et x0 ∈ Ω, la valeur ponctuelle de u en
x0, notée u(x0) est [(uε(x0))ε] dans C̃.

Exemple 2.3.2. On sait que xδ = 0 dans D′(R), par contre i(x)i(δ) 6= 0 dans
Gs(R), cependant i(x)i(δ)(x0) = 0 dans R̃ pour tout x0 ∈ R. En effet, puisque
i(x)i(δ) = [(xρε)ε], il suffit de montrer que (xρε)ε 6∈ Ns(R). Choisissons x0 6=
0 tel que ρ(x0) 6= 0, posons x = εx0, alors xρε(x) = x0ρ(x0) 6= 0, d’où

sup
x∈[−1,1]

|xρε(x)| 6→ 0 quand ε→ 0,

d’où (xρε)ε 6∈ Ns(R). On a (i(x)i(δ))(x0) = [(x0ρε(x0))ε] = [(x0

ε
ρ(x0

ε
))ε]. Il est

clair que (i(x)i(δ))(x0) = 0, pour x0 = 0. Si x0 6= 0, alors∣∣x0

ε
ρ(x0

ε
)
∣∣ ≤ C

∣∣x0

ε

∣∣(1 +
∣∣x0

ε

∣∣)−m ≤ C ′εm, pour tout m ∈ Z+, car ρ ∈ S. Donc
(x0

ε
ρ(x0

ε
)ε) ∈ Ns(R), i.e. (i(x)i(δ))(x0) = 0 dans R̃.

Cet exemple montre que les fonctions généralisées ne sont pas caractériser
par la connaissance de toutes leurs valeurs ponctuelles. Pour remédier à ce
problème, on introduit la notion de point généralisé.

Définition 2.3.3. Soit Ω un ouvert de Rn. posons
ΩM = {(xε)ε ∈ ΩI |∃N ∈ N : |xε| = O(ε−N), ε → 0}, sur ΩM on définit une
relation d’équivalence par (xε)ε ∼ (yε)ε ⇔ ∀m ∈ N : |xε − yε| = O(m) et on
note par

i) Ω̃ = Ω̃/ ∼ l’ensemble des points généralisés de Ω

ii) Ω̃c = {x̃ ∈ Ω̃|∃K ⊂⊂ Ω,∃η > 0 tel que xε ∈ K pour 0 < ε < η}
l’ensemble des points généralisés à support compact.

Remarque 2.3.4. Si Ω̃c−propriété est vérifié pour un représentant de x̃ ∈ Ω̃,
alors elle est vérifiée pour tout représentant de x̃

Proposition 2.3.5. Soit u ∈ Gs(Ω) et x̃ ∈ Ω̃c, alors la valeur ponctuelle
généralisée de u en x̃ = [(xε)ε], donnée par u(x̃) = [(uε(xε))], est un élément
bien défini de C̃

Preuve. Si x̃ = [(xε)ε] ∈ Ω̃c, alors il existe un K ⊂⊂ Ω tel que xε ∈ K, pour
ε suffisament petit, puisque u ∈ Gs(Ω), il s’ensuit que

|uε(xε)| ≤ sup
x∈K

|uε(xε)| ≤ Cε−N
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d′où (uε(xε))εE
s
M , i.e. [(uε(xε))] ∈ C̃.

Si x̃ = [(xε)ε] = [(yε)ε] ie (xε)ε ∼ (yε)ε, montrons que (uε(xε))ε ∼ (uε(yε))
dans Ns

|uε(xε)− uε(yε)| ≤ |xε − yε|
∫ 1

0

|(Duε)(xε + σ(yε − xε))|dσ

Puisque xε + σ(yε − xε) reste à l’intérieur d’un certain compact de Ω pour ε
suffisament petit, alors |xε − yε| ≤ C ′εm pour ε suffisament petit,∫ 1

0

|(Duε)(xε + σ(yε − xε))|dσ ≤ C ′′ε−N

d′où (uε(xε)− uε(yε))ε ∈ Ns ie u(x̃) = u(ỹ).

Theorem 2.3.6. Soit u ∈ Gs(Ω), alors

u=0 dans Gs(Ω) ⇔ u(x̃) = 0 dans C̃, pour tout x̃ ∈ Ω̃c.

Preuve. (⇒) Supposons u = 0 dans Gs(Ω), alors (uε)ε ∈ Ns(Ω), d′où
(uε(xε)ε ∼ 0 dans Ns i.e. u(x̃) = 0 dans C̃ pour tout x̃ ∈ Ω̃c

(⇐) Si u 6= 0dans Gs(Ω) alors par le téorème 2.1.5 nous avons

∃K ⊂⊂ Ω,∃m > 0,∀η > 0,∃0 < ε < η, sup
x∈K

|uε(x)| > εm

donc il existe une suite εk → 0 et xk ∈ K tel que |uεk
(xk)| ≥ εmk pour tout

k ∈ N. Posons xε = xk pour εk+1 < ε ≤ εk, k ∈ N, alors (xε) ∈ ΩM car

η = sup
x∈K

|x| <∞

prenons η = 1
α

ε < η ⇒ ε <
1

α
⇒ α < ε−1

⇒ |xε| ≤ α < ε−N , pour ε <
1

α

i.e. (xε)ε ∈ ΩM et
xε ∈ K, ∀ε par construction d′où x̃ = [(xε)ε] ∈ Ω̃c, ainsi u(x̃) 6= 0 dans C̃.



CHAPITRE 2. L’ALGÈBRE DE COLOMBEAU 91

2.4 Intégration
Proposition 2.4.1. Soit M un ensemble Lebesgue-mesurable tel que
M̄ ⊂⊂ Ω et u ∈ Gs(Ω), alors∫

M

u(x)dx = (

∫
M

uε(x)dx)ε + Ns

est un élément bien défini dans C̃, appelé l’intégrale de u sur M.

Preuve. Puisque (uε)ε ∈ Es
M(Ω),M̄ ⊂⊂ Ω, alors il existe N ∈ N tel que

|uε(x)| ≤ Cε−N ,∀x ∈M , pour ε suffisament petit , d′où∣∣∣∣∫
M

uε(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
M

|uε(x)|dx
∣∣∣∣ ≤ C ′ε−N

i.e.
(

∫
M

uε(x)dx)ε ∈ Es
M

ce qui montre que ∫
M

u(x)dx ∈ C̃.

Soit (uε)ε ∈ Ns(Ω), M̄ ⊂⊂ Ω. Alors ∀m ∈ N,∃η > 0,∃C > 0 tel que
|uε(x)| ≤ Cεm,∀x ∈ M̄ , ∀0 < ε < η d′où

(

∫
M

uε(x)dx)ε ∈ Ns

Proposition 2.4.2. Soit u ∈ Gs(Ω), à support compact K et L1, L2 ⊂⊂ Ω
tels que K ⊂ int(L1), L1 ⊂ L2, alors∫

L1

u(x)dx =

∫
L2

u(x)dx

Preuve. Soient L1, L2 deux compacts tels que L1 ⊂ L2 et
K ⊂ int(L1) ∫

L2

uε(x)dx−
∫

L1

uε(x)dx =

∫
L2−int(L1)

uε(x)dx.
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Puisque (uε)ε ∈ Ns(Ω−K) et L2− int(L1) est un compact de (Ω−K), alors
∀m ∈ |N |,∃η > 0,∃C > 0, tel que
|uε(x)| ≤ Cεm,∀x ∈ L2 − int(L1),∀ε ∈]0, η[∣∣∣∣∫

L2−int(L1)

uε(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
L2−in(L1)

|uε(x)|dx ≤ Cεm,

ce qui montre que ∫
L1

u(x)dx =

∫
L2

u(x)dx

.

Définition 2.4.3. On désigne par Gs
c(Ω), où Ω un ouvert de Rn, le sous

-espace Gs
c(Ω) de Gs(Ω) constitué des éléments à supports compacts .

Proposition 2.4.4. Si u ∈ Gc(Ω) et K = suppu, alors il existe un com-
pact L b Ω tel que K ⊂ int(L) et un représentant (uε)ε de u tel que
∀ε ∈]0, 1], suppuε ⊂ L.

Preuve. Soit u = [(uε)] ∈ Gc(Ω) et K = suppu, si ψ ∈ C∞0 tel que ψ = 1 sur
un voisinage de K, alors

u = ψu+ (1− ψ)u.

Il est clair suppψuε ⊂ suppψ, ∀ε ∈]0, 1], alors (ψuε)ε est autre représentant
de u. En effet , soit H un compact de Ω, puisque (uε)est nul sur un voisinage
de H \K, alors ∀m ∈ N,∃c > 0,∃η ∈]0, 1[ tel que ∀ε ≤ η

sup
x∈H

|(1− ψ)uε(x)| = sup
x∈H\K

|(1− ψ)(x)| sup
x∈H\K

|uε(x)| ≤ cεm.

Définition 2.4.5. Soit u ∈ Gs
c(Ω) et K = suppu. on définit l’intégrale de u

sur Ω par ∫
Ω

u(x)dx =

∫
L

u(x)dx,

où L est un compact de Ω tel que K ⊂ int(L)

Remarque 2.4.6. Cette définition est indépendane du choix de L.
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Proposition 2.4.7. Soient u ∈ Gs
c(Ω) et v ∈ Gs(Ω), alors pour tout α ∈ N

on a ∫
Ω

u(x)∂αv(x)dx = (−)|α|
∫

Ω

∂αu(x)v(x)dx dans C̃ (2.6)

Preuve. Il suffit de prouver 2.6 pour ∂α = ∂xi
supposons

K = suppu, choisissons χ ∈ D(Ω) tel que χ ≡ 1 sur Ω où K ⊂ suppχ ⊂
Ω′ ⊂ Ω̄′ ⊂⊂ Ω, alors σ(χ)u = u dans Gs(Ω) , u = [(χuε)ε], d’où u admet un
représentant (wε)ε où wε = χuε et suppwε ⊂ Ω′ pour tout ε posons L = Ω̄,
alors

(

∫
L

wε(x)∂xi
vε(x)dx)ε = (−

∫
L

∂xi
wε(x)vε(x)dx)ε

ainsi on a ∫
Ω

u(x)∂v(x)dx = (−
∫

L

∂xi
wε(x)vε(x)dx)ε + Ns

= −
∫

Ω

∂xi
u(x)v(x)dx

2.5 Égalités
Définition 2.5.1. Un élément u ∈ Gs(Ω) est dit associé à 0 , on note u ≈ 0,
si

lim
ε→0

∫
Ω

uε(x)ϕ(x)dx = 0,∀ϕ ∈ D(Ω).

Deux éléments u et v ∈ Gs(Ω) sont dits associés et on note u ≈ v, si u−v ≈ 0.
Soit u ∈ Gs(Ω), s’il existe w ∈ D′(Ω) tel que u ≈ i(w), on dit que u admet w
comme distribution associée.

Proposition 2.5.2. Si w ∈ D′(Ω) et i(w) ≈ 0, alors w = 0

Preuve. ∀ϕ ∈ D(Ω) ,

lim
ε→0

∫
Ω

i(w)ε(x)ϕ(x)dx = 0,

nous savons que

lim
ε→0

∫
Ω

i(w)ε(x)ϕ(x)dx =< w,ϕ >

d’où w = 0
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Définition 2.5.3. Un élément z ∈ C̃ est dit associé à 0 et on note z ≈ 0, si
zε → 0, ε→ 0, où (zε)ε est un représentant de z.
Deux éléments z1, z2 ∈ C̃ sont dits associés et on note z1 ≈ z2 si
z1 − z2 ≈ 0.
S’il existe a ∈ C tel que z ≈ a, a est appelé nombre associé à z

Proposition 2.5.4.
i) Si f ∈ C∞(Ω) et w ∈ D′(Ω), alors i(f)i(w) ≈ i(fw).

ii) Si f, g ∈ C(Ω), alors i(f)i(g) ≈ i(fg)

iii) Si f ∈ C(Ω) et x0 ∈ Ω, alors i(f)(x0) ≈ f(x0)

Preuve. i) Soit ϕ ∈ D(Ω), K = suppϕ et (Ωλ)λ un recouvrement ouvert de
Ω, (ψλ)λ∈Λ et (χj)

∞
j=1. Choisissons un voisinage compact L de K dans

Ω. M ∈ N tel que
M∑

j=1

χj = 1 surL,

alors il suffit de prouver

lim
ε→0

∫
L

f(x)i(w)εϕ(x)χj(x)dx = lim
ε→0

∫
L

i(fw)ε(x)ϕ(x)χj(x)dx

pour 1 ≤ j ≤M , K ⊂ L ⊂ Ωλj∫
L

i(w)f(x)ϕ(x)dx =

∫
L

((ψλj
w) ∗ ρε)(x)f(x)ϕ(x)dx

= < ψλj
w ∗ ρε, fϕ >→< w, fϕ >, ε→ 0

et∫
L

i(fw)ε(x)ϕ(x)dx =

∫
((x)ϕ(x)dx

= < (ψλj
fw) ∗ ρε), ϕ >→< ψλj

fw, ϕ >=< w, fϕ >, ε→ 0,

ce qui prouve notre affirmation.
ii) Pour ϕ ∈ D(Ω) tel que suppϕ = K ⊂ L ⊂ Ωλj

lim
ε→0

∫
L

i(f)ε(x)i(g)ε(x)ϕ(x)dx = lim
ε→0

((ψλj
f) ∗ ρε)(x)((ψλj

g) ∗ ρε)(x)ϕ(x)dx

=

∫
(ψλj

f)(x)(ψλj
g)(x)ϕ(x)dx

=

∫
f(x)g(x)ϕ(x)dx
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où nous avons uiluser le téorème de convergence dominée de Lebesgue∥∥(ψλj
f) ∗ ρε

∥∥
∞ ≤

∥∥ψλjf

∥∥
∞‖ρε‖1 =

∥∥ψλj
f
∥∥
∞. De la même amanière on

a
lim
ε→0

∫
L

i(fg)ε(x)ϕ(x)dx =

∫
f(x)g(x)dx

iii) Il existe M ∈ N tel que

lim
ε→0

i(f)ε(x0) = lim
ε→0

M∑
j=1

χj(x0)((ψλj
f) ? ρε)(x0)

=
M∑

j=1

χj(x0)(ψλj
f)(x0)

=
M∑

j=1

χj(x0)f(x0)

= f(x0).

Proposition 2.5.5. Si u, v ∈ Gs(Ω) et u ≈ v, alors

i) ∂αu ≈ ∂αv, ∀α ∈ Nn
0

ii) fu ≈ fv,∀f ∈ C∞(Ω).

Preuve. i Il suffit de prouver que u ≈ 0 ⇒ ∂αu ≈ 0, on a∫
∂αuε(x)ϕ(x)dx = (−1)|α|

∫
uε(x)∂

αϕ(x)dx

ii Si u ≈ o, alors

lim
ε→0

∫
(i(f))ε(x)uε(x)ϕ(x)dx = lim

ε→0

∫
uε(x)(fg)(x)dx = 0.

Définition 2.5.6. On dit que u, v ∈ Gs(Ω) sont égaux au sens des distribu-
tions et on note u ∼ v si

∀ϕ ∈ D(Ω) :

∫
Ω

(u− v)(x)ϕ(x)dx = 0 dans C̃.

Proposition 2.5.7. ∀u, v ∈ Gs(Ω) : u = v ⇒ u ∼ v ⇒ u ≈ v
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Preuve. u = v =⇒

∀ϕ ∈ D(Ω) :

∫
Ω

(u− v)(x)ϕ(x)dx = 0 dans C̃,

donc u ∼ v

u ∼ v ⇐⇒ (

∫
Ω

(uε − vε)(x)ϕ(x)dx)ε ∈ Ns

u ∼ v =⇒ lim
ε−→0

(

∫
Ω

(uε − vε)(x)ϕ(x)dx)
.
= 0

u ∼ v =⇒ u ≈ v

L’inverse est faux en général. Car si u = (ε)ε + Ns, alors on a u ≈ 0 et
u 6∼ 0
Soit ϕ ∈ D(R) tel que ϕ(0) = 0,

∫
ϕ(x)dx = 1 et

∫
ϕ2(x)dx 6= 0. Posons

u = [(uε)] avec uε = (ϕε ∗ ϕε)− ϕε, où ϕε(x) = ε−1ϕ(x
ε
), alors on a u ∼ 0 et

u 6= 0 dans G(R).

2.6 Composition
Proposition 2.6.1. Soient u ∈ G(Ω) et v ∈ OM(C) alors
v ◦ u = [(v ◦ uε)ε] est un élement bien défini dans G(Ω)

Preuve. Montrons que (v ◦ uε)ε est un modéré. Soit K ⊂⊂ Ω et α = 0,
puisque (ukε)ε est un modéré, alors il existe N ∈ N,∃c > 0,∃η > 0 tel que

|uε(x)| ≤ cε−N ,∀x ∈ K, ∀ε ∈]0, η[ (2.7)

comme v ∈ OM(C) alors

|(v ◦ uε)(x)| = |v(u(x))|
≤ c(1 + |u(x)|)r

≤ c′ sup
|α′|≤r

∣∣u2α
ε (x)

∣∣,∀x ∈ K. (2.8)
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Alors
|(v ◦ uε)(x)| ≤ c”ε−Nr,∀x ∈ K, ∀ε ∈]0, η[. (2.9)

Pour tout i ∈ {1, ..., n} on a

∂

∂xi

v(uε(x)) =
∂v

∂z
(uε(x))

∂uε

∂xi

(x)

puisque (uε)ε et( ∂
∂xi
uε)ε sont des modérés, alors, il vérifient des estimation de

type(2.7).
D’autre part ∂v

∂z
∈ OM(C), alors, ∂v

∂xi
◦uε) vérifie une estimation de type(2.9).

Ce qui implique que

∂

∂xi

v(uε(x)) =
∂

∂xi

(v ◦ uε)(x)

vérifie une estimation de type(2.9). De la même manière on démontre que
∂α(v ◦ uε), α ∈ Nn, vérifie une estimation de type(2.9). ce qui implique que
(v ◦ uε)ε ∈ εsM(Ω)
Montrons que v ◦ u est bien défini dans G(Ω), i.e., ne dépent du représentant
de u. Soit (ũkε) un autre représentant de u et ηkε = ukε− ũkε le Théoreme de
la valeur moyenne donne

v(uε(x))− v(ũε(x)) ≤ sup
0≤θ≤1

∣∣∣∣∂vz (uε(x) + θηε(x))

∣∣∣∣ |ηε(x)|

Soit K ⊂⊂ Ω, alors ∃N ∈ N, r > 0,∀m, ∃η > 0,∃c1, c2, c3 > 0 tel que
∣∣∂v
∂z

(y)
∣∣ ≤ c1(1 + |y|)r ∀y ∈ C

|uε(x)| ≤ c2ε
−N ∀x ∈ K,∀ε ∈]0, η[

|ηε(x)| ≤ c3ε
m−N ∀x ∈ K,∀ε ∈]0, η[.

On obtient |v(ηε(x))| ≤ c4ε
m−N−rN . D’autre part on a

∂

∂xi

(v(uε(x))− v(ũε(x))) =
∂v

∂z
(ηε(x))

∂uε

∂xi

(x) +
∂v

∂z
(ũε(x))

∂ηε

∂xi

(x).

Montrons que
∂

∂xi

(v(uε(x))− v(ũε(x)))
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vérifie une estimation de type(2.9). Puisque (ηε)ε ∈ N(Ω) et ∂v
∂z
∈ OM(C),

alors la première partie donne

∂v

∂z
(ηε(x))

vérifie une estimation de type(2.9). Comme (∂uε

∂xi
)ε est un modéré , alors

∂v

∂z
(ηε)

∂uε

∂xi

vérifie une estimation de type(2.9). De la même manière on démontre que le
seconde menbre vérifie une estimation de type(2.9) , ce qui implique notre
affirmation. De la même manière on démontre que ∂α(v ◦ ηε), α ∈ Nn, vérifie
une estimation de type(2.9). On obtient (v ◦ uε)ε − (v ◦ ũε)ε ∈ Ns(Ω).



Chapitre 3

Topologie des algèbres de
Colombeau

3.1 Topologie de G(Ω)

Si Ω est un ouvert de Rn, C∞(Ω) est topologisé par les semi-normes

pi(f) = sup
x ∈ Ki
|α| ≤ i

|∂αf(x)|,

où (Ki)i∈N est une suite exhaustive de compacts Ω.

Lemme 3.1.1. L’application

Vpi
: (C∞(Ω))]0,1] −→ (−∞,+∞]

(uε)ε 7−→ sup{b ∈ R : pi(uε) = O(εb), ε −→ 0} (3.1)

sur (C∞(Ω))]0,1] vérifie, pour tous (λε)ε ∈ EM et (uε)ε, (uε)ε ∈ (C∞(Ω))]0,1],

i) Vpi
((uε)ε) = +∞, ∀i ∈ I si et seulement si (uε)ε ∈ N(Ω).

ii) Vpi
((λε)ε(vε)ε) ≥ V ((λε)ε) + Vpi

((vε)ε).

iii) Vpi
((uε)ε + (vε)ε) ≥ min{Vpi

((uε)ε), Vpi
((vε)ε))}

où (ii) devient une égalitée si λ est de la forme (cεb)ε.

Preuve. Tout d’abord, remarquons que Vpi
((uε)ε) = V (pi((uε)ε)), où V est

la valuation dans EM

99
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i) Elle résulte de la définition de N(Ω)

ii) Pour ii) on a

Vpi
((λε)ε(vε)ε) = V (pi((λεvε)ε))

= V ((|λε| pi(vε))ε)

≥ V ((|λε|)ε) + V ((pi(vε))ε)

≥ V ((λε)ε) + Vpi
((vε)ε)

iii) Soient a ∈ {a ∈ R : pi(uε) = O(εa), ε −→ 0} et b ∈ {b ∈ R : pi(uε) =
O(εb), ε −→ 0}. Alors on a

pi(uε + vε) = sup
x ∈ Ki
|α| ≤ i

|∂α(uε + vε)(x)|

≤ sup
x ∈ Ki
|α| ≤ i

(|∂α(uε)(x)|+ |∂α(vε)(x)|)

≤ sup
x ∈ Ki
|α| ≤ i

|∂α(uε)(x)|+ sup
x ∈ Ki
|α| ≤ i

|∂α(vε)(x)|

= O(εa) +O(εb), ε −→ 0

= O(εmin(a,b), ε −→ 0.

Ce qui implique que Vpi
((uε)ε + (vε)ε) ≥ min{Vpi

((uε)ε), Vpi
((vε)ε))}

Définition 3.1.2. L’aplication

Vpi
: (C∞(Ω))]0,1] −→ (−∞,+∞]

u 7−→ Vpi
(u) (3.2)

Vpi
est appelé la pi-valuation dans (C∞(Ω))]0,1].

Définition 3.1.3. L’aplication

Vpi
: G(Ω) −→ (−∞,+∞]

u 7−→ Vpi
(u) = V (pi((uε)ε)) (3.3)

est appeleé valuation sur G(Ω)

Proposition 3.1.4. Pi(u) = e−Vpi (u) est une ultra-pseudo-seminorme sur
G(Ω).
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Preuve. Puisque Vpi
est une valuation sur G(Ω), alors la proposition 1.6.5

implique que Pi est une ultra-pseudo-seminorme sur G(Ω).

Remarque 3.1.5. D’aprés le théorème 1.6.8, G(Ω) sera dôté de la topologie
définie par (Pi)i∈N et noté τ].

Proposition 3.1.6. (G(Ω), τ]) est un C̃-module topologique localement convexe
séparé .

Preuve. Soit u ∈ G(Ω) tel que u 6= 0, alors (uε)ε 6∈ N(Ω), d’où ∃i ∈ N tel
que Vpi

((uε)ε) 6= +∞, ce quiimplique que Pi(u) > 0, par la proposition 1.6.9
τ] est séparé.

Proposition 3.1.7. Soit (G(Ω), τ])

I. Tout Pi est une ultra-pseudo-norme sur G(Ω).

II. (G(Ω), τ]) est mérisable.

Preuve. D’apres 3.1.4, Pi(u) = e−Vpi (u) est une ultra-pseudo-seminorme sur
G(Ω). Reste a motrer que

Pi(u) = 0 =⇒ u = 0, dans G(Ω).

Soient K un compact de Ω et (Ki)i∈N est une suite exhaustive de compacts
de Ω, où K0 = K. On a

Pi(u) = 0 =⇒ Vpi
(u) = +∞

=⇒ pi(uε) = O(εq),∀q ∈ N, ε→ 0.

Puisque K0 ⊂ Ki, en appliquant le théorème 2.1.5, on obtient

p0(uε) ≤ pi(uε) =⇒ p0(uε) = O(εq),∀q ∈ N, ε→ 0.

=⇒ (uε)ε ∈ N(Ω),

=⇒ u = 0, dans G(Ω).

D’aprés la proposition 3.1.6 G(Ω) est séparé. Comme il a une base dénom-
brable de voisinage de l’origine, alors par le théorème 1.8.2 G(Ω) est méri-
sable.

Proposition 3.1.8. (G(Ω), τ]) est complèt.
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Preuve. D’aprés la proposition 3.1.7 G(Ω) est mérisable, alors il suffit de
montrer qu’il séquentiellement complet. Supposons que C∞(Ω) est topologi-
ser par la suite croissante (pk)k∈N, soit (un)n une suite de cauchy dans G(Ω),
nous pouvons extraire une sous- suite (unk

)nk
tel que Vpk

((unk+1,ε−unk,ε)ε) >
k, ∀k ∈ N. Cela signifie que nous pouvons trouver εk ↘ 0, εk ≤ 1

2k telle que
pk(unk+1,ε − unk,ε) ≤ εk sur (o, εk). Soit

hk,ε =

{
unk+1,ε − unk,ε si ε ∈ (o, εk)

0 si ε ∈ [εk, 1]
(3.4)

(hk,ε)ε ∈ Es
M(Ω), car pour k suffisament grand on a pi(hk,ε) ≤ pk(hk,ε) ≤ εk

sur (o, 1]. En plus

uε = un0,ε +
+∞∑
k
.
=0

hk,ε

est locallement finie et C∞(Ω)-modéré puisque pour tout k̄ ∈ N on a

pk̄(uε) ≤ pk̄(un0,ε)+
k̄∑

k=0

pk̄(hk,ε)+
+∞∑

k=k̄+1

pk̄(hk,ε) ≤ pk̄(un0,ε)+
k̄∑

k
.
=0

pk̄(hk,ε)+
+∞∑

k=k̄+1

1

2k
;

Montrons que (unk
)nk

converge vers u dans G(Ω). ∀k̄ ≥ 1 on a

pk̄(unk̄,ε
− uε) = pk̄(−

+∞∑
k=k̄

hk,ε) ≤
+∞∑
k=k̄

pk̄(hk,ε).

D’où

pk̄(unk̄,ε
− uε) ≤

+∞∑
k=k̄

εk ≤
+∞∑
k=k̄

εk−1εk ≤
+∞∑
k=k̄

εk̄−1 1

2k

sur (o, εk̄−1), on conclut que pour ∀k̄ ≥ 1, pour tout k ≥ max(k̄, q+ 1), alors
il existe η ∈ (0, 1] tel que pk̄(unk,ε

−uε) ≤ εq sur (0, η), i.e. (unk,ε
−uε) ∈ N(Ω).

Ce qui implique [(unk
)] converge vers u dans G(Ω). D’autre part on a (un)n est

de cauchy et (unk
)k une sous- suite convergente vers u, alors (un)n converge

vers u dans G(Ω).

Corollaire 3.1.9. (G(Ω), τ]) est un
i) C̃-module de Fréchet.
ii) bornologique.
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iii) tonnelé.

Preuve. G(Ω) muni de (PKi,j)(i,j)∈N×N est un
– C̃-module de Fréchet. En effet, d’apres la proposition 3.1.6 G(Ω) est

séparé, puisque (E(Ω), pKi,j)(i,j)∈N×N est un espace localement convexe
qui admet une base dénombrable de voisinages de l’origine, alors d’apres
la proposition 3.1.7 G(Ω) est mérisable. En appliquant la proposition
3.1.8, G(Ω) est complet. Ce qui implique que G(Ω) est un C̃-module de
Fréchet.

– bornologique, d’apres la proposition 1.9.11
– est tonnelé, en effet , puisque G(Ω) est un C̃-module de Fréchet., donc

est de Baire, alors d’apres la proposition 1.5.9 est tonnelé.

3.2 Topologie de Gc(Ω)

Pour K ⊂⊂ Ω, considérons GK(Ω) = {u ∈ G(Ω) : suppu ⊂ K}.

Proposition 3.2.1. Si K ′ ⊂⊂ Ω tel que K ⊂ int(K ′), alors

I. GK(Ω) ⊂ GDK′ (Ω)

II. NDK′ (Ω) ⊂ N(Ω)

Preuve. I. Soit u ∈ GK(Ω), alors suppu ⊂ K et K ⊂ int(K ′), par 2.4.4
il existe un DK′(Ω)-moderé (uε)ε représentant de u, donc u ∈ GDK′ (Ω)

II. Soit (uε)ε ∈ NDK′ (Ω), alors ∀α ∈ Nn, ∀m ∈ N :

sup
x ∈ K′

|∂αu(x)| = O(εm), ε→ 0

Soit L ⊂⊂ Ω

sup
x ∈ L

|∂αuε(x)| = sup
x ∈ L ∩ K′

|∂αuε(x)|

≤ sup
x ∈ K′

|∂αuε(x)|

= O(εm), ε→ 0

car ∂αuε est nulle sur L−K ′,
d’où (uε)ε ∈ N(Ω).
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Proposition 3.2.2. L’application linéaire

GK(Ω) −→ GDK′ (Ω)

u 7−→ (uε)ε + NDK′ (Ω)

où K ⊂ int(K ′) est bien définie et injective.

Preuve. I. On peut toujours trouvrer des représentants (uε)ε, (vε)ε de u
tels que (uε − vε)ε ∈ NDK′ (Ω)

II.

(uε)ε + NDK′ (Ω) = NDK′ (Ω)

(uε)ε ∈ NDK′ (Ω)

u = 0 dans GK(Ω),

car NDK′ (Ω) ⊂ N(Ω) et suppu ⊂ K.

Proposition 3.2.3. MDK′ (Ω) ∩N(Ω) ⊂ NDK′ (Ω)

Preuve. Soit(uε)ε ∈ MDK′ (Ω) ∩ N(Ω), alors (uε)ε ∈ (DK′(Ω))(0,1] et comme
(uε)ε ∈ N(Ω), on a ∀K ′ ⊂⊂ Ω ∀α ∈ Nn, ∀m ∈ N :

sup
x ∈ K′

|∂αuε(x)| = O(εm), ε→ 0,

d’où (uε)ε ∈ NDK′ (Ω).

Proposition 3.2.4. L’application linéaire

GDK′ (Ω) −→ G(Ω)

(uε)ε + NDK′ (Ω) 7−→ (uε)ε + N(Ω)

est bien définie et injective.

Preuve. Par laproposition 3.2.1 on déduit qu’elle est bien définie.
u = [(uε)ε] = 0 dans G(Ω), alors (uε)ε ∈ N(Ω) et comme (uε)ε ∈ MDK′ (Ω),
d’où (uε)ε ∈ MDK′ (Ω) ∩N(Ω), ce qui implique (uε)ε ∈ NDK′ (Ω).
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Définition 3.2.5. Pour K ⊂⊂ Ω, on définit la pK,n valuation de u dans
GK(Ω) par VK,n(u) = VpK′,n

(u) où K ′ est un compact de Ω tel que K ⊂
int(K ′) et

pK,n(uε) = sup
x ∈ K′

|α| ≤ n

|∂αuε(x)| .

Remarque 3.2.6. Cette définition est indépendante du choix de K ′. En effet,
puisque VpK′,n

(u) ≥ inf{VpK′\int(K′
1
∩K′

2
),n(u), VpK′

2
,n

(u)}) = VpK′
2

,n
(u).

Proposition 3.2.7. La famille des ultras-pseudos-seminormes
(PGK(Ω),n(u))n∈N = (e−VK,n(u))n∈N définie un C̃-module topologique localement
convexe et coincide avec la topologie induite par GDK′ (Ω) sur GK(Ω).

Preuve. Il suffit de remarquer que VK,n(u) = VpK′,n
(u) dans GK(Ω)

Proposition 3.2.8. (GK(Ω), (PGK(Ω),n(u))n∈N) est un C̃- module de Fréchet.

Preuve. I. Par la proposition 3.1.6 GDK′ (Ω) est séparé, alors la topologie
induite est séparé i.e. (GK(Ω) est séparé

II. GK(Ω) est métrisable d’pres le théorème 1.8.2
III. Montrons GK(Ω) est complet. Comme GDK′ (Ω) est complet d’pres la

proposition 3.1.8, il suffit de montrer que GK(Ω) est un fermé. Soit
u ∈ GDK′ (Ω) adhère GK(Ω), pour η = e−n où n ∈ N, ∃un ∈ GK(Ω) tel
que

e
−VpK′,0 (u−un) ≤ e−n

−VpK′,0
(u− un) ≤ −n

VpK′,0
(u− un) ≥ n,∀n ∈ N.

Prenons V = Ω \K, ∀x̃ ∈ Ṽc on a un(x̃) = 0 dans C̃, alors

VC̃(u(x̃)) = VC̃(u(x̃)− un(x̃) + un(x̃))

≥ min(VC̃(u(x̃)− un(x̃)), VC̃(un(x̃)))

≥ min(VpK′,0
(u− un), VC̃(un(x̃)))

≥ VpK′,0
(u− un).

D’où u(x̃) = 0 dans C̃, donc u = 0 dans G(V ),i.e. suppu ⊂ K, ce
qui prouve que GK(Ω) est un fermé de GDK′ (Ω), ainsi GK(Ω) est un C̃-
module de Fréchet.
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Proposition 3.2.9. Si K1 ⊂ K2 ⊂⊂ Ω et K1 ⊂ int(K2), alors GK2(Ω)
induit sur GK1(Ω) sa topologie initiale et GK1(Ω) est un fermé de GK2(Ω).

Preuve. ∀u ∈ GK1(Ω), on a VK1,n(u) = VK2,n(u) i.e. PGK1
(Ω),n(u) = PGK2

(Ω),n(u).
D’où GK2(Ω) induit sur GK1(Ω) sa topologie initiale. D’autre part GK2(Ω) est
séparé et GK1(Ω) est complet, alors il est un fermé de GK2(Ω).

Notation :Soit (Kn)n∈N une suite exhaustive de compacts de Ω et notons
GKn(Ω) = Gn

Proposition 3.2.10. GC(Ω) muni de la limite inductive stricte des (Gn)n∈N
est un C̃-module topologique localement convexe séparé et complet .
Preuve. On a

– Gn ⊂ Gn+1, ∀n ∈ N
– Gc(Ω) =

⋃
n∈N Gn

– Gn+1 induit sur Gn sa topologie intiale,
alors Gc(Ω) dôté de la limite inductive stricte des (Gn)n∈N est

– séparé car les Gn le sont
– par la proposition 3.2.9

Gn est fermé de Gn+1

– Gn sont Fréchet C̃- modules.
D’où par 1.12.13 Gc(Ω)est complet.
Corollaire 3.2.11. Si (un)n une suite de Gc(Ω), alors
(un)n converge si et seulement s’il existe un conpact K tel que

I. (un)n ⊂ GK(Ω).

II. (un)n converge dans GK(Ω).

Preuve. En appliquant le corrollaire 1.12.11.
Theorem 3.2.12. Gc(Ω), est est la limite inductive stricte de (GK(Ω), (PGK(Ω),n(u))n∈N),
alors il est
i) séparé et complet .
ii) bornologique.
iii) tonnelé.
Preuve. i) La proposition 3.2.10 implique que Gc(Ω) séparé et complet.
ii) La proposition 1.12.14 implique que Gc(Ω) est bornologique.
iii) Puisque (GK(Ω), (PGK(Ω),n(u))n∈N) sont tonnelé, alors la proposition 1.9.11

implique que Gc(Ω) esttonnelé.
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3.3 Dualité
Définition 3.3.1. Soit Ω′ un ouvert de Ω et T ∈ L(Gc(Ω), C̃) La restriction
de T à Ω′ , notée T|Ω′ est définie par

T|Ω′ : Gc(Ω
′) −→ C̃
u 7−→ T (u)

Theorem 3.3.2. Ω −→ T ∈ L(Gc(Ω), C̃) est un faisseau.

Preuve. Il est clair que pour tous Ω′′ ⊂ Ω′ ⊂ Ω et T ∈ L(Gc(Ω), C̃), on a
(T|Ω′ )|Ω′′ = T|Ω′ .
Il reste à prouver que pour tous recouverment ouvert (Ωλ)λ∈Λ de Ω, , alors
on a les propriétés suivantes

(F1) si T, T ′ ∈ L(Gc(Ω), C̃), et T|Ωλ
= T ′|Ωλ

, pour tout λ ∈ Λ, alors T = T ′

sur L(Gc(Ω), C̃),.
(F2) si pour tout λ, µ ∈ Λ et Tλ ∈ L(Gc(Ωλ), C̃) tel que

(Tλ)|Ωλ∩Ωµ
= (Tµ)|Ωλ∩Ωµ

avec Ωλ ∩ Ωµ 6= ∅, alors il existe un élément unique T ∈ L(Gc(Ω), C̃),
tel que T|Ωλ

= Tλ pour tout λ ∈ Λ.

Montrons (F1). Pour tous (χj)
∞
j=1 C∞-partition de l’unite subordonnée au

recouverment ouvert (Ωλ)λ∈Λ et soit u ∈ Gc(Ω), alors

u =

n0∑
j=0

χju,

puisque suppχj ⊂ Ωλj, nous savons que supp(χju) ⊂ Ωλj, alors

(χjuε)ε + N(Ωλj) ∈ Gc(Ωλj),
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D’où

T (u) = T (

n0∑
j=0

χju)

=

n0∑
j=0

T (χju)

=

n0∑
j=0

T|Ωλj
((χjuε)ε + N(Ωλj))

=

n0∑
j=0

T ′|Ωλj

((χjuε)ε + N(Ωλj))

=

n0∑
j=0

T ′(χju) = T ′(u).

Montrons (F2). Pour tous (χj)
∞
j=1 C∞-partition de l’unite subordonnée au

recouverment ouvert (Ωλ)λ∈Λ et par hypothèse , on a

∀j, Tλj
∈ L(Gc(Ωλj

), C̃)

et un nombre fini de χju qui sont différent de o, pour tout u Alors

T (u) =
∞∑

j=0

Tλj
(χju)

est C̃-linéaire .
Pour tout compact K de Ω, il existe n0 ∈ N tel que

T (u) =

n0∑
j=0

Tλj
(χju)

sur GK(Ω). Puisque la multiplication

GK(Ω) −→ Gc(Ωλj
)

u 7−→ χju

est continue. Ce qui prouve que T est continue sur GK(Ω), pour tout compact
K. Comme Gc(Ω) est muni de la limite inductive des GKn(Ω), alors T est
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continue sur Gc(Ω).
Il reste à prouver que T|Ωλ

= Tλ pour tout λ ∈ Λ. Soit Ωλ et (uε)ε un
représentant de u ∈ Gc(Ω) tel que suppuε ⊂ K ⊂⊂ Ωλ, pour tous ε ∈ (0, 1]
et K ∩ Ωλj

= ∅ pour j > n0, on a

T|Ωλ
(u) =

n0∑
j=0

Tλj
((χjuε)ε + N(Ω))

La fonction généralisée

(χjuε)ε + N(Ωλ ∩ Ωλj
) ∈ Gc(Ωλ ∩ Ωλj

)

et

(Tλj
)|Ωλ∩Ωλj

((χjuε)ε + N(Ωλ ∩ Ωλj
)) = Tλj

((χjuε)ε + N(Ωλ ∩ Ωλj
)).

Alors

T|Ωλ
(u) =

n0∑
j=0

(Tλj
)|Ωλ∩Ωλj

((χjuε)ε + N(Ωλ ∩ Ωλj
))

=

n0∑
j=0

(Tλ)|Ωλ∩Ωλj
((χjuε)ε + N(Ωλ ∩ Ωλj

))

= Tλ((

n0∑
j=0

χjuε)ε + N(Ωλ))

= Tλ(u).

D’où notre affirmation.

Définition 3.3.3. On appelle support de T ∈ L(Gc(Ω), C̃), noté supp u, le
complémentaire du plus grand ouvert sur lequel T est nul, i.e.
supp T = Ω\(∪{Ω′ ⊂ Ω,Ω′ un ouvert, T|Ω′ = 0})
Remarque 3.3.4. u 6∈ suppT si et seulement s’il existe un voisinage ouvert
V de u tel que T|V = 0 dans L(Gc(V ), C̃).

Lemme 3.3.5. Soit l’injection

i : Gc(Ω) −→ G(Ω)

u 7−→ u,

alors Im(i) est dense dans G(Ω).



CHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ALGÈBRES DE COLOMBEAU 110

Preuve. Soit u0 ∈ G(Ω) U est un voisinage de u0 dans G(Ω), i.e., U = {u ∈
G(Ω) : PK,m(u− u0) ≤ η}, où K est un compact , m ∈ N et η > 0. . Prenons
χ ∈ C∞c (Ω) tel que χ ≡ 1 sur un voisinage de K. Posons u = χu0, alors
suppu ⊂ suppχ, ce qui implique que u ∈ Gc(Ω) et VpK,m

(u − u0) = ∞, d’où
PK,m(u − u0) = 0 dans C̃, i.e. ; u ∈ G(Ω) ∩ U. Ce qui prouve que Im(i) est
dense dans G(Ω).

Theorem 3.3.6. i) La restriction

γ : L(G(Ω), C̃) −→ L(Gc(Ω), C̃)

T 7−→ T|Gc(Ω)

est injective.
ii) u ∈ L(G(Ω), C̃) si est seulement si u ∈ L(Gc(Ω), C̃) et suppu compact.

Preuve. i) Soit T ∈ L(G(Ω), C̃), montrons que γ(T ) ∈ L(Gc(Ω), C̃). Puisque
est C̃-linéaire continue. Alors γ(T ) = T ◦ i C̃-linéaire continue, i.e.,
γ(T ) ∈ L(Gc(Ω), C̃).
Montrons que γ est injective. Supposons γ(T ) = 0, alors T|Gc(Ω)

= 0,
∀v ∈ Gc(Ω). Comme i(u) ∈ Gc(Ω), ∀u ∈ G(Ω). Donc T (i(u)) = 0,
∀u ∈ G(Ω). Ce qui implique que T est nulle sur Im(i), puisque Im(i),
est dense dans G(Ω), alors T est nulle sur Gc(Ω). Ce qui prouve que γ
est injective.

ii) (=⇒) Supposons que T ∈ L(G(Ω), C̃), alors d’apres i) u ∈ L(Gc(Ω), C̃)
et montrons que suppT est compact de Ω. Supposons le contraire, soit
(Kn)n∈N une suite exhaustive des compacts de Ω. Alors pour tous n ∈
N, on a suppT ∩ (Ω\Kn) 6= ∅, si non suppT ⊂ Kn, ce qui contredit la
non compacité de suppT. En d’autre terme, il existe une suite (un)n ⊂
Gc(Ω) tels que suppunΩ\Kn et Tun 6= 0. Posons VC̃(Tun) = an et
vn = [(ε−an)ε]un. Alors suppvn = suppun ⊂ Ω\Kn et

|Tun|e =
∣∣[(ε−an)ε]

∣∣
e
|Tun|e

= eane−an = 1.

La suite (vn)n converge vers 0 dans G(Ω). En effet , soit K un compact,
alors, il existe n0 ∈ N tel que K ⊂ Kn0 et ∀n ≥ n0, Kn0 ⊂ Ω\suppvn.
D’où, pour q ∈ N, on a

sup
x ∈ K
|α| ≤ m

|∂αvn,ε(x)| . ≤ sup
x ∈ Kn0
|α| ≤ m

|∂αvn,ε(x)|

= O(εq), ε→ 0.
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Ce qui implique VK,m(vn) = +∞, ∀n ≥ n0, donc ∀n ≥ n0, PK,m(vn) =
0. Ce qui signifie que la suite (vn)n converge vers 0 dans G(Ω). Puisque
T est continue, alors la suite (T (vn))n converge vers 0 dans C̃, ce qui
contredit |Tun|e = 1.

(⇐=) Soit T ∈ L(Gc(Ω), C̃). Supposons que suppT est compact et
χ ∈ C∞c (Ω) tel que χ ≡ 1 sur un voisinage de suppT . Alors , pour
tous u ∈ G(Ω), on a χu ∈ Gc(Ω), car suppχu ⊂ suppχ. On définie
l’application

T ′ : G(Ω) −→ C̃
u 7−→ T (χu).

T ′ est C̃-linéaire sur G(Ω). Montrons que T ′|Gc(Ω)
= T. Pour u ∈ Gc(Ω),

on a (χ− 1)u ≡ 0 sur suppT. Donc (χ− 1)u ∈ Gc(Ω\suppT ) et

T ′(u)− T (u) = T (χu)− T (u)

= T ((χ− 1)u)

= 0

Ce qui implique que T ′|Gc(Ω)
= T. Montrons que T ′ est continue. Puisque

T est continue, alors, pour u ∈ G(Ω), on a Pour χu ∈ GK(Ω), où
K = suppχ et il existe m ∈ N tel que

|T ′(u)|e = |T (χu)|e
≤ PGK(Ω),m(χu).

Or PGK(Ω),m(χu) = e−VK,m(χu)

VK,m(χu) = VpK,m
((χuε)ε)

= V ((pK,m(χuε))ε)

= V (( sup
x ∈ K
|α| ≤ m

∣∣∣∣∣∣χ(x)∂αuε(x) +

|α|∑
|β|=1

Cβ∂
α−βχ(x)∂α−βuε(x)

∣∣∣∣∣∣)ε)

= V (( sup
x ∈ K
|α| ≤ m

|χ(x)∂αuε(x)|)ε)
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VK,m(χu) ≥ V (( sup
x ∈ K
|α| ≤ m

|χ(x)∂αuε(x)|)ε)

≥ V (( sup
x ∈ K

|χ(x)|)ε( sup
x ∈ K
|α| ≤ m

|∂αuε(x)|)ε)

≥ V (( sup
x ∈ K

|χ(x)|)ε) + V (( sup
x ∈ K
|α| ≤ m

|∂αuε(x)|)ε).

D’où

PGK(Ω),m(χu) = exp−V ((sup
x∈K

|χ(x)|)ε)− V (( sup
x ∈ K
|α| ≤ m

|∂αuε(x)|)ε)

≤ e−V ((sup x ∈ K |χ(x)|)ε)e
−V ((sup x ∈ K

|α| ≤ m

|∂αuε(x)|)ε)

≤ CPGK(Ω),m(u).

Corollaire 3.3.7. Gc(Ω) et G(Ω) sont
i) métrisables .
ii) complet.
ii)) admet un réseau absolument convexe, fermé et de type C.

Preuve. Puisque Gc(Ω) et G(Ω) sont C̃-module bornologique, alors, la pro-
position 1.14.11, implique que (L(Gc(Ω), C̃), β(L(Gc(Ω), C̃),G))
et (L(G(Ω), C̃), β(L((Ω), C̃),G)) sont complets. Comme Gc(Ω) est la limite in-
ductive stricte des(GK(Ω), (PGK(Ω),n(u))n∈N). Qui sont des C̃- module de Fré-
chet, donc métrisables . Alors, la proposition 1.15.7, implique que L(Gc(Ω), C̃)
muni de la opologie β(L(Gc(Ω), C̃),Gc(Ω)) admet un réseau absolument convexe,
fermé et de type C.
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