REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE

MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA
RECHERCHE SCIENTIFIQUE

UNIVERSITE IBN KHLDOUN-TIARET

FACULTE DES SCIENCES ET SCIENCES DE L’INGENIEUR

DEPARTEMENT DES SCIENCES EXACTES

Magister en Mathématiques
option : Analyse Fonctionnelle

Intitulé

Topologie et Algebres de Fonctions
Généralisées

Présenté
par

Benoumrane TELLI

Soutenu le 00 / 00 / 2010 devant le jury :

Président : 7777 7777 7777, Univ. 7777
Encadreur : Chikh BOUZAR Prof. Univ. d'Oran
Membre : 2P0 0N 7777, Univ.?77?
7777 7777 7777, Univ. 777

7777 7777 7272, Univ.???



1

Remerciements : Je tiens & exprimer ma profonde gratitude
a Monsieur le Professeur Bouzar Chikh tant pour m’avoir fait
confiance de faire ce travail, que pour ses précieuses remarques et
suggestions sans lesquelles ce mémoire n’aurait pas lieu.
Je remercie également Monsieur le Docteur GUEDDA Lahcene
pour m’avoir fait I’honneur de présider le jury de ce mémoire.
Je tiens a noter toute ma reconnaissance a Monsieur le Docteur
BENMERIEM Kaled.
Ainssi, Je tiens a remercier Monsieur le Docteur LARABI Abder-
rahmane pour accepter de juger mon travail et d’etre menbre de
jury.
Pour conclure, je remercie tous les enseignants qui ont contri-
bué & ma formation, en particulier Monsieur le Docteur SNOUSSI

A.ek.



Table des matiéres

Introduction

1 C-modules topologiques

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9

Espaces topologiques . . . . . . . ... Lo
Nombres généralisés C . . . . . . . ..
Topologie de C . . . . . .. ...
C-modules topologiques . . . . . . . ...
C-modules localement convexes . . . . . . . . ... ... ...
@—espaces ultra-pseudo-seminormés . . . . . . ... ... ...
Application C-linéaires . . . . . . o v v
C-modules de Fréchet . . . . . . . . ...
Bornologie . . . . . . ...

1.10 Théoréme du graphe fermé . . . . . . . ... .. ... .. ...
1.11 Théoreme de 'application ouverte . . . . . . . . . . ... ...
1.12 Limites inductives . . . . . . . . . ... oL
1.13 Limites projectives . . . . . . . . .. .o
1.14 Dualité . . . . . . . .
1.15 Théoréme de Banach-Steinhaus . . . . . .. .. ... ... ..

2 L’algébre de Colombeau

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6

Définition . . . . . . ...
Le faisceau G° et I'njection de D'(2) . . . . . ... ... ...
Valeurs ponctuelles . . . . . . . ... .. ... ... ... ...
Intégration . . . . . . . ...
Egalités . . . . . . . . ..
Composition . . . . . . . .. L

10
13
18
21
25
28
32
38
o1
55
64
68
75



TABLE DES MATIERES

3 Topologie des algébres de Colombeau
3.1 Topologiede G(2) . . . . . . ...
3.2 Topologie de G.(Q) . . . . . ..
3.3 Dualité . . . . ..

Bibliographie

99
99
103
107

113



Introduction

La théorie des distributions introduite par S.L Sobolev [17] et L. Schwartz
[12], depui lontemps s’est révélé un outil indispensable & 1’Analyse Mathé-
matique. Citons a titre d’exemple le théoréme de Malgrange-Ehrenpreis, qui
affirme que tout opérateur diffirentiel linéaire a coéfficients constants admet
une solution fondamentale distributionnelle. Cependant , certains exemples
montrent la limitation des distributions. En 1954, L. Schwartz publia sa note
[14], ou il montre les contraintes de définir une multiplication générale dans
D’. L’exemple suivant

1 1
5= (2Vy—)6 # Vy—u(6) = 0

en est déja une illustration.
J. F. Colombeau, voir [2] et [3] a construit une algébre commutative et asso-
ciative (A(2), 4+, o) jouissant des proprietés suivantes :

I. L’espace D'(2) est lineairement injecté dans A(Q2) et f =1 est I'unité
dans A(Q).

II. Il existe des opérateurs de dérivation
0; t A(Q) - AQ),(i=1,...,n)

qui sont lineaires et vérifient la régle de Leibniz.
III. La réstriction 0; | D'(€2) est la dérivation partielle usuelle (i = 1,...,n).
IV. La réstriction o | > x C* coincide avec la multiplication de fonctions.

Le but de ce mémoire est d’exposer la topologie des nombres généralisés C
et les C-modules. En par ticulier §(2) et G.(£2).
Cette theése est organiser de maniére suivante : Dans le chapitre I , nous
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introduisons la topologie des nombres généralisés C a laide des valuations
et ultra-pseudo-seminormes. Cette topologie sera la base du reste du mé-
moire. Dans la suite du chapitre , nous adaptons les définitions de concepts
absorbant, convexe et équilibré a la construction algébrique des C-modules
et développé cette topologie pour transférer une grande majorité de la théo-
rie des E.V.T. Dans ce cadre, on a étudier le théoréme du graphe fermé,
application ouverte, la limite inductive , la limite projective et dualité. Le
chapitre II est consacrer aux fontions généraliseés de Colombeau, elle forme
d’une algébre commutative , associative et différentiélle, dans laquelle s’in-
jecte D'(Q2). Les opérations de D’(Q2) s’étendent aux fontions généraliseés de
Colombeau. Le dernier chapitre est une étude topologique de §(2) et G.(2),
ou la théorie du premier chapitre est pleinement appliquée.



Chapitre 1

C-modules topologiques

1.1 Espaces topologiques

Ce paragraphe est consacré a de rappels topologiques nécessaires.

Définition 1.1.1. Soient E un ensemble non vide, P(E) la famille de toutes
les parties de E et 7 C P(E). On dit que T définie une topologie sur E, si

A) DeTetEer.
Ay) T est stable par réunion quelconque.
A3) T est stable par intersection finie.

E muni de T, noté (E,T), est appelé espace topologique et tout élément de T
est appelé ouvert de E.

Définition 1.1.2. Soient V un sous-ensemble de (E,T) et x € E, on dit que
V' est un voisinage de x s’il existe un ouvert O tel que x € O C V.

Proposition 1.1.3. Un sous-ensemble O de (E,T) est un ouvert si et seule-
ment s’il est voisinage de tous ses points.

Soient x un point d’un espace topologique (F,T) et V(z) la famille de
tous ses voisinages.

Proposition 1.1.4. Les propriétés suivantes sont vérifiées par V(x)

Vi) x appartient a tout V' de V().

Vo) S1V € V(x) et W est une partie de E contenant V, alors W appartient
aV(z).
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V3) V(x) est stable par intersection finie.

Vi) Pour tout élement V de V(x), il existe un élement de W de V(z) de sorte
que : Yy € W,V € V(y).

Définition 1.1.5. Soient x un point d’un espace topologique (E,T) et V(x)
la famille de tous ses voisinages. Une famille B de voisinages de x est dite
base de voisinages de x, st

VW eV(z),iBeB:BCV

Theorem 1.1.6. Soit E un ensemble non vide et pour tout point x de E,
on associe une famille F(x) de parties de E vérifiant Vi, Vs, Vs et Vy, alors il
existe une unique topologie sur E pour laquelle F(x) coincide avec la famille
V(z) des voisinages de x.

Définition 1.1.7. Soit (E, T) un espace topologique, on dit qu’il est un espace
de Buaire, si la propiété suivante est vérifiée : Si (F,), est une suite de fermés
de E d’intérieur vide, alors F' =, F, est encore d’intérieur vide.

Définition 1.1.8. Soit F un ensemble quelconque, on appelle filtre de E, une
famille F de sous-ensembles non vides de F tels que

i) SiA,Be€ 3, alors ANBeF.
ii) SiAeF et AC B, alors B € &.

Définition 1.1.9. On appelle base de filtre de E, une famille B de sous-
ensembles non vides de FE tels que VA, B € B, 3C € B, tel que C C AN B.

Définition 1.1.10. Soient F et G deux filtres d’un méme ensemble. F est
dit plus fin que G, siVG € G,G € F.

Définition 1.1.11. Soient (E,T) un espace topologique et F un filtre de E.
On dit que F converge vers a € E, qu’on note imJF = a, st F est plus fin
que le filtre des voisinages de a, i.e. V(a) C F.

Proposition 1.1.12. Soient F un filtre de ’espace topologique (E,T) et a €
E, alors imJF = a si et seulement si YV € V(a),3F € F, F C V.

Proposition 1.1.13. Soient (E,T) un espace topologique, alors E est séparé
si et seulement si un filtre convergent ne peut avoir plus d’une limite.
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~

1.2 Nombres généralisés C

Notons C le corps des nombres complexes et I =]0, 1].
Notation :On note f = O(e™™), € — 0, si

de>0,3n > 0,|f] < ce ™, Ve €]0,7].

Définition 1.2.1. &, = {(r.) e C' | AN € N,|r| = O(e V), e — 0}
N ={(r) e C!|Vm € N,|r| = O(e™),e — 0}.
Proposition 1.2.2. 1) &3, est un sous-algebre de CI.
2) N*® est un idéal de E%;.
Preuve. 1)Soient (r.)., (se)e € €5, et A1, Ay € C par définition

N, € Ny, 3 >0,3c; >0, |rd] < cre ™, Ve €]0,m]

N, € Np, 3y >0,3co > 0, |r] < e ™2, Ve €]0, ]
D’ou

[(Are + Aase )| < [Aalre] + [Aa]se|
< |/\1|01€_N1 + |/\2|026_N2
<

ce N, Ve €]0, 7]

ot N = max(Ny, Ny), n = min(ny, n2) et ¢ = |Ai|er + | Ao|ca.
Pour le produit |res.| < cie™Mepe™™ < e ot N = Ny + No,
n = min(n,n2) et ¢ = c¢ica.

2)Soient (r.). € &%, et (s¢) € N*. Par définition

3N € Ng, 3 > 0,3c; > 0|re] < cie ¥, Ve €]0,m|
Vm € Ny, 3y > 0,3cp > 0, [s] < ce™ N Ve €]0, 1],
d'ott VYm € Ny, |[rese] < c1e0e™, Ve €]0, 1]
ot n = min(ny, 72) O

Définition 1.2.3. C = &3,/N° est appelé Ualgebre des nombres généralisées
de Colombeau.

Définition 1.2.4. Soient z = [(2.)] , r = [(re) € C, z = r dans C, si
(ze = 7e)e € N°.



CHAPITRE 1. C-MODULES TOPOLOGIQUES 9

Le corps C s’injecte canoniquement dans C par 'application
C - C
z — [(2)]
Définition 1.2.5. Soit r € C est dit wnversible, s’il existe s € C tel que
r-s=1=][(1),] dans C.
Proposition 1.2.6. C est un anneau.
Preuve. Facile. O

Remarque 1.2.7. C n'est pas un corps. En effet, considérons

e =L
T€:{0 sze—n7 (1.3)

1 s2non

alors (o). € & et (1) € N, ce qui signifie que [(r).] # 0 dans C. Suppo-
sons qu’il existe [(s¢).] € C tel que r-s = 1. Alors il existe (n.). € N® tel que

reSe +me = 1 Ve € I, ce qui implique n. = 1 pour € = % contradiction.

Définition 1.2.8. Soit r € C est dit strictement non nul, s’il existe un
représentant (r¢). et m € N tel que |re| > €™ pour € suffisament petit.

Proposition 1.2.9. Soit r € @, les conditions suivantes sont équivalentes :
1. r est inversible.

II. r est srictement non nul

Preuve. (1) = (2) soit r = [(r¢)] et v = [(v¢)¢] 'inverse de r, par hypothése
il existe (1), € N* tel que r.s. = 1 + 0., Ve € I, alors on peut affirmer qu’il
existe g > 0 tel que s, # 0, Ve < €. Supposons le contraire , alors il existe
une suite €, —» 0 quand e — Oet s, =0, Vm, dou 0 =r,, 5., = 1+n,, — 1
quand m — oo ce qui est absurde. Puisque (s.). € €%, alors il existe N €
N, e; > 0 tel que [s| < eV, Ve €]0, ¢

. 1
d'ot |r.| = Bl et
|sel

1 — [nell
el

> VL= In.]]
N+

Ire] >

Y

ainsi r est strictement non nul.
(2) = (1) r a pour inverse s = [(T—le)g] O
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1.3 Topologie de C

Lemme 1.3.1. L’application

ViEyq — |— 00,400
(u)e —— sup{b € R :|ul = O(e), e — 0} (1.4)

vérifie
i) V((ue)e) = 400 si et seulement si (uc)e €
i) V((ue)e(ve)e) = V((ue)e) +V((ve)e)-
iii) V((ce”)e(ve)e) = V((ce’)e) + V((ve)e)-
iv) V((ue)e + (ve)e) = min{V ((uc)e), V((ve)e)) }
v) V((ce’)e + (ve)e) = min{V((ce®)o), V((ve)e))}-
Preuve. Comme (uc). € €y, alors 3N € N tel que |u| = O(e V), (e — 0).
D’ou V((ue)e) € R.
i) Montrons (i), supposons V((u.).) = +oo, soit m € N, 3b € R tel que
b>m et |u] <ce® <ce™ie., (u)e €N.
Réciproquement , supposons (u.). € N.
Nc{beR:|ul|=0(e),e — 0}, dott V((uc)) = +00.

ii) Montrons (ii) si V' ((uc)e) # +00 et V((ve)e) # +00. Soit n > 0, Jby, by € R
tel que |uc| < ce® et |v.| < ceb2,
V((te)e) — 2 < b, V((ve)e) — 3 < by (e — 0).
Ainsi V((ue)e) + V((ve)e) —n < by + by et
[ucve| < crepe? ™2 e — 0.
Dot V/((uc)e) + V((ve)e) —n < V((ueve)e), ¥n > 0.
Si V((ue)e) = o0,
(resp.V((ue)e) = +00), alors (ue)e € N, (ve)e € Enr,
d’ou (ueve) € N car N est un idéal

iii) Siu = (ce?),
V((ceve)e) = sup{b € R : |ce"v| = O(e")}
= sup{b e R : |v] = O( )}
sup{a + & € R : Jv| = O(¢%)}
= a+V((ve)e) = V((ce®)e) + V((ve)e))



CHAPITRE 1. C-MODULES TOPOLOGIQUES 11

iv) de la méme maniére.

v) de la méme maniére.

]

Proposition 1.3.2. L’application V est constante sur chaque classe modulo

N.
Preuve. Si [(u):] = [(ve)], alors (ue — ve). € N. D'pres (i) V((ue — ve)e) =

~+00, alors

—~
—~
N
)
~—
)
~—

V((te — ve + ve)e)

min(V ((ue — ve)e), V((ve)e)))
V((ve)e)

V() = V((ve — e+ ue)e)
min(V((ve — ue)e), V((ue)e))
V{((ue)e)

(AVARVS

(AVARVS

d'out V/((ue)e) = V((ve)e)- 0
Définition 1.3.3. L’aplication
Va:C — ] — 00, 4]
w — Ve(u) = V((ue)) (1.5)
est appeleé une valuation sur C

Proposition 1.3.4. L’application

|.|e:@ — [0, 400
u s |ul, = e e® (1.6)
vérifie
i) u, =0 u=0
ii) Ml < ALlul, VA peC
iii) [Aul, = A lul,, VA= [(ce®), c€C,a €R, et peC
iv) |A+ pl, < max(|Al, [pl), VA, p € C.
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Preuve. i)

111l

e Ve((e)e(pe)e)
e Ve =Vz(w)

e~ Ve = Vel

|Alelple

| Anel,

IA AN A

iii)
[ce)Jul, = e Velee)tnoo
— o Vallee)e)=Ve(ue)e)

o Va(e)) = Val(e)o)

[Alelpele

pmax(—Vz ().~ Ve (1)
max (e~ "2 e~ Vew)

max(|A[,, [pl,)

A+ pl, = e Ve

INIAIA

]

Définition 1.3.5. La topologie sur C est la topologie la moins fine qui rend
lapplication

[e: € — [0, +o0]

u s |ul, = e Ve (1.7)
continue.

Proposition 1.3.6. i) Un sous-ensemble de C est un ouvert si et seulement
sl est [tmage réciproque d’un ouvert de R.
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ii) La famille (Ben(0))nen est une base un voisinage de l'origine dans C, ot
Bo(0) = (A€ C: Jul, = ")
Preuve. O
Facile.

Proposition 1.3.7. La topologic (C,|.|,) est compatible avec la structure
d’anneau, i.e. les applications

S:CxC — C
(z,y) — z+y
M:CxC — C
(A\u) — u
sont continues quand on munit C x C par la topologie produit.
Preuve. On munit C x C par la topologie produit . Alors les applications
S:CxC — C
(A p) — Atp
M:CxC — C
(Ap) — A

sont continues. Car |\ + |, < max(|A|_, |p].), implique la continuité de S et
Al < |ALL|p],, implique la continuité de M O

1.4 C-modules topologiques

Définition 1.4.1. Soit A un anneau, on appelle A-module, la donné d’un
groupe abélien (G, +) muni de la multiplication

AxG — G
(Nu) — du

tels que, pour tous \,ju € A et u,v € G on a
i) AN+ p)v = v+
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ii) Mu+v)=Au+ v

iii) A(pu) = (Ap)u

iv) lu =u.

Remarque 1.4.2. Si on prend A = C, on dit C-module.

Exemple 1.4.3. C est un module sur lui-méme

Définition 1.4.4. Un sous-ensemble A d’un C-module G est dit

1) C-absorbant si pour tout u € G, il existe a € R tel que u € [(€")]A pour
tout b < a.

2) C-équilibré si \A C A pour tout X € C tel que |\, < 1.

Définition 1.4.5. Une topologie 7 d’un C-module est dite @-lméaz're, st les
applications

S:9x§ —  §
(@y) — vty

M:CxG§ — G
(Nu) — Au

sont continues quand on munit G x G et C x G par les topologies produits.
Dans ce cas (G, 1) est dit un C-module topologique.

Proposition 1.4.6. Soient ug € G et A € C, X inversible, alors les applica-
tions sutvantes

Suo :(G,7) — (§,7)
U U+ Uy
M)\ : (977-> — (977—>

T — Az

sont des homéomorphismes.

Preuve. Montrons que S, et M), sont bijectives et bicontinues. Les appli-
cations inverses sont St (u) = u — ug = S_y,(u) et My (u) = Au = M(u).
On a Sy, = S(.,up) et My = M(],.). D’ou la continuité de Sy, et M) car G
est un C-module topologique. n
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Proposition 1.4.7. Soit G un C-module topologique et B une base de voisi-
nage de l'origine, alors pour tout U € B on a

i) U est absorbant.
ii) Il existe V € B tel que V +V C U.
iii) 11 existe W voisinage de ['origine , équilibré tel que W C U.

Preuve. i) Soit U € B et a € §. Considérons I'application

Ha:@—>9
A — Aa

H, = M(.,a) est continue, en particulier pour A = 0Og, alors il existe
n > 0 tel que Aa € U, pour tout A € C, |A|, < n. Dot [(e7)]a € U,
pour tout b < logn. Ainsi a € [(e®)]U, b < logn. Ce qui prouve que U
est absorbant.

ii) Soit U € B, I'application

S:Gx§ — G
(r,y) — z+y
est continue, en particulier en (0,0). Alors il existe Vi,V € B tel que

V14V, € U. Comme B est une base , il existe V' € B tel que V' C VN5,
doan V+V CVy+VyCU, ce qui prouve (ii)

iii) Soit U € B, I'application
M:CxG§ — §
(N z) — A

est continue, en particulier en (0, 0), alors il existe n > 0 et V € B tel
que AV C U, pour tout, |A|, < n. Posons

w=J
[Mo<n
I. Par construction on a W Cc U

II. W est un voisinage de l'origine puisque }(e* log”)e|e =, [(e71em)]
est inversible et [(e718") ]V Cc W
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III. W équilibré car Vu € C, lpl, <lona

pw | uave
IA[e<n
puisque M|, < A |ul, < |A|l, < n. Donc
pwce | av=w
IA[e<n
O]

Proposition 1.4.8. Si G est un C-module topologique et B une base de voi-
sinage de l’origine de G, alors

VvV ={0}

VeB

si et seulement si G est séparé.

Preuve. (=) Comme § est séparé, alors Vo # 0, 3W € V(o) tel que x ¢ W.
Or B est une base , il existe V € B tel que V.C W. Donc x ¢ V, ainsi

(<) Soit = # 0, alors
v g [V,
il existe V € B tel que x € V, donc G est séparé. n

Définition 1.4.9. Soit G un C-module topologique et M un C-sous-module
de G. On appelle topologie quotient sur G/M, la plus fine topologie qui rend
la surjection cannonique

v:§ — G/M

r — plx)=T

continue.
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Proposition 1.4.10. Un sous-ensemble 2 de G/M sera dit ouvert si et seule-
ment si "1 (Q) est un ouvert de §G.

Preuve. Facile. O

Proposition 1.4.11. Soit G/M un C-module topologique quotient ou M est
C-sous-module de G. Alors G/M est séparé si et seulement si M est fermé.

Preuve. (=) Si §/M est séparé, alors {0} est fermé, donc M = ¢~1({0})
est fermé dans G, ol ¢ est la surjection cannonique.

(<) Si M est fermé, z = p(x) # 0. Alors z ¢ M, il existe un voisinage
ouvert U de x tel que UN M = ¢. D’ou T — o(U) est un voisinage de 0, ne
contient pas Z, donc G/M est séparé. O

Définition 1.4.12. Soient (E,7) un C-module topologique et F un filtre de
E. On dit que F est un filtre de Cauchy si YV € V(0),3F € F tel que
F-FcCV.

Proposition 1.4.13. Tout filtre convergent est un filtre de Cauchy.

Preuve. Supposons F est un filtre en A qui converge vers a € A. Soit V un
voisinage de 0 dans G, il existe W un voisinage équilibré de 0 dans G, tel que
W+ W C V. Alors il existe F' € F tel que F Ca+ W, dou FF— F CV car
sixz,y € Fona

r—y=(@x—a)—(y—a)e W-W=W+WcCV. O

Définition 1.4.14. Soit G un C-module topologique , a € G et F un filtre
dans G. On dit que a adhére F siVA € F,a € A.

Proposition 1.4.15. Si a € G adhére a un filtre de Cauchy O en A, alors
O converge vers a.

Preuve. Soit V un voisinage de 0 dans G, il existe W un voisinage équilibré
de 0 dans G, tel que W + W C V. Alors il existe F' € O tel que F'— F C W.
D’autre part F N (a+ W) # 0, soit y € F N (a+ W). Montrons F C a+ V.
Soit z€e F,z=z—y+vy

z—yeW = zey+4+W
= z€a+W4+W
= zea+V
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1.5 C-modules localement convexes

Définition 1.5.1. Un sous-ensemble A d'un C — module G est dit
1) C-convere, si A+ A C A et [(e)]A C A, pour tout b >0

2) C-absolument convexe, s’il est convexe et équilibré.

Proposition 1.5.2. L’intersection quelconque de convexes dans un C -
module est conveze.

Preuve. Soit (A,), une famille quelconque de convexes

1) Montrons
(N Aa+[ )40 €[ ) Aa
Comme A, est convexe, Vo, on a

N4a C A,

NAa+[ )4 C Aa+A4a

NAa+[)4a C Ao
N4 +[)4 € [)4a

2) Montrons

(@) Aa € () Ae

pour tout b > 0.

[]

Proposition 1.5.3. i) Si 0 € A, alors A est conveze si et seulement si
[(e8)] A+ [(e2)]A C A, pour tout by, by > 0.
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ii) Si A est @—éqyilibré, alors A est C— conveze si et seulement si AM+pA C
A, WA € €, max(|A|,|pl,) < 1.

Preuve. i) (=) Supposons A est convexe , alors [(€)]A C Aet [(e”2)]A C A
ot by > 0 et by > 0, donc [(e?)]A+ [(e®2)]AC A+ A C A
(<) Prenons by = by = 0, alors A+ A C A. Posons by = 0 et by = b,
ainsi [(€?)]A C A, d’ott A est convexe.

ii) (=) Comme A équilibré , alors A\A C A et pA C A, dott NA + A C
A+ACA
(<) A=p=1donne A+ A C A. Prenons A = 0, = [(e®)],b > 0,
alors [(?)]JA C A

[

Définition 1.5.4. Un C-module topologique est dit localement convexe s’il
admet une base de voisinages de l’origine formée d’ensembles convezes.

Définition 1.5.5. On appelle enveloppe conveze d’un ensemble A noté I'(A),
lintersection de tous les convexes contenant A.

Proposition 1.5.6. L’enveloppe convexe T'(A) est identique a l’ensemble H

des éléments de la forme
n

Sl Jas.

k=1
ot by >0 eta,e A

Preuve. Montrons H C I'(A). Raisonnons par récurrence. Pour n = 1,
b=(e")]ay, a1 € Aet by >0,beT'(A) car ACT'(A) et I'(A) convexe.
Supposons la vraie pour (n-1)

S 1) dar = SIE ) dar + () dan,

I’hypothése de récurrence montre que

n—1

D () dar € T(A)
et [(¢¥")]a, € T(A), d’ou

> [(e")dax € T(A) +T(A) C T'(A).

k=1
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Pour montrer I'inclusion inverse, il suffit de prouver que H est convexe

n

Z[(Gbk)e]ak + Z[(ec")e]ai €eH

k=1 i=1

ie. H+ H C H et

d’ou [(¢®)JH C H. O

Proposition 1.5.7. Un C-module topologique localement convexe admet une
base de voisinages de l’origine formée d’ensembles absorbants et absolument
convexes.

Preuve. Soit U un voisinage de l'origine. Comme G est C-localement convexe,
alors U contient un voisinage de I'origine C-convexe W, puis W contient un
voisinage C- équilibré E. Soit T'(E) I'enveloppe convexe de E, on sait T'(E)
équilibré et £ C W = I'(E) ¢ T(W) = W(car W est convexe ). D’ou
['(E) est un voisinage de l'origine @—équilibré, convexe et absorbant tel que
I'E)CU. O

Définition 1.5.8. Dans § un C-module topologique localement convexe .

1) On appelle tonneau tout ensemble absorbant, équilibré, convexe et fermé.

2) G est dit tonnelé, si tout tonneau est un voisinage de l’origine.

Proposition 1.5.9. Tout C-module topologique localement convexe de Baire
est tonnelé.

Preuve. Soit B un tonneau, comme B est absorbant, alors
5=Ule™dB
neN

ou [(67").|B est un fermé dans G, car [(¢~")] est inversible. Comme G est de
Baire, alors il existe [(¢7").]B d’intérieur non vide. Comme application

f:g — §

u — [(€")Ju
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0 0

— ——f—
est continue, alors 0 # f([(e ™)B) C f([(¢e")B) = B° ce qui implique
B% #£ (), il existe V un voisinage de l'origine de G tel que ug +V C B;
comme B est équilibré, alors —uy, € B, ainsi par la convexité de B on a
V=—uy+uy+V C B+ B C B. Ce qui prouve que B est un voisinage de
I’origine de G. O

1.6 C-espaces ultra-pseudo-seminormés

Définition 1.6.1. Une ultra-pseudo-seminorme sur un C-module est une
application
PG — [0, +00) vérifiant

i) P(0)=0

i) P(\u) < |A.P(u), pour tout \ € C, u € G

iii) P(Au) = |\ P(u), pour tout X = [(ce”)], c€ C,a e R, ue§
iv) P(u+v) < max(P(u), P(v))

Remarque 1.6.2. Une ultra-pseudo-norme est une ultra-pseudo-seminorme
tel que P(u) = 0 implique u = 0.

Exemple 1.6.3. |.|, est une ultra-pseudo-norme sur C

Définition 1.6.4. Soit G un C-module. Une valuation sur G est une appli-
cation V' : § — (—o00, +00| vérifiant

i) V(0) =400

i) V() > Va(A\) +V(u), YA€ C, Vu €S

iii) V(Au) = Vz(X) + V(u), pour tout A = [(ce)], c€ C,a e R, u e §

iv) V(u+v) > min{V(u), V(v)}

Proposition 1.6.5. Soit V une valuation sur un C-module §. Alors P(u) =
e VW est une ultra-pseudo-seminorme.

Preuve. Pour tous A\, u € C et u,v € G on a

1) Puisque V est une valuation, alors V' (0) = 4+00. Ce qui donne P(0) =0
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2)

POu) = e VOV

< e~ VeN)=V(w)
< e VeV
<

|AleP(u).
3)

P([(ce®)Ju) = e VeI
o Velllee) )=V ()

o Vall(ee®)d)) =V (u)
[[(ce®)e]| P(u).
4)

Plu+v) e~V ut)

e min(V (u),V (v))

max(e”V® 7V )

max(P(u), P(v))

IA A IA

O

Proposition 1.6.6. Soit A un ensemble absolument conveze et absorbant
d’un C-module G. Alors

Va(u) =sup{b € R:u € [(")JA} (1.8)
est une valuation sur G. De plus, pour Pa(u) = e V4™ et n >0 on a
{ueG:Pa(u) <ny et JAC{uecG: Pa(u) <n} (1.9)
P4 est appelé la jauge de A.

Preuve. Comme A est absorbant, 3b € R tel que u € [(€°)]A, d’out V4(u)
existe.

i Va(0) 4+ oco. En éffet, puisque A est équilibré alors 0 € A, donc Vb € R,
0 € [(9)JA, dott V4(0) = +00
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ii Soit b € R tel que u € [(¢)]A et Au = [(eTVeM) JA[(e7 e [(€7®)]u.
Comme [A[(eeW) ]| = o~ Vel END) o= Ve) o o=V TN
IAle'e™ = 1. D’ott Au € [("7Ve™) JA, car A équilibré et [(e7°)Ju € A,
ainsi Va(Au) > b+ Vz()), Vb € R tel que u € [(¢?)]A, ie., Va(Au) >
Va(u) +Ve(A)

iii En particulier si A = [(ce?) ], c € C\ {0}, a € R et \u € [(¢*)]A, alors

) [(€)[(e7)e(e) Ju
(€_a+b)6] [(E_b)e] [c(€")eJu

(Efaer)E]u/’ (1.1())

S
I
—
m‘

S]

— o/

Al RO | =

puisque v’ € A, 1.10 implique

VA(U) —a+b

—V@()\) +0b

AV,

Dot Va(u) > —=Vz(A) + Va(Au)

iv Soient w,v € G, by,by € R tels que u € [(¢")]A et v € [(¢¥2)]A4, il
sentuit que u + v € [(¢")]A + [(€”)]A. Nous savons que u + v €
[(€)J(A + [(eb2701) ] A), supposons que by — by > 0, puisque A est
convexe, alors [(e27%) A C A et A+ [(2™)]JA C A+ A C A
Dou[(e?) J(A + [(e27") JA) C [(¢")]A ie u+v € [(e")]A, ce qui
implique V4 (u + v) > by, pour tout b; € R tels que u € [(¢)]A, d’on
Va(u+v) > Va(u), ce qui implique Va(u 4+ v) > min{Vu(u), Va(v)}

v Prouvons 1.9

a) soit u € G tel que Pa(u) < n = Vi(u) > —logn, dou u €
[(e71em) JA, donc {u € G: Pa(u) <n} C[(e 7)) ]A

b) u € [(e1¢") ]A = Pa(u) < n, donc
[(e7tem) JAC{u€G:Pa(u) <n}

[]

Proposition 1.6.7. Soit P une ultra-pseudo-seminorme sur un C-module G.
Alors lensemble V- ={x € G: P(x) < 1} est absorbant, équilibré et conveze.
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Preuve. i) Vz € V V) € C tel que [A], <1lona
PAz) <N P(z) <P(z) <1
ce qui prouve que V est équilibré.

ii) Si P(z) = a # 0, alors P([(°8?) Jz) =
alors x € [(¢71969) ]V, ainsi z € [(€)
que V est absorbant.

iii) On a 0 € V, soit u,v € V et by, by > 0. Alors

P([(™)cJu + [(€)cJv) max(P([(e™)cJu), P([(¢") v))
max(e " P(u), e 2P (v))
max(P(u), P(v))

1.

(r) = 1. Dou [(°82) ]z € V,

L1p
OjV Vb < —loga, ce qui prouve

VAN VAN VAN VAN

D’ou [(") ]V + [(€%)]V C V ce qui prouve que V est convexe.
[

Theorem 1.6.8. i) Soit (P;)icr une famille d’ultra-pseudo-seminormes sur
un C-module G. Alors on munit G d’une structure topologique locale-
ment convexe, la moins fine qui rend les P; continues.

ii) Dans un C-module topologique localement convexe |, la topologie est in-
duite par la famille des ultra-pseudo-seminorme (Py)yey, ot U est
une base de voisinages de l'origine formée d’absorbants et absoluments
CONVETES.

Preuve. Soit V; = {x € §: P;(x) < 1}, alors les intersections finies des €V},
e > 0 forme une base de voisinages de l'origine d’une topologie localement
convexe, la moins fine qui rend les P; continues.

Comme P;(u + v) < max(P;(u), Ps(v)), alors S : G x § — G est continue et
P;(Au) < A P;s(u) implique M : C x § — C est continue, d’oit la topologie
forte est C-linéaire sur G.

Soit 7 la topologie initiale de G et 7’ la topologie induite par (Py)yey, d’aprés
19ona{ue§: Pylu) <n} C [(e'®")]U, cela implique que U est un
voisinage de 0 pour 7/, donc est plus fine que 7. D’autre part [(e=1°87) JU C
{u e G :Py(u) <n}, cela implique que Py est continue pour 7 , donc 7 est
plus fine que 7' m

Proposition 1.6.9. Soit § un C-module topologique localement convexe et
(P:)ier une famille d’ultra-pseudo-seminormes qui définie la topologie de G.
Alors G est séparé si et seulement si Yu € G,u # 0, i € I tel que P;(u) # 0



CHAPITRE 1. C-MODULES TOPOLOGIQUES 25

Preuve. Supposons G séparé et u # 0, 3¢ > 0, I finie tel que

udg (ue§:Pi(u) <e,
i€ly
donc Fig € I tel que Py, (u) > €, d’ou Py, (u) # 0.
Réciproquement soit a # 0, alors il existe i € I tel que P;(a) # 0, posons
a = P;(a) # 0, soit € < «, considérons B.p = {z € §: P;(u) < €} qui est un
voisinage de 1'origine et a € B, p. D’oil G est séparé. O

1.7 Application C-linéaires

Définition 1.7.1. Soient E et F' deux C-modules et T une application de E
dans F. T est dite application C-linéaire de F dans F, si

Yu,v € E\Ya,3 € C: T(au+ pv) = o (u) + 8T (v)

Proposition 1.7.2. Soit E et I deux C-modules topologiques. u une appli-
cation C-linéaire de E dans F, alors u est continue par tout si et seulement
st u est continue a [’origine.

Preuve. Soit W un voisinage de 0 dans F, alors il existe V un voisinage de 0
dans E tel que (V) C W. Donc u(a+V') C u(a)+ W, pour tout a € E. [J

Theorem 1.7.3. Soient (3, (P;)icr) un C-module topologique localement conveze
et Q une ultra-pseudo-seminorme sur G. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

i) Q est continue par tout.
ii) Q est continue a l'origine.
iii) 1l existe une partie finie Iy C I et ¢ > 0 tel que

Q(u) < cmax P;(u),Yu € § (1.11)

i€lp

Preuve. i) = ii) est évidente
i1) = i) Supposons Q continue en 0, ug # 0. Alors Vo > 0, 3y C I, finie et
n > 0 tel que Q(u) < 9§ si

Pi(u) < 1.
max Py(u) <1
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D’ou
Vue§G: mafo(u—uo) <n= Qu—up) <9,
1€l
Or |9Q(u) — Q(ug)| < Q(u — ug), ce qui implique la continuité de Q, en ug
iii) = i),

max P;(u) < 0 = Q(u) <9,
¢

i€lp
ce qui implique la continuité de Q en 0
i1) = i1i) Si Q continue en 0, 31y C I, finie et n > 0 tel que

r%z}xipi(u) <n=9Q(u) <1.

Remarquons que

max P;(u) = 0= Q(u) =

i€lp
En éffet si P;(u) =0, Vi € I, alors
_ ) b
0=[[(e" { max P(u) = max Pi(([(¢")Ju)
et Q([(e?)Ju) = |[(")]|,Q(u) = e7*Q(u) < 1, Vb € R, ie. Qu) < €, Vb € R,

D’ou Q(u) = 0. Donc 1.11 est vérifiée. Si
max P;(u) # 0,

i€lp
alors
Q([(eb)g]v) = e_bQ(v) (1.12)
ol a = log(m), v =[(e%)]u, Soit i € I

nPi(u)

maXiey, :PZ (U)

Pi(v) = e*Pi(u) =

— I

Piv)<n = Q) <1
Q[(e7)Ju) <1
elog(m)g(“) <1

n
S <1
max;ej, P;(u) v <

1
u) < , Tax Pi(u)

G udd

Y
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Proposition 1.7.4. La composition d’une application C-linéaire T : G —
H et d’une ultra-pseudo-seminorme Q sur H est une ultra-pseudo-seminorme
sur G.

Preuve. QoT:§ — R, et on a

QoT(0) = 9Q(T(
QoT(Au) = QT (\u)) <|A
Qo T((e(e)Ju) = T ([efe"
QoT(u+wv) = Q(TI(

N~
a
~~

@)
SN—

g
SN—

Il
—

€ c Ea)ﬁ] |eQ © T(U)
u+v)) = QT () + T(v)) < max(Qo T(u), Qo T(v)),

ce qui prouve que Q o T est une ultra-pseudo-seminorme sur §. O

Corollaire 1.7.5. Soit (G, (Pi)icr), (3, (Q))jes) deuz C-modules topologiques
localement convexes et une application C-linéaire T : G — H. Alors les as-
sertions suitvantes sont équivalentes :

i) T est continue par tout .
ii) T est continue a l'origine.
iii) Vj € J, 31y C I, finie et ¢ > 0 tel que
Q;(Tu) < cmaxP;(u),Vu € G (1.13)

i€lp

Preuve. (ii = iii) Q; o T est une ultra-pseudo-seminorme sur G. La pro-
position 1.7.3 implque iii)

(i1 => 11) Solentt j € J, {v € H : Q;(v) < €} qui est un voisinage de
l'origine de H, car Q; est continue. Pour ce j 31y C I, finie et ¢ > 0 tel

que
Q;(Tu) < cmaxP;(u),Vu € G. (1.14)

i€lp
Alors .
T{ue§: Iréz}xf])i(u) < E} C{veH: Qi) <e}

]

Définition 1.7.6. Soit § un C-module topologique localement convexe. On
appele dual topologique de G , noté L(G,C) l'ensemble défini par

{T: § — C, C-linéaire continue}
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Proposition 1.7.7. Siu € £(G,C), alors |ul, est une ultra-pseudo-seminorme
sur G.

Preuve. La proposition 1.7.4 implque que |u|, est une ultra-pseudo-seminorme
sur G. O

1.8 C-modules de Fréchet

Définition 1.8.1. Un C-module topologique G est dit métrisable s’il existe
une métrique sur G qui définie sa topologie.

Theorem 1.8.2. Soit G un C-module topologique localement convexe séparé
qui admet une base dénombrable de voisinages de l'origine. Alors G est mé-
trisable par une métrique invariante par translation.

Preuve. Supposons que G est séparé et a une base dénombrable de voisinages
de l'origine. Tout voisinage de 1’origine contient un voisinage de 1’origine
absolument convexe, alors il existe une base (U,), formée d’absoluments
convexes. SoitP, la jauge de U,,, posons

= 2" inf{P,(x), 1}.

f est bien définie car [27"inf{P,(z),1}| < 5= et > 5= converge. D’autre
part puisque P, (z + y) < max(P,(x), P,(y)) alors f(x +y) < f(z) + f(y),
J(~2) = F(z) car Pu(—2) = Pa(a) et [(z) = 0 = Pu(x) = 0, ¥, o & = 0
car G est séparé. Soit
d:Gx§ — RT
(z,y) — flz—y)

dlz,y) =0 flr—y)=0zr—y=0z=y
dz,y) = flr —y) = f(-(y—2)) = fly —z) = d(y, v)

d(zx, z) flz —2)
= fle—y+y—2)
< fle—y)+fly—2)
< d(z,y) +d(y,2)
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D’ou d est une distance.

V(z,y,2) €S dx+2,y+2) = flzr—1y)
= d(z,y)

d’ou d est distance in variante par translation.

Dans (G, d) les ensembles V,, = {z : d(z,0) < 27"} est une base dénombrable
de voisinages de l'origine. Montrons que la topologie (G, d) est moins fine que
la topologie initiale. Pour 27" > 0, dk,, > 0 tel que

d o<t (1.15)

i=kn+1

on pose

P(zr) = max P;(x),

0<i<kn

ou P; est la jauge de U; et P est une ultra-pseudo-seminorme. Alors

+kn +kn +kn

ZZ‘an{fP 1}<22 1Pi(x) < 22 = SP(x),  (1.16)

ou
+hn

S=> 27,
=0

Posons 6, = {z € §: P(z) < -
topologie initiale.
Montrons 6,, C V,,, soit x € 6,,, alors

+kn
Zz Unf{P;(z), 1} + Z 27 inf{P;(z), 1}
i=kn+1
< 2n1+2n1:2—n

par 1.16 et 1.15, donc #, C V,,. D’ou V,, est un voisinage de 'origine pour
la topologie initiale. Montrons maintenant que les V,, forme une base de
voisinage de 'origine pour la topologie initiale, i.e. V;, C B, ou B, = {x €
G:Pu(x) <1}.Six ¢ B, cela implique P, (z) > 1, alors d(z,0) > 2™ donc
x &V, m
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Définition 1.8.3. Si G est C-module topologique et A C G, A est dit complet
si tout filtre de Cauchy de A converge vers un point de A.

Définition 1.8.4. Soit F est un filtre de G, A est une partie G. Notons B 4
I’ensemble défini par

3A:{AQF2F€?}

Lemme 1.8.5. Soit B une base d’un filtre de cauchy. Alors B est une base
d’un filtre de cauchy dans A siVBe€ B: ANB #10

Preuve. Soit By, B, € B, V un voisinages de 'origine. alors il existe By, By €
B tel que By — By C Vyalors BBNA—ByNAC (B —By)NACVNA O

Proposition 1.8.6. Si A est une partie compléte d’un C-module topologique
séparé, alors elle est fermée.

Preuve. Soit x € A, considérons F = {U N A :U un voisinage de x}. F est
un filtre de cauchy car

i) UNA#(, carz € A,

ii) UNA, UNAe€Fou U, U' deux voisinages de x, on a
UNANUNA)=UNU)NAEe€T.

iii) SSUNACV CA,/doncV=UUV)NA douV 9.

iv) Soit V' un voisinage de 0 dans G, il existe W un voisinage équilibré de 0
dans G, tel que W + W C V. Alors
(+W)NA—(z+W)NACW -W =W4+W CV, donc F est un
filtre de cauchy en A . Puisque A est complet, alors F converge dans

A . D’autre part F converge vers x, car il adhére F et comme G est
séparé, alors z € A.

]

Proposition 1.8.7. Soit A est une partie compléte d’un C-module topolo-
gique, alors toute partie B fermée de A est compléte.

Preuve. Soit B un fermé de A, F un filtre de cauchy en B, alors F est une
base de filtre en A. Comme A est compléte, alors F converge vers x € A,
donc x adhére B , d’ou z € B. O

Proposition 1.8.8. Si G est un C-module topologique métrisable , alors G
est complet si, et seulement s’il est séquentiellement complet.
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Preuve. (<) Soient F est un filtre de cauchy, (V},),, une base dénombrable
de voisinages de I’origine ; pour tout n, il existe F;,, € F, tel que F,, — F,, C V,,.

Posons
n

M,=(\F

M,, # 0. Dans chaque M,, on prend un x,,, montons que (x,,), est de cauchy.

Tpip — Tnypy € M, — M,(car (M,), décroissante)
e F,—F,CV,.

Comme G est séquentiellement complet, alors la suite (z,,), converge vers a.
Montrons ¥ — a, soit V,, un voisinages de ’'origine, il existe V} voisinages de
I'origine tel que Vi, + Vi, C V,,, donc il existe F}, € F, tel que Fy — Fy, C V,,
on affirme que Fy, C a+V,. En effet, soit © € F},, on choisit [ > k et écrivons
xr=x—x +x; alors ¢ € F, — Fp, + x; C V}, + z;. Comme z,, — a, 3N,
VYn > N tel que =, € Vi + a. Prenons | > max(N, k), donc x; € Vi + a, ce
qui implique v € V, + Vi, +a C V, + a. O

Proposition 1.8.9. C muni de la topologie définie par l'ultra-pseudo-norme
.|, est complét.

Preuve. C est métrisable, alors il suffit de monter qu’il est séquentielle-
ment complet, soit (u,), une suite de cauchy dans C, 3N, VYm,p > N tel
que |up, — up|, < 7, nous pouvons extraire une sous- suite (uy, ), tel que
V((Unyyre = Unpoe)e) > k, Vk € N cela signifie que nous pouvons trouver
e\ 0, € < 2% telle que |unk+1,e — Uy, | < € sur (o, ;). Soit

B — Unyy e — Unge i€ E (0, €) (117)
* 0 sie € [eg, 1]

(hke)e € Enr, puisque |hy | < €¥ sur (0,1]. En plus

—+00
Ue = Ung,e + E hk,e
k=0

est locallement finie et

+oo +o0 1
tel < ot el + D Vel < ftmoel + D 3
k=0 k=0
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car |hy ] < ef <e< e < 2% ie. (ue)e € Epr, Aot u = [(ue)] € C. Montrons
que (uy, )n, converge vers u dans C. Vk > 1 on a

—+oco
Uny = Ue| = ‘— E Pog e |-
k=Fk
D’ou
—+o0 “+o00 +o00o B 1
k k—1 k—1
un,;,e—ueégeﬁge ekége ok
k=Ek k=k k=k

sur (o, €g_1), donc (u,, . — uc)e € N; ce qui implique V' ((un, e — uc)e) — +00,
i.e. [up, —ul, — 0 quand k — 4o00. D’autre part on a (uy), est de cauchy et
(un, )r une sous- suite convergente vers u, alors (u,), converge vers u dans

C. ]

Définition 1.8.10. Un C-module topologique localement convexe G métri-
sable complet est appelé de Fréchet

Définition 1.8.11. Un C-module ultra-pseudo-normé complet est dit C-
module de Banach.

Remarque 1.8.12. Tout C-module de Banach est un C-module de Fréchet

Proposition 1.8.13. (C,|.|,) est un C-module de Banach.

Preuve. Comme (@, |.|,) est un ultra-pseudo-normé et complet d’apres 1.8.9,
alors est un C-module de Banach. O

1.9 Bornologie

Définition 1.9.1. Soit A un sous-ensemble d’un C-module topologique .
A est dit borné si YU wvoisinage de l'origine de G, il existe a € R tel que

A C [()JU, pour toutb < a, i.e. A est absorbé par tout voisinage de [’origine
de G.

Proposition 1.9.2. Toute partie finie d’un C-module topologique G est bor-
née.
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Preuve. Considérons A = {uy, .., uyx}. Soit U un voisinage absolument convexe
de 0 dans G, comme U est absorbant, alors, pour tout 1 < i < N, il existe
a; € R, tel que u; € [(¢?)JU, pour tout b < a;.

Posons
a = min a;,
1<i<N
alors A C [(¢%)]U, pour tout b < a, i.e. A est borné. O

Exemple 1.9.3. Si la suite (uy,), est convergente dans G,, alors elle est
bornée dans §G.

Preuve. Remarquons que , si (u,), converge vers u, alors on a
{up, :n e N} =u+{u, —u:neN}

i.e (up), est 'image directe de (u, — u), par translation, donc il suffit de
montrer pour u = 0. Soit U un voisinage absolument convexe de 0 dans G,
alors il existe N € N tel que u,, € U, ¥n > N, donc {u,, : n > N} C [(¢).]U,
pour tout b < 0. D’autre part, {u, : n < N} est borné, alors il existe a; € R,
u, € [(€%) U, Vb < ay. Posons a = min(ay,0), d’ott u,, € [(€*)]U, Vb < a, i.e.
la suite (uy,), est bornée. O

Proposition 1.9.4. Soit (G, (P;)ic;) un C-module topologique localement
convere . A C G est borné si, et seulement si Vi € I, Je; > 0 tel que
P(u) < ¢, Yu € A.

Preuve. Supposons A C G est borné, alors il existe a; € R tel que

AcC () J{u € G: P(u) <1}. Ce qui signifie

[(e7™)JA C {u € G : P(u) < 1}, dou P([(e “)Ju) < 1, YVu € A. En
appliquant (ii)” des ultra-pseudo-seminorme on obtient |[(e”*)]| P;(u) < 1
i.e. e P;(u) <1, ce qui implique P;(u) < e % = ¢;.

Réciproquement, soit

U= ﬂ{ueS:Ti(U)Sm}

i€1p

ou Iy C I et finie, un voisinage de l'origine. Nous cherchons a € R tel que
[(e7°)JA C U, Vb < a. Soit u € A; alors [(¢7°) Ju € U si

ebiPi(u) S nZ,VZ S Io,
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alors il suffit

b :
e’Pi(u) < min 7.
Par hypothese il suffit
e’ max ¢; < min;,
i€l i€l
donc il suffit

b < Inminn; — Inmaxc; = a.
i€lp i€ly

]

Theorem 1.9.5. Soit § un C-module topologique localement convexe séparé
qui admet un voisinage de [’origine borné, alors sa topologie est définie par
une ultra-pseudo-norme.

Preuve. Supposons § admet un voisinage de 1’origine borné U, alors il existe
un voisinage de 'origine absorbant et absolument convexe V inclu dans U,
d’out 'V est borné. Soit W un voisinage de l'origine, alors da € R tel que
V C (€)W, Vb < a, ce qui signifie [(e7) ]V C W. Alors {[(€?) ]V }4er est
une base de voisinages de l'origine dans G, donc Py détermine la topologie
de G. Comme il est séparé, alors Vo € G, x # 0 implique Py (x) # 0, i.e. Py
est une ultra-pseudo-norme. O

Définition 1.9.6. Une application d’un C-module topologique dans un autre
C-module topologique est dite bornée si l'image d’un borné est bornée.

Proposition 1.9.7. Soit §, H deux C-modules topologiques et u une appli-
cation C-linéaire continue de G dans H, alors u est bornée.

Preuve. Soit V un voisinage de 'origine dans J, alors v (V') est un voi-
sinage de l'origine dans G. Si B est un borné de G, da € R tel que B C
() Ju™t(V), Vb < a, d’ott u(B) C [() ]V, Vb < a. O

Définition 1.9.8. Un sous-ensemble S d’un C-module topologique G, qui
absorbe tout borné est dit bornivore, i.e. VB borné, da € R tel que B C
[(9)e]S, Vb < a

Définition 1.9.9. Un C-module topologique localement convexe G est dit bor-
nologique si tout bornivore absolument convexe est un voisinage de l’origine.

Proposition 1.9.10. Soient § un C-module bornologique, H unﬂé—module
topologique localement convexe et T : G — H une application C-linéaire.
Les assertions suivantes sont équivalentes :
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i) T est bornée.

ii) T est continue.

Preuve. On sait que (I = I) et montrons que (I = II). Soit V un
absolument convexe voisinage de 'origine de H et A un borné de G, donc
T(A) est un borné de H, alors Ja € R tel que T(A) C [(¢®)]V, Vb < a. D’ou
A C [()JT-YV), Vb < a, donc T~1(V) est un bornivore, or T-1(V) est
absolument convexe d’ou T7(V) est un voisinage de l'origine de §. Ce qui
implique la continuité de T. O

Proposition 1.9.11. Tout C-module localement conveze topologique qui ad-
met une base dénombrable de voisinages de l’origine est bornologique.

Preuve. Soit (V,), une suite décroissante de voisinages équilibrés de 1'ori-
gine de §. U un absolument convexe et bornivore, montrons qu’il dn € N
tel que [(€") ]V, C U. Supposons Vn € N, Ju, tel que u, € [(€") ]V, et
u, ¢ U, donc [(e7")c]u, € V,,, Vn € N. D’ou [(e7")¢]u,, converge vers 0 de G;
car si V est un voisinage de l'origine de G, dny € N tel que V,,, C V, donc
(e Jun € V,, C Vyy TV, ¥n > ng. Alors A = {[(e7")Jun : n € N} est
bornée de G, mais U n’absorbe pas A, si non Ja € R tel que A C [(¢*)]U,
alors [(€7")]u, € [(6")]U = u,, € [(e*™)]U; pour n suffisament grand tel
que n+a > 0, donc u, € [(e*™)JU C [(°)JU = U. Ce qui contredit la
construction de (uy, ). O

Corollaire 1.9.12. Tout C-module de Fréchet est bornologique.

Preuve. Puisque un C-module de Fréchet est métrisable , alors il admet une
base dénombrable de voisinages de 1’origine. La proposition 1.9.11 implique
qu’il est bornologique. O

Lemme 1.9.13. Soit § un C-module topologique et A C G. Alors A est
bornée si et seleument si pour toute suite (u), d’éléments de A et (A,),
dans C converge vers 0, alors (Apuy), converge vers 0 dans G

Preuve. (du lemme )Supposons A est bornée dans G . Soit V' voisinage
absolument convexe de 'origine dans G , alors Ja € R tel que A C [(¢*) ]V,
donc Py (u) < e Yu € A et Py(du) < A Py(u), VA € Cet u € G, donc
Pr(Anun) < Al Py (u,) < |Aal.e7% |An], — 0, alors Py (Au,) < 1, pour
n > N. En appliquant 1.9 on trouve

{ue§:Py(u) <1} C (e ™) ]V =V, ce qui implique \,u, € V, Vn > N,
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ce qui prouve A\,u, — 0 dans G.

Réciproquement supposons que toute suite (A,uy,), ot (u,) C A et A, — 0
dans C, converge vers 0 dans G. Montrons quel est bornée. En effet , si A
n’est pas bornée, il existe U voisinage équilibré de 1'origine et une suite (b,),
dans R tel que b, — —oo et AN (G\[(€")JU) # 0 car si A n’est pas bornée, il
existe U voisinage de l'origine dans G, Va € R, 3b < a tel que A ¢ [(¢*)]U,
prenons a = —n,n € N et b, < —n; choisissons u,, € AN (G\[(e’)]U), or
(e7%) — 0 car H(e_b")eﬂe = e — 0, quand n — oo. Mais [(e7")]Ju, ne
converge pas vers 0 dans G, car [(e ") ]Ju, ¢ U, ¥n € N, ce qui contredit
notre hypothése. [

Définition 1.9.14. Soient § un C-module topologique localement conveze et
A C §. On appelle C-module engendré par A et noté G, l’ensemble de toutes
les combinaisons C-linéaires finies d’éléments de A.

Définition 1.9.15. Soient G un C-module topologique localement conveze et
A C G. A est dit disque si A # 0, absolument conveze et le sous-module
engendré par A, noté G, vérifie

9A = U [<€_n)e]A

neN

Remarque 1.9.16. Dans G4, la fonction Vy(u) = sup{b € R : u € [(¢*)]A}
est une valuation sur G4 et Py(u) = e VAW est une ultra-pseudo-seminorme
sur Ga.

Définition 1.9.17. Soit A un disque de G. A est dit un disque de Banach
si (Ga,Pa) est un C-module de Banach, i.e. C-module ultra-pseudo-normé
complet.

Définition 1.9.18. Soient § un C-module topologique localement conveze et
B C G. B est dit ultra-bornivore s’il absorbe tout disque de Banach borné.

Définition 1.9.19. Un C-module topologique localement convexe G, est dit
ultra-bornologique, si tout ultra-bornivore absolument convexe est un voisi-
nage de l’origine.

Proposition 1.9.20. Tout (G, P) C-module de Banach est un ultra-bornologique.
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Preuve. Considérons A = {u € §: P(u) < 1}, puisque A est absorbant alors
G = G4, donc P = P4. Soit V un ultra-bornivore et absolument convexe de
G, comme (G, P) C-module de Banach , alors V absorbe G, i.e.,

Ga C [(€) ]V Vb <,a dou [(e?)]JA C V,ce qui implique que V est un
voisinage de l'origine. O

Proposition 1.9.21. Tout ultra-bornologique est un bornologique
Preuve. Car tout bornivore est un ultra-bornivore m
Corollaire 1.9.22. Tout C-module de Fréchet est ultra-bornologique.

Preuve. Puisque, tout C-module de Fréchet est bornologique. D’autre part,
il est séparé et complet. Donc, la proposition 1.9.21 implique qu’il est ultra-
bornologique. O]

Lemme 1.9.23. Soient (9,7), (G,7") deux C-modules topologique locale-
ments convexres séparés. Supposons que T est plus fine que . B une base
de voisinage de ['origine de G formée d’équilibrés, complets pour 7', alors
(G, 7) est complet.

Preuve. Montrons que tous V € B est complet pour 7 . Soit F un filtre de
cauchy de V pour 7, puisque 7 est plus fine que 7/, alors F un filtre de cauchy
de V, pour 7. Comme V est complet pour 7/, alors F converge vers xy pour
7' sur V. Il existe W € B tel que W + W C V, donc est fermé pour 7/, car, il
est complet. Alors, Il existe A € F tel que A— A C W, prenons z; € A, d’ou
A C x1 + W. Puisque x; + West fermé pour 7/, alors A™ C x1 + W. Ce qui
implique que xg € x1 + W. Il résulte que A C zog + W + W C 29 + V, ce qui
prouve que F converge vers xy pour T, i.e., V est complet pour 7.

Montrons que (G, 7) est complet. Soit F un filtre de cauchy de G pour 7, pour
tout V € B, Il existe A € Ftel que A— A C V. Pour V fixé et 1 € A, on a
A C x1+ V. Le filtre induit par F sur x1 + V est un filtre de cauchy . Comme
V est complet, alors x1 + V' est complet. Alors Le filtre induit converge dans
G pour T, i.e., G est complet pour 7. O

Proposition 1.9.24. Soient G un C-module topologique localement convexe
et ) # A C G absolument convexe.
i) Si G est séparé et A borné, alors G4 est un C-module ultra-pseudo-normé

ii) Si en plus des hypothes de i), A est complet, alors G4 est un C-module
de Banach.
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Preuve. i) Soit u # 0 de G4 , puisque § est séparé3U € V(0) tel que u & U.
Comme est A borné,alors Ja € R tel que [(e7®)]JA C U, Vb <,a d’ou
u & [(e7%)]A, ce qui donne Va(u) # oo , ie, Pa(u) > 0.

ii) Dans la suite, on note par 7 la topologie définie par Py sur G4 et 7’ la
topologie induit de par G sur . D’apres la proposition1.6.6, pour tout
n>0,ona

{u € G4 iPA(u) < 77} C [(Eilogn)E]A C {u €Ga: fPA(u) < 77}. (1.18)

([(€")e]A), est une base de voisinage de l'origine de G4 formée d’équi-
librés, pour la topologie 7. Pour tout n € N, [(€").]A est complet pour
la topologie 7’. Soit U un voisinage de 'origine de G, comme est A
borné,alors Ja € R tel que [(e7°)JA C UVb < a. D’out 3n € N tel que
[(eM)]A C [(e7®)JA C U, pour n > —b, ce qui signifie que 7 est plus
fine que 7. En appliquant le lemme, nous concluons que G4 est complet

pour la topologie 7.
m

1.10 Théoréme du graphe fermé

Définition 1.10.1. Soit G un C-module topologique localement convexe

1) Une famille W = (C(ny, ..., k) ) ken de sous-ensembles de G, ot k,nq, ...,ny €
N est appelé un réseau , si elle satisfait les relations suivantes :

5= J Ctm)
ni=1
et

C(ny,.ymmt) = | Clna, ng), ¥k > 1, V¥ny, ..ony €N,

TLk::l

2) Siles C(ny,...,ng) sont fermés le réseau est dit fermé.

3) Siles C(ny,...,nk) sont absolument convezes le réseau est dit absolument
conveze.
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4) Un réseau W est dit de type C, si la condition suivante est vérifiée :
Vg € N, Jpi € R tels que YAy > py, et xy, € C(ny,...,ng), alors

o0
E Jxrconverge dans §.
k=1

Exemple 1.10.2. Soit § un C-module de Fréchet, alors il a une base (Uy,)32,
de voisinages de [’origine formée d’absolument convexes fermés tel que U1 C
Ug. Les sous-ensembles définie par

C(ny,.yme) = [\l(e7) Uy,

ni,...,n, € N est un réseau absolument convexe fermé. En effet, C(ny) =
[((e7™) Uy, d’ou

5= Jlle™)dun,

n1=1
car U, est absorbant.
Montrons par récurrence
C(ny, ..., ng_1) U C(ny,...,ng), ¥k > 1, Vnq, ..., nz € N.
ni=1
Pour k=2, on a
U e dunn(e)dtn) = ()i (| [(e7)dUz)
na=1 no=1
= [(e™)dUh,
car .
5= )]0,
no=1

puisque Uy est absorbant.
Supposons qu’elle est vraie a 'ordre k et montrons qu’elle est vraie a [’ordre
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ki,
00 oo k+1

U C(nh "'Jnk—‘rl) - U ﬂ[(e_nj)ﬁ]Uj
ngy1=1 ng+1=1j=1

[e.o]

= (ﬂ[(e‘”j)e]Uj)ﬂ( U e )dUk)
= m —n] Nng

= O —n]

= C(nl,...,nk).

D’autre part les C(ny, ...,ng) sont absolument convexes fermés par construc-
tion. Ce qui implique (C'(ny,...,ng)), est un réseau absolument conveze .

Proposition 1.10.3. Tout C-module de Fréchet admet un réseau absolument
conveze , fermé et de type C.

Preuve. D’apres 1.10.2, les sous-ensembles définie par

k
C nl,... m —n]

Jj=1

ni,...,nr € N est un réseau , fermé et absolument convexe. Soit n, € N,
choisissons pi, € R tel que pp—nyg > 0. Pour tout A\, > p etz € C(nq, ..., ng),
on a xy € [(e7™) Uy, donc [(eM)]xy € [(eM*)|Us.

Soit V un voisinage de l'origine de G, alors il existe mg € N, tel que U,,, C V,
ainsi pour tout m > mget p > 1, on a

m-+p m+p
E )\k xk c E )\k nk
k=m

Comme U,,1; C U,, C Upyy; o 0 <4 < p, alors

m—+p m-+p

Y ol@)dzr € Y[ ")JUn.

k=m
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Du fait que U,, est absolument convexe\, — n; > 0, alors on aura

Z[(EAk)e]xkz € Z[(EAk_nk)E]Um C Unng-

Donc cette série est de Cauchy, puisque G est complet, alors elle converge
dans G, ce qui implique qu’il est de type C. O

Lemme 1.10.4. Soient G et H deuz C-modules topologiques et
T:§ — K

une application C- linéaire. Si G est de Baire, alors pour tout V voisinage de
Vorigine de H, T-1(V) est un voisinage de l’origine de §.

Preuve. Soit V un voisinage absolument convexe de 'origine de H, alors
T~1(V) est absorbant dans G, donc

d’on

Comme §G est de Baire, alors il existe n € N tel que int([(e=) |T-1(V)) # 0,
donc int(T-1(V)) # 0.
Soit x € int(T-1(V)) # 0, alors il existe U voisinage de lorigine de G, tel

que z + U C T-1(V) et puisque T-1(V) est absolument convexe, on aura
—rzeT~HV) et

U = —x+z2+U
T-Y(V)+T-Y(V)
T-(V)

-
-

donc T—1(V') est un voisinage de l'origine de G. O

Définition 1.10.5. Soient G et H deuz C-modules topologiques et

T:§ — H
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une application C- linéaire. Si Pour chaque suite (Xn)n de G, on a
Tp — T
— T(.ZU()) = Yo,
alors T est dit séquentiéllement fermé.

Theorem 1.10.6. Soient G un C-module de Fréchet et H un C-module topo-
logique localement convexe qui admet un réseau absolument conveze de type
C.SiT:G — K est une application C-linéaire séquentiéllement fermée,
alors T est continue.

Preuve. Soit W un voisinage absolument convexe fermé de ’origine de H
et W un réseau absolument convexe de type C. Puisque

H=|J Clm)

ni=1
et -
O(nla "'7”16—1) = U C(n17 7nl€)
nk:I
alors .
§=J T (Cm)),

ni=1

et

T(C(ny,oymi—r)) = | T71(C(ny,oocyma).

neg=1

Comme G est un C-module de Fréchet, donc est de Baire, il s’ensuit qu'il
existe n; € N*, tel que int(T-1(C(n1))) # 0. Comme

T (c(m)) = | T7(C(n1,n2)),

no=1

et
int(T-1(C(ny))) # 0, alors il existe ny € N*| tel que
int(T-1(C(ny,ns))) # 0. Donc on peut construire une suite (T~ (C(ny, ..., nx)) )&
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tel que
int(T-1(C(ny,...,ng))) # 0. Comme

3= Jlle™W.

m=1

car W est absorbant, alors

C(ny,...,ng) = C(ny,...,ng) NH

= c(ng,.yne) N (€™ W)
— U (C(ny,....ne) N [(€™) W),

nous obtenons

THC(ny, o)) = | T7HC(na, coni) O [(e7™) W),

m=1

nous pouvons extraire une sous-suite (7(C'(ny, ..., ng) N [(e ™) W)) abso-
lument convexes de § tel que int(T—1(C(nq,...,ng) N [(e7™)JW)) # 0. Pour
tout pp associé au choix ny et Ay > pp tel que \p, — my > 0, pour tout k, on
définie

My = T7H([()]C (n1, .oy ) O [(€X7™5) W) (1.19)

puisque

M, = [(e)JT7HC(ny, ..., np)N[(e7™) JW), donc M, est absolument convexe,
d’autre part

int(My,) = [(e)]int(T-1(C(ny,...,ng) N [(e7™) W) # 0, alors M; est un
voisinage de l'origine de G, car il existe x € int(My), et U voisinage de 'ori-
gine de G, tel que x + U C M}, et —x € M, d’oul

U = —x+x+U
C Mg+ M,
C M.

Soit (Ug)?2; une base de voisinage de l'origine G, formée absolument convexes
tel que Uyy1 C Ug. Considérons Vi = M N Uy.
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Soit xy € T—Y(W), V} un voisinage de l'origine de G absolument convexe ,
alors T*(W) N (zo + V1) # 0. Donc

3z, € THW), (1.20)

tel que zg — 21 € V4.

Comme zy — 1 € Vi C M, et xg — x1 + Vs est voisinage de zo — x1, il existe
To € My tel que xg — x1 — x9 € V5.

Par itération on peut construire une suite xx1 € My, & > 1 tel que

n
ro— Y xx €V, C U,

k=1
ie.,
Z x), converge vers o dans . (1.21)
k=1

En effet, si V voisinage de l'origine de G, il existe ny € N tel que V,,, C U,,, C
V. Pour n > ng, on a

ro— Y w2 €V, CU, CUp,y CV.
k=1
Puisque zp.1 € My, alors
T(ze1) € [(€%)dC(na,..ong) N[(*™) JW
()T (@r41) € Clng,oyme) N [(€™)JW, Yk > 1.

Puisque W est un réseau de type C, A\ > py, et
()T (z341) € C(ny, ..., ny), alors la série

D Tlarn) =) (@) ) T (2hs) (1.22)

converge dans H. Comme W est absolument convexe absolument et 1.20 on
a

ZT(%) = T(l’l)‘i‘iT(ka)
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puisque W est fermé, d’ou

converge dans W.
Comme T est séquentiéllement fermé,

00
>
k=1

converge vers g et
converge dans W, alors

converge vers T'(zg) € W. Dot 2y € T~H(W), ce implique
T-Y(W) =T~1(W). Par le lemme 1.10.4 T~ (W) est un voisinage de I’origine
de G, donc T est continue. O

Theorem 1.10.7. Soient G un C-module de Fréchet et H un C-module to-
pologique localement convexe qui a un réseau de type €. St T : § — H une
application C-linéaire séquentiéllement fermé, alors T est continue.

Preuve. Soit § un C-module de Fréchet, alors a une base (Uk)2., de voisi-
nage de l'origine formée absolument convexes tel que U1 C Uy et W voi-
sinage absolument convexe fermé de 'origine de H. Comme dans la preuve
1.10.6 nous pouvons trouver une suite (77 (c(ny, ...,ng) N [(e7™) JW));. de
sous-ensembles de G, tel que int(T—(c(ny,...,nx) N [(e=™) JW)) # 0. Pour
tout py associé au choix ng et A\, > pg tel que A\, —my > 0, pour tout k, on dé-
finie M) comme dans 1.19. Puisque int(M},) # 0, pour tout k, nous pouvons
trouver x € M}, et V}, un voisinage absolument convexe de I'origine de G tel
que Vi, C Uy, et 2, +Vi C My.. Soit g € T—1(W), alors T~Y(W)N(zo+ V1) # 0.
Donc Jy; € T~HW), tel que 2o — 41 € V1.

Montrons par récurrence pour k > 2 que yp € Mjy_1 et

k k—1 k k
xo—Zyi—l—inEVkCUketxo—Zyi—i—inem. (1.23)
=1 =1 =1 =1
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Pour k = 2onaxzy—y; € Vi, donc o1 + 29 —y; € o1 + V) C M. Or
x1+ o —y1 + Vo est un voisinage x1 + xo — y; dans G, alors il existe yo € M,
tel que o — 41 — Y2 + 21 € Va et 29 — Y1 — Yo + 1 + 2 € 29 + Vo C Mo.
Supposons qu’elle est vraie a 'ordre k et montrons qu’elle est vraie a 1'ordre
k+1, ona

k k—1 k k
xo—Zyi+in€VkCUketxo—Zyi+in€M, (1.24)
=1 =1 =1 =1

alors xg — Zle Yi + Zle x; + Vii1 est un voisinage de xg — Zle Yi + Zle T
dans G, alors il existe yxi1 € My tel que z¢ — Zle Yi — Yr+1 + Zle T €
Vig1 C Uggr et opq1 + 20 — Zfill Yi + Zle Ti € Tpg1 + Vi1 C My, 1e
w0 — 2oy yi + o @i € Mgy

Par construction on a T'(z;) € [(¢*)]c(ny,...,n;) et puisque le réseau est de

type €, alors
> Tw)
i=1

converge dans J{.
De méme , puisque y;,1 € M; et T'(y;) € [(€")]c(ny, ..., n;), alors

ZT@i)

converge dans JH.
Par définition des M;, on a T(y;11) € [(Y ™) JW et T'(x;) € (X)W,
puisque W est absolument convexe fermé, alors

k k—1

(Z T(y:) — T(wi))k

i=1 i=1

converge vers yg € W.
D’autre part 1.24 implique que

k

(Zyi -

-1
i=1 i=1
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converge vers T
Comme T est séquentiéllement fermé, alors T'(zg) = yo € W. D’ou zy €
T=1(W), ce implique

T-Y (W) =T"1(W). Par le lemme 1.10.4 T~ (W) est un voisinage de 1’origine
de G, donc T est continue. O

Définition 1.10.8. Soit T : § — K une application C-linéaire. On note
par Gp = {u,T(u) : u € G}, Gr est appelé graphe de T. T est dite a graphe
fermé, si Gp est un fermé de G x G.

Proposition 1.10.9. Soient (G,71) un C-module topologique et (H, ) un
C-module topologique de Hausdorff. Si

T:(9,1n1) — (H,m)
une application C- linéaire continue. Alors G est fermé.

Preuve. Soit (u,v) € Gr, alors il existe V et U voisinage de v et T(u)
respectivement tel que U NV = (. Puisque T est continue, T-*(U) est un
voisinage de u dans G, donc T~(U) x V est un voisinage de (u, v) dans G x J,
pour la topologie produit. Par construction on a (T1(U) x V)N Gy = 0,
donc (u,v) € Gr. Ce qui implique que G = Gr, i.e. Gy est fermé. ]

Theorem 1.10.10. Soient G un C-module de Baire et H un C-module to-
pologique localement convere qui a un réseau de type €. St T : § — F une
application C-linéaire a graphe fermé, alors T est continue.

Preuve. Soit W un voisinage absolument convexe fermé de 1'origine de H.
Comme dans la preuve 1.10.6 nous pouvons trouver une suite M} comme
dans 1.19 Pour tout pj; associé au choix ng et A\ > pi tel que A\ — my > 0,
pour tout k, tel que int(My) # 0, pour tout k, ce qui signifie I'existence de
2z € My et Up un voisinage absolument convexe de l'origine de G tel que
21+ U, € My. Comme 2z, € My et 2z, + Uy, est un voisinage de z, alors, nous
pouvons trouver x € My et x;, € z, + U,. D’ot

v, +U, C 2z +Up+ Uy
C z+ U,
c M,
car Uj, est absolument convexe.
Soit xy € T-1(W), montrons que zg € T~ (W).
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Alors T=Y(W) N (xg + Uy) # 0. Donc Jy; € TH(W), tel que zo — y; € U;.
Nous pouvons Montrer par récurrence que; pour k > 2 que yp € My_1 et

k k—1 k k
xo—Zyi—i—inEUketxo—Zyi—l—Z:ciem. (125)
=1 =1 =1 =1

Puisque W est un réseau de type €, alors

et

convergent dans JH. D’ou

converge dans JH.
Par définition des M;, on a T'(y;) € [(e*—1"™i-1) W, pour i > 2 et T(z;) €
[(e*=™) JW, pour @ > 1 et T(y;) € W, puisque W est absolument convexe

fermé, alors
k k—1

(Z T(yi) = ) T(m:))
i=1 i=1
converge vers 1o € W.
Montrons que (zg, o) € graphe(T).
Soit (U, V') un voisinage absolument convexe de I'origine de § x H. Du 1.25
k k i, k k
et To—> . Yi+ > ;. x;+U est un voisinage de xo— Y ., i+ ., x; dans
G, il existe t;, € M, tel que x¢ — Zle Y + Zle r;, —t € U.
Posons a = Zle yi + Zle x; — ty, Puisque

k=1
et

> Ty

k=1

[e.e]
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convergent dans H, il s’ensuit que T'(tx) — 0 et T'(x — 0. Comme

k -1

(Z T(y:) — T(yi))

i=1 =1

S

converge vers 1, alors
k K
vo—T(a) = yo— > T()+ Y T(x:)—T(ty)
=1 =1

k k-1
= yo— Z T(y;) + Z T(z;) + T(x1) — T(ty) — 0.

donc Fky € N* tel que yo — T'(a) € V,Vk > ky.
On conclut

(z0,90) — (@, T(a)) = (w0 —a,yo —T(a))
e (UV),

d’ot (a,T(a)) € graphe(T) N ((zo, yo) + (U, V)), i.e. (zo,y0) € graphe(T).
Comme graphe(T) est fermé, alors (xo,y0) € graphe(T), ie. yo = T(x0),
puisque yo € W, donc xg € T~1(WW), ainsi T est continue. ]

Proposition 1.10.11. Tout C-sous-module, séquentiellement fermé H d’un
C-module topologique localement convexe G qui a un réseau W de type C, a
un réseau V de type C. En outre si W est absolument convexe, alors V est
absolument conveze.

Preuve. Soit un réseau W de type €, alors (C(ny, ..., ng) NH)x, est un réseau
de type € dans H. En effet, Pour tout p, associé au choix n; et Ay > pi et
xg € ¢(nq, ...,n,) NH, alors

Z[(e’\’“)g]m, converge dans G.
k=1
Comme H est un C-sous-module, alors

n

> ()i € H.

k=1
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Or H est séquentiellement fermé, ce qui implique que
Z[(e’\’f)g]xk, converge dans H.
k=1

]

Lemme 1.10.12. Un réseau W = {(C(ny,...,nx) }x est de type C dans G,
si conditions suivante est remplie. Pour toute suite (ny), il existe une suite
(ug)r C R telle que la suite ([(e7"*)c]zg)r avec xy € C(nq,...,ny) est conte-
nue dans un sous-ensemble M de G, borné absolument convexe et séquentiél-
lement complet.

Preuve. Soit (ny)i et zx € C(ny,...,ni), choisissons p; associé au choix ng
et A\ > pr tel que A\ — pp > k, pour tout k, alors

(o = DU () Ja
e Yl )M
e M.

La suite (31, [(e7#)Jax)n est de Cauchy dans M. En effet, soit U un voi-
sinage absolument convexe de l'origine de §. Comme M est borné, alors il
existe (a € R telle que M C [(¢*)JU. Pour N 4+ 1 + a > 0, nous obtenons

Z[(EAk)E]Ik_Z[(EAk)e]xk = Z [(e/\k)e]xk)
=1 =1 ;V—’_:].
= > @ m)l(e) .
k=N+1

Puisque [(e"¥) |z, € M, A\, — x> k > N+ 1 et M absolument convexe, alors
[(eX=re) JM C [(eN ) M, ce qui implique

Z[(eAk>6]xk - Z[(Ekk)e]xk = Z [(Ekk)e]xk)
€ [(€N+1)6]M
c [(€N+1+a)e]U

e U
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Puisque M est séquenticllement complet, alors la suite (31 [(€ ") Jax) v
converge dans M. O

Proposition 1.10.13. Soient G et H deuz C-modules topologiques locale-
ment convexes et T : G — H une application C-linéaire séquentiéllement
continue. Si W = {(C(nq,...,ng)} est un réseau de type C dans G, alors
T(W) ={T(C(ny,...,ng)} est un réseau de type C dans T(9)

Preuve. Facile. O

Proposition 1.10.14. Soit G un C-module topologique localement conveze
M un C-sous module de G et W est un réseau de type € dans G, alors Uespace
quotient G/M muni par la topologie quotient a un réseau V de type C. En
outre si W est absolument convexe, alors V est absolument conveze.

Preuve. Par la définition de la topologie quotient , la surjection cannonique

7§ — §/M
u — u+M

est continue. D’ou par la proposition 1.10.13 7(W) = 'V est un réseau de type

C dans G/M. O

1.11 Théoréme de ’application ouverte

Proposition 1.11.1. Soient § un C-module localement conveze qui a un
réseau absolument conveze de type C. et H un C-module ultra-bornologique
séparé. St T : G — H une application C-linéaire surjective et continue ,
alors T est ouverte .

Preuve. Par la proposition 1.10.14, §/kerT a un réseau V de type C.
Puisque T est continue , alors ’application

T:G/kerT — H
u+kerT —— T(u)

est @-linéaige continue. )
Comme T ~ existe, alors T" ~ est séquentiéllement fermé. En appliquant la
proposition 1.12.18 a T_l, nous concluons que T ' est continue. Alors T est
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un homéomorphisme, ce qui implique queT est ouverte . Soit A un ouvert de
G, puisque
v:9 — G/kerT
u +— u+kerT
est ouverte, alors A + kerT" est un ouvert de G/ ker I'. D’autre part

T(A+kerT) = T(A), donc T(A) est ouverte. Ce qui implique que T est
ouverte . ]

Proposition 1.11.2. Soient § et H deux C-modules topologiques et T :
G — H wune application C-linéaire continue bijective. Alors les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(i) T est un isomorphisme.

(i) T transforme tout voisinage de 'origine de G en un voisinage de l’origine

de H.

(iii) T est une application ouverte.
Preuve. Facile. O
Lemme 1.11.3. Soient G et H deuz C-modules topologiques et

T:§ — H

une application C- linéaire continue surjective. St H est de Baire, alors pour
tout U voisinage de l'origine de G, T(U) est un voisinage de [’origine de H.

Preuve. Soit U voisinage de l'origine de G, alors , il existe V voisinage
équilibré de l'origine de G, tel que V +V C U. Il en résulte que nous pouvons

= le™mdv
et '
5t = 7(9) = Jl(e™)IT(V).

Comme H est de Baire, alors ,il existe n € N tel que int([(e™™)JT(V)) # 0,
d’ou int(T(V)) # 0. Puisque T(V) et T(V) sontéquilibrés , on a

0 € int(T(V)+T(V)). D’autre part, la continuité de ’addition implique
T(V)+T(V) c T(V) + T(V).
Mais T(V)+T(V)=T(V +V)CTU),doa T(V)+T(V)C T(U). Ce qui

signifie 0 € int(T'(U)), donc T'(U) est un voisinage de 'origine de . O
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Lemme 1.11.4. Soient G et H deux espaces métriques , G est complet et
T :G — H une application linéaire continue vérifiant :

Vr > 0,3p >0, Vu € G, T(B,(u)) est dense dans B,(T(u)), alors Va > r,
B,(T'(u)) C T(Ba(u))

Preuve. Voir [10]. O
Theorem 1.11.5. Soient G et H deux C-modules de Fréchet et

T:§G — K
une application C- linéaire continue bijective. Alors T est un isomorphisme .

Preuve. Puisque G et H sont de Baire, le lemme 1.11.3 implique T'(B,(0))
est un voisinage de l'origine de H. Par conséquent, il existe p > 0 tel que

B,(0) ¢ T(B,(0).

Comme G et H deux C-modules de Fréchet , alors leurs distances sont inva-
riante par translation. Ce qui implique

By(T'(u)) < T(B:(0))+T(u)
C T(B,(u)).

Ce qui signifie Vu € G, T(B,(u)) est dense dans B,(T'(u)). Par le lemme
1.11.4, nous concluons que Va > r, B,(T(u)) C T(B,(u)). En particulier
B,(0) C T(B,(0)), par conséqent T'(B,(u)) est un voisinage de l'origine de
H. Puisque r est arbitraire, alors T transforme tout voisinage de l'origine de
G en un voisinage de 'origine de H. D’ot1 T est un isomorphisme . O]

Corollaire 1.11.6. Soient G et H deux C-modules de Fréchet et
T:§ — H
une application C- linéaire o graphe fermé. Alors T est continue.
Preuve. Résulte de 1.10.3 et 1.10.10. O

Theorem 1.11.7. Soient (G,71) , (K, 2) deux espaces topologiques et
T: (9,7’1) — (fH:, 7'2)

une application. On a
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i) Gr fermé implique T séquentiéllement fermé.
ii) Si (G, 71) est séparable et T séquentiéllement fermé, alors G est fermé.
Preuve. Voir|13] O
Corollaire 1.11.8. Soient G et H deux C-modules de Fréchet

7:§ — H

une application C- linéaire. Si T est séquentiellement fermé,alors T est conti-
nue.

Preuve. Puisque G est de Fréchet, alors il séparable et

T:§ — K
une application C- linéaire séquenticllement fermé, alors Gp est fermé. En
appliquant le 1.11.6, on aura T est continue. O]

Theorem 1.11.9. Soient (G, 1) un C-module tonnélé et (H,75) un C-module
de Fréchet. St

T:(9,11) — (H,m)
une application C- linéaire o graphe fermé. Alors T est continue .
Preuve. Voir 8, thm 4.16] O

Theorem 1.11.10. Soient G un C-module de Fréchef et H un C-module
tonnélé de Hausdorff.Si T : § — JH une application C-linéaire continue et
bijective, alors T est isomorphisme .

Preuve. Puisque § est un C-module de Fréchet et kerT' est un C-sous-
module topologique fermé. Alors G/ ker T" est un C-module de Fréchet. Puisque
T est continue, 'application associé a T, i.e ’application
T:G/kerT — H
u+kerT +—— T(u)

est C-linéaire continue. D’apres la proposition 1.10.9 G est fermé.
Or Gz-1 = {(u,v) : (u,v) € G}, donc G-1 est fermé. Donc I'application

T_l :H — G/kerT

est C-linéaire a graphe fermé et H un C-module tonnélé et de plus G [kerT

est un C-module de Fréchet. En appliquant 1.11.9, alors T est continue.
Ce qui implique que T est un isomorphisme . O
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1.12 Limites inductives

Soient (G, ) er une famille d’espaces C-modules topologiques localement
convexes , § un C-module et i, : §, — § des applications C- linéaires . On

supposera toujours que
5=Js,

vyerl’

Theorem 1.12.1. Soit U = {U C § absolument conveze Ny € I' i (U) est
un voisinage de 0 dans G, }. La topologie T induite par les jauges (Py)veu
est la topologie la plus fine qui rend les i, continues. Cette topologie est dite
limite inductive des (G, )~er, et elle noté
9 = 1_1_%1 9n7

~yel'
Preuve. Montrons YU € U est absorbant. Soit U € U, alors i;'(U) est un
voisinage de 0 dans G, donc absorbant dans G, d’ott U absorbe tout élément
de i,(G,). Maintenant soient uy € G,,, us € G,, et Jay, a2 € R tel que

iy (u1) € [(€M)JU, Vb < ay
i’Y2 (Uz) € [(6b2)E]U7 VbQ S as,

Alors

i) + () € ()0 +[()JU |
€ [(emnnt) J([(eh b)) o7  [(heminta)) 1),

comme 0 € U et U convexe, alors [(e?~mn(0102)) 117 4 [(eb2—min(brb2)) 117 € U.
Donc i, (u1) + i, (u2) € [(€°)]U, Ve < min(aq, az) = a, d’ott U est absorbant
dans G. D’apres la poposition 1.6.6 et le théoréeme 1.6.8 la opologie 7 dans G
induit par (P,)y est un C-module topologique localement convexe , dont la
base est U. Par construction Vv, i, : §, — G est continue. Montrons que
7 est la plus fine qui rend ¢, continue, V7 . Soit 7/ une autre topologie sur
G qui rend i, continue, V7. 7 est plus fine que 7/, car si U’ est absolument
convexe voisinage de l'origine dans § pour 7/, alors i;l(U ') est un voisinage
de 0 dans G, Vv, donc U’ est voisinage de l'origine dans G pour 7. O]

Proposition 1.12.2. Soient G limite inductive de C-modules topologiques lo-
calement convezes (G ) er, H un C-module topologique localement conveze et
T : G — H une application C-linéaire. Alors T est continue si et seulement
si T o1, continue, Vy € I', i.e. T : G, — JH est continue, Vy € T,
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Preuve. Supposons T est continue, d’ou1 7" o ¢, continue sur G,,.

Réciproquement, soit V absolument convexe voisinage de 1’origine dans I,
alors i /(T (V)) = (T 0 i,)~"(V) est un voisinage de l'origine dans G, ¥,
car T'oi,, continue, V7. Puisque T est C-linéaire, alors T~1(V) est absolument
convexe. D’out T~1(V) voisinage de l'origine dans G, i.e. T est continue a
Iorigine , donc T est continue. O]

Corollaire 1.12.3. Soient G limite inductive de C-modules de Fréchet (G )ver,
H un C-module topologique localement convexe qui a un réseau de type C.

Si T : G — H une application C-linéaire séquentiéllement fermé, alors T
est continue.

Preuve. D’apres le théoreme 1.12.2, T est continue si et seulement si 7" o,
continue, Vy € I'. Donc il suffit de prouver que 7' o ¢, continue, Vy € I
Puisque i, est continue et T est séquenticllement fermé, alors 7" o i, est
séquenticllement fermé. D’apres le théoréeme 1.10.7 T" o 7, est continue, d’ott
T est continue. O

Définition 1.12.4. Soient G un C-module et (Sn)nen une suite de C-sous
modules de G tels que

i) Chaque (Gp, Then) est un C-module topologique localement convexe
ii) G, C 9,11, YR € N.

iii) G = UnenGn.

iv) 741/Gn = T, Yn € N.

La limite inductive des G,, est appelée limite inductive stricte des G,,.

Lemme 1.12.5. Soit G un C-module topologique localement convexe , M un
C-sous module de G et V un voisinage convexe de l’origine dans M. Alors il
existe W voisinage convexe de l'origine dans G, tel que W N M = V.

Preuve. Par définition de la topologie induite dans M, il existe U voisinage
convexe de l'origine dans G, tel que U N M C V. Posons

W =U+V =TUUYV), puisque U C W, alors W voisinage de l'origine
dans G tel que V.C W N M. Montrons W N M C V. Soit w € W N M, alors
w=utvounueUetveV,doncu=w—veM,douueUNM, puisque
UNMCV =uecV, comme V est convexe et w =u+ v, alors w € V

ie. WNM=V. O



CHAPITRE 1. C-MODULES TOPOLOGIQUES o7

Proposition 1.12.6. Si G est limite inductive stricte des Gy, alors 7/G, =
Th-

Preuve. Notons 7/9,, = 7,,. 7,, est moins fine que 7, d’apres la définition de
la topologie induite dans §,. Réciproquement soit V,, voisinage absolument
convexe de 'origine pour 7,,. Montrons qu’il existe un voisinage V de l’origine
pour 7 tel que VNG, = V,. Par le lemme 1.12.5, il existe V,,;; voisinage
absolument convexe de I’origine pour 7,1 tel que V,,.1NG,, = V,,. On continue
cette procédure, on voit qu’il existe, pour k£ = 1,2,... un V,, ;.1 voisinage
absolument convexe de 'origine pour 7,511 tel que

Visk+1 N Gpak = Vg Posons

V= Visr
keN

Montrons VNG, =V,, on a

keN

- U (Vn-l-k N 971)7

keN

donc il suffit de montrer V., N G,, = V,,, raisonnons par récurrence ;
Pour Kk =0,onaV,Ng, =V,, car V,, C G,,. Supposons qu’elle vraie a ’ordre
k et montrons qu’elle vraie & 'ordre k+1,

Virkt1N G = Vagrr1 0 (Snge N Ga)
= (Vagkr1 N Gogr) N Gn
= Ve NG,
= Vn

D’autre part, V un est voisinage de l'origine pour 7, car V est un absolument
convexe (étant reunion croissante de convexes) et VNG,, = V,, est un voisinage
de l'origine pour 7,, Vn € N. O

Corollaire 1.12.7. Si G est limite inductive stricte des G,,, alors G est séparé
si les G, sont séparés.

Preuve. Soit x € Get x # 0. Alors il existe n € N tel que = € G,,, puisque G,
est séparé, alors il existe V,, voisinage de 'origine pour 7, tel que x ¢ V,,, donc
il existe V' voisinage de l'origine dans G tel que VNG, =V, (car 7/9G,, = 7,).
Douxz ¢ V. O
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Corollaire 1.12.8. Si G est limite inductive stricte des G,,, alors G,, est un
fermé dans G pour T.

Preuve. Montrons par récurrence que G, est un fermé dans G, 4,, Vp € N.
Pour p = 1, G, est un fermé dans G,,.1, par hypothese. Supposons qu’elle
vraie pour p. Alors il existe F un fermé dans G, 1,41 tel que

9n = F'NG,yp, comme G, 4, est fermé de G, 441, alors G, est fermé dans
Gntpt1. Soit v € Get x ¢ G, alors il existe p € N tel que z € G,,4,. Comme
G, est un fermé dans G,, 4, pour 7,.,, il existe V,,;, voisinage de I'origine dans
Gnip tel que (24V,4,) NG, = 0. Comme 7/G,,1p = Tnyp, il existe V' voisinage
de lorigine dans G tel que V' N G4, = Viqp. Mais alors (x +V) NG, = 0,(
car,sinonw =z+v € (r+V)NG,, alors w—z € G, donc w —z € G4,
et w—x =v € Gy NV = G4y, ce qui implique w € (x + Viip) N Gy
contradiction). Alors (z + V) C C9, i.e. C9 est un ouvert dans § pour
T. O

Lemme 1.12.9. Soit G un C-module topologique localement conveze , M un
C-sous module de G et V un voisinage convexe de l’origine dans M. Si M est
ferme, alors Yug & M, il existe Wy voisinage convexe de l’origine dans G tel
que WoN M =V et ug & W,.

Preuve. M est ferme, donc §/M est séparé, il existe Uy voisinage convexe de
lorigine dans G tel que [ug] & m(Up) et (ug+M)NUy = 0, sinon z € [ug] et z €
Up, ce qui implique [z] € 7(Up) contradiction. Par le lemme 1.12.5, il existe
W voisinage convexe de 'origine dans G tel que WNM = V. Prenons WNU,,
il existe U voisinage convexe de 'origine dans G tel que (ug + M) NU}; =0,
Uy cWnUyet MNU; C V. Posons Wy = Ul +V =T(Uj U V), puisque
Uy C Wy, alors W, est un voisinage convexe de l'origine dans G tel que
V. Won M. Montrons Wo N M C V. Soit we WoNM = w=u-+uv ou
ueUj,veVainsiu=w—ve M, douueUjnNM. Puisque M NU[ CV,
alors u € V, comme w = v+ v et V convexe , ce qui implique w € V. Donc
WoﬂM:Vetu()gWO. O

Theorem 1.12.10. (G, 7) une limite inductive stricte d’espaces (Gn, Tn)nen
C-modules topologiques localement convezes . Alors A C G est bornée pour T
si et seleument si Ing € N, tel que A C G, est bornée pour 7,,

Preuve. (=) Si A C G,,, comme i, : §, — G est continue, alors A est
borné dans G.
(<) Raisonnons par ’absurde, supposons qu ’il n’existe pas de G,,, contenant
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A, donc pour chaque n € N, il existe v, € AN (G\ G,). On construit un
voisinage de 'origine dans G qui n’absorbe pas A. On construit par récurrence
une suite (V)gen d’absolument convexes tel que

V,un voisinage de l'origine dans G,
(Fu) 4 Vo = Va1 N G (1.26)
[(6)e]vi € Viy1,Vi: 0<i<n

pour n = 0, V) un voisinage arbitraire de 0 dans Gy, comme vy € Gy et G est
fermé Gy, il existe V} un voisinage absolument convexe de 0 dans G; tel que
Vo =V1iNGo et vy = [(”)eJvo & Vh.

Supposons que (P,) est déja construite et montrons que (P,1) est vériffié.
Comme [(€')]Jv; € Vi1 pour chaque 0 < i < n et G,y est fermé G, o, il
existe W, un voisinage absolument convexe de 0 dans G,42 que tel

Vigr = Wiio N Gppr et [(€)Jv; & Wiy (si[(€)]v; € Gpqr est imédiate car
[(€)Jv; € Wi, = [(€")]v; € Viy1 contradiction, si non utiliser le lemme).
Prenons

n
i
Wisa = (Wi
i=1

est un voisinage absolument convexe de 0 dans G,,.» tel que V.1 = W, 10N
Gni1 et [(6)Jvi € Wyio. Comme [(€") vy € Gny1 et Gpyq est fermé
dans G, 19, il existe WT?LI un voisinage absolument convexe de 0 dans G,, 12
tel que Vi1 = W5 N Gupr et (€77 Jougn & Wi En posant Vi, o =

Wiia N Wn”jf;, alors V.o est un voisinage absolument convexe de 0 dans

Gnio tel que Vip1 = Viio N Guyg et [(€9)Jvs € Viyo; pour tout 0 <i < n+ 1.

Posons
v=_JW

keN
est un voisinage absolument convexe de 0 dans G. En éffet

I. V est absolument convexe car la reunion croissante de convexe est
convexe

IL VNG, =V, VneN.

D’out V est un voisinage absolument convexe de 0 dans §. Montrons
(%) Jur € V; Vk € N. En éffet 'l existe k € N tel que [(e¥)]Jvx € V, alors
il existe s € Net s > k+ 1 ou [(€')]v; & Vi; pour tout 0 < i < s—1; d’ou
[(€")cJux & Vi contradiction. D’autre part [(e").] — 0, dans C car|[(e")]],
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e® -0, quand k — +oo et v, € A, Yk € N. D’apres le lemme 1.9.13 A
n’est pas bornée dans G. O

Corollaire 1.12.11. Avec les méme hypotheses du théoréme 1.12.10 (uy)y
converge vers 0 dans G, si et seulement si

[. Hno E N, (un)n C 971,()'

II. (uy), converge vers o dans Gy,.

Lemme 1.12.12. Soit F un filtre de cauchy dans la limite inductive stricte
(G, 7). Soit O un filtre de cauchy dont la base est formée par M+V ou M € F
et V un voisinages de Uorigine dans G. Alors il existe n tel que O induit un
filtre de cauchy dans G,

Preuve. S’il existe n € N tel que (M + V)N G, # 0 pour tout M € Fet V
un voisinages de l'origine dans G, d’ou le lemme est prouvé.

Nous supposons que ce n’est pas le cas ; alors Vn, AM,, € F et V,, un voisinages
de l'origine dans G tel que

(M, +V,)NG, =0; (1.27)

supposons que M,, — M, C V,, et (V,,),, est une suite décroissante absoluments
convexes voisinages de l'origine. Considérons

F(U (VanGn)) =W.
neN
Nous devons montrer qu’il n’existe pas () € F tel que Q — Q C W,
Wn = VE) N 90 + ...+ Vn—l N 9n—1 + V’m d’ou
W, =T |J (VinG)uWy)
0<i<n—1

est un voisinages de l'origine dans G et W C W,,; Vn car (V,,), est une suite
décroissante et

+oo +oo
UWnge c|Jwcva
k=n k=n

Puisque F un filtre de cauchy, il existe P, € & tel que P, — P, C W,; cela
implique (P, + W,,) NG, = 0. En effet pour vy € P, N M,, nous avons
P, C uy + W,; comme conséquence Vy € P, :

y:uo—i-ivi
i=0
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onv; € (V;NG);0<i<n—1,uv, €V,,alors

n—1
zGPn—i—Wn:>z:u0+2(vi+vg)+vn+v,g;

i=0
remarquons que ug € M, car ug € P, N M,

n—1

> (vi+v)) €8,
=0
g

car (G,), est croissante et v, + v/, € V,, car V,, est convexe. Alors z € G,,; car
——

z—g=ugtv=z—gEc€ (an+ W,) N SG,, ce qui contredit 1.27 .

Supposons il qu’ existe ) € F tel que Q — Q C W et yy € Q, alors il existe
n € N tel que yg € G,,. Montrons que Q N P, = 0, Vn; soit y € P,, alors
(y+W,) NG, C (P, +W,) NG, =0. Ce qui implique yo & (y + W,) =
Yo—yEWn=y—ygW, doncyo—y¢Q—Q,douy¢Q. O

Theorem 1.12.13. (G, 7) une limite inductive stricte d’espaces (Gp, Tn)nen
C-modules topologiques localement convezxes . Alors G est complet si et seule-
ment si G,, est complet Vn € N.

Preuve. (=) Comme (G, 7) une limite inductive stricte d’espaces (G, 7 )nen
C-modules topologiques localement convexes et G, est un fermé dans Gt
pour 7,1, alors G,, est un fermé dans G pour 7 et comme G est complet ,
donc G,, est complet Vn € N.

(«<)Soit F un filtre de cauchy dans G, le filtre O induit un filtre de cauchy O,,
dans G,,. D’ou O,, converge vers u € G,,, comme 7, = 7/G,, alors u adhére O,
donc O converge vers u € G, puisque F est plus fin que O, alors F converge
vers u. 0

Proposition 1.12.14. Si G limite inductive de C-modules topologiques loca-
lement convexes et bornologiques (G- )~er, alors il est un bornologique.

Preuve. Soit i, : §, — G la famille des injections C linéaires , par définition
de la limite inductive les i, sont continue. Soit U un absolument convexe et
bornivore de G, montrons que U est un voisinage de l'origine de G. Alors

iy Y(U) est absolument convexe, d’autre-part soit A, un borné de G, alors
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ir(A,) est un borné de G, car i, continue. Donc Ja € R tel que i,(A,) C
[(")]U, Vb < a. D'ou A, C [(e")]i; ' (U), Vb < aie. i)' (U) est bornivore de
§,, comme §, est bornologique, alors i (U) est un voisinage de l'origine de

G,, ¥y €TI'. D’ou U est un voisinage de 'origine de G. ]
Proposition 1.12.15. La limite inductive d’espaces tonnelés est tonnelée.

Preuve. Soit B un tonneau, vy € I', 7, : §, — G est continue, donc i;l(B)
est un tonneau. Comme G, est un tonnelé, alors -’ 1(B) est un voisinage de
I'origine de G, donc B est un voisinage de l’origine de G. O
Proposition 1.12.16. Tout @—mod@le topologique localement convere G bor-

nologique est la limite inductive de C-modules ultra- pseudo-seminormes .

i) Si G est séparé, alors il est une limite inductive de C-modules ultra-
pseudo- normes.

ii) Si G est séparé et complet, alors il est une limite inductive de C-modules
de Banach.

Preuve. Soit ) # A C G absolument convexe fermée borné . Alors G4 est
topologisé par ultra- pseudo-seminorme P 4. Soit i4 : G4 — G l'injection
canonique. On note par 7 la topologie initiale de G et 7/ la topologie la plus
fine qui rend les (i4)4 continues. Soit V un voisinage absolument convexe de
lorigine de G pour 7, comme est A borné, alors Ja € R tel que [(e %) ]JA C V.
Donc [(¢79)JA C i'(V). Ce qui signifie que V est un voisinage de I'origine
de G pour 7.

Réciproquement. Soit V un voisinage absolument convexe de l'origine de §
pour 7’. Alors, pour toute ) # A C G absolument convexe fermée borné ,
i7" (V) est un voisinage de l'origine de G4. Ainsi , pour A, il 3a € R tel que
(=) JA C i, (V). Donc [(€7%)]A C V. 1l s’entuit que V est un bornivore
absolument convexe, comme G est bornologique, nous concluons que V un
voisinage de 'origine de G pour 7.

i) Supposons de plus qu'il est séparé. D’apres la proposition1.9.24 les P4
sont d’'ultra- pseudo-normés.

ii) Supposons de plus qu’il est complet . D’apres la proposition1.9.24 les G4
sont des C-modules de Banach.

O

Proposition 1.12.17. i) G un C-module topologique localement convexe $é-
paré est bornologique si et seulement sl est la limite inductive de C-
modules (G4)a, ot A est un disque borné de G.
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ii) Gun C-module topologique localement convexe séparé est ultra-bornologique
si et seulement sl est la limite inductive de C-modules (G4)a, ot A
est un disque borné de Banach.

iii) Tout bornologique séparé et complet est un ultra-bornologique.

Preuve. i) La condition nécéssaire résulte de la proposition 1.12.16.
Réciproquement. Supposons (G, 7) est est la limite inductive des C-
modules (G4) 4 et montrons qu'’il est bornologique. Soit V un bornivore
absolument convexe, de §. Pour tout A, z';ll(V) est un absolument
convexe de G4 et puisque iy est continue, alors, Pour tout borné D de
G4, ia(D) est un borné de G. Comme V est bornivore, alors, Ja € R tel
que is(D) C [(€)]V, Vb < a. Par conséquent on a D C [(€%)]i;'(V),
Vb < a. Ce qui signifie que i,' (V) est un bornivore de G4. Comme G
est séparé, alors (G4, P4) est un C-module ultra- pseudo- normé, donc
bornologique. Ce qui implique que igl(V) est un voisinage de l'origine
de G4. Ainsi V un voisinage de 'origine de G, d’ou G est bornologique.

ii) Comme dans la proposition 1.12.16, on peut prouver que tout ultra-

bornologique est la limite inductive des C-modules (G4)4, ot A un
disque borné de Banach.
Réciproquement. Supposons (G, 7) est est la limite inductive des C-
modules (G4)4, ot A un disque de Banach borné et montrons qu’il est
ultra-bornologique. Soit V un ultra-bornivore absolument convexe, de
G. Soit D un disque de Banach borné de G4, ce qui signifie que D est
absolument convexe, borné de G4 et ((S4)p,Pp) = (Gp,Pp) est un
Banach. D’ott i4(D) est un disque de Banach borné de G et puisque V
un ultra-bornivore, alors, Ja € R tel que ia(D) C [(€°)]V, Vb < a. Par
conséquent on a D C [(¢*)]i,*(V), Vb < a. Ce qui signifie que i, (V)
est un ultra-bornivore absolument convexe, de G,4. Puisque G4 est un
Banach, il est ultra-bornologique. Ce qui implique que z';ll(V) est un
voisinage de l'origine de G 4. Ainsi V un voisinage de l'origine de G, d’ou
G est ultra-bornologique.

iii) Supposons § est bornologique, séparé, alors, d’apres la proposition1.12.175
est la limite inductive des C-modules (G4) 4, ot A un disque borné de
G. La proposition 1.12.16 implique que les G4 sont des C-modules de
Banach. D’apres iii) G est ultra-bornologique.
O
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Proposition 1.12.18. Soit § un C-module ultra-bornologique séparé. H un
C-module topologique localement convexe qui a un réseau W de type C. Si
T : G — H une application C-linéaire séquentiéllement fermé, alors T est
continue.

Preuve. D’apres 1.12.17 G est la limite inductive de (Pg)p, ot B un disque
de Banach borné, donc (Gp,Pp) est un C-module de Banach. Ce qui nous
donne que G est la limite inductive de C-modules de Fréchet. En appliquant
le corrollaire 1.12.3, nous obtenons que T est continue. O

1.13 Limites projectives

Soient (E,,&q)aca une famille de @-Ir}odules topologiques localement
convexes et u, : E — F, des applications C-linéaires, ou E est un C-module

Définition 1.13.1. La topologie limite projective définie sur E par les (Ey, €q)aca
est définie par la base de voisinages de l'origine de E donnée par les inter-
sections finies des ug'(Vy), ou V, parcourt une base B, de voisinages de
l'origine de E,,.

Corollaire 1.13.2. Limite projective est la topologie la moins fine sur E

pour laquelle les u, sont continues.

Preuve. Soit 7 une topologie sur E pour la quelles les u, sont continues.
Soit V un voisinage de 1’origine de E pour la topologie limite projective, alors

n

ﬂ u;il (Vo) CV,

i=1
ouV,, € B,,. Comme les u, sont continues pour 7, alors

n

ﬂ u;il (Va)

i=1
est un voisinage de l'origine de E pour 7, donc V est un voisinage de 1’origine
de E pour 7, ainsi limite projective est moins fine que 7. O

Exemple 1.13.3. Si E est un C-module topologique, M un C-sous-module
de E et

i M — F

r +—— .
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Dans ce cas, la topologie limite projective n’est rien que la topologie induite
de E sur M.

Proposition 1.13.4. Si les E, sont séparés et
() ua'(0) = {0},
acA

alors F est séparé.

Preuve. Soitx € E,z # 0, donc 3ag € Atel que z & u ! (0), 1.e. uq, () # 0.
Comme E,, est séparé, alors il existe V,, voisinage de l'origine de E,, tel
que Uq, (z) & Vo, Dot & € uy ! (Va,), ce implique que E est séparé. O

Proposition 1.13.5. Soit la limite projective définie sur E par les E, et
v:F — B

une application C-linéaire, avec F un C-module topologique, alors v est conti-
nue si et seulement si Voo € A : v, = v o u, est continue, i.e v, : F — FE,
est continue.

Preuve. YVa € A,

Vg =VOouUy:F — E,

Si v est continue, alors v, est continue.
Inversement, supposons que les v, sont continue. Soit V' voisinage de 1’origine
de E, alors il existe n € N tel que

ﬁua}(vai) c Vv
*(ﬂu;}(v&i)) c W)

) € (V)

[
ﬂ“az (Vay) € o7 H(V),

or (ua,ov) (V) est voisinage de lorigine de F, donc v~!(V') est un voisinage
de Torigine de E, ce qui affirme que v est continue. O
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Proposition 1.13.6. Soit la limite projective définie sur E par les E, et B
une partie de E, alors B est C-bornée de E si et seulement si Vo € A, uy(B)
est C-bornée dans E,,.

Preuve. Si B est C-bornée de E, alors Va € A4 , Uq(B) est C-bornée de E,,
car u, est continue.
Inversement, supposons B une partie de E telle que Vao € A | u,(B) est

C-bornée de E,. Soit
V = ﬂ u(;rLl(Vaz)
i=1

ou Vg, est un voisinage de l'origine F,, alors V est un voisinage de l'origine
de E. Comme u,(B) est C-bornée de E,, alors, il existe a; € R tel que

ua(B) C (") Va,,¥b < a;
C [(eb)e]ua (Va,), Vb < a;
B C ﬂ Vb < a,
ou
a = min a;.
1<i<n
D’ou B C [(¢°)]V,Vb < a. O

Définition 1.13.7. La famille (p;)ic; de d’ultra-pseudo-seminormes sur C-
module G est dite filtrante si pour toute J C I, finie sup,c; p; est une ultra-
pseudo-seminormes sur C-module G.

Lemme 1.13.8. Soit (p;)icr une famille d’ultra-pseudo-seminormes filtrante
sur C-module G et M est un C-sous-module de G. Si T est la topologie quotient
sur G/M et 7' la topologie définie sur G/M par les ultra-pseudo-seminormes

TET
alors les deux topologies coincides.

Preuve. Soit

¢:§ — §G/M

r —— .
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SiU,={xe€G:pi(x) <e}, alors p(U;) = {7 : p;(Z) < €}. En effet ,
Te{r:p(T) <e} — irelﬁpi(x) <€
<= dz € 7 tel que p;i(z) <€

— px)=TetxeU,
— T €Uy,

Montrons que les deux topologies coincides. (U; . ); . forme une base de voisi-
nage de lorigine de G, ou U; . = {z € §: pi(z) < €}.

Par la définition de la topologie quotient, (¢(U;))i. forme une base de voi-
sinage de l'origine de §/M pour .

D’autre part ({Z : p;(Z) < €}); . forme une base de voisinage de I'origine pour
7', comme ¢(U; ) = {Z : pi(T) < €}, alors 7’ coincide avec 7. O

Proposition 1.13.9. Tout (G, p;)ier C—quule topologique localement convexe
séparé est une limite projective d’espaces C-modules normés.

Preuve. Vi € I, p; est une ultra-pseudo-seminorme continue sur §, p; 1(0)
est un C-sous-module de §. Considérons I'espace quotient G,, = G/p; ' (0), p;
définie une ultra-pseudo-norme sur §,, comme suit

1¥1l,,, = nf pi(z)

Montrons que || X||,, = pi(z), oit z est un représentant de X.
Soient x, 2’ deux représentants de X, alors |p;(x) — p;i(2”)] < pi(x — ).
Or pi(z — 2’) = 0 puisque z,2’ € X, ce qui implique p;(z) = p;(2'), donc
1X1,, = pi@).
Montrons que |||, est une ultra-pseudo-norme sur G,,.
X1, =0 <= pi(z) =0

< z€p;(0)

— X =0,
d’ott |||, est une ultra-pseudo-norme sur §,,. Notons 7,, la topologie sur G,

définie par |||, , or d’apres le lemme 1.13.8 7,, est la topologie quotient sur
G,,. Considérons les surjections cannoniques

90?129 - 91%
T — pp(r) =17,
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Notons 7 la topologie initiale de G et 7’ la topologie limite projective définie
sur G par les (G,,, 7, )icr- Comme 7’ est la moins fine qui rend ¢, continue,
donc 7’ est moins fine que 7.

Inversement, soit U un ouvert de (G, 7), comme ¢, est une application ou-
verte, alors ¢, (U) est un ouvert de 7,,.

D’autre part

Ppi - G, 7) — (Sp:» 1)

est continue, car 7’ la topologie limite projective définie sur G par les (G, , 7, )icr,
donc U = ¢, (¢, (U)) est un ouvert de 7/, i.e. 7 est moins fine que 7. Ainsi
les deux topologies coincides O]

1.14 Dualité

Soient § un C-module topologique localement convexe et L(S,@) est le
dual topologique de G .

Proposition 1.14.1. Soient vy, ..., v, des éléments de L(G, @), alors Uappli-
cation

Puy,...on - 9 — @

U > Dy, (u) = sup |<u,v; >
1<i<n

e

est une ultra-pseudo-seminorme sur G.

Preuve. Pour tous A\ € C,ue G, cecCetacR. Ona

i)

Pos,...on (0) sup |<0,v; >|e

1<i<n

= 0

Potyn (AU) = sup |< Au, v >|6
1<i<n

= sup |A<wu,vu; >,
1<i<n

IN

IAl, sup |< u,v; >,
1<i<n

|)\|epU17~-~a'Un (u)

IN
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ii)
Porwa (cl(€)Ju) = sup [< c[(e")eJu, vi >,

1<i<n

sup [el(€")d < wv; >,
1<i<n

lel(e®)e]l.

IN

sup |< u,v; >|,
1<i<n

o (1)

AN
o
—
™M
Q
S—
KL
=
S
(<
8

Por,oon(U+w) = sup |[<u—+w v >,
1<i<n

= sup |[<u,v; >+ <w,v >,
1<i<n

sup (max(|< u,v; >|,, |< w,v; >|,))
1<i<n

IN

IN

max( sup |< u,v; >|,, sup |<u,v; >|,))
1<i<n 1<i<n

mMax(Pu,.....v, (1), Doy ,... 00 (W))

IN

]

Définition 1.14.2. Soient G un C-module topologique localement convexe
et L(G,C) est le dual topologique de G . La topologie faible sur G est la

.....

Proposition 1.14.3. Soit A une parties finie de G , alors l'application

pa:g — C

v — pav) = Sljlp < u,v >,

est une ultra-pseudo-seminorme sur L(G, @) )
Preuve. Voir la preuve de la proposition 1.14.1 O

Définition 1.14.4. La topologie faible sur L(G, @) est la topologique définie
par (pa)aep, noté o(L(G,C),9).

Proposition 1.14.5. Soient § un @:module topologique localement conveze,
alors ((L(G,C),0(L(9G,C), 9))est un C-module topologique localement convexe
Séparé.
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Preuve. Soit v € L(G,C),8) et v # 0, alors , il existe uy € G tel que
v(ug) # 0 dans C. D’ou

Pao(v) = |v(uo)], >0,

car |.|, est une ultra-pseudo-norme sur C. Ce qui implique notre affirmation.
O

Définition 1.14.6. Soient § un C-module topologique et A un sous-ensemble
de G. On appelle polaire de A, noté A%, le sous-ensemble de L(G,C) défini
par )

A" ={v e L(G,C): |<u,v>|, <1,Vue A}

Proposition 1.14.7. i) Si A; C Ay, alors A C AY.

ii) A° est absolument conveze de L(G,C) et fermé pour o(L(S,C), 9).

iii) A° est absorbant si et seulement si A est (3, L(G, C)))-borné.

iv) VX inversible de C, (AA)°? = A1 A0,

v) On a
Uar =4
icl i€l
Preuve. i)
A = {veH:|<uv>|, <1,Vu€ Ay}
{veH:  |<uv>|, <1,Vue A}

C
0
c A

ii) Montrons que A° est équilibré, soient A € C, N, <letveA’ona
|[<u, o>, =[A<u,v>|, <A |<u,v>|, <1, Vue A
Montrons que A° est convexe, soient vy, vy € A°
|[<w, v+ >, =< u,v >+ <u,v >, <max(|< u, v >, < v >|,) <
1ie. A°+ A° ¢ A° puisque A° est équilibré, soient A, i € C, tel que
max(|A|, <1, |pl, <1)<1,alors NA? 4+ pAY € A° + A° ¢ A°; d’ou A°
est convexe.
Montrons que A° est un fermé pour o (£L(S, C),§). On sait que

M:ﬂ&

ucA
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ou A, = {v € £(3,C) : |[<u,v>|, <1} = A, = {v € L(S,C) :
Pu(v) <1} = P;Y(] — 00, 1]) est un fermé car | — 0o, 1] est un fermé et
P, est continue, d’ott A est un fermé.
iii)
veE (M) = |<Iyv>|, <1,VueA
= |[<u, >, <1, Vue A
— weA
— ve A
Dot (AA)0 = A~ A0
iv) Supposons AY est absorbant, alors Vv € L(G, C), Ja € R tel que
v e [(9) A% = ([(€7%)]A)°, Vb < a considérons
U = {u€5: max Py, (u) <n}
_ : -1
= {ue§: maxn™ Py (u) <1}

— . —Inn <
{ueg: max e Po;(u) < 1}

= {ue§: max P, ([("M)Ju) < 1}

0<i<n
cherchons une condition pour que [(e7%).]A C U, soit u € A, alors
< Ml dus v >, < () Ju v, >, < Lsiv € ([(1)]A),
ie.sib—Inn < a donc si b < Inn + a, ce qui prouve que A est
(9, L(3,C)))-borné
Réciproquement si A est (3, L(G,C)))-borné, alors Vo € £(S,C);
Ja € R tel que A C [(€) J{u € G:|<u,v>|, <1}, Vb<a. Don
[(e™)Jv € [()J{ue G l<uv>|, <1},
€ ([("J{veg:|<uv>, <1})°c A
e A’ Vb <a.

donc v € [(¢%)]A%, Vb < a; i.e. A® est absorbant.

ve (JA) = |<uwv>| <LVuel J4
el el
= |<uv>| <1L,Vue A, iel
= ve()A.

el
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Proposition 1.14.8. Soit § un C-module topologique ,alors

L

[(€?)Jve A® <= sup|< u,v >|, <e™®

x€A
I Pao(v) = sup,c 4 |< u,v >|,, ot A est 0(G, L(S, C))-borné.

Preuve. 1.

[(e)Jv e A” = ve ()]

€ ([(e)J4)°

‘< () Ju,v >‘e§1,Vu€A
H(e‘b)ﬁ]|e|< u,v >, <1,Vue A
el<u,v>|, <1,Vue A
|<u,v>|, <e’VueA

111 ﬂﬂ

I1. Par définition on a P4o(v) = e~Va0 )

Vao(v) = sup{be€R:ve[()]A}

= sup{b € R :sup|< u,v>|, <e '}
u€A
= sup{b e R:In(sup|< u,v >|,) < —b}
u€A
= sup{be R:b< —In(sup|< u,v>|,)}
ucA
— —ln(sup|< wv >|);
ucA
d’ou
?AO (rU) — e_(_ln(suPueA |<U7’U>‘e))

=sup |< u,v >|,
ucA

[]

Corollaire 1.14.9. Le polaire d’un ensemble o(G,L(G,C)))-borné est abso-
lument conveze, absorbant et sa jauge est une ultra-pseudo-seminorme sur

L(G,C).
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Définition 1.14.10. Soit G un @—mgdule topologique localement convexe et
B lensemble de tous les o(G,L(G,C))-borné de G. Alors la topologie sur
L(G,C)) définie par les (Ppo)pes est dite topologie forte, et elle notée

B(L(5,C)), 9).

Proposition 1.14.11. Soit § un C-module bornologique localement conveze,

alors (£(S,C), B(L(8,C),8)) est complet.

Preuve. Soit F un filtre de cauchy dans (£(S, C), 5(L(S,C),3)), pour tout
u € G, F, est le filtre a comme base la famille { X, } xeq o0 X, = {T'(u) : T €
X}, est un filtre de cauchy dans C. En effet, comme F un filtre de cauchy
dans £(S,C). Pour u € G, Ve > 0, 3X € T tel que |T(u) — T'(u)|, < ¢,
VT, T € X, donc il suffit de prendre X, € F,. Puisque C est complet, alors
F, concerge vers F(u) € C. Considérons I'application

F:9—>@

Montrons que F est une formeC-linéaire .

I. Soient u,v € G et Ve > 0,3X € F tel que |T'(u) — F(u)|, < e, VI € X
et Y € F tel que |T'(v) — F(v)|, < e VI €Y, alors Z=XNY € F
et on a [T(u+v) — F(u) - F(v)], = [T(a) + T(v) — F(u) — Fw)|, <
max(|T(u) — F(w)],,|T(0) — F(u)],) < VT € Z,

lim F sy = F(u) + F(v)

ie. Flu+v) = F(u) + F(v)
II. Soit A € C,u € G et Ve > 0,

, € si|Al[, =0
_ 1.28
6 { siA, #0 2

X € Ftel que |T'(u) — F(u)|, < €,VT € X. D’ot |T'(A\u) — AF(u)|, =
AT (u) = F(u))l, < [ALIT(w) = F(u)],, donc |T(Au) = AF(u)], < €,¥T €
X. Ainsi

lm &), = AF(u).
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Montrons que F est continue . Soit A un borné de G, alors A est (G, £(G, C))-
borné de G, car 7 plus fine que o(G, £(G,C)) dans G. A° est un voisinage de
Porigine de £(G, C) pour S(£(§, C), G). Comme F est un filtre de cauchy pour
B(L(G,C),9), alors 3X € F tel que X — X C A°, ce qui signifie VT, T" € X,

Vu € Aona |T(u) —T'(u)|, < 1. En particulier, pour 7" fixé on a

T'(w)]

T(u) = T'(u) + T"(u)],
max(|T(u) — T'(u)],, |T"(u)],),VT € X,Vu € A
C VT € X,Yu € A.

e

<
<

D’autre-part pour tout u € G, F/(u) adhére F,, alors il existe 7" € X tel que
|F(u) —T"(u)|, < C, Vu € A, nous pouvons écrire

|F(u)], < max(|F(u) —T"(u)|,,|T"(u)],) < C, ce qui prouve que F'(A) est
borné dans C. Puisque G est bornologique, F alors est continue. Reste &
prouver que ¥ — F' pour la topologie B(L(S,@), 9). Soit A U(S,Q(S,@))—
borné de G et n > 0, considérons

V = {TekL(SC):Psp(T) <n}
={Teu&©w$yﬂwu<m,

alors 3X € JF tel que X — X C V, ce qui signifie VI, 7" € X, Vu € A
on a |[T(u) —T'(u)|, < n. Puisque F, concerge vers F(u) € C, alors il
existe 77 € X, tel que [F(u) —T"(u)|, < n, donc VI' € X, Yu € A on a
[F(u) - T(w)l, < max(|F(u) - T'(u)],,|T'(u) — T()],) < n, d'ot VT € X,
SUPuea | F(u) —T(u)|, < n}ie VI € X, Pyo(F —T) <, ainsi

X € F+V=F+{Tel(5,C):Pu(T) <n}
C F+[(e™m)]A°

Soit W un voisinage de F pour la strong topologie, alors

F+{T: max P (1) <n} CW.

0<i<N

Pour chaque A;, alors 3X; € F tel queX; C F + [(e~ 7). AY. Prenons

N
X:ﬂ&eﬁ

i=1
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ce qui implique

N
X C F+[e™)( )4
i=1

C F+{T e L(S,C): Ppx 1o(T) <n}
C F+{T eL(G,C): 11%1;?]{\/?’4?(T) <n}CW,
donc JF concerge vers F. O]

1.15 Théoréme de Banach-Steinhaus

Définition 1.15.1. Soit H € £(G,C), up € §
— H est dite équi-continue en ug si YW un voisinage de Uorigine de C, 3U
un voisinage de ug dans G tel que T'(u) —T(ug) € W, Yu € U, VT € H.
— H est dite équi-continue si elle est équi-continue en tout point de G.

Proposition 1.15.2. — Dans un C-module topologique localement convexe
G. 8i HC L(S,C) et o(L(G,C),9)-borné, alors il existe un tonneau B
dans G tel que H C B°

~ Si G est tonnelé, alors tout H C L(S,@) et U(L(S,@),S)—bomé est
équi-continue.

Preuve. — Si A est o(L(G, @), G)-borné par la proposition 1.14.7 A° est
absorbant et absolument convexe. De plus

AO:ﬂAT

TeA

ot Ay ={u € §:|T(u)],) <1}, alors A° est fermé car T est continue.
Prenons B = A°, puisque A C A%, alors A C A% = BY.

— D’apres 'assertion précédente tout o(£(S, C), §)-borné est contenu dans
B ou B un tonneau dans §. Comme § est tonnelé, alors B est un voi-
sinage de l'origine de G. Soit 7 > 0 prenons W = [(¢71°8") ]B est un
voisinage de l'origine de G, alors ‘T([(e‘log’7)6]u)|6 = n|T(w)], < n,
VT € A, Vu € B. D’ou A est équi-continue.

[
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Lemme 1.15.3. $i G un C-module topologique, M équi-continue de L(S,((Nf)
et I un filtre de M. Supposons que pour tout u € G, F,, concerge vers F(u) €
C. Alors l'application

F:9—>@

est C-linéaire continue

Preuve. D’apres la preuve de 1.14.11 F est C-lin¢aire, reste a montrer que F
est continue. Puisque M équi-continue, alors Vn > 0, il existe U un voisinage
de l'origine de G tel que [T'(u)|, < n, VI' € M, Vu € U. Comme F, converge
vers F(u), alors Vnp > 0,Vu € U, 3T € M tel que |T'(u) — F(u)|, < n. Dot
|F(u)|, < max(|F(u) —T(u)|,,|T(uw)],) <n, Vu € U. Ce qui prouve que la
continuité en 0 de G donc la continuité sur §G. O

Proposition 1.15.4. Soient G un tonnelé , F un filtre de £(G, C) qui contient
un o(L(G,C), G)-borné et supposons que F, converge vers F(u), alors l’ap-
plication

F:§ — C
appartient o L(G,C).

Preuve. Nous savons que & contient un équi-continue M.
O0={Y CM:3X € F,XNM C Y} est le filtre induit par F sur M. Donc O,
converge vers F'(u), pour tous u € G, par le lemme 1.15.3 F € £(G,C). O

Corollaire 1.15.5. Soient § un tonnelé, (T,), une suite dans L(3,C) et
Vu € G la suite (T, (u)), converge vers T'(u). Alors lapplication

T:9—>@

u +— T(u)
appartient & £(G,C).

Preuve. Le filtre élémentaire associé a lasuite (75,), i.e. le filtre engendré
par Xy = {T,,n > N}, N € N, contient un o(£(S,C), §)-borné. En effet,
puisque (T}, (w)),, converge vers T'(u), alors Xy est a(L(S, C), §)-borné et par
construcion Comme F, converge vers F'(u), Vu € G. Par la proposition 1.15.4

T e L(9,C). O
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Proposition 1.15.6. Soit G un C-module topologique localement conveze

1) Si A est un voisinage absolument conveze de l'origine de G, alors A° est
équicontinue.

2) Si D C L(S,C) et équicontinue , alors 3(L(S,C), G))-borné

Preuve. 1) Puisque A° ¢ £(G,C), il suffit de montrer qu’elle équicontinue
a origine . Soit n > 0, prenons U = [(¢%)], A avec e~ < 7. Alors
T (u)|, <n, Vue U, VT € A, ce qui implique que A° est équicontinue.
2) Soit B un borné de G. Puisque D est équicontinue , alors, il existe U
voisinage de l'origine de G, tel que |T'(u)|, < 1, Vu € U, VT' € D.
Puisque B est borné , il existe b € R tel que [(¢7°) B C U. Ce qui
signifie que V1" € D,
sup [T(u)], = e "sup|T([(e")Ju)|
ueB ueEB
< e’

e

]

Proposition 1.15.7.~Soit G la limite inductive des ((:I—modules (9p)p€N mé-
trisables . Alors L(G, C) muni de la topologie 5(L£(G,C),G) admet un réseau
absolument conveze, fermé et de type C

Preuve. Soit UF D Ul > UF o ... une base dénombrable de voisinages de
I'origine de G. Posons

C(ny, .oomi) = () (UL,)°-

j=1
Montrons -
L(,C) = | Jwr)  vpeN.
m=1

En effet , soit 7' € £(G,C), alors Tis, € L(G,, C). Comme Tig, est continue,
alors, il existe UP, tel que |T'(u)|, < 1, Vu € UP, ie., T € (UP)°.
Montrons que W = (C'(ny, ..., ng)) est un réseau absolument convexe, fermé

et de type Cde £(G,C). En effet, on a

cm) = @y
ni=1 nep=1

= L(G,0).



CHAPITRE 1. C-MODULES TOPOLOGIQUES

D’autre part on a

o

Clneem) = ()

- U@
= (N k)
- Ny

= C ny, ...,nk,l).

78

Donc W est un réseau, or d’apres la proposition 1.14.7 C(nq, .., Ny;) sont
absolument convexes et (Uﬂ;j)o est 0(L(9,C), G)-fermé, comme F(L(G,C), 9)

est plus fine , alors (U7 )" est 53,(L(S, C), §)-fermé.
Reste a montrer qu’il est de type C. Soit (ny)r une suite de N et T}, €

C’(nl,...,
pour k > pon a

Puisque

T, € ,nk)

o

3

S

D2
=

<
Il
-

m
DL
k;%
~—
o

I
—

M
—~
J
S
~—
o

£(s,C) = |Jwn),

et k < p, alors , existe [, tel que (Ty), C (Ul’;)o.

Prenons m,, = max(n,, l,), alors (T} )r C )

peEN

alors M est absolument convexe et (£(G, C), §)-ferme.

(UE,)°. Posons M =

peEN

ny,). Pour tous p € N, il existe m,, telque (Ti)r C (UE, )°. En effet,

(U5,
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Puisque (L(S,C),ﬂ(L(S,@),S) est complet, alors M est complet. Posons
A = T(U,2,(UE,), alors A voisinages de l'origine de G et A = M. La
proposition 1.15.6 implique que M est équicontinue , alors B(L(S,@), 9))-
borné. Conclusion M est absolument convexe, complet, 3(£(G, C), §))-borné
et contient (7})g. La proposition 1.10.12 implique que W est un réseau de
type C. n



Chapitre 2

L’algeébre de Colombeau

2.1 Deéfinition
Soit € un ouvert non vide de R™, notons £%(Q) = (€>=(2)), ou I =|0, 1].
Définition 2.1.1. Définissons

€5, = {(ue) € E5(Q) | VK CcC Q,Va € NI, 3N € N,sup | 0%u(z) |= O(e™),e — 0}

zeK

est appelé l'espace des éléments modérés de E5(N2), et

N(Q) = {(ue)e € E°(Q) | VK CC Q,Va € Nij,Vm € Ny, sup | 0%u(x) |=0(e™),e — 0}

zeK
est appelé l'espace des élements négligables de £°(X).
Proposition 2.1.2. I) L’espace E°(Q2) est une algébre commutative , asso-
ciative, unitaire et différentielle.
IT) L’éspace E5,(Q) est un sous-algébre de E%(12).
IIT) L’espace N*(Q2) est un idéal de £5,(12).

Preuve. 1 est facile
IT Soient (ue)e, (ve)e € E5,(2), A1, Ay € C, K CC Q et a € Njj, par définition

N, € Ny, 3 > 0,3c; > 0,sup | 0%uc(x) |< cre ™M, Ve €]0,m[ (2.1)
zeK

N, € Ny, 3y > 0,3y > 0,5up | 0% (2) |< coe ™2, Ve €]0, 2] (2.2)
rxeK

80
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D’ou
0% (Arue + Agve) ()] [A][0%uc(z)| + [Aa| [0%v ()]
M| cre™ 4+ | Ao coe™ 2

ce N Vr € K, Ve €]0,n]

IA A CIA

ot N = max(Ny, No), n = min(ny, ) et ¢ = [A|c1 + |A2| 2
Pour le produit on a

0%(ueve) ()] = D €H0%ue) ()0 P ()
B<La

Z (O ‘85u6(95)| |8°"ﬁv€($)’

B

< ) eleue

BLa

< eV, Vx € K, Ve €]0, 7]

IN

ou
N = max N,

B<La

1 = min 7,

c=) ele;

BLa

et

IIT Soient (u.). € €5,(2), (ve) EN*(Q), K CCNeta e Nj et me N
0% (ueve) ()] <D €2 [0%uc(x)| |0 ve(x)]

B<a
par définition pour chaque 5 € Nj et < o on a
[. 3N € Ny, Jeg > 0,3cj; > 0 tel que ‘8ﬁu6(x)| < c’ﬁg_Nﬁ‘v’x € K,Ve €
]078[3[
II. 3e, > 0,35 > 0 tel que |9° Po(z)| < hem™tNove € K, Ve €]0,¢)]
D’ou |85u€(:17)‘ ‘85“_51)5(:16)‘ < Cge™ posons

C = Z(L’ Cp, €0 = mm(sﬁ,eﬁ)

B<a



CHAPITRE 2. L’ALGEBRE DE COLOMBEAU 82

ainsi |0%uve(z)| < Ce™Vr € K, Ve €]0,e0[ d'ott (ue)(ve)e € N*(Q) O

Définition 2.1.3. G(Q) = &5,(Q)/N*(Q) est appelé 'algebre des fontions
géneraliseés de Colombeau.

Remarque 2.1.4. On écrit u = [(uc)), si (uc)e est un representant de u €

5°(9).

Theorem 2.1.5. Un élément (u.). € £3,(2) est négligeable si et seulement
s’il vérifié la conition suivante

VK CcC Q,Vm € Ny : sup |uc(x)] = O(e™),e — 0 (2.3)

rzeK

Preuve. Supposons 2.3 est vérifié, il suffit de montrer qu’elle est vraie pour
(Osue)e pour tout 1 <i < mn.

Supposons que u, : 2 — R,

soit K CC Q et o = min(1,dist(K,00)),L = K + B,2(0). Alors K CC
L cC Q, puisque (ue). € €5,(22) il existe N € N tel que

sup |7ue(z)| = O(e ™), e = 0
xzeL

et pour tout m € N,

sup |ue(7)] = O™ ™) e — 0
zeL

par le théoréme de Taylor nous avons
1
u(z + €™ NVey) = ue(z) + Oue(x)e™ N + éafug(mg)e%”“]v

pourz € K,0<e<§etag=ux+ G Ne; pour § €]0,1[. D’ott g € L.
En conséquence

1
Oiue(x) = (ue(x + e"”Nei) — ue(x)) em N 581-2146(1'9) emtN
2:n,+N ——
o) 0(e)

D’ou
sup |O;uc(x)| = 0(e™)
reK
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2.2 Le faisceau §° et I'njection de D’({2)

Définition 2.2.1. Soit u = [(ue)] € G°(2) et ' un ouvert de 2
Je + N*(€Y)

I. La restriction de u a Q) , notée u,, est définie par ((u.)
II. on dit que u =0 sur ', si ), =0 dans §°(€2').

lor

Theorem 2.2.2. Soient (Q))aen un recouverment ouvert de Q, uy € G*(€2,),
A € A, alors on a les propriétés suivantes

Fy siu,v e §*(Q) et ulg,=v|a,, pour tout A € A, alors u = v sur Q.

Fy si pour tout A, € A, on a uy |o,na,= Uy [y, avec N, # 0, alors
il existe un élément unique u € G°(§2) tel que u |, = uy pour tout A € A

Preuve. F; Nous devons montrer que (u. — ve)e € N*(£2), soit K CC €,
puisque (£2))xea est un recouverment ouvert de K | il existe des com-
pacte Ki, Ko, ..., K, et A\{, Ao, ..., A\, tel que

K = OKk
k=1

et Ky C 2y, par hypothése (ue — u.) satisfait N°-estimation pour tout
K., donc elle le satisfait sur K

F, L’unicité resulte de (s;), pour montrer I'existence , considérons (x;)32,
une C*-partition de I'unité subordonnée au recouverment ouvert (£2))xea,
il resulte que (€2,,)22; est un recouverment ouvert de €.
Posons
u = (Z XjUrje) + N*(€2),

J

ou (uzje)e st représantant de uy;, posons uy;e = 0 sur Q\Q,; de sorte
que x;uyje soit € sur €2, tout d’abord nous devons montrer que u sa-
tisfait £3,-estimation sur tout K CC (). K rencontre un nombre fini N
de suppy;, posons K; = K N suppy;, nous avons seulement a envisager
Jj < N, alors tout y;uy; remplit la conditions sur K; car uy; € G°(2y,)
donc sur K car x; = 0 sur K5 dans K, comme la somme est finie alors
5/-estimation sur K.
Il reste & montrer que u |o, = uy pour tout A € A.
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Soit K CC 2, et choisissans M € N de tel maniére que

ZXj(ﬂf) =1

sur un voisinage 2’ de K, CC €, pour z € ', on a

U () — upe(r) = ijmje(l‘) — Ure(T)

= Z X (Urje — ure) (2)

puisque la somme est finie il suffit de N*-estimation pour tout membre
de la somme .
Pour 1 < j < M, fixe et x € K N supp(x;) C 2 NQ,;, alors
Unje — Uxne € N*(£2) N Q) par hypothése, d’ott notre affirmation.
O

Définition 2.2.3. On appelle support de u € G(Q2), noté supp u, le complé-
mentaire du plus grand ouvert sur lequel u est nul, i.e.

suppu = Q\(U{Q" € Q,Q" un ouvert,uj, = 0}).

Définition 2.2.4. On désigne par > le sous ensemble de S constitué des
éléments p qui verifient

p(x)dr =1 (2.4)

/xap(x)dx = 0, pour |a] > 1. (2.5)

Proposition 2.2.5. > # ().

Preuve. Considérons ¢ € S tel que ¢ = 1 dans un voisinage de 0 et définis-
sons p par p =, dolt p € Y O

Proposition 2.2.6. Soit 2 un ouvert de R™, l"application
io: €'(Y) — 9
w = (W pe) [o)e + N°(Q)

est une injection linéaire.
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Preuve. Tout d’abord, nous devons montrer ((w * pe) |a)e € €5,(€2) il suffit
d’examiner le cas w = 9°f avec f € CY(Q). Soit K CC Q et € suffisament
petit,

(w pe)(x) = (ao‘f * pe)(ﬂf)

Posons

ou L est un compact contenant le suppp

[(w+p)(@)] < [0l

Vo € K et e suffisament petit
2¢me ¢tape soit S € N", on a 0°(f x 0%p.) = f * 0°FPp,, alors d’apres la 1°7
étape

sup ‘aﬁ(f % 0%p) (x ‘ = 0(e |a|+|ﬁ|))
zeK

il en resulte que ((w * p.)|Q)c € €5,(Q).
Montrons que i, est injective soit ((w * p) |a)e € N*(Q2), € D(2) nous
avons

< (w*p)la),p >=< w* p,p >—=<w,p>¢e—0

d’autre part ,< (w * pe) |a),p >— 0. Dot < w,p >= 0,Vp € D(Q) i.e.
w =0 O

Proposition 2.2.7. L’application
o:C*(Q) — §°(Q)
[ (e +N(Q)

est une injection linéaire , vérifie
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I io |D(Q): o
II. iy est homomorphisme d’algébres sur D(Q).

Preuve. II. Soient f,g € D(Q) io(fg) = o(fg) = o(f)o(g) = io(f)io(g),
d’apres (I)
I. Montrons que iy |p@)= 0. Soit f € D(£2) et montrons

((F % 9.) | =) € N*()
(F#p) — ) = /uw—w—f@muw@

:‘/uu—fw—f@me@

:/;%—— “£)(@plu)dy
+ [ D) e - be)plu)dy

= O(e™).
La premiére intégral est nulle d’apres 2.5 et la derniére égalitée du fait que
0™ f est borné et p € S(R") C LP(R™). O

Proposition 2.2.8. Siw € £€(Q) alors supp(ig(w)) = supp(w)
Preuve. Afin de prouver supp(ip(w)) C sup(w) nous devons montrer
ZO(w) |(suppw)cz 0

dans G°((supp(w)©)).

Soit K CC (suppw), posons w = 0°f ot a € Ny et suppf C (R"\ K) (car
suppf C V voisinage de suppw).

(0“f * pe |a)e un representant de io(w) nous avons

(@ * p)(x) = (f *9%pe)(x)

= /fw— )0 pe(y)dy

= ! [ o - o)y
= [ ey

—|af _ a
+‘LE el f ( — ey)o p(y)dy.

€

PN
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pour z € K et e suffisament petit la premiére integral est nulle , la seconde
est estimer par e 1| f||_ [9%p(y)dy puisque p € S§(R"), alors pour tout
m € N, il existe Cp,, > 0 tel que |0%p(y)| < Cn(1 + |y|)~?™ ! posons
A= 1flloo Sz 2 € M10%0(y) | dy

1 1 1 m
et |yl = = = SVe= g S
D’ou

A< Conllfi / (L4 )21+ y) ™ dy x e
lyl> =

IA

ROl [ )y

< (Culflla / (14 [y) " dy)eme

c

< Cenlal
Pour les dériveés peuvent étre traiter de la méme maniére.
Réciproqument ; soit xg € suppw, pour tout n > 0 il existe 0 # ¢ € D(R™)
et suppp C By(zg) et |[<w,p >| = ¢ > 0 puisque w * p. — w dans D'(R")
ce qui implique [< w * pe, ¢ >| > § pour € suffisament petit donc
io(w) 15, 20)= [((1 % p.) |, (an))e] # 0 dams G*(B, (), ot 2 € suppio(w)
]

Notation : Soit (2))xea un recouvrement ouvert de € tel que chaque Qy
est un compact de €.
Soit (1)) req une famille d’éléments de D(2) telle que 1, = 1 sur un voisinage
de Q,. Pour chaque A € Q on définit i, comme suit

ir:D'(Q) — G()
w o (((aw) * pe) o, )e + N (€2))

Proposition 2.2.9. Pour chaque w € D'(Q2), (in(w))a est une famille cohé-
rente

Preuve. Nous devons montrer que (((¢x—,)w)*pe [a,na,)e € N*(Q1NQ,).
Posons v = (¢ — ¢, )w € €'(Q), alors 2, N, C (suppv)® par la proposition
2.2.8 il s’entuit que iy(v) |o,no,= 0 dans (2, N €,). D’apres le théoreme
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2.2.2 il existe un unique u € G°(2) tel que

u o, = ix(w), VA € 2. En outre, de la preuve du Théoreme, nous avons méme
une forme explicite pour u si (x;);=} une partition de I'unite subordonné au
(Q)\>)\€A alors

+oo
u= () x((aw) * po))e + N*(€2)
j=1
Ainsi on a défini une application

i DQ) — G(Q)

w — i(w)=u

Theorem 2.2.10. i : D'(Q2) — G°(Q) est une injectoin lineaire.

Preuve. I. )i es lineaire car le iy le sont

I1. ) reste a montrer I'injectivité.
Soit w € D'(Q) tel que i(w) = 0 dans §5(Q), soit ¢ € D(NQ) et
K = supp(w) choisissons M € N suffisament grand tel que
K N supp(X;) = 0 pour j > M, alors

M
doxi=1
j=1

sur K et K; = K N suppy;

M M

<w,p >=< w,ijgo >= Z < XjUNw, @ > .
j=1 j=1

Puisque (i(w)|gkj — (tha;w) * pe)e € N*(Q)car(i(w |arj) = ir;(w)), d’ott
i(w)e — (Yrjw) x pe — 0 sur K; par hypothese i(w). — 0 sur Kj, alors
(rjw * pe — 0 sur K, par consequent < x;(ixjw) * pe, o >— 0 d’oi
< x;(rw), ¢ >= 0 il s’entuit que < w,p >=01ie w=0

[
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2.3 Valeurs ponctuelles

Définition 2.3.1. Pour u € §°(Q) et 29 € €2, la valeur ponctuelle de u en
xg, notée u(xg) est [(uc(xo))e] dans C.

Exemple 2.3.2. On sait que x§ = 0 dans D'(R), par contre i(x)i(d) # 0 dans
G*(R), cependant i(x)i(8)(xo) = 0 dans R pour tout zy € R. En effet, puisque
i(2)i(0) = [(zpe)el, il suffit de montrer que (xp.)e & N*(R). Choisissons xo #
0 tel que p(xg) # 0, posons x = exg, alors xp(x) = zop(xy) # 0, d’ott

sup |zpe(x)| 4 0 quand € — 0,
z€e[—1,1]

d’ot (zpe)e & N*(R). On a (i(x)i(0))(wo) = [(zope(wo))e] = [((2p(52))e]. 11 est
clair que (i(x)i(0))(zo) = 0, pour g = 0. Si g # 0, alors
‘xop( ‘ < C}—O‘(l + ‘3”0! )" < C'e™, pour tout m € Z, car p € S. Donc

(22(52),) € N*(R), ice. (i(2)i(8))(xo) = 0 dans R

Cet exemple montre que les fonctions généralisées ne sont pas caractériser
par la connaissance de toutes leurs valeurs ponctuelles. Pour remédier a ce
probléme, on introduit la notion de point généralisé.

Définition 2.3.3. Soit 2 un ouvert de R™. posons

Q= {(z) € QEN € N: |z | = O(e™N), e — 0}, sur Qy on définit une
relation d’équivalence par (z¢)e ~ (Ye)e < Vm € N & |z, —y | = O(™) et on
note par

i) Q = Q/ ~ Uensemble des points généralisés de

i) Q. = {& € Q3K cc Q3 > 0 tel que 2. € K pour 0 < ¢ < n}
l’ensemble des points généralisés a support compact.

Remarque 2.3.4. Si Q.—propriété est verifié pour un représentant de T € Q,
alors elle est vérifiée pour tout représentant de

Proposition 2.3.5. Soit u € G°(Q2) et T € Q., alors la valeur ponctuelle
généralisée de u en T = [(z)c|, donnée par u(T) = [(uc(w.))], est un élément
bien défini de C

Preuve. Si & = [(z.)] € Q., alors il existe un K cC Q tel que z, € K, pour
e suffisament petit, puisque u € §%(£2), il s’ensuit que

[ue(ze)| < sup |ue(ze)| < Ce N
reK
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d'oti (uc(x0))eESy, ie. [(u(z,))] € C.

Si @ = [(zc)] = [(ve)e] ie (ze)e ~ (ye)e, montrons que (ue(we))e ~ (ue(ye))
dans N*

[ue(e) — ue(ye)| < e — yel /0 [(Due) (e + o(ye — x))|do

Puisque z, 4+ o(y. — z.) reste a U'intérieur d'un certain compact de Q pour €
suffisament petit, alors |z, — y.| < C’'¢™ pour e suffisament petit,

1
| 10w+ oty = ) ldo < e
0

d'ott (ue(xe) — ue(ye))e € N® ie u(Z) = u(g). O
Theorem 2.3.6. Soit u € §°(12), alors
u=0 dans 3°(Q) < u(&) = 0 dans C, pour tout & € Q.

Preuve. (=) Supposons u = 0 dans §°(12), alors (uc). € N°(€2), d'ou
(ue(xe)e ~ 0 dans N* i.e. u(Z) = 0 dans C pour tout € (2.
(<) Si u # 0dans G%(Q2) alors par le téoréme 2.1.5 nous avons

AK cC Q,3m > 0,Vn > 0,30 < e < n,sup |uc(x)] > €™
reK

donc il existe une suite ¢, — 0 et z € K tel que |ue, (zx)] > €)' pour tout
k € N. Posons x, =, pour €411 < € < ¢,k € N, alors (z,) € Q) car

n =sup |z| < oo
zeK

—_

prenonsn:a
1
e<n = e<—
(8}
= a<el

1
= |z <a<e N poure< —
o

i.e. (x)e € Qp et ) )
z. € K,Ve par construction d'ou T = [(z.)e] € e, ainsi u(z) # 0 dans C. O
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2.4 Intégration

Proposition 2.4.1. Soit M un ensemble Lebesgue-mesurable tel que
M ccQ etue G°(Q), alors

/Mu(as)dx = (/M ue(x)dx)e + N°

est un élément bien défini dans C, appelé Uintégrale de u sur M.

Preuve. Puisque (u.). € £3,(Q),M CC Q, alors il existe N € N tel que
luc(x)| < Ce™™ Vo € M |, pour ¢ suffisament petit , d'ot

‘/Mue(:c)d:c S’/M|ue(x)]dx

(/M uc(z)dr). € €

< C'eN

1.€.

ce qui montre que
/ u(x)dz € C.
M

Soit (uc)e € N*(Q), M cC Q. Alors Vm € N,3n > 0,3C > 0 tel que
lue(z)| < Ce™Na € M, VY0 <e<ndou

( /M uo(z)dz). € N°

]

Proposition 2.4.2. Soit u € G°(Q2), a support compact K et Ly, Ly CC
tels que K Cint(Ly), Ly C Lo, alors

/L ()i = /L ()i

Preuve. Soient Lq, L, deux compacts tels que L1 C Lo et

/ug(:p)dm—/ ug(x)d:v:/ ue(x)dz.
Lo Ly szint(Ll)
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Puisque (u)e € N*(Q — K) et Ly —int(L;) est un compact de (2 — K), alors
Vm € |N|,3n > 0,3C > 0, tel que
lue(z)| < Ce™ VYa € Ly — int(Ly), Ve €]0,n]

/ ue(x)dx
Lo—int(L1)

ce qui montre que
/ u(x)dxr = / u(z)dx
Ly Lo

Définition 2.4.3. On désigne par G5(Q2), ot Q un ouvert de R™, le sous
-espace G5(2) de G°(Q) constitué des éléments a supports compacts .

< / ()| dz < Ce™,
Lo—in(L1)

]

Proposition 2.4.4. Si u € G.(Q) et K = suppu, alors il existe un com-
pact L € § tel que K C int(L) et un représentant (uc). de u tel que
Ve €]0, 1], suppu, C L.

Preuve. Soit u = [(u.)] € G.(2) et K = suppu, si ¢ € CF tel que ¢ = 1 sur
un voisinage de K, alors

u=1vu+ (1 —y)u.

Il est clair suppyu. C suppp, Ve €]0, 1], alors (1u.). est autre représentant
de u. En effet , soit H un compact de €2, puisque (u,)est nul sur un voisinage
de H \ K, alors Vm € N, 3¢ > 0, 3n €]0, 1] tel que Ve <17

sup [(1 = Y)uc(x)| = sup [(1—¢)(z)] sup |uc(x)] < ce™.
zeH r€H\K z€H\K

]

Définition 2.4.5. Soit u € G3(Q) et K = suppu. on définit intégrale de u

sur £ par
/u(m)dx:/u(a:)dx,
Q L

ot L est un compact de Q tel que K C int(L)

Remarque 2.4.6. Cette définition est indépendane du choix de L.
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Proposition 2.4.7. Soient u € G3(Q2) et v € §°(Q), alors pour tout o € N
on a

/u(x)a%(:v)dx = (=) / *u(z)v(z)dx dans C (2.6)

Q Q

Preuve. 1l suffit de prouver 2.6 pour 0% = 0,, supposons
K = suppu, choisissons x € D(£) tel que x = 1 sur Q ou K C suppx C
Q' c Y ccQ,alors o(x)u = u dans §°(Q) , u = [(xuc), d’oit u admet un
représentant (w,). ol w, = yu. et suppw, C ' pour tout e posons L = (2,
alors

([ waovordon = (- [ ouwi(opla)da),

/Qu(x)av(:c)d:v = (—/@iwe(x)ve(x)d:z)e%—NS

= — aniu(x)v(x)dx

2.5 Egalités

Définition 2.5.1. Un élément u € G°(Q) est dit associé a 0, on note u =~ 0,
St

lim | u(x)p(x)dr =0,Ve € D().

e—0 Q

Deuz éléments u et v € G5(QQ) sont dits associés et on note u = v, siu—v = 0.
Soit u € §°(Q2), s’il existe w € D'(Q) tel que u ~ i(w), on dit que u admet w
comme distribution associée.

Proposition 2.5.2. Siw € D'(Q) et i(w) = 0, alors w =0

Preuve. Yo € D(Q) ,

e—0 Q

nous savons que

lin% i(w)e(z)p(r)de =< w, ¢ >
€— Q

douw=0 O
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Définition 2.5.3. Un élément z € C est dit associé a 0 et on note z ~

ze— 0, € — 0, ot (zc)c est un représentant de z.

Deux éléments z1, zo € C sont dits associés et on note z; = zy si
21— 29 = 0.

S’il existe a € C tel que z = a, a est appelé nombre associé a z
Proposition 2.5.4.

1) Si f € C¥(Q) et w e D'(Q), alors i(f)i(w) =~ i(fw).

1) Si f,g € C(Q), alors i([f)i(g) = i(fg)

1it) Si f € C(Q) et xg € Q, alors i(f)(xo) =~ f(xo)

94

0, sz

Preuve. t) Soit ¢ € D(Q), K = suppyp et (€2,), un recouvrement ouvert de
Q, (¥a)aea et (x;)52;. Choisissons un voisinage compact L de K dans

Q. M € N tel que

M
ZXj =1 surl,
j=1

alors il suffit de prouver

lig%/]:f(x)i(wes@(iv)x]'(ﬂf)dﬂf = lim Li(fw)e(x)go(:v)xj($)d$

pour 1 <j <M, K CLC,

Jiwt@etads = [ (@w)<p)@)@pla)da

= <¢)\jw*p67f(p>_)<w7f¢ >76_>0

et

[itro@pis = [ (@

= < (w/\wa) * pe)a(P >—< 7/J>\jfwa90 >=< U),ng >,€— 07

ce qui prouve notre affirmation.
i1) Pour ¢ € D(Q) tel que suppp = K C L C Qy,

lim [ i(f)e(x)i(g)e (@) p(x)dz = Lm((dx; f) * pe)(@)((r,9) * pe) (2)p(x)dz

e—0 I

- /w (@) (s, 9) (@)o(@)de

~ [ rom
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ol nous avons uiluser le téoréme de convergence dominée de Lebesgue
H(w,\ *proo < Hz/;A fH | pell, = H%\ fH . De la méme amaniére on

im [ (fa).( e(w)dz = [ ol

13t) 1l existe M € N tel que
M
limi(f).(ao) = lim > (@) ((n, ) * p)(x0)
j=1
M
= ZXj(‘TO)<¢/\jf)<IO)

= Z X (o) f (o

= [f(®o).

]

Proposition 2.5.5. Siu,v € §5(Q) et u ~ v, alors

1) 0%u =~ 0%,Va € N

i) fu= fu,Vf e C>(Q).

Preuve. ¢ Il suffit de prouver que u &~ O :> 8°‘u ~ 0, on a

[ Oauc(x)p(z)dr = (=1) [u(z x)dx
it Si u =~ o, alors
lim ([ (6(1))e(@)uc(@)p(@)dz = lim [ v, (@)(fg) (@) = 0.

O

Définition 2.5.6. On dit que u,v € G°(2) sont égauz au sens des distribu-
tions et on note u ~ v si

Vo € D(Q): /(u —v)(z)p(z)dz = 0 dans C.

Q

Proposition 2.5.7. Vu,v € §*(Q) :u=v=ur~v=u~v
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Preuve. u =v =
Vo € D(Q) : /(u —v)(z)p(x)dr = 0 dans C,
Q

donc u ~ v

U~V —URV

O

L’inverse est faux en général. Car si u = (¢). + N°, alors on a u ~ 0 et
u %0
Soit ¢ € D(R) tel que p(0) = 0, [p(z)dx =1 et [*(x)dx # 0. Posons
u = [(ue)] avec ue = (@e * pc) — @e, 00 () = € 'p(2), alors on a u ~ 0 et
u # 0 dans G(R).

2.6 Composition

Proposition 2.6.1. Soient u € §(§2) et v € Oy (C) alors
vou=|[(vou) est un élement bien défini dans G(£2)

Preuve. Montrons que (v o u.). est un modéré. Soit K CC Q et o = 0,
puisque (uge). est un modéré, alors il existe N € N, 3¢ > 0,3n > 0 tel que

luc(x)] < ce N, Vo € K, Ve €]0, ] (2.7)
comme v € Oy(C) alors

[(woud)(x)] = [v(u(x))|
(1 + |u(z)])"

d sup |ul*(z)
o/ |<r

IAINA

Vr e K. (2.8)
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Alors
|(vou)(z)| < e ™" Vo € K, Ve €]0,7]. (2.9)

Pour tout 7 € {1,...,n} on a

0 ov ou,
(e (a)) = ) 3 )

z

puisque (u). et(z2-u.). sont des modérés, alors, il vérifient des estimation de
type(2.7).

D’autre part % € 0y (C), alors, aa—; ou.) vérifie une estimation de type(2.9).
Ce qui implique que

0 0
axlv(uf(x)) - axl

(vouc)(z)

vérifie une estimation de type(2.9). De la méme maniére on démontre que
0%(v o u.), € N, vérifie une estimation de type(2.9). ce qui implique que
(voue)e € €(S2)

Montrons que v o u est bien défini dans §({2), i.e., ne dépent du représentant
de u. Soit () un autre représentant de u et nge = uge — Uk le Théoreme de
la valeur moyenne donne

fuee)) = o@ ) < sup | Do) + 00| )

Soit K CC €2, alors AN € N,r > 0,Vm,dn > 0,dcy, ca,c3 > 0 tel que

L(y)| <al+y)" vyeC

5
(@) S eV Va e K, Ve €]0,n]
(@) < ee™ Vo€ K, Ve €]o,n]

=

On obtient [v(n.(x))] < c,e™ V"N, D’autre part on a

o (0(ula) = 0T (0)) = o)) o (o) + (o)) ST ).

Montrons que
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vérifie une estimation de type(2.9). Puisque (n.). € N(Q) et ¢ € 0/(C),
alors la premiére partie donne

ov
% ()
vérifie une estimation de type(2.9). Comme (g;ﬁz)e est un modéré , alors
ov ( )8u6
0z e 8%2

vérifie une estimation de type(2.9). De la méme maniére on démontre que le
seconde menbre vérifie une estimation de type(2.9) , ce qui implique notre
affirmation. De la méme maniére on démontre que 0*(von,.), a € N", vérifie
une estimation de type(2.9). On obtient (v o u.) — (v o @.). € N*(Q). O



Chapitre 3

Topologie des algébres de
Colombeau

3.1 Topologie de G(1)
Si Q est un ouvert de R™, C*®(£2) est topologisé par les semi-normes

pi(f)= sup [0°f(x)],

e K;
laf <

ot (K;)en est une suite exhaustive de compacts €.

Lemme 3.1.1. L’application

Voo 1 (C(Q)* — (—o00,+o]
(ue)e —— sup{b € R:p;(u)=0(), e — 0} (3.1)

i) V,,((ue)e) = +o0, Vi € I si et seulement si (ue)e € N(Q2).
i) Vpi(Ae)e(ve)e) = V((Ae)e) + Vi, ((ve)e)-
iii) Vi, ((ue)e + (ve)e) = min{Vy, ((ue)e), Vp, ((ve)e)) }

ou (ii) devient une égalitée si X est de la forme (ce®)..

Preuve. Tout d’abord, remarquons que V,, ((ue)e) = V(pi((ue)e)), ot V est
la valuation dans €y

99
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i) Elle résulte de la définition de N(2)

ii) Pour ii) on a

Voi((Ae)e(ve)e) = V(pi((Acve)c))

= V(A pi(ve))e)
V(([ADe) + V((pi(ve))e)
V(A

e)e) + Vi, ((ve)e)

iii) Soient a € {a € R : p;(ue) = O(e*),e — 0} et b € {b € R : p;(u) =
O(e),e — 0}. Alors on a

AVARLY,

piluctve) = sup [0%(ue + ve)()]
xz € K;
la] <

< sup  (|0%(ue) ()| + [0%(ve) (x)])

xz € K;
o] <

< sup  [0%(ue) ()| +  sup  [90%(ve)(z)]

z € K; x € K;
Jo < el <4

= O(e) 4+ O(e"),e — 0
_ O(emin(a,b)’ e — 0.

Ce qui implique que Vy, ((uc)e + (ve)e) = min{Vp, ((uc)e), Vi, ((ve)e)) }

O
Définition 3.1.2. L’aplication
Vp, o (CX(Q) — (=00, +o0]
u — (32)
V. est appelé la pi-valuation dans (C(€2))01,
Définition 3.1.3. L’aplication
Vo 1 5(0) — (=00, +09)
u — Vp(u) = V(pi((uc)e)) (3.3)

est appeleé valuation sur G(§2)

Proposition 3.1.4. P;(u) = e "% est une ultra-pseudo-seminorme sur

5().



CHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ALGEBRES DE COLOMBEAU 101

Preuve. Puisque V), est une valuation sur §(§2), alors la proposition 1.6.5
implique que P; est une ultra-pseudo-seminorme sur G(£2). n

Remarque 3.1.5. D’aprés le théoréeme 1.6.8, G(Q) sera doté de la topologie
définie par (P;)ien et noté .

Proposition 3.1.6. (G(Q), ;) est un C-module topologique localement conveze
Séparé .

Preuve. Soit u € () tel que u # 0, alors (uc)e & N(Q2), d’'ou Ji € N tel
que Vj, ((ue)e) # 400, ce quiimplique que P;(u) > 0, par la proposition 1.6.9
Ty est séparé. [
Proposition 3.1.7. Soit (5(2), %)

L. Tout P; est une ultra-pseudo-norme sur G(€2).

II. (§(2), 1) est mérisable.

Preuve. D’apres 3.1.4, P;(u) = e~V est une ultra-pseudo-seminorme sur
G(€2). Reste a motrer que

Pi(u) =0 = wu=0,dans §().

Soient K un compact de Q et (K;);en est une suite exhaustive de compacts
de 2, ot Kg = K. On a

Pi(u) =0 = Vp,(u) = +oo
— pi(ue) = O(e?),¥q € N, e — 0.

Puisque Ky C K;, en appliquant le théoréeme 2.1.5, on obtient

po(ue) < pz’(ue) — pO(ue) = O(Gq),Vq €N, e — 0.
= (ue)e € N(2),
= u =0,dans §(12).

D’aprés la proposition 3.1.6 G(€2) est séparé. Comme il a une base dénom-
brable de voisinage de l'origine, alors par le théoréme 1.8.2 G(Q2) est méri-
sable. O

Proposition 3.1.8. (G(Q2), ) est complet.
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Preuve. D’aprés la proposition 3.1.7 G(£2) est mérisable, alors il suffit de
montrer qu’il séquentiellement complet. Supposons que C>(£2) est topologi-
ser par la suite croissante (py)gen, S0it (u,), une suite de cauchy dans G(€2),
nous pouvons extraire une sous- suite (up, )n, tel que V,, ((Un,,;.c — Uny.e)e) >
k, Vk € N. Cela signifie que nous pouvons trouver ¢ \, 0, ¢ < 2% telle que
Pr(Uny g e = Unye) < e® sur (o, €;). Soit

B — Upy,pe = Unge Si€E (0,€) (3.4)
* 0 si € € [eg, 1]

(hie)e € €5;(Q), car pour k suffisament grand on a p;(hy..) < pr(hi.) < €
sur (o, 1]. En plus

“+o0o
Ue = Ung,e + E hfk:,e
k=0

est locallement finie et C*°(2)-modéré puisque pour tout & € N on a

k 400 k +o0o
Z 1
pE(“e) < pE(uno,e)+ E pE(hk7€>+ E : pk(hk7€) < pk(uno’e)—i_zp’}(hk’g)_’_ ?;
k=0 k=k+1 k=0 k=k+1

Montrons que (U, ),, converge vers u dans G(£2). Vk > 1 on a

k

+o0o +oo
plfc(un,;E - us) = plfc(_ Z hk,e) < Zpk(hk,e)
k=k k=k

D’ou
+oo +o0 +oo 1
Pilttn,, —u) <Y <D g < ZEIHQ—k
k=k k=k k=k

sur (o, €x_1), on conclut que pour Yk > 1, pour tout k > max(k, g+ 1), alors
il existe n € (0, 1] tel que pg(un,  —ue) < €@ sur (0,n), i.e. (un,, —uc) € N(Q).
Ce qui implique [(uy, )] converge vers u dans §(2). D’autre part on a (u,,), est
de cauchy et (u,, )r une sous- suite convergente vers u, alors (u,,), converge
vers u dans G(€2). O

Corollaire 3.1.9. (5(Q2),7y) est un
i) C-module de Fréchet.

ii) bornologique.
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iii) tonnelé.
Preuve. §(2) muni de (Pg, ;)i )enxn est un
— C-module de Fréchet. En effet, d’apres la proposition 3.1.6 G(£2) est
séparé, puisque (E(2), Pk, ;j)(i.j)enxn est un espace localement convexe
qui admet une base dénombrable de voisinages de ’origine, alors d’apres
la, proposition 3.1.7 G(€2) est mérisable. En appliquant la proposition
3.1.8, G(Q) est complet. Ce qui implique que §(Q) est un C-module de
Fréchet.
— bornologique, d’apres la proposition 1.9.11
— est tonnelé, en effet , puisque G(2) est un C-module de Fréchet., donc

est de Baire, alors d’apres la proposition 1.5.9 est tonnelé.
m

3.2 Topologie de G.(1)
Pour K CC €, considérons G (Q2) = {u € §(Q) : suppu C K}.

Proposition 3.2.1. Si K’ CC Q tel que K C int(K'"), alors

I Gk(2) C G, ()
11 N‘DK,(Q) C N(Q)

Preuve. I. Soit u € Gx(Q), alors suppu C K et K C int(K’), par 2.4.4
il existe un D/ (2)-moderé (uc) représentant de u, donc u € Gp_,(q)

I1. Soit (uc)e € Nop,,(a), alors Va € N*, Vm € N :

sup [0%u(z)| = O(e™), e — 0

z e K’
Soit L CC
sup |0%ud(a)] = swp  [0%u(o)
z €L z e LNK'
< sup [0%u(z)]
z e K’
= O(e"),e =0

car 0*u, est nulle sur L — K,
d’ott (ue)e € N(Q). O
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Proposition 3.2.2. L’application linéaire

9k(Q) — S,
u = (ue)e+NDK/(Q)

ou K C int(K') est bien définie et injective.

Preuve. 1. On peut toujours trouvrer des représentants (uc), (v¢). de u
tels que (ue —ve)e € No,, ()
II.
(ue)e +No) = No,, @

(ue>e € NDK/(Q)
u = 0dans Gx(Q),

car Np_, ) C N(2) et suppu C K.

Proposition 3.2.3. My, ) NN(2) C No,, )

Preuve. Soit(uc). € Mo, NN(Q), alors (uc)e € (Dgr(2)) Y et comme
(ue)e €EN(Q), on a VK' CC QVa e N Vm € N :

sup |0%u(x)] = O(e™),e — 0,

ce K
d’ott (ue)e € Nop,,(0)- O
Proposition 3.2.4. L’application linéaire
v — 9(Q)
(te)e + Ny @)+ (ue)e +N(Q)
est bien définie et injective.

Preuve. Par laproposition 3.2.1 on déduit qu’elle est bien définie.
u = [(ue)] = 0 dans §(€), alors (uc). € N(2) et comme (uc)e € Mo, (@),
d’ott (ue)e € Mo, ) N N(Q), ce qui implique (ue)e € No_, ). O
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Définition 3.2.5. Pour K CC (1, on définit la pr, valuation de u dans
Sk () par Vin(u) = V., (u) ot K' est un compact de §) tel que K C
int(K') et

Prn(te) = sup |0%ue ()] .

Remarque 3.2.6. Cette définition est indépendante du choix de K'. En effet,
puisque VpK,Yn(u) > inf{vpx/\mt(qugxn(“)’ V}aKé’n(u)}) = V}aKé,n(u).
Proposition 3.2.7. La famille des ultras-pseudos-seminormes

(Pgye(@)n(W))nen = (e7V5n ),y définie un C-module topologique localement
convere et coincide avec la topologie induite par G, ) sur G (£2).

Preuve. 1l suffit de remarquer que Vi ,(u) = V,,, (u) dans Gx(9) O

= Vo
Proposition 3.2.8. (Gx(Q), (P (@)yn(u))nen) est un C- module de Fréchet.
Preuve. [. Par la proposition 3.1.6 §p_, () est séparé¢, alors la topologie
induite est séparé i.e. (G () est séparé
II. Gk (£2) est métrisable d’pres le théoréme 1.8.2

ITI. Montrons G (f2) est complet. Comme Gp () est complet d’pres la
proposition 3.1.8, il suffit de montrer que G (Q2) est un fermé. Soit
u € Gop,, (o) adhére G (Q), pour n = e o n € N, Ju,, € Gx(9) tel

que
e_VpK’,O (u_un) S e_n
_‘/p[{/,o (u - un) S —n

‘/pK’,o ('LL - un) > n,Vn € N.

Prenons V = Q\ K, Vi € V, on a u,(Z) = 0 dans C, alors
Ve(u(@)) = Ve(u(®) — un(Z) + un(T))

min(Ve (u(Z) — un (7)), Ve (un(7)))

min(Vy,, (v = tn), Ve (un(2)))

VpK,’O(u — Up).

AVAR VARV

D’ott w(#) = 0 dans C, donc u = 0 dans G(V),i.e. suppu C K, ce
qui prouve que Gx(£2) est un fermé de Gop_, (), ainsi Gx(€2) est un C-
module de Fréchet.

[
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Proposition 3.2.9. 5i K1 C Ky CC Q et Ky C int(Ky), alors Gk, ()
induit sur Gk, () sa topologie initiale et Gg, () est un fermé de G, (Q).

Preuve. Yu € Gk, (), ona Vi, n(u) = Vi, n(u) ie. Pk, @n(u) = ?9K2(Q)7n(u>.
D’out Gk, () induit sur G, () sa topologie initiale. D’autre part Gy, (€2) est
séparé et G, () est complet, alors il est un fermé de G, (€2). O

Notation :Soit (K,),en une suite exhaustive de compacts de €2 et notons
9Kn(Q) =G
Proposition 3.2.10. G¢(€2) muni de la limite inductive stricte des (Gp)nen
est un C-module topologique localement convexe séparé et complet .
Preuve. On a

-G, C 9n+1, Vn € N

- 90(9) = UnEN 9n

— G,41 induit sur G,, sa topologie intiale,
alors G.(€2) doté de la limite inductive stricte des (G, )nen est

— séparé car les G, le sont

— par la proposition 3.2.9

G, est fermé de G, 11

— G,, sont Fréchet C- modules.

D’ou par 1.12.13 G.(£2)est complet. O

Corollaire 3.2.11. Si (u,), une suite de G.(S2), alors
(un)n converge si et seulement s’il existe un conpact K tel que
L (up)n C Gk ().
II. (uy), converge dans Gk (€2).
Preuve. En appliquant le corrollaire 1.12.11. [
Theorem 3.2.12. G.(2), est est la limite inductive stricte de (G (2), (Pg, (@)n(®))nen),
alors il est
i) séparé et complet .
ii) bornologique.
iii) tonnelé.
Preuve. i) La proposition 3.2.10 implique que G.(2) séparé et complet.
ii) La proposition 1.12.14 implique que G.(£2) est bornologique.
iii) Puisque (Gx(2), (Pgy(0)n())nen) sont tonnelé, alors la proposition 1.9.11

implique que G.(€2) esttonnelé.
O
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3.3 Dualité

Définition 3.3.1. Soit Q' un ouvert de Q et T € L(S.(Q),C) La restriction
de T a SY , notée T|,, est définie par

T, : 9.() — C

u — T(u)
Theorem 3.3.2. Q — T € L(5.(Q),C) est un faisseau.

Preuve. 11 est clair que pour tous Q" C ' C Q et T € £(5.(Q),C), on a

(T\Q')b" - T|Q"
Il reste & prouver que pour tous recouverment ouvert (£2) ea de €2, ; alors
on a les propriétés suivantes

(Fy) si T,T' € L(Sf(Q),@), et T}, = T|’QA, pour tout A € A, alors T' = T"
sur £(G.(92), C),.
(Fy) sipour tout \, ;€ A et Ty € £(G.(2,),C) tel que

(T>\)|Q)\mM = (T#)\Q/\mﬂu

avec Qy N, # (0, alors il existe un élément unique 7' € £(S.(R), C),
tel que T}, = T pour tout A € A.

Montrons (F7). Pour tous (x;)52, C*-partition de l'unite subordonnée au
recouverment ouvert (£2))xea et soit u € G.(€2), alors

no
j=0

puisque suppy; C §2y;, nous savons que supp(x;u) C 2,;, alors

(Xjue)e + N(Q2y;) € Ge(2y),
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D’ou
T(uw) = T() xju)
=0
= > T(x;u)
=0
= > T, ((xjue)e + N(Qy))
=0
= YT ((Gude + N(y))
=0 7
0
= ) T'(xju) =T (u).
§=0

Montrons (Fy). Pour tous (x;)52, €>-partition de I'unite subordonnée au
recouverment, ouvert (£2)xea et par hypothése , on a

vja T)\j € ”E’(SC(QAJ‘)? C)

et un nombre fini de x;u qui sont différent de o, pour tout u Alors
T(u) = T, (x;u)
§=0

est C-linéaire .
Pour tout compact K de 2, il existe ng € N tel que

T(w) = 31, ()

sur G (). Puisque la multiplication

k() — Se(y)

u = XU

est continue. Ce qui prouve que T est continue sur G (€2), pour tout compact
K. Comme G.(£2) est muni de la limite inductive des G, (2), alors T est
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continue sur G.(€2).

Il reste a prouver que Ti,, = T pour tout A € A. Soit Q) et (u.). un
représentant de u € G.(Q) tel que suppu. C K CC Qy, pour tous € € (0,1]
et KNQy, =0 pour j > ng, on a

Tig, () =Y T, (x5t + N(Q))

J=0
La fonction généralisée

(Xjue)e + N(Q)\ N Q)\j> < QC(Q)\ N Q)\j)

et
(D) )ioyay, ((gte)e + N(E N ;) = Th; ((xue)e + NN Q).
Alors
Ty, (u) = Z(TAJ-NW% ((xjue)e + N(QAN Q)
=0
= Z(TAMW% ((xgue)e + NN Q)
=0
o
= (D xjud)e + N())
=0
D’ou notre affirmation. ]

Définition 3.3.3. On appelle support de T € L(SC(Q),@), noté supp u, le
complémentaire du plus grand ouvert sur lequel T est nul, i.e.
supp T = Q\(U{Q" C Q, Q" un ouvert,T| , = 0})

Remarque 3.3.4. u & suppT si et seulement s’il existe un voisinage ouvert

V de u tel que T}, = 0 dans L(G.(V),C).

Lemme 3.3.5. Soit linjection

i:5.(2) — §(9)

U > u,

alors Im(i) est dense dans G().
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Preuve. Soit uy € §(£2) U est un voisinage de uy dans §(Q2), i.e., U = {u €
() : Prm(u—up) < n}, ot K est un compact , m € N et n > 0. . Prenons
X € CX(Q) tel que x = 1 sur un voisinage de K. Posons u = yuy, alors
suppu C suppy, ce qui implique que u € G.(Q2) et V. (u —ug) = oo, d’ou
Prm(tt —ug) = 0 dans C, i.e.; u € §(Q) NU. Ce qui prouve que I'm(i) est
dense dans §(2). O

Theorem 3.3.6. i) La restriction
7 LS(),€) — L(S:),0)
T +— T‘

Se(9)
est injective.
i) u e L(S(),C) si est seulement siu € L(3.(),C) et suppu compact.

Preuve. i) Soit T' € £L(5(Q2), C), montrons que v(T") € L(G.(Q2), C). Puisque

est C-linéaire continue. Alors y(T') = T o C-linéaire continue, i.e.,
+(T) € £(5.(02),€).
Montrons que v est injective. Supposons (7") = 0, alors Tg. 0 = 0,
Vo € G.(Q). Comme i(u) € G.(2), Yu € G(Q). Donc T'(i(u)) = 0,
Vu € §(£2). Ce qui implique que T est nulle sur I'm(z), puisque I'm(i),
est dense dans G(€2), alors T est nulle sur G.(92). Ce qui prouve que =y
est injective.

ii) (=) Supposons que T € £(G(2),C), alors d’apres i) u € £(G.(Q),C)
et montrons que suppT est compact de €. Supposons le contraire, soit
(K, )nen une suite exhaustive des compacts de Q. Alors pour tous n €
N, on a suppT N (Q\K,,) # 0, si non suppT C K, ce qui contredit la
non compacité de suppT. En d’autre terme, il existe une suite (u,), C
G.(Q) tels que suppu,Q\K,, et Tu, # 0. Posons Vz(Tu,) = a, et
Un = [(€7%)Juy,. Alors suppv, = suppu,, C Q\K, et

Tunl, = [[(e7*)d|, | Tual.

= e%Me " = 1.

La suite (vy,), converge vers 0 dans §(£2). En effet , soit K un compact,
alors, il existe ng € N tel que K C K,, et Yn > ng, K,, C Q\suppuv,.
D’ou, pour ¢ € N, on a

sup 0% (x)]. < sup  |0%, ()]

r e K zGKno

= O(e?),e — 0.
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Ce qui implique Vi, (vy,) = +00, Vn > ng, donc Vn > ng, Pr m(v,) =
0. Ce qui signifie que la suite (v,),, converge vers 0 dans G(2). Puisque
T est continue, alors la suite (7'(v,)), converge vers 0 dans C, ce qui
contredit [T'u,|, = 1.

(<) Soit T € Q(SC(Q),@). Supposons que suppl est compact et
X € C(9) tel que x = 1 sur un voisinage de suppT. Alors , pour
tous u € G(2), on a yu € G.(), car suppxu C suppy. On définie
I’application

T:6(Q) — C
u — T(xu).

T' est C-linéaire sur (). Montrons que T o =T Pour u € §.(9),

on a (y — 1)u = 0 sur suppT. Donc (x — 1)u € G.(Q\suppT) et

T'(w) = T(w) = T(xu)—T(u)
= T((x~ D)
= 0

Ce qui implique que T|’q o = T'. Montrons que T” est continue. Puisque

Q)
T est continue, alors, pour u € G(£2), on a Pour yu € Gg(£2), ou

K = suppy et il existe m € N tel que

T (w)], = [T(xu)l,
< ngK(Q),m(XU).

Or Pg,)m(xu) = e~V m(xu)

Viem(xt) = Vpg,. ((xte)e)
= V((prm(xue))e)

la|

= V(( sup |x(x)0%(x)+ Z Cgaa_BX(I)aa_ﬂue(x) ).)
ol < m IBl=1

= V(( sup |x(z)0%u.(z)|).)

e K
la| <m
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Vim(xuw) > V(( sup [x(z)0%c(z)|)e)

r e K
lal <m

> V((sup |x(@)])e( sup [0%ue(z)])c)
> V((sup [x(z)])e) + V(( sup [0%uc(x)])e)-

z e K z e K

la] < m
D’ou
Por@mxu) = exp—=V((sup|x(z)|)e) = V(( sup [0%uc(z)])c)
reK |§\€§Ifn
— su aaus T)|)e

< e—V((Sup e K |X(w)|)e)e Vilsup \2|€§I§n | (=)
< CPgr@)m(u).

Corollaire 3.3.7. G.(Q2) et §(Q) sont
i) métrisables .
ii) complet.

ii)) admet un réseau absolument conveze, fermé et de type C.

Preuve. Puisque G.(2) et §(Q2) sont C-module bornologique, alors, la pro-
position 1.14.11, implique que (£(G.(R2),C), B(L(S.(Q),C),9))

et (£(5(€),C), B(L((Q),C), 9)) sont complets. Comme G.(Q) est la limite in-
ductive stricte des(Gx (€2), (Pgyx()n(t))nen). Qui sont des C- module de Fré-
chet, donc métrisables . Alors, la proposition 1.15.7, implique que £(G.(€2), C)

muni de la opologie 3(£(G.(22), C), G.(€)) admet un réseau absolument convexe,
fermé et de type C. O
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