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Introduction

La notion d’optimisation est la recherche des valeurs de variables qui
mazimisent ou minimisent une fonction donnée, cet outil mathématique,
une fois transposé au monde de [’enterprise, permet d’obtenir un rende-
ment idéal. Cependant [’optimisation reste un sujet vaste de sorte qu’il est
impossible de vraiment définir tous les domaines d’application. Ainsi [’op-
timisation peut représenter une aide pour respecter certaines contraintes
du cahier des charges ou pour améliorer un produit (durée de vie, fiabilité,
cott de fabrication ). Cependant, pour qu’on puisse trouver une solution
d’un probleme d’optimisation il faut :
1)Ezprimer un critére objectif d’optimmalité .

2) choisir les paramétres de conception.

3) définir un espace admissible pour les variables de conception.

De plus, il est important de noter que la qualité de l'optimisation dépend
ausst du choix de la formulation de l’objectif et du choix de la formulation
des contraintes.

Les domaines d’applications de [’optimisation sont nombreux citons commme
exemples les problemes économiques (production, transport, stockage des
produits,...), problémes du voyageurs, problemes d’équilibre chimique,....

Le sujet de ce memoire a été consacré a ['optimisation des fonctions
quadratiques quelconques sous contraintes linéaires, on s’intéresse a l’illus-
tration de quelques méthodes utilisées pour résoudre les problemes quadra-
tiques, et la démonstration et [’éxécution de ces méthodes.Le contenu de ce
meémorire est réparti en cing chapitres :

Au premier chapitre nous avons rapplé bricvement les définitions de
quelques notions importantes, ainsi que quelques propriétés,comme la no-
tion de conve- xité qui permet d’obtenir des résultats d’existence et d’uni-
cité de solutions du problemes d’optimisation a la fois dans le cas ou ces
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problemes conduisent a la résolution du systeme linéaire et dans le cas de
certains problemes non linéaires,et nous envisageons particulierement les
théoremes les plus utiles qui synthétisent les propriétés de minimisation (ot
maximisation) d’une fonction convexe (ot concave).

Dans le deuxieme chapitre on s’intéresse a la résolution d’un probleme
quadratique convexe , on étudiera les variations de la fonction objectif lors
du passage d’un sommet a un autre, les théoremes fondamenteaux de la
programation quadratique et [’algorithme de résolution .

Nous avons consacré le troisieme chapitre au programmation non linéaire
(sans que le mot de programmation ne fasse en quelque maniére que ce soit
référence a l'aspect informatique),en particulier la programmation quadra-
tique et la théorie de Khun-tucker,en abordant les résultats et les condi-
tions nécessaires d’optimalité de Khun-tucker,on termine ce chapitre par
la méthode de Franck-wolfe, nous allons voir un type particulier d’algo-
rithme qui permet de résoudre les problemes d’optimisation non linéaire
convexe.

Ma contribution est les deux derniers chapitres (4 et 5);
Le chapitre quatre est consacré au calcul de ['optimum d’une fonction
concave ,en illustrant deux méthodes totalement différentes dont la premiére
est plus éfficace et plus performante puisque elle donne une solution exacte
du probleme traité, cependant la deuxieme est une méthode itérative qui est
basée sur la construction des suites reccurentes qui convergent vers [’opti-
mum qui est une solution approchée.

En fin,le dernier chapitre est ’étude d’une fonction quadratique quel-
conque f qui sera décomposée en deux fonctions ['une est concave et [’autre
est convexe.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Notions fondamentales

On va formuler et démontrer des résultats importants relatifs aux en-
sembles convexes.

Définition 1.1 Un ensemble est conveze si, chaque fois qu’il contient deux
points x1, xo quelconques, il contient également tous les points de la forme :

r=Ar1+ (1 =Nz, 0<ALL (1.1)
La droite passant par les points z1, x9 a pour équation paramétrique
r(A) = z2+ (1 — 22)A (1.2)

(x1 — x9) étant son vecteur directeur. Lorsque A = 0, on a x(0) = x,
et quand A =1, on a z(1) = z.
Quand A varie entre 0 et 1, le point () parcourt tout le segment [z1, xo]

Définition 1.2 Un ensemble est conveze si, chaque fois qu’il contient deux
points x1, T2 quelconques, il contient également le segment dont ils sont les
extrémaités.

Théoréme 1.1 L’intersection de deux ensembles convexes est convexe.



6 Préliminaires

Preuve : Soit X = X; N Xy avec X, Xy des ensembles convexes, et
soient x, #’ deux points quelconques de X. Comme X C X;,onaz, 2’ € X;.
L’ensemble X étant convexe, il en résulte que le segment [z, 2] tout entier
est dans Xj.

De méme [z, 2] C Xs. Ainsi [z,2/] C X; N X, = X.

Définition 1.3 On appelle somme de deux ensembles convexes X1, Xo de
IR" l’ensemble

X ={z,x =21+ 19, 11 € X1, 29 € Xo}, obtenu par addition deux a deux
les eléments de X1 et Xs.

Théoréme 1.2 La somme de deux ensembles convexes est convexe.

Preuve : Soient 2,2’ € X, ou X = X + X,. Il existe dans X et X5
des éléments tels que :

rT=x1+ T2, ¥ =2+, x1,7] € X1, 19,75 € Xo.
Etant donné in réel tel que 0 < A < 1, on a
Ary+ (1 =Nz} € Xy, Az + (1 — N)ah € Xo.
De la définition de X, il résulte que la somme de ces éléments est dans X :

Ar1+(1=N) )+ Azo+(1=N)zh = A(x1+x9)+(1-N) (2] +25) = Aa+(1-N)2’ € X.

1.1.1 Caractéristiques des ensembles convexes.

Théoreme 1.3 Soit H un espace de Hilbert, A C H un ensemble non vide
convexe et fermé, xo € H\ A. Alors il existe un et un seul élément yy € A

tel que : ||lzo — yol = inf |lzo — y/.
yeA

Preuve : 1) Existence; Posons : d = inf1 |ly — z|| > 0.
ye

Soit (y,) une suite de A telle que ||zg — yn|| < d + 1.
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Montrons que (y,) est une suite de Cauchy

I” I

= [[(yn — 20) + (¥0 — Ym)
- H(yn - xO) - (ym - xO)

D’apres l'identité du parallélogramme, on a :

”yn -
&

Hyn_ymH2 = 2(‘|yn_$0”2+|‘ym_$0”2)_|‘(yn_x0)+(ym_x0)|‘2
Y +y
= 2[|yn — zol* + 2lym — ol — 4| == — x|
Mais Yn + Ym

d’ou

€ A (car A est convexe ) , donc || n+ym — z0l]? = &

E 1 1 2 4

2
< 2(d4+—)*+2(d+=)*—4d* = —d ——|— d—l—— < e sin,m > ny(e)
m n

Hyn_ym )

m m
Donc (y,,) est de Cauchy, comme H est complet, alors Yn — Yo € A car A
est fermé.

i1) Montrons que ||z¢ — yo|| = inf1 lxog —y|| =d
=

d < lzo = yoll = ll2o = Yn + Y = voll < llzo = yall + [y — w0l <d+5 +¢
car y, — yog € A.
= ||wo — yol| < d+ L +¢,Ve >0 dott [|zg — yol = d.

i1i)Prouvons 1'unicité de yj.
Supposons qu'il existe zp € A; d = ||zg — 20]|-

Iz0 = woll* = 11(20 — x0) — (yo — wo)|I?
= 2“(20—$0)H2+2H(yo—xo)”2_ 120 + Yo — 20|
= 4d® — 4|2 y” — xo||? < 4d? — 4d?
= 0.

Ce qui implique que zy = yy d’ou 'unicité de yy.

Théoreme 1.4 Soit f une fonction convexe définie sur un conveze ) de
IR".
f:Q— IR ;T son minimum local : f(T) = gtf f(x). Alors :
re xr
T est un minimum global. C’est-a-dire f(T) = 1n£ f(x)
xe
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Preuve : En effet, supposons qu’il existe;
yeQ telque f(y) < f(T) pour tout y & B(T,r).

a::)\y—i—(l—)\)fofl)\:m<1cary¢B(f,7°)
y—7T
x € ) et ) est covexe.

fla) <X =Nf@) +Afly) = F@) + Alf(y) = f(@)] < f(@).

Mais z € B(Z,7) (||z — || = § <) contraduction.

1.2 Ensembles convexes polyédriques

1.2.1 Combinaison linéaire convexe

Dans ce paragraphe, on se propose d’analyser une classe spéciale d’en-
sembles convexes qui correspond géométriquement aux polyédres, voir [6].

Définition 1.4 Soient x1,xs, ..., 7 des points de IR". On appelle combi-
naison linéaire convexe de ces points la somme ayx1 + oy + ... + Ty,
avec :

k
@;20,i=12.. ket oy=1
=1

Conformément a la définition 1.1, un ensemble convexe X est dit convexe
s’il contient toute combinaison linéaire convexe des ses points.

Théoreme 1.5 Soient X un ensemble convexe et x1, xo, ..., x) des éléments
de €.
Alors l’ensemble ) contient toute combinaison lin€aire convexe de ces points.

Preuve. On démontre par récurrence sur le nombre k de points.
Si k = 2, laffirmation du théoreme coincide avec la définition d’un en-
semble convexe.

Supposons démontrer que toute combinaison linéaire convexe de (k—1)
points de €) appartient a 2.
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k
Soient k points 1, ..., x; et la combinaison linéaire convexe r = Z ;T
i=1
Siap=1,alorsa; =0pour 1 <1< k—1et x=ux; €.
k—1
Admettons que a < 1, auquel 1 —ay. = Z a; > 0. On regroupe les termes
i=1
dans I'expression de x :
k—
(1 -« T + QpTk.
k Z [ kTk
(07} . , .
Les nombres .t =1,...,k—1, sont non négatifs et leur somme vaut
1:
k—1 k—1

i 1 1
- Y= (1—ap) =1

1— 1—
i1 Ok L

. k—1 (07
L’expression 2’ = ) ., 1 x; est donc une combinaison linéaire convexe
des points x1,...,xx_1 de Q. Par hypothese de récurrence, 2’ € ), auquel

cas le point

r = (1 — ag)x’ + agz) est combinaison linéaire convexe de deux points de
Q, donc x € X.

Définition 1.5 Soit M un ensemble de points (fini ou infini) de IR". On
appelle envloppe convere de M, et on note C(M), l’ensemble de toutes les
combinaisons linéaires convexes des points de M.

Théoréme 1.6 L’envioppe convexe C(M) de l’ensemble M coincide avec
le plus petit ensemble convexe contenant M.

Preuve. La démonstration est évidente car,d’une part, C'(M) est un
ensemble convexe, et d’autre part {2 étant un convexe contenant M contient
toutes les combinaisons linéaires convexes des points de M, i.e 2 O C(M).

Définition 1.6 un point x d’un ensemble convexe ) est dit extréme s’il

; , . 1 1 \
n’admet pas la représentation xr = 5:131 + 59:2 ou T1 # X9, T1, Ty € )
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Remarque 1.1 Tout ensemble convexe ne possede pas de points extrémes.

Exemple 1.1 Le demi-plan supérieur fermé est un conveze, a des points
frontieres (que sont tous les points de la droite définissant le demi-plan),
mais il ne possede pas de points extremes.

Théoreme 1.7 Tout ensemble compact convexe de IR" est I’envioppe convexe
de ses points extrémes.voir [1]

Remarque 1.2 Cela signifie que tout point x € Q, (Q étant un compact
convexe), s’écrit sous forme de combinaison linéaire convexe d’un nombre
fint de points extrémes de €.

On sait qu’un compact convexe possede des points extérmes.

De méme, tout point x d’'un compact convexe (2 est combinaison linéaire
convexe de certains point frontieres de (2

Définition 1.7 Un ensemble ) s’appelle polyedre convexe s’il est [’env-
loppe convezxe des points en nombre fini.

Autrement dit, un ensemble 1 est un polyédre convexe s’il contient un
nombre fini de points x1,...,x; tel que tout élément x de ) s’écrit

:17
1

k
1=

k
r=) oy, 0<a; <1,
i=1
est que tous les points de cette forme soient dans 2.

Théoréme 1.8 Un polyédre convexe est compact, voir [6].

Preuve. Soit X un polyedre convexe et {2 I'enveloppe convexe de ses
points xy,...,x; : Q@ = C(xy,...,z1).

On démontre la compacité de €2 sous la condition suffisante qu’on extrait
d’une sous suite z(m) € Q , m = 1,2,..., une suite partielle convergente
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vers un T € 2.
Onaz(m)€eQ,m=1,2,..., si bien que

k
Z@z m)x;, 0 < a; <1, Zai(m)zl
i=1

Chaque suite a;(m) m = 1,2,..., est bornée, on en choisit donc une
sous-suite convergente.

Les suites {a;(m)} étant en nombre fini m = 1,2, ..., k, on peut former
une suite partielle my, mo, . .. telle que toutes les suites a;(m;), 7 =1,2,.. .,
convergent.

Soit lim a;(m;) = oy > 0.
00

ke k
Evidemment ZO% = 1, auquel Za@-(mj)xi, j =1,2,..., possede une

o i=1 i=1
limite et ;

:U:]L%OZalm] ZamZEQ
D’ou le theoreme est demontre

Remarque 1.3 Les ensembles convexes sont caractérisés par la propriété
de séparation

Exemple 1.2 Soit dans le plan un convexe fermé € et un point d & €
alors il existe une droite axy, + bxs = c tels que ) et d = (dy,ds) soient de
par et d’autre de la droite i.e tout point (x1,xs) € Q vérifié axy + bry < ¢
mais ady + bdy > c.

Définition 1.8 Un ensemble de points x = (x1,...,x,) tel que :
ax1+ ...+ a,x, =c avera € IR", a # 0, c € IR.
S’appelle Uhyperplan de IR" de ’équation :
(a,x) = c

le vecteur a (a # 0) est la normale a cet hyperplan.
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Théoreme 1.9 (de séparation). Soit Q2 un ensemble fermé borné, o € €1,
a = (a1,...,ap). Il existe un hyperplan de normale a (a # 0) tel que
(a,a) > ¢ et on ait {(a,x) < c

pour tout x € ().

Preuve : Soit la fonction p(z) = (z1 —a1)*+ ... + (z, — a,,)? de la va-
riable indépendante x = (z1, ..., z,) sur 'ensemble €. Elle est évidemment
continue. Aux terme d’un théoreme de Weierstrass, une fonction continue
sur un ensemble fermé borné atteint sur cet ensemble sa borne inférieure.
Pour qu’on puisse utiliser ce résultat, on considere un point T quelconque
de © et une boule B de centre a et dont le carré de rayon vaut ¢(7).
L’intersection Q = BN est un ensemble fermé et borné. La fonction o(x)
atteint donc son minimum en un point b € Q. 11 est clair que b réalise le
minimum de ¢(z) sur {2 tout entier.

Ainsi, p(x) > ¢(b) quel que soit z € X. On fixe un point quelconque = € €2
et on pose : z(A\) =Xr+ (1—XA)b, 0< AL

L’ensemble 2 étant convexe, on a x(A) € 2 pour tout A\, 0 < A < 1,

donc  p(x(A)) = @(b).

plz(A) = (0) > 0 pour tout 0 < X < 1.

La fonction ¢(x) est dérivable par rapport a A en tant que la composée de
deux fonctions dérivables ¢(x) et x(\) d’autre part la limite

A)) — (b
lim P =20) o 40)) 3 0 existe.

A—0 A
On calcule directement la dérivée ¢\ (z(0)) a I'aide de la regle de dérivation

d’une fonction composée :

Par conséquent,

P(z(N)) = (Z(%(A) - ﬁi)2> =2 Z(%(A) — a;);(A)

i=1
Puique z{(A)=Az; + (1 —=MN) =x;—F et z;(0) =5 ona
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D’apres les résultats démontrés ci-dessus, cette dérivée est non négative,
c’est-a-dire

1=1

On introduit les notations a; = oa; — ;@ = 1,...,n, a = (a1,...,a,),

n
c= Z Bi(a; — ;) et on reéerit I'inégalité obtenue :
i=1

n

Zaixi <e¢ ((a,z) <o).

1=1

On note que le vecteur a = (ay,...,a,) et le nombre ¢ sont indépendants
du choix du vecteur = de €. Aussi, il faut vérifier que a # 0 et (a,a) > ¢
pour constater que toutes les affirmations du théoreme sont justes pour a
et c.

En effet, a = a — (8 et a # 0 car dans le cas contraire a = 3, ce qui est
impossible puisque 3 € Q, a ¢ €.

Enfin,
(a,a) —c = Z(% — Bi)o — Z(Oéi — i) i
1=1 =1
= Z(ai —5i)? >0
i=1

donc (a, @) > ¢, ce qui démontre le théoreme.
Définition 1.9 On dit que Uhyperplan (a,x) = c est un hyperplan d’appui

a l’ensemble 2 en un point b € Q si l'on a pour tout élément x € § les
relations {(a,z) < c et {a,b) = c.

Remarque 1.4 Le théoréme de séparation dit que tout ensemble convere
fermé X est séparé de tout point a € X par un hyperplan d’appui.

Théoreme 1.10 La fermeture d’un ensemble conveze est convexe.
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Preuve : En effet, soient z, 2’ € Q, tel que = = klim Tn, Ty € 8,
— 00

/AN / /
T —]}LIgoxn, x, € €.

Vue la convexité de €2, on a :

Az, + (1 =Nz ] €Q et limAz, +(1—=Nz)) = x+ (1 -\’

k—o00

qui appartient a Q du moment que € est un fermé.

Soit o ¢ ), on démontre aisément qu’il existe une suite (), N de €2

(av) € €, klim a, = «. On applique le théoreme de séparation a 2 et & ay,,
—00

on obtient 'hyperplan (a,, z) = (a,, 5,).

Prenons I’hyperplan parallele passant par a,, : (a,, x) = (a,, Q).

On estime sans restreindre la généralité que ||ay,|| =1, n=1,2,..., et que
par la suite des vecteurs a,, converge vers un ¢ (a # 0). On a pour tout n
et tout z € ) 'inégalité :

{an, ) < {an, Bn) car (an, On) < {(an, ay)

On passe & la limite pour n — oo, il vient {(a, ) < (a, @) pour tout = € Q,
en particulier, pour z € ).

On a donc le théoreme de séparation pour les ensembles convexes non
fermés.

Théoreme 1.11 Soit Q un ensemble convexe (non nécessairement fermé).
On suppose que o n'est pas un point intérieur de X. Alors il existe un
hyperplan

d’equation : {(a,z) = ¢, (a #0), tel que :

(a,a) = ¢ et {a,x) < ¢ pour tout x € Q. Voir[l]

Définition 1.10 On dit que l'ensemble IR} = {x/x € IR",x > 0} des
vecteurs

r = (r1,...,%,) de composantes non négatives r; > 0, i = 1,...,n, est
lorthant positif de [’espace IR".

Théoreme 1.12 Soit Q2 un ensemble convexe qui ne contient pas de points
intérieurs de Uorthant positif IR", (i.e aucun point de X n’a toutes ses
composantes positives). Il existe un hyperplan {(a,x) =0 de normale a > 0
tel que (a,z) < 0 pour tout x € €.
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Preuve : Soit 'esemble M = Q — IR Il est clair que 0 n’est pas un
point intérieur a M.
En effet, il existe dans le cas contraire un voisinage (une boule) d’origine
des coordonnées, qui appartient a M. Ce voisinage contient un point u
dont toutes les coordonnées sont positives : (u > 0).
Commeu € Mona u=xz—v,ou x € Qetv e IR", auquel r =u+v >0
contradiction avec ’hypothese du théoreme.
Mais il existe un hyperplan (a,z) = 0, a # 0 passant par l'origine tel que
tout point u € M vérifie I'inégalité (a,u) < 0.
On en conclut moyennant la définition de M que tout z € Q et v € IR,
satisfont a (a,x) < {(a,v).
On pose a = 0, il vient (a,x) < 0 quel que soit x € .
On fixe un point z € Q et on a (a,v) < (a,x) pour tout v € IR"}.
D’ou évidemment a > 0.
En effet, si a; < 0 et sil’on choisit pour v un point de la forme (0,0,...,0,A,0,...,0),
avec A > 0 a la place i, on obtient Aa; > (a,z). Or on peut rendre Aa;
négatif aussi petit que 'on veut, inférieur en tous cas a (a, z) fixé,

1.3 Structure des ensembles admissibles

1.3.1 Etude systématique.

On se propose d’étudier d’'une maniere systématique la structure des
ensembles admissibles des problemes de programmation linéaire, voir [6] :
Un ensemble admissible est décrit par le systeme d’inéquations linéaires de
la forme :

a1y + ajps + -+ + a1, < by,
A2171 + A22T2 + ++ + + A2, Ty < b2, (1.3)

Am1T1 + Qoo + - - + ATy < by,

On n’écrit pas a part les contraintes x; > 0 car ces contraintes, si elles
existent, sont incluses dans le systeme (1.3) sous forme —z; < 0.

Le symbole a; désignera dans la suite le vecteur a; = (a;1, .. ., a;,) (la ligne
i de la matrice A des coeficients de (1.3)).

a; désignera le vecteur a; = (a;1,...,a;m) (la colonne j de la matrice A ).
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Le systeme d’inéquations (1.3) prend une forme plus compacte, a savoir

(a1, 2y < by, (ag,x) < bo,... {(am,x) < by, (1.4)
x étant comme toujours x = (x1, Ta, ..., Ty).
Si l'on fait recours a la notation A = (a;;), i =1,2,..., mj=1,...,n

Notre systeme réecrit
Az < b, ou b= (by,bg,...,bp). (1.5)

Et on désignera par la suite 'ensemble des vecteurs réalisables ( c¢’est-a-dire
I'ensemble des vecteurs x vérifiant (1.3)) : par Q = {x € IR" : Az < b} .

Remarque 1.5 Il se peut que §) soit vide.
Exemple 1.3 L’ensemble IR défini par les contraintes v < 1, —x < —2.

Théoréme 1.13 Tout ensemble ) des vecteurs réalisables est convexe et
fermé.

Preuve : On montre que le demi-espace €2; défini par (a;,x) < b; est
convexe.
En effet, soit x, 2" € X;, on a (a;,z) < b;, (a;, 2") < b;.
Soit o un nombre quelconque tel que 0 < a < 1, auquel

)\(G,Z',iE>bZ', (1 — >\)<CLZ‘,I’/> < (1 — )\)bl
On fait la somme et on utilise la linéarité du produit scalaire, il vient

d’ou la convexité de ().

On constate que I’ensemble {2 est l'intersection de demi-espaces €2;, i.e.
x € () si et seulement si x est élément de tous les Q;, 1 =1,2,...,m.

I1 ne reste qu’ appliquer le le théoreme 1.1 (I'intersection de deux ensembles
convexes est convexes).

On peut utiliser 1’écriture matricielle (1.5) du systeme d’inéquations don-
nant {2 pour démontrer le théoreme 1.13.

Faisons-le, car dans la suite nous aurons souvent affaire aux matrices.
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Sixz,z’ € Q, alors Av < b, Ax’ < b, et par suite on obtient :
Az < A, et (1 — M)Az < (1 — )b [on se sert de la non négativité des
nombres A et (1 — ). D'ou  AAz + (1 — \)Az" <b.
L’opérateur de multiplication d’une matrice par un vecteur étant linéaire,
d’ou :

Az + (1 =N)z') <b, ie Mz +(1—-XN2' € Q.
Démontrons la deuxieme propriété (la ferméture de Q2 ).
Soit (), N une suite convergente de 2 telle que, lim x, = 7.

n—oo

On passe a la limite dans Az, < b on obtient Ax < b.

Les points extrémes de €2 sont des objets particulierement intéressants.
On établit les conditions qui garantissent 'existence des points extrémes.

Définition 1.11 Un point xy € ) est dit intérieur s’il vérifie strictement
toutes les inéquations (1.8) (donc (1.4), (1.5)) : {a;,xo) < b; pour i =
1,2,...,m. Tous les autres points de ) seront qualifiés de points frontieres.

Remarque 1.6 Cette définition est parfaitement cohérente avec la notion
usuelle d’un point intérieur.

En effet, si I'on utilise la continuité des fonctions (a;, x) et le fait qu’elles

sont en nombre fini dans notre cas (i = 1,2,...,m), on trouve facilement
un nombre ¢ tel que si la longueur du vecteur § = (61, ds,...,6,) est plus
petite que €, alors on ait les inégalités (a;, xo + ) < b;, i = 1,2,...,m

c’est-a-dire le point (zy + 0) appatient lui aussi a ).

En d’autres termes, tant que X contient un point intérieur x, il contient
un e—voisinage de ce point.

Le point intérieur zo de X ne peut évidemment étre extréme.
En effet, il s’écrit x¢ = %(mo +9) + %(xo —d)ou:xg+6, x9g—0 € Q:
contradiction avec la définition ( 1.6) d’un point extréme.

Il est donc clair qu’on trouve les extrémes parmi les points frontieres,
c’est-a~dire parmi les points pour lesquels au moins une condition (1.3)
devient égalité.
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Définition 1.12 Le support d’un point frontiére xo est [’ensemble des contraintes
(1.3) vérifiées par xy sous forme d’égalités. Autrement dit, le support de x

est l’ensemble des hyperplans {(a;, r) = b; qui définissent Q) et qui contiennent

xo.

Solent o = (i1,42,...,%), 1 < i; < m, j = 1,2,...,n, les numéros des

vecteurs-lignes a; qui définissent le support de xy et @ l'ensemble des
numéros ¢ € {1,2,...,m} restants.

On note A, la matrice de vecteurs-lignes a;, i € o et b, le vecteur formé
de coordonnées de b indicés par les éléménts de o.

On introduit de méme les notations Az et bs.
Si on prend comme exemple :

3 5 ] [ 15 ]
-1 1 2
10 7 35 70 45
-1 0 0
0 1| 0
_ (35 (15
alors o = (1, 3), 0—(2,4,5,6),A0_<10 7>, O__<35>,
-1 1 2
~1 -1 ~1
AE _1 0 bﬁ_ O
0 —1 0

Les contraintes (1.3) (ou (1.5)) deviennent pour zy :

Aa$0 = bU, A5$0 < bs.

On rappelle que le rang d’une matrice est le nombre maximum des lignes
(ou colonnes) linéairement indépendantes.

Théoreme 1.14 Un point xy € 2 est un point extréme si et seulement si
le rang de A, est n.
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Preuve : L’équation A,zqg = 0 n’a pas d’autre solution a part 0 si et
seulement si le rang de A, est égal au nombre n de variables.

On montre en premier lieu que si x(y est un point extreme, alors le rang
de A, vaut n.

Supposons que ce n’est pas le cas. Le rang de A est alors inférieur a n,
si bien que A,x = 0 a pour solution T # 0. Comme A,z < bz, on trouve
a # 0 suffisamment petit tel que :

Aﬁ(x() + Oéf) < bﬁ s AE(QZ’O - Oéf) < bﬁ

et
AO(I’Q + Oéi’) = A,x0+ A, T = Ayxg = b,

De méme A,(xg — aT) = Ayxg — AsaT = Ayxg = b,
Il en résulte que (zg+ aT), (xog—aZ) € X, ce qui contredit 'hypothese z

est un point extréme | en effet, xg = 1(zo + o) + 3(zo — af).

Inversement, soit n le rang de A,.
On suppose que xy n’est pas un point extreme de X.
Il existe deux points 2/, 2" € Q, 2’ # 2", tel que z¢ = —9: + 196”, auquel
on a :
1 / 1 /1
b, = Ayxo = §Ag:): + §AU:1: .

Du moment que A 2’ < by, Asx"” < by, la dernicre égalité entraine
A" = b, = Ay2”, dou A, (2 — 2”) = 0, ce qui contredit 'hypothese faite
sur le rang de A, (car 2’ — 2" # 0).

Donc le théoreme est démontré.

Ce théoreme nous donne deux résultats importants.

Théoreme 1.15 Les points extrémes de [’ensemble ), s’ils en existent,
sont en nombre fina.

Preuve : D’aprés le théoreme précédent, a tout point extréme ,il cor-

respond une matrice carrée non dégénérée A, qui le définit completement :
Ty = A;lbg.
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Les points extrémes de 2 sont donc en nombre fini (car il en est de
méme des sous-matrices de A).

Théoreme 1.16 57 [’ensemble ) est borné, alors c’est un polyedre convexe.

On le prouve a l'aide de la définition (1.7) d’un polyedre convexe et du
théoreme (1.5) [tout ensemble fermé et borné et (compact) est I'envloppe
convexe de ses points extrémes }

1.3.2 Systemes homogenes.

La démonstration du théoreme 1.13 suggere l'idée qu’on ferait bien
d’imiter le cas des systemes d’équations linéaires et d’étudier le systeme
homogene Az < 0.

Définition 1.13 Si le rang de la matrice A est égal a n, ’ensemble
Q={x: Ax < b} est dit régulier.

Théoreme 1.17 L’ensemble €} présente des points extrémes si et seule-
ment si il est régulier. Voir [1].

1.4 Fonctions convexes

1.4.1 Définitions.

Soit 2 un ouvert de IR", et soient a,b deux points de € tels que le
segment (1 — t)a + tb € Q pour tout ¢ € [0, 1].

f: Q—1IR

On suppose que f admet des dérivées partielles dans ).
Posons : g(t) = f((1 — t)a + tb).

Alors : { g: [0,1] — IR est dérivable dans [0, 1],

t— g(t)
/ - of AT .
etona ¢'(t) = Z<b@ —ai)ax_ ((1—t)a+1b), (la dérivation d’'une fonction
i=1 !

composeée. )
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zn:(bi . ai)gxf' (1= t)a +th) = <b a4, V(1 —t)a+ tb)>

=1

ot b= (bi)i=12..n €t a=(a;)i=12, .,

Mais d’aprés le théoreme de Lagrange , on a :
9(1) — g(0) = (1 = 0)g'(to) ottty € [0, 1],
9(1) = f(b) ¢(0) = f(a) to=¢, ona

F0= @ = (b= V(1= a+en)

_ nl (bl _az>g_g{l((1 —g)a+€b) ouc € [0, 1]

7

p: ICIR— )
t — (1)
Considérons I’hypersurface f(x) = b, et une courbe ¢ telle que p(t) = =
et f(x) = b, ¢ est une courbe qui appartient a 'hypersuface f(z) = b.

Soit tg € I @(tg) =x0;  f(xg) = 0.

Soit f: Q) — IR, 2 un ouvert de IR".

Définition 1.14 On dit qu’une droite est tangente a une surface en un
point xy st elle est tangente a n’importe quelle courbe ¢ passant par x.

Définition 1.15 Un point xq de la surface f(x) = b est un point singulier

0
s1 8f (;) = 04 =1,2,...,n. Et on dira que c’est un point simple s’il
€T
existe ig € {1,2,...,n} tel que : 5 / (xo) #0 .
l’io

Toutes les droites tangentes a la surface en un point simple xy appar-
tiennent a un méme plan : applé plan tangent a la surface au point xg.

I —Q
t — o(t) = (¢1(t), ..., on(t))
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dxl
r1=@1(t), @i(t) = I

dx
n = ©n(t), W) = g
ro=enlt), ()=
(©1(to), .-, (tg)) est un vecteur tangent a la surface f(x) = b au point
zo (p(ty) = z9). Et comme f(z) =0 ona:
of Oxy  Of Oxo df Oz,
—b=0= : : - : = 0.
f@) oy Ot Owy ot | w0
N = (8][(5170), cee 8][(3:0)) est le vecteur normal a la surface au point xy.
8%1 8$n

Soit xy un point, f(x) = b, et soit x un point du plan tangent a la
surface au point x.

Alors (x — xg) est un vecteur du plan tangent perpendiculaire & N donc
<%§;O),x — :U0> = 0 ce qui implique que <Vf(a:0),x — .1:0> =0.

L’équation du plan tangent a la surface f(z) =b est :

(Vf(xo),2) = (Vf(x0),20). (1.6)

Définition 1.16 Soit 2 un convexe de IR" et soit f : Q — IR. On dit
que f est convexe si pour toul x1,xs de 2, et pour tout X € [0,1], on a

Az + (1= Nxy) < Af(x2) 4+ (1= N) f(xy).

On dira que f est concave si —f est convexe.

Théoréme 1.18 Soit f une fonction de classe C* dans un ouvert convexe
Q de IR". St f est convexe dans (2, alors on a :

((x9g — x1),Vf(21)) < f(x2) — f(x1) pour tout z1,xs de €.

Preuve : En effet,
fAza + (1= Nay) S Af(z2) + (1= A)f(z1) VAe[0,1].

fQzg + (1 = Nay) — f(x1)

Pour tout A €]0, 1], on a 3

On pose z) = Ax2+ (1 — N)xy

< fl@2) — fla1).
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D’apres (1),

flzy) — f(zy) = <)\x2 + (1= XNaxy —xq, V(1 - )ml +e(Axe + (1 — )\)xl)]>
<)\(:U2 + 1), Vf(r1 + eA(xe — 1) >

= )\< xo + 1), Vf(x1 + eX(ry — 27) >

= ((z2 + 1), V(21 + (2 — 21)))

< f(w2) = f(@1) VA €]0,1]

par passage a la limite quand A — 0, on obtient :

(w2 + 1), V(1)) < flaa) — f(21).

1.5 L’hyperplan tangent a I’hypersurface.

Théoreme 1.19 Soit f une fonction convexe alors l’ensemble défini par :
{z: f(x) < bz >0} est conveze.

Preuve : En effet, posons Q@ = {z : f(z) < b,z > 0}.
Si ) contient un point le théoreme est évident ;

Sinon, soient x1, 9 deux points de €2, alors Az + (1 — N)zy € Q pour
tout A € [0, 1],

f()\l’l + (1 - )\)I’Q) < )\f($1) + (1 - )\)f(ivg) < b
ce qui implique que Axy + (1 — N)zy € 2 d’ou la convexité de €.

Remarque 1.7 Notons que {z : f(x) = b,x > 0} n'est pas en général
convere car :

fOz1+ (1= AN)za) < Af(21) + (1= A) f(z2) <D

Cependant, l'application : = — (a,x) = ax est convexe et
Q={z:(a,x) =b,x >0} est convexe.

Théoréme 1.20 Soit f une fonction conveze de classe C' pour tout x > 0
. Alors Uhyperplan tangent a Uhypersurface f(x) = b au point xog > 0 est
Uhyperplan d’appui ou Q ={x > 0: f(z) < b} au point xy.
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Preuve : () est convexe; comme f admet des dérivées partielles conti-
nues, elle est continue, donc €2 est un convexe fermé.

On sait qu’on peut construire un hyperplan a Q au point z( voir [15] et
voir [23].
Ici, on veut montrer que cet hyperplan a Q au point zq; (f(xg) = b) est le
plan tangent a la surface f(z) = b au point z.
Mais on sait que 1’équation de I'hyperplan tangent a I’hypersrface f(x) = b
au point g = 0 est

(Vf(xg),z) = (Vf(xg),xo) voir (1.6).

Il est évident que I’hperplan (V f(z), x) contient le point x.

Il reste & montrer qu’il sépare le convexe fermé Q = {x > 0: f(x) < b}.
Soit x1 € Q; 21 = 0: f(x1) < b;
(Vf(@0), zo — 1) = (Vf(20), m0) — (Vf(20), 21)
f(xo) = fa1) =b— f(21)
0

0);To) < (Vf(x0),21)

NN

Ce qui implique que  (V f(
Et par conséquent

8

(Vf(zg),z) <(Vf(xg),x1) Va; €

On peut de la méme maniere démontrer les résultats suivants pour les
fonctions concaves.

Théoréme 1.21 Soit f une fonction concave de classe C' dans un ouvert
convere Q@ C IR" . Alors  (V[f(21),x2 — 1) = f(22) — f(21)

Théoréme 1.22 §i f est une fonction concave pour tout xg = 0, alors
Uensemble Q = {x : f(x) = b;x > 0}. Alors Q est convexe.

Théoréme 1.23 Si fest une fonction concave de classe C' pour tout
xg = 0 Alors Uhyperplan tangent a lhypersurface f(x) = b au point xo > 0
est ’hyperplan d’appui a Q = {x > 0: f(x) > b}.
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1.6 Minimum et maximum d’une fonction convexe.

Théoréme 1.24 Soit f une fonction convezxe définie sur un convexe fermé
Q de IR". Alors le minimum locale de f est un minimum global de f sur

Q.

Preuve : On raisonne par l'absurde : soit xy € €2 un minimum local de
f, supposons qu'il existe un point z* € Q tel que : f(z*) < f(xo).

FAz"+(1=XN)zo) < Af(27)+(1=A) f(z0) < Af(x0)+(1=A)f(w0) = f(z0).

Mais [Az* 4+ (1 — N)zo] € Qet f(Ax*+ (1 —N)xg) < f(z0), VA € [0,1] pour
A assez petit; (Az* 4+ (1 — N)z*) € V(xg) (voisinage de xg), donc il existe
un voisinage de zg, x € V(z9) = f(z) < f(xo), * = min(Az* + (1 — X)xy).
Contradiction avec le fait que x(y est un minimum local.

Théoreme 1.25 Soit f une fonction convexre sur un convexe fermé €} de
IR". Alors l’ensemble des points minimauz locaux de f est convexe.
Preuve : Soient x1,xy deux points minimaux locaux x; # s ; posons

v =1y + (1= Nag, A€0,1]
f(@) = fAz1+ (1 = Na2) < Af(z1) + (1= A)f(22).
Mais : f(z1) = f(z2) = f(T) est la valeur minimale de f dans €, donc
flx) KM@ + (1 =N f(a") = f(a") = f(z) = f(a") YA€[0,1].

D’ol 1, x2 deux points minimaux locaux = [Axy 4+ (1 — X)x5] est aussi un
minimum local.

Remarque 1.8 f(z) = (a,z), f est convezre. Si x1 est un minimum de f,
et xo un autre alors le segment devient un minimum (Cas du simplexe),
voir [17], et voir [24].

Théoreme 1.26 Si [ est strictement convexe sur un convexe fermé () de
IR", alors le minimum local qui est global est unique.
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Preuve : Supposons qu’on ait deux points x1,zs € ) tel que x1 # 9}
fAz1+(1=N)z2) < Af(21)+(1=X) f(x2) = f(2¥) = f(z) < f(2") contradiction.

Théoréme 1.27 Soit f une fonction de classe C' sur un conveze Q de

IR". Si f est convexe, et si Vf(xg) = 0, avec xy € 0 (intérieur de ).
Alors x est le minimum global.

Preuve : On a: (z — xg, Vf(x)) < f(x) — f(x0);
Vf(zg)=0= f(x)— f(xg) 2 0= f(x) = f(xg) pour tout = € €.
Donc z( est le minimum global de f

Théoreme 1.28 Soit f une fonction convexe sur un convexe fermé borné
superteurement. Et Si le mazimum global de f est fini, alors il est atteint
en un ou plusieurs sommets (extréme).

Preuve : 1) Supposons que max f(z) = f(z") et que z* € {oz
HAS

Si f n’est pas constante, Jz; € Qtel que f(z1) < f(z*), mais z* € Sol donc
" = Axg + (1 — A)zq pour A €]0,1].
f(@®) < Af(w2) + (1 = A)f(21)
< Af(@2) + (L= A) f(a")
D’ou Af(z*) = f(xe)] < 0= f(2*) < f(x2) contradiction.
Donc f(z) = ¢ sur Q.

Mais un ensemble 2 de IR" fermé et borné superieurement possede au
moins un point extréme T et f(T) = ¢*.
d’ott max f(z) = ¢ = f(2);
x€ef)

i1) Supposons que x* est un point frontiere et que le maximum de f n’est
pas un point intérieur de 2. On doit montrer que z* est point extréeme. On
sait qu’il existe un hyperpaln H, qui sépare z* et le convexe fermé €2, x*
est un point frontiere donc ’hyperplan d’appui a 2 au point x* est Hj.
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Posons T7 = QN Hy C Q, T} est fermé, convexe et borné inférieurement
donc possede au moins un point extréme ; mais 7y C H; (hyperpaln) donc

dim7T; =n — 1; x*GHl, e =a2"el.

Si z* est un point intérieur & T3 alors d’apres ¢) f = ¢* donc on aura une
contradiction ;

Sinon, x* € T3 est un point frontiere de 77 (d’apres i7) posons

Ty, =Ti N Hsy,...on arrive alors a 1T,, =T,,_1 N H,, et on a dim7;,, = 0 donc
T, contient un point unique.

Ce point unique est bien évidemment x*, d’ou T,, = {z*}.

Un singleton est un point extréme car 7}, est fermé et borné inférieurement
donc il doit contenir un point extreme.

D’une maniere analogue, on peut démontrer les théoremes suivants,voir
25] :

Théoreme 1.29 Soit f une fonction concave définie sur un convexe fermé
de IR". Alors le mazximum local de f est global.

Théoreme 1.30 Soit f une fonction concave définie sur un convexe fermé
de IR". Alors l’ensemble des mazrimauz globauzr est un convexe.

Théoreme 1.31 Soit f une fonction concave définie sur un convexe fermé
de IR". Si x1 et x9 sont deux maximauz alors (Axy + (1 — A)xs) est aussi
un maximum global pour tout \ € [0, 1]

Théoréme 1.32 Soit f une fonction de classe Ct dans un ouvert convexe

Q) de IR". f est concave, et V f(xg) = 0, avec x cQ. Alors f atteint son
maximum global au point xg.

Théoréme 1.33 Soit f une fonction de classe C! sur un convewe fermé
et borné superieurement et si f est concave sur §), et si le maximum global
de f emiste, alors il est atteint en un point extréme du convexe €.
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Préliminaires




Chapitre 2

Optimum de la fonction v

2.1 Théoremes fondamentaux de la programmation
quadratique

Considérons le probleme canonique (P) suivant :

max z, z = ¥(x),
(P):q Az <),
x>0,

n n

ou Y(x) = Z o+ Z Biz? ; les nombres réels a; sont quelconques, et
i=1 i=

Vi, 3; > 0. A une matrice de type m X n a coefficients réels ; et b un vecteur

de IR .

Définition 2.1 Une solution réalisable x du probleme (P) est dite sommet
de (P) si elle ne peut s’écrire sous la forme x = Axg + (1 — Nz avec x,
et x1 deux solutions réalisables distinctes de (P) et A €]0, 1]

Proposition 2.1 Les deux assertions suitvantes sont équivalentes :
1. x est un sommet de (P).
2. Pour toutes solutions réalisables xq, et x1 de (P); et pour tout X\,

O<A<l(z=Xxo+(1—=Nz1) = (x =20 =x1).

La preuve est immediate (il suffit d’utiliser la définition),.voir [7]
Pour tout ¢ € [0,1], posons g(t) = ¥ (tx1+ (1 —1t)xg), ot g = (x, 23, ..., 1)

29
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et 11 = (a1, 2%, ..., 27) sont deux vecteurs de IR". Notons que ¢g(0) = v (zg)

et que g(1) = ¥(x1). Pour étudier le signe de (1) — 1(xg), utilisons le
théoreme de Lagrange : g est évidemment continue sur [0, 1] et dérivable
sur |0, 1[. Alors il existe £ €]0, 1] tel que g(1) — g(0) = ¢'(£).

On calcule ¢/(t) en utilisant le théoreme de la dérivée d’une fonction
composée :

! . ) 1 8
9(1) = S (o ) ajf, (t21 -+ (1~ o).
i=1 L
Comme ) (z Z o;T; + Z ﬁzx alors 22@) _ = oy + 208;x; et donc
oY

(tog + (1 —t)wg) = o +26;(tat + (1 —t)x))
= o; + 2@75[:1:3 — 566] + 25@6

8ZL'Z'

Par suite

n

g/(t) - Z(xl _:UO az+2z ﬁzxo—FQtZ —SU() ﬁz:

1=1

et donc ¢”(t) 22 — .CUO 26, Par conséquent la fonction ¢'(t) est
monotone crmssante pulsque B; >

g'(t) est ainsi croissante : ¢"(t) = 2 Z —x0)%6: >

Notons que si ¢”(t) = 0 alors ¢/(¢) est constante et g est monotone. Sinon,

posons
n

Z(azl — ) + 2 Z ) Bl
i=1
2 Z — IO i

ty = —
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On a alors : le taleau de la variation de la fonction g

r o} Ly 1
g '(t) - 0 +
2 (0) g (1)
g (1)
g(t,)

Remarquons que si ty ¢]0, 1] alors la fonction g est monotone croissante
ou decroissante.
Les deux resultats suivants que nous avons établis sont essentiels :

Théoréme 2.1 Si (P) admet une solution optimale unique x, alors x est
un sommet.

Preuve : Supposons qu’il existe deux solutions réalisables distinctes x
et x1. Soit une solution optimale x. Supposons que = = (1 — 1)z + t121
ou t; €]0, 1[. Deux cas sont possibles :

1. Sity > tgalors g(t1) > g(to) puisque g(t) est croissante ( voir le tableau
de variations ci-dessus); et ¢; € [ty, 1[. On a donc g(¢;) < g(1).

2. Sit; <ty alors g(t1) > g(to) puisque g(t) est décroissante sur |0, o] ;
et t1 €]0,tp). On a alors g(t;) < ¢(0).

Ceci montre que le maximum est atteint soit en ¢ = 0 soit en ¢ = 1. Comme
x est unique alors ou bien x = ¢(0) = xg ou bien z = g(1) = x1, donc x
est un sommet.

Remarquons que si g est monotone, alors la solution optimale x est un
sommet. Cela découle directement de la démonstration précédente.

Théoréme 2.2 Soit xy, 1 deuz solutions optimales de (P). Alors il existe
un nombre A €0, 1] tel que la solution réalisable v = (1 — N)xg + Az ne
soit pas optimale.
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Preuve : Si z( et x; sont deux solutions optimales du probleme (P)
alors 1(zg) = ¥(x1) puisque chacune réalise le maximum de z, c’est-a-
dire g(0) = g(1). D’apres le théoreme de Rolle il existe A €]0, 1] tel que
g'(A\) = 0. On peut donc prendre A = t.

D’apres le tableau de variations précédent de la fonction g on a g(\) <
g(1) = ¢(0) et donc ¥(z) < ¥(xg) = ¥(x1). La solution = n’est donc pas
optimale.

Remarque 2.1 Le théoréme (2.2) montre que si xy et x1 sont deuz solu-
tions optimales, alors on peut trouver une solution x du segment |xg, x1]
qut ne soit pas optimale.

Remarque 2.2 Notons que si 3; = 0 pour tout i, ¢"(t) = 0. Ceci implique
que ¢'(t) est constante pour tout t € [0, 1] et, par suite, g(0) = g(1) = g(t).
Par conséquent tout le segment [xg, x1], est constitue de solutions optimales.
On retrouve le cas particulier du simpleze.

Considérons maintenant le programme standard (standarisé de (P)) sui-
vant :
max z, z = (z)
(P),q Az =10
x>0

Notons par Al, ..., A" les colonnes de A. On suppose que A est de rang
m(m < n). Alors {A, A ..., A"} engendrent IR™. Comme m < n, alors il
existe au plus C™ bases {A", ..., A} extraites de {A!, A% ..., A"}.

Ty
Théoréme 2.3 (caractérisation d’un sommet) Soit x = : une so-
Ln
lution réalisable de (P), et, i1,1s, ...,1, les indices i tel que x; > 0.
Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. x est un sommet

2. {An, ..., A} est une partie libre de IR™.
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Preuve : 1. Supposons que le systéme {A%, ..., A%} est libre et prou-
vons que x est un somimet.
Soient g, r; deux solutions réalisables distinctes de (P). Supposons que
= Axg+ (1 — Az avec A €0, 1]

.n n

L’équation Ax = b s’écrit alors Z:UkAk = b ou encore Z(Aazg + (1 —
k=1 k=1

Naf)AF =b. Pour k ¢ {i1,...,i,} 2k =2f =0car A >0et (1—=X) >0

puisque tous les a:f) et 9311 sont positifs.

.
Comme g, x; sont deux solutions réalisables de (P) alors Z :c‘(j)Aij =b et

j=1
,

,
Zx{AiJ‘ = b. Par suite Z(a:{) — 2)AY = 0 et comme {A", ..., A"} est
j=1 j=1

libre alors a:‘g —xl =0,Vje{1,2,...,r}

Par conséquent xy = x1 et donc = xy = x1 ce qui prouve que x est un
sommet.

2. Inversement supposons x un sommet et montrons que {Ail, e Aif‘} est
libre.

.,
Soit A1, ..., A, des scalaires tels que Z )\inj = (0 comme z est un sommet
j=1

T r
alors Z:z:jAj = b et par suite, ininj = b puisque les autres compo-
j=1 j=1

santes de x sont nulles. Par conséquent, pour tout v et tout u, on voit que
T

-
Z($ZJ + vAj)AY = b et Z(x% — puAj)AY = b. Comme z;; > 0 alors on
j=1 j=1

peut choisir v et u de sorte que les vecteurs y et z de composantes non
nulles x;, +vA; > 0 et x;, — pA; > 0 soient solutions réalisables de (P).

T

En effet si A; > 0, on peut choisir p positif verifiant 0 < p < )\—] (on peut
prendre p = v). Si A; < 0 on peut choisir v positif quelconque et verifiant
0<v< —l;\—] (on peut prendre v = ). On voit donc qu’on peut choisir un
nombre 6 > 0 assez petit tel que z;; +0A; = 0 et x;;, — OA; > 0. Avec ces
nouvelles composantes pour y et z on voit que x = %(y + z) [on notera que

les composantes y; z;, pour j & {i1,9, ..., %, }, sont nulles |. Donc, puisque



34 Optimum de la fonction ¥

x est un sommet, r = y = z. Par conséquent le vecteur de composantes
OA; est un vecteur nul puisque ¢ > 0. D’ou A; = 0 pour tout 7 =1,2,...r.
Le théoreme est démontré. On rappelle les définitions suivantes

Définition 2.2 On appelle base réalisable de (P) tout systeme B extrait
des colonnes de la matrice A et tel que :

1. B soit une base de IR™,

2. Les composantes de b suivant B soient toutes non négatives.

Définition 2.3 Une solution réalisable x de (P) est appelée solution réalisable
de base s’il existe une base réalisable B de (P) telle que x soit la solution
relativement a la base B.

Corollaire 2.1 Toute solution réalisable de base est un sommet.

Preuve: Soit z une solution réalisable de base, et soit B = {A™, ..., Aim}
une base réalisable de (P).
Par définition méme B est une base de IR™, donc libre. Et d’aprés le
théoreme (2.3) il résulte que x est un sommet.

Corollaire 2.2 A tout sommet x on peut associer au moins une solution
réalisable de base telle que x = xp.

En effet soit  un sommet x =' (x1,...,1,). Notons par I (z) '’ensemble

de tous les indices i tels que x; > 0, I (x) = {iy,...,i,}. Alors, d’apres le
théoreme (2.3), {A", ..., A"} est une partie libre de IR™. Sir = m , {A4, ..., A"}
constitue donc une base B de IR et on a bien x = xg. Si r < m, on peut
compléter cette famille { A", ..., A} de facon & obtenir une base B de IR"”

et, la aussi, on a bien r = zp.

Théoréme 2.4 Si le standarisé de (P) admet des solutions optimales de
la forme x =" (x4, ...,71,0,0,...,0) alors, au moins, un sommet est solution
optimale.
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Preuve : Si {Al, ..., A*} est libre alors x est un sommet, d’apres le
théoreme (2.3). Sinon soit [ le rang de ce systeme de vecteurs (I < k). Sans

restreindre la généralité on peut supposer que la famille {A%, ..., A’} est

libre. Par suite {A!, ..., Al, A"T1} est lide. Il existe donc Aj, Ag, ..., A, A1
I+1 I+1

non tous nuls tels que Z NAY =0, et donc Z +6); A" = 0, pour tout réel

=1 i=1

6. Posons \jjo =--- =\, =0.

k ke
On voit alors que Z(ml + 0)\) A" = b, puisque Z)\iAi = b. En par-

i=1 i=1
ticulier on peut choisir, par un raisonnement analogue a celui qui a été

fait dans la démonstration du théoreme (2.3), 6 > 0 suffisamment petit de
sorte que (z; + 0)\;) et (z; — 0);) soient positifs. Les vecteurs zy et x_g de
composantes (z; + 0);) et (z; — ;) sont alors deux solutions réalisables,
et ona x = 3(xg+ x_g).

Mais :  (xg) = Z a;(x; + 0X;) + Z Bi(zi + ON)*
et Zal i — OX;) +Zﬁz = OX;)
Alors : Plwo) + (@) Z ;T + Z ﬁZZL‘ + Z 5192/\2

don L&) ZWS‘Q) = () + 6 Z B2,

Comme (x) > ¢(zg) et (x) > 10(513 0)
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alors on obtient :

!D(xe) = i a;x; + 0 i ;N\ + i @xf + 26 i Bix; N + 6> i ﬁz)\f
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
zn: ;T + zn: @x?
i=1 i=1
Y(r—g) = z": ox; — 0 zn: i + z": i} — 26 z": Bixiki + 07 En: BiX;
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n n

2
E Q;r; + E Bix;
i=1 i=1

VAN

/N

En simplifiant ces deux inéquations on trouve :

4 (i i\ + 2 i Bixidi + 0 i @A?) <0
=1 =1 =1
et —0 (Z QX +2Y Bk —0) @-A?) <0;
=1 =1 1=1

et donc on a simultanément :

1=1 =1 =1
et 0 (Z ahi+2) ﬂixi/\i> > (92 > m?) avec [3; > 0.
=1 =1 =1

Par conséquent :
i=1 i=1

n
et par suite on a aussi : 62 Z BiX2 =0,

i=1
et donc ¢(zg) = Y(v_p) = P(z).
Les solutions xy, r_g, x sont optimales on peut, par suite, choisir § = 6,
telle que I'un des vecteurs xg, ou x_g, a une composante nulle :
Posons : xg = (x1 + M0, 22+ Xob, ..., 2101 + N10, 2149, ..., 25,0,...,0)°
et T_p = (331 — )\19, To — )\29, e Lpe1 — AZHH, Li42y ooy Ty 0, Ce ,O)t. Pour
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x.
A, > 0, il faut choisir § < )\—Z pour que x_g, soit solution réalisable,
i

aj.
xg est déja. De meme, pour A\; < 0, il faut choisir 6 < —)\—Z pour que
xp soit solution réalisable, z_4 ’est déja. On voit donc qu’en ‘choisissant

T T
0=0)= min{)\—l, A > 0; —)\—Z, Ai < 0} xg et x_y sont solutions réalisables.
i i

x.
On remarquera que 6 = 6, signifie qu’il existe un indice iy tel que 6y = /\—ZO
ig
x.
(ici A;, > 0) [ou bien 6y = —=2 (ici \;, < 0)]. Par conséquent une des

composantes des solutions réaliéoables Ty et x_y s’annule. Le nombre de
composantes non nulles de ce vecteur est donc égal a kK — 1. Si ce vecteur
(xg ou x_g) est un sommet le théoreme est completement démontré. Sinon,
on réitere le processus : on reprend avec xy ( ou x_y ) a la place de z.
Le nombre de composantes nulles augmente d’une unité a chaque fois,
on parvient au bout d’un nombre fini d’applications du processus a une
solution optimale qui est un sommet.

2.2 Variations de la fonction objectif lors d’un chan-
gement de base

2.2.1 Notations.

Considérons le programme standarisé de (P) suivant :

i

Y(x) = Z ;i + i}
i=1

Ax <b
| T 2> 0
Les nombres réels a; sont de signes quelconques et 3; > 0, pour tout .
b1
: by .
On peut toujours supposer que b = . , avec b; > 0 pour tout .
bim

La matrice A s’écrit sous la forme : A = (A; Ay ... A, Apyq .. Ay OU
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{Api1 ... A} = By est la base canonique de (P).
ERE

: N . Ty, =0
Une solution de base (associée & By) s’écrit sous la forme : zy = " !
In+1 = 01

\ xn—i—m.: bm )

2.2.2 Variations de la fonction objectif lorsqu’on passe d’un
sommet a un sommet voisin.

Soit x(f) une solution réalisable voisine de x (c’est-a-dire une solution
réalisable obtenue a partir de xy en faisant croitre I'une des variables hors
base et en bloquant a 0 les autres variables hors base). Soit x(f) le sommet

voisin de xg :
/ Ir = 0 \
x, =0

x, =0
Tn+l = $n+1(0)

K Ln+m = xn+m(9) /
Ou r est I'indice de la variable sur laquelle on a choisi de faire porter 'ac-
croissement 6 > 0 (r est la direction d’amélioration).

Si i est la direction d’amélioration, la solution réalisable x(f) vérifie
alors les contraintes de (P) :

{x(0)>0

Oar; + xp i (0) = b pour 1 <k <m

Pour que z(0) soit solution réalisable, il faut que :
L 2pii(0) = by — Oag;; 1 <k <m,
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x(0) est solution réalisable si et seulement si 6 est solution du systeme :

w7

b = Oay; + vp 1 (0) = b pour 1 < k< m

On distingue deux cas :

1. ag; < 0 pour tout 7 et pour tout k Alors by — fay; pour tout 0 > 0, et
pour tout nombre 6 > 0, x,.1(0) = by — day; est positive. Donc pour tout
0 > 0 x(0) est réalisable et la fonction objectif peut prendre une valeur
aussi grande que 'on veut, et par suite I’extrémum n’existe pas.

2. Il existe des indices k et 7 tels que ap; > 0

b b
On choisit 0 tel que 0 < 0 < —k, et notons par 6y = min{—k, ap; > 0} =
. Qi ko ag;
ko

ako[
On a alors by, — a0 = 0; donc A, 1, est le vecteur sortant de la base.

Dans le cas 2, on note par :
:U((9)—:U0 =t (O ..00... £L"n+1(9) ...0 xn+J+1(0) ce aner(e))—t(O .0 bl ce bm) =t

(0 ...0 0... $n+1(9) - bl e bj :(:n+J+1(9) - bj_|_1 Ce $n+m(9) — bm) ou
0 = mi%{—k}; Tpil, ..., Tuyepr sont les variables d’écarts, et ap = B = 0
ari>V - Qg

pour k=n-+1,...n+m.

[\ () /

\0/ \0) —Ebj

La fonction g(t) s’écrit alors :

g(t) = f((L =)z + t2(0))
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et
g ({t)=A+2Bt

ol les expressions des constantes A et B sont les suivantes :

n+m n+m
A = Z(az(@ —a:oozk—l—ZZ 0) — x8)Brah
k=1

= foy [ car zf =0 pour toutk\ n|

n-+m

B = Z(ﬂflf—l’g)zﬁk
k=1
n+m

= > (@"(0) —20)B

k=1
= 0%3;.

On voit alors que ¢'(t) = Oa; + 20?3;t o i est la direction d’amélioration.
Pour choisir 7, on va étudier les variations de la fonction (1) = fa; + 6%3;,

1
car ¢'(t) = Oa; + 0*5;t et donc / g (t)dt = g(1) — g(0) = Ooy; + 6°5;.
0

Remarque 2.3 Un cas particulier simple est celui ou tous les 3; sont nuls,
et alors p(0) = a;0. Dans ce cas, on applique la méthode du simpleze.

2.2.3 Variations de la fonction ¢ .

On distingue deux cas.
1. o; = 0; 6; > 0 pour tout 2.
Comme  ¢'(0) = a; + 200
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le tableau de variations de la fonction ¢(6) est le suivant :

& ? 3;9: 0
@'(9) — 0 ——
0 0
@(a)
w!f—r_’k'l_,' M'.
28 )

avec 0y =0 et 0 = _7%; ©(6y) = ¢(61) = 0.

La plus grande valeur pzossible de 6 donne le plus grand accroissement
g(1) —g(0) et par suite z(#) est le meilleur sommet voisin de x et, de plus,
9(1) —g(0) >0

max{g(1) — g(0)} = max{f(x(0)) — f(xo)} = max{p(f); ¢ > 0}.

Soit 41 une direction d’amélioration telle que az;, > 0. Posons 6;, = min {—} ;

aki1>0 a’k‘il
. . . by,
on passe ensuite a is # i1 : ag; > 0; 05 = min {
a’ki1>0 ale

0 = max{0;, }.Alors x(0) est le meilleur sommet voisin de .
j

},..., on choisit

2. 11 existe des a; < 0 ( B; > 0 pour tout ) :
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Le tableau de variations de ¢() est alors le suivant :

o _|° 25 a
@'() — 0 e
] ]
@(&)
o 72|

_a.
oﬁ@ozoet91: :

Soit 6 = max{6;,} alors :

; 0(0o) = »(01) = 0.

o sif >0 p(f) >0, et x(0) est le meilleur sommet voisin de x;

o et si 0 < b6 p(0) <0 xg est meilleur que z(6).

2.2.4 L’accroissement de la fonction objectif.

Soit jo I'indice du vecteur entrant, et 7o celui du vecteur sortant. D’apres
la ligne du pivot, on a :

bi, Wiy,
Ljy = - Lj
Qi jo — - Qg

0 J#Jjo

10

Posons 6y = . On trouve donc :
Qigjo
1 bi,
iy =00 — ) :raiojxj = 0h—) :Taiojxj
470 2070 J#j0 20"t0Jo
1
= 90 — 00 aiojxj
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Alors :
2
2 2 1
zj, = 6| 1- Z p, Lioji
j#jo
2
02 29
2 0 <by
= 0+ 2 Z Qigj g Z Qi gLy
o\ j#jo O j#jo
Donc :
2 @yt 2
oo + Bjej, = gl — == D itjo QiojTj T Bty +
20
6\’ 2 5 90
Bio (b_) (Zj#jo aiojxi) - jo ZHAJO Qo T j
20
D’ou : 9 5. 42
;i O 02
Q5o T, + 5]'023?0 - (O‘joeo + ﬁjoe(%) - ( ZJ)O + 2 Jbo ) Zj;&jo Qi Tj +
10 20

30 () (Bt

Alors la valeur de la fonction objectif devient :

@/)(I) = QjTj, + ﬁj()x?() + Z Q;rj + Zﬂﬂxi

3730 J#Jo

o . p2 .
On remplace (ozjoxjo + 5]0%»0) par sa valeur, on trouve :

a by 302
Y(x) = Aj, — ( 2 =42 22 O) > aix; +

‘0 o 7 j#io
2
90 2 2
Bjo (b_> DTy | Doy + ) B
10 .. .. ..
J#Jo J#Jo J#Jo
o B B 98
M Chl G e EO R

J#Jo
2

2
Zﬂjx +ﬁjo< . ) Zaiojxj

J#jo J#Jjo
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Mais :
2
E 0T = E iy T E QT = § : E o Qigh T T
J#Jjo J#jo k#3jo J#jo k#Jo
_ 2,2 2 . )
- (alok‘) Ty + @i j QgL j Lk
k#JO k#j()?k?é‘]aj?éjo
D’ou

¢(x) - Ajo + Z (O‘j - <&2090 + 262090) aioj) Lj

J#Jo to ‘o

2 2
+ Z (ﬁj + Bj, (5—0> (aioj)2> 7 + 20, <§—0) Z Zaiojaiokxjxk

3o ‘0 0T ko k5,57 o

On obtient donc la forme des coefficients pour la premiere phase :

Ajniq .. .
= aj — (aj, +205,00)—= si j # jo et oy =0

i0Jo
B = 0y i) s # o et = 0
= Mj CLZ- Qo5 31]7&]06 jo
i0jo

7
%{j = 6j0 (b_o

10

2
) @iy Qi POUT ] 7é Za.] 7é j077: 7é jOv et Yioi = Vijo = Vii = O,VZ = 1, 2,

La forme de la fonction objectif devient alors :

7/)(37) — Ajo + Z Oé;-l‘j + Z ﬁ;ﬂi’? + Z Z’yﬁ:z;‘ja:i
J 1

J#Jo J#Jo

L’expression 2 E E @y jQigkTj T AVEC Qi j,Qi; = 0 Vg = 1,2, ...

k#j()ak#jvj#j(l . . . .
peut étre calculée de la maniere suivante : Le produit cartésien de I'en-

semble {a;,;} privé de la diagonale et de la ligne pivot.
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@jy1 @jy2 @iy iy n+m
Wiyl 0 T1T2 0 T1Tntm
)2 T1T2 0 0 ToTntm
0 0
0] O
Qigjo 0 0 00| O 0
0
0
0
0 0
Aign+m | Tn+mLl 0 TnrmTnt+m

L’expression E E vjixjx; est équivalente a I'expression suivante :

J

2
PYjOijjo +

i#jo

J#Jo

Z%]OJ#JO

Z VioijoTi T+ Z VijoTi%jo + Z Z Vji®iTi

p— ’ ] .. . . ] .
Comme 7;,j, = 0 et expression > >, ... 7;%;T; ne contient pas xj,
alors I'expression contenant xj, (vecteur entrant) est

E VjoiTjoi + E VijoiTjo-

i jo

On obtient donec : "
D ViiTi+ Y Vi T, = f > (viog + Vido) T
J#Jjo

Z @igjo (’YJIOJ + ’ijo)

Yindo 23,

i#Jo

2
X

J#Jo

0J0 j£j,

1030 i o jdo,ii
La nouvelle forme de coefficients pour n’importe quelle phase est alors :

a. .
Oé,/j = — (ajo + 25.7'090) _ZO‘_y _.
20Jo t0Jo
B; 1
6} = Bj + ,j?)z(aioj)2 -
10J0

7}1‘ - ﬁjo <b_

(a

0o

10

2
) Qi Qi —

iy j

—igi (Vjoj Vo) S1J F Jo;

10Jo

10J0

> i (Vijy + Yioi )i

/
6]6

b, o )
+ —(Vjoj + Vijo) S J # Jo; «f, =0

)

(Yjoi + Vijo) POUT J # 4,7 # Jo, @ # Jo;
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et ’oni :’7@']'0 = Yii = O,VZ = 1,2,...

Les coefficients de la matrice des contraintes vont étre changés de la méme
maniere que ceux du simplexe :
e Sii # 1
a ..
I — s — 0 o
1. CLZ] — azj o CLZO]
20Jo
;i
2. b =b, — —Lb;,
0.Jo

e Pour 1 =1

;. q
1. a . =—%
0J Qi s
20J0

b.

/o 20
2. biO =—
Qi jo

iyj, €tant 1'élément pivot).

2.2.5 Regle du plus grand gain marginal.
Pour chaque valeur possible de ¢;, on calcule le gain marginal A;
Aj = Oéj@j + 6395
Posons A, = max{«;0, +ﬁj9]2-} = a0, +ﬁj09?0. Remarquons que, d’aprés
j

les variations de la fonction ¢, on a #;, = max{6;}.
J

Ainsi, en passant du sommet xy a x(6;,), 'accroissement de la fonction
est égal a «;,0;, + ﬁjoﬁjz-o. C’est donc le gain marginal de la fonction par

rapport a sa j;“"¢ composante.

2.2.6 L’algorithme.

z représente la valeur de la fonction objectif initialisée a 0; «;; sont les
coefficients des termes z;x; initialisés a 0.

I. Dans le cas 3; = 0, pour tout 1 < 7 < n, on applique I’algorithme du
simplexe.
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II. Si 3; > 0, pour tout 1 < ¢ < n, et o; quelconque,alors deux cas sont
possibles :

a) Si ag; < 0 pour tout 1 < k& < m et pour tout 1 < ¢ < n alors on

s’arréte : ce programme n’admet pas un optimum.

b) S’il existe k et i tels que ag; > 0 on suit les étapes suivantes :

1.

A

10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

b
Calculer 6, = min{—k} pour tous les j t.q. ag; > 0; choisir i tel
aj; >0 a’kj

b,
que 0;, = —>, x;, est alors le vecteur sortant.
ioJ

Si ay; < 0 pour tous les k, alors 6 = oo.

_ 2
Calculer A; = a;0; + B;0;.
Choisir A, = max A;.
Si Aj, = oo alors on s’arréte : ce programme n’admet pas un

optimum.

Si Aj, < 0 alors ce programme est optimal et on s’arréte. Sinon
on doit effectuer les opérations suivantes :

. Poser z = 24+ A, (jo est I'indice du vecteur entrant ).

. Remplacer z;, par z;,, dans la base et prendre a;,;, comme pivot.

a/. . b.
. Calculer ag- = a; — (aj, + 28,00) —L + —(Vjoj + Vijo)

10J0 20J0

Poser ag- =0

0
Caleuler 3 = f; + 22 (a;)? — ——auok (s + 3
alculer ﬁj = ﬁj + D) (azo]) alok(/yjoj + 7]]0)
((liojo) 10Jo

Poser 3 =0

2
0o i s
r— a2 g T (N .
Calculer vj; = f; (b- Qi Aigi — (Vjos + Vo)
0] %0J0
Poser v, = 7ij, = 7 = 0 pour ¢
a..
I g Y0 o g ;
Calculer aj; = Qij Iy j,j Si i # 1.
0J0
a/..
/ 10 .o .
Calculer b; = b; — —=b;, si i # io.
20.J0
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17. Calculer ago iy

J ..
alojo
_ biy

18. Calculer ¥,
0 .
Qigjo

Exemple 2.1

maxz;z:2x1+x2+2x3+x§+x§

r1+ 209 +4r3+ 14 =4
3$1+$2+5I3+$5:9

scq -

x>0

1+ 3r9+ 23+ x5 =2

z:2x1+x2+2x3—|—x§+x§

1

0

0

0

1

0

0

0

2/3

10/9

2

1

~

~| QR D

3

~ | G N~ i~

-o

-2

0 1

2/3

DO
w

—26/9

-1

)

-8

~ D

1 3

o
N@%B\NQ

L S S CONY
Z = 9 i) 9334 9 T 9

10

_QjQ +

1 2
5334"‘

2
_x_
9 6

4 +2 2 .
—X9Ty + =ToXe — =Tyl + —
gl2ta T gTale — GTaTe T g

40
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0] —41/9 [0 —=4/9]0]—14/9 a
0] 10/9 o] 1/9 [o| 1/9 3
2/5 2 1 0
—74/45 | | -0.44| | —=13/9 A

0 —1/3 | 1] 1/3 [0| -13 | 23=2/3
0] —22/3 |0 —=2/3]1| =7/3 |25 =—-5/3
11 10/3 |o|=1/3]0| 4/3 | 21 =4/3

Tous les A; sont negatifs donc la solution optimale est la précédente.
Exemple 2.2
max z; z = 71 — g + 4a3 + 25 + 13 + 3

T+ 2209 — 3x3 + 14 = 12
2$1+35€2—5€3+£{35:8
3r1+ 19 —3x3+ 26 = 15
x>0

scq -

z:2x1—|—x2—|—2x3+x%+x§

11 -1 4 [0]0]|0 o
1| 1 1 00| 0 16
8/3 | +00 7
+00 A
11 2| -8 [1]0|0|x4=12
208 | -1 |0|1]|0)| x5=
3 1 310101 xg=15

La fonction n’admet aucun mazximum

Exemple 2.3
max z; z = 3, — 2x9 + T] + 23

T — To + X3 =2
2$1+$2+$4 =4
—3r1 + 219+ 25 =6
z >0

scq -

z:2x1+x2—|—2$3+x§—|—x§
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31-210|0 o
11 1]0l0 3
2|2 0
101 0 A
1] 1]1 T3 = 2
2 1 0|1 Ty =
-3 2100 T5 =6

z=—9x9 — Tx3 + 2:1:% + 22923 + 10

o|-9|-710 Q

ol 21110 3
2| 2 0
-10| -10 A

1| 1 110 T =

0| -1 -2 11 T4 —

oy 5| 310 r5 =12




Chapitre 3

Méthodes de programmation non
linéaire

Si certains problemes particuliers d’optimisation non linéaire peuvent
se ramener a la résolution d’une suite de problemes linéaires (comme les
problémes séparables) en général,il faudra prendre en compte explicitement
le caractere non linéaire des problemes pour les résoudre.

Beaucoup d’algorithmes de programmation non linéaire exploitent direc-
tement les conditions d’optimalité, ces conditios sont connues : annulation
de la dérivée premiere pour une fonction d’une variable dans IR (I’annula-
tion du gradient dans IR").

Avant de passer aux méthodes de la programmation non linéaire,soulignons
quelques différences fondamentales avec la programmation linéaire.

En programmation linéaire la solution optimale est toujours obtenue sur la
frontiere du domaine réalisable et méme toute une aréte du polygone peut
étre optimale, on peut toujours choisir un sommet de ’aréte.

Autrement dit , la solution optimale est toujours en un sommet de la région
réalisable.

Dés que I'objectif ou les contraintes deviennent non linéaire, cette propriété
n’est plus vérifiée en général. Pire encore, on peut avoir un optimum local
différent de l'optimum global. ce probleme ne se produit cependant pas
pour les problemes convexes.

les modeles non linéaires sont beaucoup plus difficiles a résoudre en générale
que les modeles linéaire.

51



52 Méthodes de programmation non linéaire

Dans ce chapitre, nous allons introduire la méthode des points de selles
et multiplicateurs de Lagrange qui permettront de résoudre pas mal de
problemes d’optimisation .

3.1 Forme générale d’un programme non linéaire

Considérons le probleme non linéaire de la production. Notons
— m matieres premieres My, M, ..., M,,
— n produits Py, P, ..., P,
— x; le nombre d’unités vendues du produit P; (j =1,2,...,n)
— pj(z1, 2, ..., x,) le prix unitaire du produit P; en fonction des quan-
tités vendues de tous les produits
— kj : cout fixe par unité du produit P;
— a;; : nombre d’unités de matiere premiere M; nécessaire pour la pro-
duction d’'une unité de P; (i =1,2,...,m;j=1,2,....n)
— b; : nombre d’unités disponibles de la matiere premiere M;
Le but est de maximiser la recette réalisée par la vente de ces produits
en tenant compte de la disponibilité des matieres premieres :
n
maximiser f(z1,Z2, ..., T,) = Z(pj(xl, T, ..oy Tn)Tj — ki)
j=1
n
sous les contraintes Zaija:j —b0; <03 =1,2,....m)xy, 29, ...,x, =0
j=1
Exemple 3.1 m=n=2, pj(z1,22) =7—1x;, k; =2 (j =1,2),

g (o oaz ) _ (12 biy_ (8
a 21 A2 a 31 ’ b2 a 9 .
Il s’agit alors de mazximiser :

[z, x2) = (7= a1)my + (7T — 22)39 — 231 — 229 = By + Say — x] — 25

sous les contraintes :
T+ 229 —8<0

3$1+1ﬁ2—9<0
x1,29 20



3.1 Forme générale d’'un programme non linéaire 53

L’ensemble des solutions réalisables ) correspond au domaine hachuré
ci-dessus. f étant quadratique,
les ensembles E. = {(x1,x9) : f(x1,29) = ¢} ne sont plus des droites
comme en programmation linéaires, mais des cercles, parce que

511 + bry — 2] — 13 = — (27 — 2.5) — (12 — 2.5)% + 12.5.

f(x1,29) = ¢ est donc l'équation d’un cercle centré en M = (2.5,2.5) et de
rayon qui dépend de c.

Remarquons que M ne fait pas partie de §2. La solution optimale est donc
le point de €2 le plus proche de M, c’est-a-dire la projection orthogonale de
M sur €. Il s’agit du point P = (2.2,2.4). On le trouve en construisant la
droite qui est perpendiculaire a la droite 3x1 + x9 — 9 = 0 et qui passe par
M. P est alors le point d’intersection des deux droites.

La solution optimale est donnée par x1 = 2.2 et x9 = 2.4.

En termes généraux, un programme non linéaire se présente sous une des
deux formes suivantes :

(Pmin) minimiser f(z)sous les contraintes g;(x) <0 (i =1,2,...,m),z € IR}
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(Puax) maximiserf(x) sous les contraintes g¢;(x) <0 (i=1,2,...,m),z € IR

Le but est de développer une méthode analytique qui permet de résoudre
(Puin) et (Puax) pour une classe raisonnable de fonctions f et g; en toutes
dimensions n de x et quel que soit le nombre de contraintes.

Notons Q = {z : gi(z) < 0 pour ¢ = 1,2,...,m} ensemble des solutions
réalisables.

3.2 Fonction de Lagrange

Définition 3.1 La fonction de Lagrange associée a (Pu) 1esp. (Puax)
est donnée par

L(z,A) = f(x) + Z Aigi(x)  resp. L'z, \) Z Aigi(@

0l A1, Ao, ..., Ay = 0 sont les multiplicateurs de Lagrange.

Remarque 3.1 Mazimiser f(x) revient a minimiser — f(x). Donc le lien
entre L et L' est le suivant :

L_jar = ) + Z)\ gi(z) = = ((f(z) — Z Nigi(z)) = —Ly(x, \).

Nous allons voir que resoudre (Puin) 0t (Puax) revient a trouver des points
de selles de la fonction de Lagrange.

Définition 3.2 (2% \%) = (29,29, ..., 29, A}, A, . A0) € IR™ x IRT est un
point de selle de L si L(z°, \) < L(2% \%) < L(z, \°) pour tous x € IR" et
tous A € IR

En particulier : L(2°, \°) = max L(2°, \) = min L(z, \°).

X

Remarque 3.2 La définition ci-dessus signifie essentiellement qu’au point
(2% \Y), L est localement conveze en x et localement concave en \.

La définition analogue pour L' se lit L' (z, \°) < L'(2°, \°) < L/(2°, \) pour
tous x € IR" et A € IR} .

Théoréme 3.1 Soit (z°, \°) € IR" x IR} un point de selle de L (resp. L').
Si 20 € Q, 20 est solution optimale de (Pp), resp. de (Puax).
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Preuve : Soit (2%, \) un point de selle de L.
Il faut démontrer que : f(2°) < f(x) pour tous x € Q.
SOlt g = (917927 7gm)

a) D’apres la définition, on a :  L(z% \) < L(2° \Y).
Donc  f(2°) + Ag(2”) < f(a") + A\g(a"),
et par suite A\g(z°) < \0g(a?).
Comme 2°€ Q ona g(z°) <0; dou Ng(2°) <0.
En posant A = 0 on obtient aussi A\’g(z°) > 0. Donc \g(z°) = 0.

b) D’apres la définition, on a aussi L(x%, \Y) < L(x, \°).
Donc f(2°) = f(2") + Ag(2%) < f(z) + Ag(z) < f(z) pour tous
x € Q, car \g(x) <0 pour x € .

La démonstration est analogue pour L'

Il reste la question de comment trouver le (ou les) point de selle de L,
resp. de L.

3.3 Théorie de Kuhn-Tucker

Théoréme 3.2 ( Kuhn, Tucker)
a) Les conditions suivantes sont nécessaires pour que (x,\) soit un point
de selle de L (resp. de L") dans @ x IR :

gL(x, A) =0
(1) ox 5
— L < 0.
resp, 8xL (x,\) <0
(’est-a-dire :
(i(x)—i—i)\ (x,\) =0
) 02 L Mg Y 2
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0
—L(x,\) <0
2 n
resp, —L'(z,\) > 0.

O\

C’est-a-dire :

gi(r) <0, i=1,2,...,m

0
tr.—L(z,\) =0
(3) { 0x 9

resp, tx.%[/(x, A) = 0.

C’est-a-dire :

4 n a m a
NERENS S
p J(a]u > At
n 0 mop
ri| =—f(z) — A gl(x)>:0

0
A—L(x,A\) =0
(4) { ox o)

C’est-a-dire :

(5) 2>0,)20

b) Si f est conveze (resp. concave) et si g; est convexe pouri=1,2,...,m,
les conditions (1) a (5) en partie a) sont nécessaires et suffisantes pour que
(x, \) soit un point de selle de L (resp. L').

Rappel :
f:IR" — IR est convexe (resp. concave) si
{ fOz+ (1= Ny) < Af(x)+ (1 =N f(y)
resp.f(Az + (1= Ny) = Af(2) + (1 = A)f(y)

pour tous z,y € IR" et tous A € [0, 1].
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Remarque 3.3 1) Le théoreme (3.1) assure que x dans (z,\) € Q x IRY
en partie b) du théoreme (8.2)est solution optimale de (Pp,) resp. de
(Praz)- Les conditions sur f et g; impliquent que L est conveze et que L'
est concave en x.

2) Pour étre tout a fait exact il faudrait ajouter en partie a) la condition
dite de Slater qui est la suivante :

il existe x € IR" tel que g;(x) <0 pouri=1,2,...,m.

Cette condition assure alors existence d’un X tel que (x,\) est point de
selle de L resp. de L.

Exemple 3.2 L’exemple suivant montre que cette condition n’est pas su-
perflue :

minimiser f(x,y) (f n'est pas spécifiée davantage)
sous la contrainte 2> +y*> =0 (& 2% +y* <0).

La solution optimale est évidemment (x,y) = (0,0) et

0 B 0 J, , 5
donc :
0 0
8_a:L(x’y’ A) o0= %f(ﬂfay) l(0,0)= 0

par la condition 1) de la partie a)du théoréme (3.2). Il n’existe donc pas, en
général, A > 0 tel que cette condition est satisfaite. la condition de Slater
n’est pas vérifiée.

Exemple 3.3 Probleme nonlinéaire de la production (suite) :
L’(:Bl, X9, )\1, )\2) — 51‘1 + 51‘2 — l’% — x% — )\1(1’1 + 2$2 — 8) — >\2(3£C1 + X9 — 9)

Les conditions du théoreme de Kuhn-Tucker s’écrivent alors :
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(1)

(2)
(3)
(4)
(5)

0
—L’(xl, X9, /\17 )\2) =5— 2.%1 - )\1 - 3)\2 < 0
(%1

0
—L,(lel, T, )\1, )\2) =9 — 2.@2 - 2)\1 — )\2 < 0
8%2

1+ 219 < 8,31 +22 <9
331(5—2551 —/\1 —3>\2)—|—$2<5—23}2—2)\1 —)\2) =0
)\1(1’1 + 2$2 — 8) + )\2(31’1 + X9 — 9) =0

X1, T2, >\17 )‘2 > 0

On remarque que, dans (3) et (4), dés que le premier facteur des produits
est positif, le second doit s’annuler. De méme, dés que le deuxieme est
négatif, le premier doit s’annuler. Ceci nous fait penser de chercher une
solution qui satisfait a (1) avec l'inégalité remplacée par une égalité. Dans
cet exemple, on trouve la solution effectivement de cette maniere.

1 cas: (A1 =0, 2 #0).

On obtient le systeme d’équations :

Il s’ensuit que :

5—21’1—3)\220
5—21’2—)\2 =0
3r1+x2—9 =0.

I = 2.2
To = 2.4
A2 = 0.2
A =0

Il s’agit de la solution trouvée auparavant.

Pour une étude systématique, il faut distinguer les cas :

a) x1 # 0 et w9 # 0 (€galités en (1), cas ci-dessus)

b):l?lzo 6t$2750 (3.1:1+x2:9:>x2:9,5—2x2—/\2:():>/\2<0)
c)r1 #0etaxs=0 Br1+20=9=21=3,5—-211—-3X=0= X <0)
2" cas : (A #£ 0, 2 =0).
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5—2[131—)\1 =0
5—21}2—2/\1:0
.’L’1+2.T2—8:O

L’étude systématique analogue a celle du premier cas ne donne pas de so-
lutions avec A1, Ay = 0.

3¢ cas 1 (A1 # 0,y #0).
' T+ 229 =8 T =2
Par (4) {3x1+x2:9 :>{x2:3
1= M=3\=0 A = —4/5
Par (3) {—1—2/\1—/\2:0 :{ Ao = 3/5
On n’obtient donc pas de solutions avec \i, As > 0.
Pour démontrer que (x1,x2) = (2.2,2.4) est solution optimale, il suffit de

vérifier que f est concave et d’appliquer la partie b) du Théoreme (3.2). g1
et go sont linéaires, donc convezxes.

Remarque 3.4 Considérons le cas ou certaines contraintes sont des éqgalités.
Pour (Pp,) considérons le programme : minimiser f(z) (x € IR")

sous les contraintes  ¢;(x) <0 (i=1,...mq1), hi(x)=0 (GF=1,..,m2)
Notons que :

hi(z) =0<= hi(z) <0 et —hi(x) <0 (i=1,...,ma).

La fonction de Lagrange est donc donnée par

L A) = f(@)+ 3 Agilw) + ) Xihi(z) = 3 Afhi(a)

= f(z)+ Z Aigi(z) + Z pihi(),

ou N =20 (i=1,...my) et pw=XN-NecIR (i=1,..,my).
On a donc une fonction de Lagrange du type L(x, A\, ) avec des multipli-
cateurs de Lagrange \; > 0 et u; € IR (i =1,....,my, j=1,...,ma).
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3.4 Programmation quadratique

Le but de cette section est d’étudier le cas ou la fonction f est qua-
dratique et g1, go, ..., g, sont linéaires et de montrer que la théorie de
Kuhn-Tucker aboutit, dans ce cas particulier, a 1’algorithme du simplexe
appliqué a un programme auxiliaire, voir [18].

Exemple 3.4 (Optimisatz'on de portefeuilles en ﬁnance).
Considérons deux valeurs financiéres (action, obligation,...) dont le ren-
dement n’est pas fixe, mais soumis a des fluctuations non prévisibles. De
facon plus précise, soit :
o 1; la rentabilité annuelle du titre i (i = 1,2); r; est une variable aléatoire,
o 1; = Er; (l’espémnce de ri),
° UZ-Q = Var r; (la variance de n),
o 015 = Cov(ry,r9) (Za covariance de r1 et 7“2).
U1, 2, 0%, 0% et o019 sont supposés connus.
Le but dans cet exemple est de trouver un portefeuille composé de ces deux
titres, tel que son rendement est optimal en un sens que nous précisons
maintenant,voir [22] . Soit P(x1,x9) le portefeuille composé de x1 parts du
titre 1 et de xo parts du titre 2. On a donc x1 + x9 = 1.
Soit :
® 1, =TT + Tary (la rentabilité annuelle de P(xy, xg)),
® [, = Er, = z101 + Topt2 (l’espérence de rp),
e o) = Varry, = Var(xr + xor)
= 2}07 + 2303 + 2x129012  (la variance de 1), voir [4], et [10].
La composition optimale d’un portefeuille est alors caractérisée par le fait
que le risque, mesuré par 0}%, est minimal, mais qu’un bénéfice moyen, sup-
posé donné et noté Ly, est garanti. Le portefeuille optimal est alors solution
du programme quadratique suivant :
manimiser f(x1,x2) = 0 (x1, T2) = Ti07 + 1505 + 25129019
pp(T1,T2) = T + Topi

sous les contraintes : r1+x9 = 1

T1,T9 2 0

Remarque 3.5 On supprime parfois la contrainte x1,x9 > 0 et on admet
alors une partie négative d’un titre. Ceci veut dire qu’on fait une vente a



3.4 Programmation quadratique 61

découvert.

On passe maintenant a la forme générale d’un programme quadratique. La
fonction f devient alors une forme quadratique.

Plniny minimiser f(x) = cx + % trQux

sous les contraintes : Ax —b <0, z € IR"

Pinaz) mazimiser f(x) = cx — % trQux

sous les contraintes : Ax — b < 0, v € IR}

Ici ¢ = (c1,¢2,....,¢n) € IR",Q = (5 4,7 = 1,2,...,n) est une matrice
symétrique, A = (a;j; 1 =1,2,...,m,j = 1,2,...,n) est une malrice m x n
et b ="(by, ba, ..., by) € IR™.

Notre but étant de résoudre ces programmes quadratiques a [’aide de la
partie b) du théoréme de Kuhn-Tucker, nous supposons en plus que Q) est
définie positive. En effet la proposition 1.3 ci-dessous confirme que la fonc-
tion f, et donc la fonction de Lagrange, possede la propriété de convexité
resp. de concavité requise dans la partie b) du théoréme (3.2).

Rappel.
() est semmi-définie positive si, pour tous x = (x1, X9, ..., T,) € IR",

n n

LeQx = E g gijriz; = 0. Ceci revient a dire que le déterminant de @
i=1 j=1

ainsi que tous les sous-déterminants sont non-négatifs.

Exemple 3.5 Probléme non linéaire de la production (suite).
f(z1,22) = 5xy + By — 2} — 23
= cx — $'2Qx

x:<2> c=(5,5), Q:<(2) g)

Q est définie positive parce que ‘xQx = 2(x3 + x3) > 0 si x # 0.

" . f(@) =cx+ 3 '2Qu convere
Proposition 3.1 [18] La fonctzon{ f(2) = co — 1 0Qu est oncave

si et seulement si () est symétrique et semi-définie positive.

o1l
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La preuve se fait par un calcul simple (admis) qui vérifie directement les
inégalités de la définition de la convexité et de la concavité, voir [18].
Nous évaluons maintenant le théoreme (3.2) pour un programme quadra-
tique général. La fonction de Lagrange est donnée par :

L(z,\) = f(z) + Ag(z) = cz + 1 '2Quz + N(Az — b)
L'(z,\) = f(z) — Ag(z) = cx — 5 '2Qx + A(Az — b)
Les conditions (1) a (5) de la partie a) du théoreme (3.2) se lisent :
0
g L@ A) =+ (Qu);+(A4); 20, j=1,2,...n
J
) e+ Qr+'NA) >0
iL "(,\) =¢; — (Qr); — (MNA); <0, 1=1,2,...,n
Oz
< fc—Qr—"NA) <0
%L(x, A <0, i=1,2,..m

(2) 832' = Ar—-b<0
L(z,\) >0, i=1,2,..m

O\
Z%L(x,A)zO(z) z.(lc+ Qr + NA)) =
3) e
Zﬁ_x]L (x,\) =0<=z.(c—Qz — (NA)) =
)
ZAa‘z (2,0) =0
(4) ol b <= \.(Az —b) =0
(’))\ =0
/
(5) :UEIRTJF,)\EIRT

par le théoreme (3.2), (z, \) est un point de selle de L(resp.L’) si et seule-
ment si

(1) e+ Qr+'AA) >0 resp. ‘c—Qz—tAA) <0

(2) Az —b <0

(3) fr.le+Qr+'(ANA) =0 resp. ‘z.(fc—Qxr—1NA)) =0
(4) A(Ax —b) =0
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(5) r e IR, A e IRT
Pour obtenir des égalités dans (1) et (2) on ajoute des variables d’écart
uwe IR} et veIRY :

(1) fe+Qr+'ANA)—u=0 r1esp. Tce—Qr—"ANA)+u=0
(2) Az —b+v=0
frau =0 :
resp. 'z.(—u)=0 } = vu=_0

— lzu+Iv=0

(3)
(4) A(—v) =0<= =0
(5) z,u € IRY, A\ v elIRY
Le systeme d’équations a résoudre est donc le suivant :
Qr+'(N\A) —u=Flc
Az +v=">
z,u € IR, A\, v e IRT et fzu+ M =0 (seul terme nonlinéaire)

(—pourLs, +pourl.’)

La résolution de ce systeme se fait a ’aide du programme linéaire suivant
qu’on obtient en ajoutant la variable auxiliaire y € IR, dans (1) :
maximiser —My (M est une constante M >> 0)
sous les contraintes :

Qr+'(NA) —u +y=Fe

Ax +v=>

y,z, € IR, N\ 0IRY et 'zu+ Av =0

En appliquant le simplexe pour résoudre ce programme auxiliaire il faut a
chaque étape veiller a ce que les variables entrantes sont telles que

txu + M = 0 reste valable. Ceci modifie légerement les régles du sim-
plexe,voir [7].

Exemple 3.6 Si 1 > 0 est variable de base, il n’est pas possible de faire
entrer uy en base, parce qu’on aurait alors riu; > 0 et donc
n

fru = Za:juj > 0. Il faut choisir i’ tel que x; = 0 afin que xyuy = 0 et
j=1

tru = 0.

Exemple 3.7 Probleme de la production (suite et fin)

flar,w2) = (5 5)(2)_%(“ xQ)(g g><2>
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1 2 I 8
< P>
30u3(31><x2>\(9>,x1,x2/0

Le programme auziliaire se lit :
maximiser (—My1 — Myg) sous les contraintes :

20 Ty 12 A1 Uy y1\ (9

(oo) ()=o) () -0 ()= (3

1 2 I U1 . 8

(51) () “(n)-(5)
ylay273717$27)\1,)\2,U1,U2,U1,U220 et t$U+AU:O

Les contraintes s’écrivent

2x1+)\1+3)\2—u1+y1:5
200 +2M + Ao —us + Y2 =5
T1 + 279 + v =8
3$1+$2 +U2:9

Donc on obtient :

y1:5—2:€1—)\1—3/\2+u1
y2:5—2x2—2/\1—/\2+u1
$1—|—2(E2 —|—U1:8
31 + X9 +v9 =9

Rappelons qu’il faut substituer y, ety dans la fonction a maximiser :
—Myl — MyZ = —10M + 2Mx1 + 2MI'2 + 3M)\1 + 4M)\2 — Mu1 — MUQ.
Le premier tableau du simplexe se lit :

2M | 2M | 3M | AM | —M | —-M| 0| 0
c 1 To A Ao Uy s | v1 | ve |
0 ri=y |5 2 0 1 3 -1 0 0| 0|10
0 rh=1ys | 5 0 2 2 1 0 -1 10]0]0)|1
0 rh=wv | 8 1 2 0 0 0 0 1101010
0 rh =199 1 0 0 0 0 0|10/ 0
—10M 0| —2M | —-2M | -3M | —-4M | M | M | 0| 0| 0] 0

voir [?]Aprés trois étapes du simplexe on trouve la solution optimale :

(21, 2, A1, Ao) = (2.2,2.4,0,0.23).



3.4 Programmation quadratique 65

Exemple 3.8 minimiser f(xy, 1) = —20x1 + 1025 + 327 + 223
2%1 — X9 < 6
—x1 + 22 < 10
2$1 + 31’2 2 8
X1, T2 2 0
En forme matricielle, ce programme s’écrit

sous les contraintes :

f(x):cx—i—%thx:(—QO 1O)x+%tx(6 O)x

2 1
Az —b<0<e= [ -1 1 (‘”1>— 10 | <0
2 —3 ) \ "2

Le programme auzuliaire s’écrit :
maximiser ( — My, — Myg) sous les contraintes :

(1) Qr +'NA) —u+y=—lc
(2) Az +v =10
y,r,u € IR3, N\ veIRY et fzu+ v =0

o ()2 2 (B )-()= ()= ()

621 + 2\ — A9 — 2 3 —ug + y1 = 20
—4xo+ A\ — X+ 3A3+us + 9 = 10

Remarquons que yy est superflu, parce que uo peut faire partie de la solution
de base initiale.

21‘1—ZE2+U1:6
(2) <= < —11+x2+v2=10
L2$1+3$2—U3:8

(21’1—%‘2—{—01:6
< < —331+SU2+U2=10
L2x1+3$2—7}3+372:8

On en déduit :
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y1 =20 — 621 — 21 + X + 203 + 14
%:8—2561—31’2—{—1}3.

La fonction a maximiser devient

— My, —Myy = =28 M+8Mx1+3Mxo+2MAN —MNog—2M A3— Muy;— Mus.
La solution de base initiale est donnée par :

(yl, Ug, V1, U9, gg) = (20, 10, 6, 10, 8)

La résolution du programme par le simpleze se fait par les tableaux suivants
(Tableauz 3.1 a 3.5). On obtient que (x1,x2) = (3.25,0.5) est point de selle
de L (notons que f est convexe).

Par le théoréme (3.1), ce point est solution optimale , voir [18]

Résumons cette section par la remarque suivante :

Remarque 3.6 La solution optimale du programme quadratique étudié
dans cette section est donnée par la solution optimale du programme linéaire
sutvant :

mazimiser —My (M > 0 une constante,y ="(yi, ..., yn) € IRY})

sous les contraintes :
Qr+'NA) —u+y=7F'c ( — pour(Ppin), +pour(Pma$))
Ar4+y=0>b, 'zu+ =0, z,uelR}, XvelR'

C; I T2 A Ao | A3 | ur |usa | vr | va | U3 | Y1 | Yo
y | —M| 6 0 2 | —1] —=2]-1 20
uy | 0 0 —4 1 |[—1] 3 10
vi| 0 2 —1 6
v | 0 | —1 1 10
Jo | =M | 2 3 —1 8
—SM | -3M | —2M|M|2M| M| 0|00 |M]|O]|O

TAB. 3.1 - Les variables de base sont encadrées. Variable qui entre en
base : x1. Variable qui sor de la base : vi. La condition 'zu + \v = 0 est
toujours satisfaite parce que uy = 0 et donc x1u; = 0.



3.4 Programmation quadratique 67
Ci |1 %) A1 Ao | A3 |up|ug| vr |vo| w3 |y |Y2| b
n | —M 3 2 -1 -2 | -1 -8 1 2
us | 0 -4 -1 38 1 10
r1| 0 1] -1/2 1/2 3
V9 0 1/2 1/2| 1 13
Yo | —M 4 -1 -1 11 2
0| —7TM/|-2M |M|2M | M | 0 |4M | 0 | M| 0| 0
TAB.3.2 - Variable entrante : xo. La variable sortante serait yo. Mais
us > 0, donc xous > 0. La variable entrante est donc \i. La variable sor-
tante est yi. La contrainte ‘zu + \v = 0 reste satisfaite.
Ci I o) Al A2 [ A3 up |ua| v |va| w3 | Y| b
M| 0 3/2 | 11]-1/2|-1]|-1/2 -3/2 1
uy | 0 -11/2 -1/20 4 1/20 1] 3/2 9
1| 0 1] -1/2 1/2 3
Vo 0 1/2 1/2 | 1 13
Yo | =M / -1 111 2
0| —4M | 0 0 0 0 O\ M | 0| M| 0
TAB. 3.3 -Variable entrante : xo. La variable sortante serait yo. Mais
us > 0, donc xous > 0. La variable entrante est donc A3. La variable sor-
tante est uy. La contrainte ‘xu + \v = 0 reste satisfaite.
& Iy Z2 A A2 A3 w L) v | U2 | U3 | Yo b
M| 0 1/8 | 11]-5/8 -3/811/4|-9/8 13/4
A3 | 0 -11/8 -1/81 1 1/8 | 1/4| 3/8 9/4
r1| 0 11| -1/2 1/2 3
Vo 0 1/2 1/2 | 1 13
Yo | =M 4 -1 1 2
0| —4M | 0 0 0 0 0 M | 0| M| 0

TAB. 3./ -Variable entrante : xo.

Variable sortante yo. La contrainte
fru + Av = 0 reste satisfaite, parce que us = 0 (sorti de base a l’étape
précédente).
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Ci | 1| T )\1 )\2 )\3 (5] U9 U1 (%) V3 b
A |0 11]-5/8 -3/81-1/4 | -35/32 1/32 | .18
A3 | 0 1/8] 1 1/8 | 1/4 | 1/32 -11/32] 2.93
x| 0] 1 3/8 1/8 | 3.25
vy | 0 5/8 | 1] 1/8 |12.75
zo | 0 1 -1/} 1/f | 05

0100 0 0 0 0 0 0 0

TAB. 3.5 - Solution optimale du programme auzuliaire avec y; = ys = 0.
O’fl a (.%'1, 9, )\1, )\2, )\3) = (325, 05, 318, O, 293)
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3.5 La méthode de Franck-Wolfe

Nous allons voir un type particulier d’algorithme qui permet de résoudre
les problemes d’optimisation non linéaires convexes. Il est du type séquence
d’approximations linéaires. Il s’agit de L’algorithme de Franck-Wolfe,
voir [14].

Son principe est particulierement simple dans le cas de problemes avec
contraintes linéaires. En effet, cette procédure combine des approximations
linéaires de 1’objectif pour trouver la direction de recherche avec une
recherche unidimensionnelle pour trouver le pas suivant cette direction.
L’idée de la méthode est la suivante. Il s’agit d’'un algorithme d’ap-
proximationslinéaires successives. Appliquons cette idée au probleme
suivant dont les contraintes sont purement linéaires :

max f(z); f(x) = 5x1 — 23 + 879 — 223
3331 + 2562 < 6
S.C.q. T >0
I9 2 0

En effet, c’est le type de probleme que nous allons rencontrer pour la so-
lution du probleme d’affectation du trafic.

Une itération de la méthode comporte les étapes suivantes :

a) Calcul de la direction :

On calcule la direction de recherche en résolvant un probleme linéaire ob-
tenu en remplacant la fonction objectif par son approximation linéaire
(points 1 et 2 ci-dessous).

b) Calcul du pas :

On calcule le pas a faire dans la direction en minimisant la fonction f(x)
le long de la direction déterminée en a) (points 3 et 4 ci-dessous).

Nous partons du point initial 2% = (0, 0).

Itération 1 :

1. Comme seul I'objectif est non linéaire, on va remplacer f(x) par son
approximation de Taylor limitée a l'ordre 1 :

F@) ~ 10,0 + 520,00 —0) + 220,002~ 0)

Evaluons le gradient en 2° = (0, 0)
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af B
%—?_5—2(0)_5
a—m:8—4(0):8

D’ou 'approximation linéaire de la fonction en (0,0) :
g(x) = by + 8o
2. On peut donc résoudre le probleme linéaire :

max g(x); g(z) = 51 + 89
3r1 + 229 <6

5.C.q. 1 =0
i) 2 0

par l'algorithme du simplexe en général. Comme il n’a que deux variables,
ceci est fait graphiquement a la figure (3.1). La solution optimale est le
point x! = (0.3)

Figure (3.1) :méthode de Franck-Wolfe : itération 1

Comme, plus on s’éloigne du point de départ z°, plus I'approximation
linéaire g(x) s’éloigne de la fonction f(x), on a probablement été trop loin
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en allant jusqu’au point z} . Cependant, en se dirigeant dans la direction
de 2} 5, et on va déterminer le pas dans la direction :

ot =12+ a(xlp, — 20)

()= () (20) = ()
To 0 3—0 3a
avec « € [0, 1] qui minimise cette fois la vraie fonction :
ha) = F(° + alabp —a%).
On obtient donc le probleme de minimisation unidimensionnelle :
maz h(a) = 24a — 182
dont le maximum est obtenu en annulant la dérivée : a = 2/3. D’ou
! = (0,0) +2/3[(0,3) — (0,0)] = (0,2)

Itération 2 :
1.Evaluation du gradient en 2! = (0, 2)

of B
%—?_5—2(0)_5

2. Résoudre le probleme linéaire, voir [14] :

max f(z); f(x) = 5zy + 0z
3r1 + 229 <6

5.C.q. T >0
i) 2 0

Ceci est fait a la figure (3.2). La solution optimale est 2%, = (2,0).
3. Recherche unidimensionnelle :

2? =2t + a(2ip — 2th)

()= () (022) - (225

On obtient donc le probleme de minimisation unidimensionnelle :
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max h(a); h(a) =8+ 10a — 1202
qui est maximum pour a = 5/12 d’ou :
z? = (0,2) +5/12[(2,0) — (0,2)] = (5/6,7/6)

o))

% R
|

-

tu 1 2

Figure (3.2) méthode de Franck-Wolfe : itération 2

On peut résumer ’algorithme de Franck-Wolfe comme suit :
Algorithme de Franck-Wolfe :
1. Initialisation :
Soit 2° une solution initiale réalisable. Posons k = 1.
2. Itération k :
Of (a1

Pour j =1,2,...,n, évaluer ¢; = ——+=

85@
3. Calcul de la direction :
Trouver, par application de I'algorithme du simplexe, z¥ , la solution op-
timale du probleme linéaire suivant, voir [14] :
n

maz g(x) = chatj

j=1

Ax <b
scq >0
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4. Calcul du pas :
Trouver a; la solution optimale de

maz f 2" + ol p — 2F )]
scq 0<a<l
et mettre

k= k1 4 Oék(xlzp _ xk—l)

5. Critere d’arrét :

Si 2%~ ! et z* sont suffisamment proches, stop. Sinon retour en 2.
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Chapitre 4

Calcul de I'optimum de la fonction
concave

Soit la fonction concave définit sur R” par :
n
o(r) = Z ;i + Bix? avec a; € R, et B; < 0 pour tout indice i
i=1

et soit () le convexe fermé de R"” tel que :

Q={reR": Az <0, x

V

0}.

Posons :

== (32), v =0 ()
T = \T- i: s = . i:
les points critiques de la fonction .

y=(vi)i = (\/—7@%)

T la projection du point critique x* sur {2
y la projection du point critique y* sur 2 ou

T

Q={yeR": Ay <0, y >0}

max p(z) = ¢(7), T = (7i)i € 12

Théoreme 4.1 Il existe un ensemble convexe fermé borné Q) de R"™, et un
vecteur § = (7;); € 2, tel que les conditions (propriétés) suivantes soient
satisfaites :

75
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1. max p(z) = p(z*) — ||y — 7|

zef)

2. [ly* =7l = inf ||y* — y|
ye

Yi

=

Preuve,voir [13] : Pour tout x € €2, soit :

3. Ty =

pour tout 1, 1 =1,2,....n.

A(,Oi = (ozle + ﬁzxf) — (Ozil’i + lez)

= Oéz'(;—g;) +5¢(;;j)2 Q;T; 5137,2
—0%2 0‘22 2

= ( 25; ) 4_@) ;T @xz
_0%2 2

D’une autre part on a :
p(x*) —p(z) = > Api.
i=1

Donc :
n

o(z") — p(x) = Z —Bi(z; — x7)?* pour tout x € Q.
i=1

Par conséquent :

inf |io(a) = p(e)] = inf | 3 il — 7’|

xef)
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Peut étre écrite sous la forme suivante :

n

e(z*) —maxp(x) = inf <\/—7[5'Z(:15Z — 3::‘))2

xefd xef) 4
1=
n 2
= inf (y* — ?Jz>
yefzi:zl !
= |ly* -7l

n
parce que - inf S (5 — 40 = ly* ~ TP, 7 € @ avee
ye) i—1

Q= {y= ()i eR", yi = \/%% r = (z;); € Q}.

Donc :

p(a") = maxp(z) = [ly* - 7|*

2€Q)

D’ou

max p(x) = ¢(z") = [ly" =7l
d’ou la propriété (1)
Prouvons la propriété (2) on sait que :

inf [|ly* — ylI> = |ly* — yl°
ye

Et donc on a :
ly* —7)1* < |ly* — ylI* pour tout y € Q2
Par conséquent nous avons :

ly* =yl < inf [[y" -yl (4.1)
yefd

D’ autre part puisque y € Qon a:
ly" =7l = inf [ly" — 9] (4.2)
x€Ef)

D’apres (4.1) et (4.2) on obtient : ||y* — || = inf ||y — y|
yefd
d’ou la propriété (2)
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Prouvons maintenant la propriété (3)
Puisque 7 est la projection du y* sur le nouveau convexe {2 nous avons :

max p(z) = ¢(7)

zef)

= o(a*) = |ly =7l

n

= ¢(z") — inf (y;‘ — \/—7@1‘2)2

xef) -
= pla) - Z (v — vV B(m)

D’ou la propriété (3)

Remarque 4.1 Si z* € Q alors :

inf Z —Bi(zf —2;)* =0 et maxp(x) = p(x¥)
1=1

e 4 xef)

Remarque 4.2 Soit toujours ) le convexe fermé borné.
On peut se restreindre au cas co; > 0 pour tout 1.
En effet supposons que nous avons :

o(r) = Zaz‘ﬂ% + Bix? avec o < 0 et B; < 0 pour tout 1.

7

Soit max(x;) =9;, y; =0, —x; > 0.
Par conséquent :

p(z) = Z ai(0] — i) + Bi(0; — wi)?
= Z @il — i + Bi(67 + v} — 267y:)
= ) (—0i = 2867y + By} + (cud} + Bio;?)

i
= Z &iyi + Biyi + i
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ol

C\YZ' = —Qy; — 26152* 2 0 et Yi = 04152* + ﬁ@(S:Q
Donc il suffit de remplacer :
zi par (6] —y;) et (ouxi + Bix?) par (awyi + Bixf + 7).

4.1 la recherche de la projection du point critique.

Soit H I'hyperplan de I’équation : < a,x >= b et soit : 2* ¢ H c’est-a-
dire : < a,z* > —b >0
Considérons le point xy de R" tel que 2* —xg = Aa [(w* — xp) est parallele
a a] ol A est une constante positive et tel que xg € H. Pour cela on doit
avoir :

ro=2" — \a (4.3)
Alors :
<a,rg>=b <— <zx"—Xa,a>=Db

— <zfa>-A<a,a>=Db
<— A<a,a>=<z",a>—b

<z*,a>—b
= A=
<a,a>
* —b
e— A="> x‘ia”j (4.4)
a

olt |la]|> =< a,a > . Pour cette valeur de \ et 'appartenance de zy & H

on a :
<z*,a>—b

lal]

[ = @ol| = Allal] =

Posons :d(z*, H) = d(z*,%) ou T est la projection orthogonale du point z*
sur H.
Alors :
|z — xol| = d(z",T) car xo € H
d’out
<z*,a>—b
lall

> d(x",7) = [Ja" — 7. (4.5)
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Mais d'une autre part 'application :
R" — R
r — <a,r>=ax

est linéaire et continue donc :

| <a, 2" >—<a,T>| = |az" —aT|
= |ax* — b
= ax* —b

car: v € Hetax*—0>0
laz” —az|| = la(z" —=7)| < [al/||z" -7
— " b < Jal2* ~ 7
Ce qui implique que :
ar® —b < x*,a> —b

o — 7] > =
~ la] lal]
D’apres les inégalités (4.5) et (4.6) on obtient :
. <z a>—=b
la” == =
lal]

Remarquons que d’apres : (4.3) et (4.4) ona :

R <zx*,a>—b .
0= — :
lall?
Conclusion,voir [13]
< axtia; > by,
On cherche inf{ |’\a2|\2 “Hoi=1,2, ...
* . J— .
Soit =2 % > —bi et par suite :
ol )
<x,a; > —0b;
o= ’Hal?ouz Zo'aio sia” € Hjo —< ajmx* >= bjo
(3
ce qui implique :
0
To = T =,
g, ]

:aj*

(4.6)

(4.7)
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Donc si x* appartient au convexe alors x* est ’éxtrémum, si non , x* € H
c-a-d :
<a,x*>-b>0etxg=7T

Remarque 4.3 Dans le cas ot ||z* — z¢|| = d(z*,T) on a : z9 = T et
d’apres U'égalité (4.7) on trouve
<z*,a>—b
el

T=2a"

.a.

Exemple 4.1 Soit le probleme quadratique suivant :

max p(z1, T3) = by + dre — 2 — 13,

3rx1+ 29 —9 <0,
$1+2$2—8<0,
x1, 22 2 0.

on pose : Q={r € R? 3x; +15—9<0, 21 +212 —8<0, = >0}
on a: B =pPy=—1donc: Q=8 cherchons le point critique

0
%—;01(515’1,%'2) =5 - 2:13‘1,
i(:ﬁ,ﬂ]g) =5 — 2%2.

8272

Et par suite on obtient :

D’ou 5 5
= (5, 5) qui n’appartient pas a € parceque 3 X g + g =1>0
Calculons maintenant T

<x*.a>—b
7= Pole) = ot =
a
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ot a=(3,1), b=9

5 5
<rfa>=-x3+-x1=10et |ja|* = 10

2 2
55 1
= (=.2)——(3.1
T = (35) 3D
_5_35_ 1,
Y2 10'2 10
B 822%
10710
= (2,2, 2,4).

et par conséquent on trouve :

ma T1,T2) = T
(whxzféﬂﬁp( 1,T2) = ¢(T)

= 5x2,2+45x2,4—(2,2)% —(2,4)
= 12,4

Exemple 4.2 Soit le probleme :

max (1, T2) =
3r1 + 219 — 8 <
r1 2 0,29 2 0.

5x1 + 8wy — 23 — 223,
6,

posons Q= {x € R%* 3z; + 213 <6, v >0} Dans ce cas :
01 =—1 et By =—2 donc ) # §2 cherchons le point critique :
0

_gp(xhx.?) :5_2371 :0:>x’1k = —,

%,I'l 2
¥
el 8y = 0 — 2% =2
Oy (71, 22) L2 ) i 3 !
Donc le point critique est  x* = (5, 2) & ) parce que 3 X 3 +2X2>6
Trouvons T . ;
< > —
R T
a

ova=(3,2), b==6

5 23
<33*,CL>=§X3—|—2X2=76T, |all* = 13
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5 11
T = (=.2)— 2
T = (325,332
_ B3y 1
Y2 9267 13
16 15
- (1_371_3)

Q: {(y17y2) €R2 : 3yl+—92 <67 U1 207 Y2 20}

De plus y* = (2,2/2).

La projection de ce point sur Q) donne le point suivant g = (1, \%)
ce qui implique que : T = (1, %) et max,cq p(xr) = (1, %) =11,5.

Notons que la projection du point x* sur €2 donne le point T = (%, %) et

(¥ 15y = 11,207,

137 13
5
FEvidemment max o) < p(x*) = gp(é, 2) = 14, 25.
xre
Le point * = (%, }—g) de l’ensemble convexe ) est le point plus proche du

point critique x* mais ce n’est pas la solution optimale de

4.2 la recherche de I’hyperplan séparant le point cri-
tique et le convexe fermé ().

On cherche I'hyperplan < a,x >= b qui sépare z* et ) c’est-a-dire
<a,x* >>0b
On sait que T est un élément de I'hyperplan d ’equation < a,z >=b
Alors :

a11r1 + a2 + ... + a1y = b (48)

Supposons que ai; # 0 par suit :

aig A1n b
(4.8) <= z1—x9+ ...+ —1, = —
ar aii aii
dllazl + d12$2 + ...+ dlna:n = b,
<~ . a2 . Aip 3 b
g = —,...,a1p, = —, b= —.

aii aiq ai
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Soit alors le probleme :

min p(e), p(e) = S (w1 — 27)?
xr1 + &12332 + ...+ alnxn = b
D’apres le théoreme de Lagrange voir [13], et [18]

L(z,A) =Y (@i — 2})% + Ma1 + G1ow + oo + Q10 — b}

i=1

L
gx‘(:c,)\):() > 2(x; —x}) 4+ Aay; = 0 pour i # 1
P A
<= xi—xi:—gan,z#l
oL
&xl(x N=0 <= 2(x;—2))+A=0
A

ou
. A ..
T; — xi:—gau, sti# 1
Ak
5—1’1 _xl.

~. S * X *
ou x; =} — ai(x] — x1).
Calculons z1, on a :

n

ry = b—E a1;T;

i—2

= b—Zahx — ayi(x] — x1)]

T = b—Zahx Jrz:alz — 1

=2

n
T+ E duSUZ':b— E CL11SL‘ + E all i
1=2

1=2
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n n n

et

Théoreme 4.2 Si 7 € (2, alors :

inf ||lo* — zf| = [[2" — 7|
e

Preuve : Soit H 'hyperplan séparant x* et €2 de ’équation < a,x >=b.

On sait que : < a,z* >>bet <a,z><b, Vo€ pour zy € Q\H,

< a,ry><0b posons :
|7 — 2% = inf [z — 27|
reH

Alors :
|7 — 2" < ||z — 2%, Ve € H

Soit xg € Q\H, il existe z € H tel que :
z=Arg+ (1 = N)z*
En effet :
<a,z>=b <= <a g+ (1—-Nz">=1b

<a,Arg >+ <a,(1—=Nz">=b

A<a,rg>-A<a,z*>=b—<a,z" >

111t

A< a8 > — <a,zg > =<a,x* > —b

A<a,xg>+<a, ">+ <a—Ax">=Db

A< a, 2" > — <a,xy > =b— <a,x* >

(4.9)
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D’autre part on a : < a,x" >> b implique < a,z* > —b >0
et
{ <a,r*>>0b

< a,xy ><b.
implique

<a,r*>>0b

— < a,ry>> —b.
D’ou :

<a,r*>—<a,xg>>0
Donc on trouve que :

<a,r*>—b
<a,r*>—<a,xry>

0< A= <1

Or 0 < A < 1 du fait que :
<a,r*>-b<<a,r">—<a,xg>

car : < a,ro><b et xg€ Q\H
Comme :

z—ax" = g+ (1= N)z" — 2"

Arg — Ax*
Azg — %)

ca implique que :

|z — || < ||2* — xo] car 0 < X < 1
et d’apres I'inégalité (4.9) on trouve que

|z —2"|| < ||z — 2*|| parceque z € H

Dou ||z — 27| < [[z — 2*[| < []a" — zo
Alors :
Vg € QO\H ||T — 2™|| < ||lz* — ]|
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Théoreme 4.3 Sil existe deux hyperplans Hy et Hy tels que :

inf ||2* —z|| = ||[z* — 71| et T € Q
r€H,
inf ||z* — x| = ||z" — T2 et T2 €
reH,

Aors T1 = Ty et Ty est un point extréme de ()

Preuve :
En effet application :x — ||x* —z|| est convexe, et le minimum est unique
D’apres le théoreme (4.2) on a :

[ =71 = [[2" = T2

d'ou T =7y et T1 € Hy N Hy,
ici Hy et Hy séparant x*.
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4.3 Extrémum d’une fonction quadratique concave ¢

Dans cette section on va décrire une méthode numérique , qui nous
donne une valeur approchée de I'optimum de la fonction .

=N
Soit : ¢ = Zaixi + @x? a;, € R,5; <0, et  un convexe fermé défini
i=1
par: Q= {r e R"; Ar <0,z > 0}.
On va maximiser la fonction ¢ ; posons : ¥(x) = —p(z);
Donc on obtient :
max ¢(z) = — min ().
xef) zef

Alors au lieu de maximiser ¢ il suffit de minimiser la fonction ) .
Remarquons que la fonction v est convexe.

=n

Soit : Y(x) = Z ;i + Bix?, avec a; € Riet 3 >0
i=1
Construisons une suite récurrente (2, )nen :

Tni1 = Po(x, — aVy(x)); et o € Q (zoun point donné)

N / / . 1 \
Ou « est un réel vérifiant : 0 < @ < — ou 7 = max 3;
]

On va démontrer que cette suite converge vers le minimum local de la
fonction objectif 1.

Théoreme 4.4 Soit la suite (x,)nen définie par :

{ xo un point donné de ).

Tny1 = Py (:L‘n — @V@D(mn)) n>=0

Ou O<oz<1, G; >0 et v =maxp,

Alors (x,,) converge vers le minimum Eocal de la fonction 1.
La démonstation de ce théoreme passe par quelques lemmes.

Lemme 4.1 soit ¥ wune fonction définie sur un ouvert U d’un espace de
Hilbert et 2 une partie convexe de U, si la fonction 1 est différentiable en
un point x € Q) et si elle admet en x un minimum local, alors :

(Vip(x),y —x) 20  pour tout y € )
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Preuve : Soit y = x 4+ h un point qulconque de €2, les points de la
forme : (x4 6h) avec 0< 6 <1 sontencore dans €2,
car :((z + 6h) = (1 — 0)z + Oy et Q est convexe) .
D’une autr part :
la différentiabilité de la fonction ¢ en x permet d ’écrire :

(@ +0h) —P(x) = O[(V(x), h) +£(0)]
ol éiiI(l) e(f) =0 pour tout 6 € [0, 1]

(le vecteur h étant fixé ),alors le nombre (Vi (z),h) est nécessairement
positif, sans quoi la différance

(Y(x 4+ Oh) — (x)) serait strictement négative pour # > 0 suffisament
petit, puisque : ¥(x + 6h) > (z), car : (¢ admet un minimum en x),
donc :  (V(z),h) >0

d'ou: (ViY(x),y—x) >0 pour tout y €

Lemme 4.2 soit ) un convexe fermé non vide de IR" et Po(x) la projec-

tion orthogonale du point x sur Q Alors; Po(x) est caractérisée par :
(x — Po(x),y — Pa(x)) <0 pour tout y € €.

Preuve : Soit y un point de €, le point y; = [(1 —t) Po(x) +ty] appar-
tient a  pour tout t € [0, 1] (car €2 est convexe).

Donc d’aprés la définition de la projetée d’un point sur un conexe fermé.
On a :

|z — Po(z)||” < ||z — w|I* pour tout y € Q.
Mais :

|z —wll> = [lo— (1 —t)Palz) — ty)]’
= |z = Po(z) — t(y — Pa(x))|?
Car: 1y = Po(x)+tly — Po(x))
D'ou :
e —wll? = llz— Pa(z)|? + t*[ly — Pa(x)|]> — 2t{x — Po(z),y — Po(x)).

Puisque : [l — Po(2)[* < [lz —wel*, Yy eQ
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On obtient :

2t(x — Po(x),y — Pa(2)) < *]ly — Pa()]”

Ce qui implique :
(x — Pa(w),y — Po(2)) < t/2|ly — Pa()|

D’une autre part cette inégalité est vérifie pour tout ¢,0 <t <1
ce qui donne : (z — Py(x),y — Po(z)) < 0.

Lemme 4.3 Soit o € 2, ( Q étant un convexe fermé), supposons que ¥
est différentiable en xq et qu’il existe un réel positif a tel que :

PQ(Q?O - Oévw(fbo)) = X2y-

Alors la fonction ¥(x) admet un minimum local en x.

Preuve : posons :

r = x5 — aVi(xg)
Yy=x0+v

avec v un vecteur quelconque tel que y € €.
Appliquons lemme (4.2) .

Clest-a~dire : (x — Po(z),y — Po(x)) < 0.
Donc on a :

(o — aV(xg) — Po(z), 20 + v — Po(xg — aVip(zy))) < 0. (4.10)

Puisque : Po(zg — aVip(xg)) = xp.
Alors (4.10) devient
0

(=aVi(zo),v) <
vy <0

_04<V¢($0)7 >

D'ou (Vi(zg),v) = 0, puisque « > 0 et par suite (Vi(xg),y — z) et
d’aprés lemme (4.1), la fonction 1) admet un minimum local en xy.
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Lemme 4.4 Soit Q= {z € Q;u < (z) < vl

Alors
1

(Vib(a),vs) < — ol
avec
v = Pale — aVib(z) @

st de plus si €) est borné et x € Q alors :
il existe vy (0 > 0) tel que : ||vg]] = 0.

Preuve : Soit = € 2, utilisons 'inégalité du lemme (4.2)
on substutions x par : (:U — osz(a:)) et y par =z, on obtient :

(r = aVip(z) = Po(r — aVi(z), 2 — Po(r — aVi(z))) < 0

D’ou
(—v, — aVi(z), —v,) <0
Soit
<1}$ + @vw(x)a Ux> <0
ce qui est équivalent a
(U2, v2) + (VY (x),v,) <O
et par conséquent :
(@Vip(x), v2) + [0 * <0
@V (@), v,) < —lve|l?

Et par suite

(Vo) v < o’ (0> 0)
Donc la premiere partie est démontrée.
Considérons :

z+— [[Pa(z — aVi(z)) — 2| = [Jv]

(C’est une fonction continue sur €2 et donc aussi sur €2, qui est un compact

si (2 est borné; donc elle atteint sa borne inferieure vg (yo > 0) sur €2.
Et de plus si vy = 0, alors il existe z¢ € Q tel que ||v.|| = 0 c’est-a-dire

PQ(SUO - &V@b(l’o)) = 2



92 Calcul de I'optimum de la fonction concave

Donc d’aprés lemme 4.3, ¢ admet en z¢ un minimum local dans 2. Or par
définition méme de €2 ce minimum est hors ).

Lemme 4.5 Soit ) un convexe fermé et a un réel vérifiant 0 < a < —,

tel que v, = Po(x —aVy(x)) —x pour tout x de .

1) Alors le passage de x a T = Po(r — aV(x)), ne se fait par croitre la
fonction ¥ (x) de plus :

_ 1

¥(z) = (@) 2 (= =l
(v = max B;)
2) Si en outre, Q) est borné et x € Q ( Q) étant le conveze du lemme (4.4)),
[inégalité précédente se transforme en :
_ 1
¥(@) = (@) = (- =)

ot Yo est la constante du lemme (4.4).

Preuve : 1) Prouvons la premiere partie.
Examinons d’abord le cas ou = € §02 , on a alors :
i) T e
ii)(T) = Y(x) + (VY(z), T — z) + %(VQw(:U +6h),(T—x)?), 0<60<1
(dévloppement de Taylor avec reste de Lagrange).

Par suite :
T—x=Polx—aVi(z)) —x =,

D’ou :
(Vzﬂ(w),f—x) - <V¢(37)avx>
< —éHUIHQ voir lemme(4.4).

Et par conséquent :

1 1
(@) —P(z) < —aHvxIIQ + 5(27Hvz|\2)
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et par suite
V(@) ~ 9(@) < (v = Dl
D’ou : |
¥(@) = (@) = (= =)l (4.11)

Donc la premiere partie est démontré.
2) c’est évident car d’aprés (4.2) et I'inégalité

vzl =70 (voir lemme (4.4))

on obtient :

Preuve du théoréme (4.4) : Premier cas (Q est borné )
Le convexe €2 est borné donc compact (§2 étant toujours le convexe fermé

de IR").
Soit 1 € (), o un réel vérifiant la condition 0 < o < —.

Construisons la suite (), alors d’aprés lemme (4.5)on a :

D) = Ynn) > (= = Wlln = 2l

Donc (¢(x;,)), est décroissante et comme elle est minorée par m = insf2 U(x)
re

elle est convergente vers un nombre u, évidemment u > m et par suite
Y(x,) = u Yn

e Montrons que ©u = m

supposons que u > m

D’aprés les lemmes (4.4) et (4.5) :

V(o) — Yokn) > (- =18, V>0

Ecrivons ces inégalités pour k£ = 0,1,...,n et en faisant les additioner
membre a membre on obtient :

1

Y(xo) — Y(wy) 2 n(a — Y)Y, ¥n >0
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C’est-a-dire
1
¢mu<wuw—ma—wﬁ,Vn>o

Pour n assez grand ¢ (zo) — n(: — 7)7¢ devient strictement inférieur & u
ce qui contredit le fait que ¥ (x,) > u Par conséquent; u = m
c’est-a~dire : ¥(x,) tend vers m = in£¢($) = (Tp) quand n tend vers
oo HAS
e Prouvons maintenant que : x,, — x
Soit € > 0, B(Typ,¢) (la boule ouverte de centre T, et de rayon ¢)

Posons :

Q. = QN BY (T, )

ott BY(Zy, €) est le complémentaire de B(Zy, €)
Q). est fermé comme intersection de deux fermés, et borné car il est contenu
dans €2 qui est borné, et donc 2. est compact.

Soit m. = inf ¥(z)
ref),

Donc on a m, > m

Par suite ¥ (x,) > m. > m. Donc 2. ne peut contenir qu'un nombre fini
d’éléments de la suite (z,,) ( si non ¢(z,) ne peut pas avoir m comme
limite)

Par conséquent :

tous les z,, (a partir d’un certain rang) sont dans B(Zy,¢), ce qui signifier
que

T, ? EO

Deuxieme cas : (Q est un convexe fermé non borné )

Nous avons vu dans ce cas (démonstration thl) que

le min(z) = ¢(T) est atteint dans Q, (2, =QNC,) avec

[C, = B(xo,7),7 > ||[Vi)(x0)]|] Alors le convexe €2, est un compact,

et si x ¢ Q. ¥(x) > Y(x1) = Y(xy) donc d’aprés lemme(4.5); la suite
(¢(xy,)) est décroissante ;donc Vk xy € Q.

d’ou :

Tetr1 — PQ(ZEk —&V@b(x))
= Py, (zr — aVi(z))
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On se retrouve dans le premier cas avec €1, convexe fermé et borné et la
suite (z,,) défini par :

2o un point donnu de €2
Tny1 = Py (xn — avq/)(xn)) n=0
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Chapitre 5

décomposition d’une fonction
quadratique sous sa forme canonique

5.1 optimisation de la fonction f.

Soit a résoudre le probleme suivant :

flz) = Z ;T + @'33?7
i=1

max f(x); «;,0B; € IR pour touti.
re

(5.1)

oun Q={ze€IR":x>0et Ar < b}, A une matrice de type m x n et b
un vecteur de R
On peut se restreindre a I’étude du cas suivant :

n
flx) = Z aix; + By, ol
i=1

les coefficients «; et 3; sont des réels quelconques et la fonction f n’est
convexe ni concave.

commencons par voir comment optimiser la fonction f pour cela posons :
o(x) = Z a;zi+ 322, olt la somme porte sur tous les indices i pour 3; < 0;
et

P(x) = Z ;T + 529522 ; ol la somme porte sur tous les indices ¢ pour ; > 0

97
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Aprés décomposition ,la fonction f devient comme suit :

f(x) = olz) + ()

@ est strictement concave, et 1) est convexe.
On va montrer que la résolution du probleme (5.1) revient a résoudre les
problemes (5.2) et (5.3) suivant :

Y(x) = o + B,
i (5.2)
max(z); a; € R, 3 € R,.

e

p(x) = Z a;r; + i},
i

max o(z); a; € R, G; < 0.
xefd

(5.3)

On sait déja résoudre le probleme (5.2) et (5.3) voir [chapitres 2 et 4]
Posons :

e

max () = @(Ty)

{ maxp(z) = (Ty);

Lemme 5.1 Soit toujours €2 le convexe fermé défini par :
Q={rxeIR":2>0et Az < b}

Si (Ty, +Ty) € Q, alors :

maxf(z) = f(T, + Ty)

zef)

Preuve : FEn effet : f(z) = ¢(z) + ¥ (x),
Donc on a :

max f(w) < max p(z) +max () = ¢(T,) + 9 (Ty)

Mais (T, +Ty) € Q et par suite
f(@p+Ty) = o(Ty) + 9(Ty)

don  max f(z) = f(T, +Ty)
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Remarque 5.1 pour la suite on pose : max f(x) = f(T), et T = (T1,%2,...

zef)

Lemme 5.2 517 € SOZ, alors : max f(x) = p(T,)
HAS

Preuve: SiZT E(OZ, alors il existe une boule fermée de centre T et incluse
dans 502 :
B@)={xecQ: |7 -] <e, & >0 pourtouti=12,..n}
Supposons qu’il existe un 3;, > 0
Alors T'application qui & z; — ¥y, (z;) = ;i + Bi,¥? est convexe pour
tout x; € IR,
Posons  I;, = [Ti, — €4y, Tiy + Ei)

¢i0 . ]io — ]:R
i — i (),

max Yi(x;) = max{y;,(Ti, — €iy), Vi, (Tiy + €iy) }

!

X,

donc

wio (Eio) < maX{q/)io (fio - gio) ) wio (Eio + Eio) } - ¢i0 (fio (gio ))

, Tn)
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ou T, (82'0) = T, — €i, ou bien T, (82'0) = T;, + &,
avec Tj,(ci,) € [Tiy — Eiy, Tig + i)
Posons :
T = (fl,fg, "'7fio—lofio(gio)afio-i-h ,fn) c B(f) et f(f) = gﬁ(f) + w(f)
Comme 4, (%)) < (T (<)), ona $(F) < B(@).
D’ou la contradiction f(Z) > f(T) = max f(z).
HAS
Donc la supposition est fausse et par suite on a :
Pi<0 i=12..n f(x)=p(@) et maxf(r)=maxep(r) = p(T,).
xre

xef)

Lemme 5.3 Si T ¢ (02, alors Uhyperplan contenant T contient T.

Preuve : SiT ¢ goz, alors il existe un hyperplan (a;,, ) = b;, contenant
T : <a@'0,f> = bio-
T, est un point extréme voir [25];
si (aiy, Ty) < bi, posons Q;, = {x € IR : (ai,, ) < bj,}; 2, est un convexe
fermé et T, est un point intérieur de 2.
Le méme raisonnement que le lemme (5.2) montre qu'’il existe zy,

tel que ¥(Zy) < ¥(Zy). D’ou la contradiction avec (Ty) = maxy(x).

zef)

10

Donc La supposition est fausse, et on a  (a;,, Ty) = by, .
On a alors le théoreme suivant :

Théoréme 5.1 Sous les hypothéses ci dessus, on a, voir [15] :
(1) Si (T, +Ty) € Q, alors T =T, + Ty;
(2) Si (T, +Ty) ¢Q, etT € fol, alors T = Ty;
(3) St (T, +Ty) €2, etT ¢ SO), alors T est un point frontiére de 2.

5.2 Algorithme de recherche de 'optimum de f

(1) On calcule max ¢(z);

xef)

(2) On calcule max ¥ (x);

el

(3) Si (T, +Ty) € Q, alors T =z, + 2y ;
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(4) Sinon, au sommet x,, f s’écrit sous la forme :
2
flz) = Z aw; + Bl + Z Z Vit A ().
i i#]
Soit jp un vecteur entrant 3, < 0.
22

(%) Si Aj,= oz, + B, x5 > 0, alors :

f@) = ofw+ Bl + > ) yfwiw; + v(wy)+ Aj, -
on pose : 7
z(A) = Azy + (1 — N)x(jo) on 2(jo) est le sommet voisin de xy, on calcule

A t :
max f(x(), et on pose

f(@) = max{ max f(zy), ¥ (zy)+ Ajy},

0<A<1

s'il existe un j; un vecteur entrant : 3; < 0 implique (%)
Sinon stop.

Exemple 5.1

f(x1, 29, x3) = 221 + 329 + 323 + o2+ 23 — x%,

T, + 3rs < 18
5.q.c: T1+ a9+ 23<8
25171 + o + 2[133 < 14.

D’aprés des calculs simples on trouve que :
T, =3/2
Ty = (06)

D’ autre part on a (xy,x,) € ) ce qui implique que

max f(x) = f(0,6,3/2) = 92.25

Exemple 5.2

f(z1, 79, 03) = 271 + 339 + 373 + 27 + 215 — 73,

3$1 + 9 < 18
§.4.C: $1+$2+.’E3<8
2x1 + 19 + 2203 < 14.
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Apreés le calcul de x, et xy on trouve x, =3/2 et x, = (0,8,0)
et par suite (x,+ xy) ¢ 2

/(6, 0,0) B(5,3,0)

Ty
Les sommets voisins sont A,B et C;mais le vecteur entrant est x3 et la

direction d’amélioration est le sommet C' = (0,2, 6)
2(0,2,6) + (1 — A)(0,8,0) = (0,8 — 6X,61);0 < A < 1

£(0,8 = 6X,6)) = (0,8 —6)) + (6]
= 3(8 —6A) 4+ 2(8 — 6A)% + 3(6)) — 3(6))?
— 24+ 128 — 18X\ — 96 + 18\ — 108\% 4 722
= 152 —e(\) avec e(A) =0

Donc maxf( ) = f(zy) = £(0,8,0) = ¢(xy) = 152
Avec Q) = {3:61 + 29 < 18,21 + x5 + 23 < 8,221 + w9 + 223 < 14}

Remarque 5.2 On a Py(0,8,3/2) = (29/4,3/4,0)

Donc  f(0,3/4,29/4) < 152.

Le point (0,3/4,29/4) est procche du point xy, + x, = (0,8,3/2) ,mais ¢a
ne donne pas le maximum de la fonction objectif f.
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5.3 Décomposition d’une fonction quadratique sous
sa forme canonique

Considérons le probleme suivant :

Z Q;T; + ﬁzx + Z Z’V@]w Ly,

(P):< i#j
OéiGIR7 @'GIR, 75 € IR
Az < b, x =20,

P

\

Soit 7,5, une valeur de IR non nulle,
2
(%‘0 + a:jo) = :1: + :c + 2x;,7,

Alors  ;,x;, = 5{ (a:io + ij)Q -z} —

1 2
YiojoLioLjo — E{%ojo (xio + 37]’0) — Yiojo® zo — Yiojo® zo}
comme x;,%; = 0, alors x;, +x; = 0;
posons alor? T, + T, =1 Tig o 1
oo o — Y2 102 1 .2
71()]()'1;1()]() - 2%030'%0]‘0 QfYZOJ()xZIO 2%03056]‘0'
f devient alors :

zamz@x DI DYDY

i#J i#] i#J

Donc le probleme (p) sera remplacé par le probleme (p’) équivalent :

ZO& T+ Zﬁzx + = ZZ fYijw VZ]'CE — Vgl )

Z#J

f(iﬂ)_z 1051%"'6255 + 3 Zz;é]Z%J( x2—$§)
04i6271] € IR;

Ar <0 >0

I’i+$j—$7;j20

(P :

Exemple 5.3 Mazximisons f(x) tel que :

f(x) = 221 + 329 + 27 + 225 — 27179
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Sous les contraintes :

$1+3$2<18
T+ T2 <8
201 + 19 < 14

Soit ) = {5171—|—3£U2 <18, 214+ 29 <82x1 +x9 < 14}
Posons x1 + xy = T12 = T12 = X3

2 2
fxy, w9, 23) = 21 + 329 + 23 + 223 — %x% — 5:5% — ix%
= 2z1 + 329 + 23 — 23
Donc on va mazximaser :

f(x1, 29, x3) = 221 + 329 + :C% — :v§

Sous les contraintes :

T+ 3x9 < 18
T+ T2 <8
201 + 19 < 14
Tl + T2 = T3

Soit Q) = {561 +31ro <18, x14+ 29 <821+ <L 14,21 +29 = 1'3}
On a o(x3) = —2% ce qui implique que max p(x) = p(0) =0

(21, 9) = 221 + 329 + T3 0N voit que max (1, z2) = (0, 6) = 54
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Puisque Q' C Q il résulte :

max 1 (21, ¥2) < max (w1, v2)
e

ze)
X3‘l

- - - - — _|C(O,6,6)
I
|
I
I IP>X2

A(0.0,0) B (0,6,0)

Xl
Et comme
(0,6,6) €
1 =0,29 =6,23 =0

ca implique max w(x) =1(0,6,6)
zel)
Mais g+ 7, = (0,6,0) + (0,0,0) &
Donc  fN0,6,6) + (1 — X)0] = 18X
Dot max f(\) =18 et T = 1(0,6,6) + (1 — 1)0 = (0,6,6)

0<A<1
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5.4 CONCLUSION GENERALE

Ce rapport de mémoire a été ['occasion de présenter un cadre général de
la programmation quadratique. Ce cadre a ensuite donné lieu a la présentation
détaillée d’une nouvelle méthode de résolution des problemes quadratiques
dont la fonction objectif est convexe ou non convexe.

Nous avons présenté certaines méthodes de calcul de la solution optimale
d’un programme quadratique.

Les problemes des flots en réseau a cout minimum peuvent étre modélisés
par des fonctions quadratiques. Parmi les problémes classiques associés a
cette formulation on peut citer : [’'équilibre du trafic en réseaux de com-
munication (de trafic urbain, télécommunication), le routage en réseau,
Uaffectation du trafic...

Les algorithmes de résolution des problemes d’optimisation quadratiques
sont trés complezes et trés lourds a mettre en oeuvre pour les problemes de
grande taille ou pour la résolution en temps réel.

Des techniques de linéarisation, des versions spécialisées de ’algorithme
de Franck-Wolfe, les méthodes Newton ou quasi-Newton, sont les algo-
rithmes les plus employés jusqu’a maintenant pour la résolution de ces
problemes quadratiques.

Des formes particuliéres de ce probleme ont été étudiées pour réduire le
temps du calcul. L’'un de ces cas est le probleme des flots a cout minimum
avec des cout quadratiques, plus précisément avec des coiut quadratiques
séparables.

En développant plusieurs exemples a ['atde de notre récente, nous avons
montré la simplicité des calculs et surtout la précision des résultats obtenus
aprés un nombre d’itérations trés limité.

Nous avons explicité les conditions d’utilisation de cette méthode en
démontrant [’existence des solutions et les techniques permettant de les
calculer :
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a) Aprés la décomposition de la fonction objectif en deux fonctions, l'une
concave @ et l'autre convexe 1 ; sile point critique appartient a ) (ensemble
des solutions réalisables), la solution optimale de f est la solution optimale
de .

b) Si le point critique n’appartient pas a Q alors la solution optimale de f,
est la projection du point critique sur €Y .

c) Lextrémum de la fonction convexe 1 est un sommet; la technique du
calcul est développée dans le chapitre (2).

d) Nous avons aussi donné la technique du calcul de la valeur de la fonction
Y lors du passage d’un sommet a un sommet voisin.

e) En passant d’un sommet a un sommet voisin, le double produit apparait
dans [’expression de la fonction, et ceci nécessite une technique pour le
calculer. Celle-ci a été présentée dans le chapitre( 2).

Le théoreme reste valable si le convexe €2 est remplacé par un convexe
fermé et borné inférieurement dans IR", il permet de résoudre les problemes
quadratiques dont les contraintes ne sont pas nécessarrement linéaires.

f) Contrairement auz autres méthodes analytiques donnant la solution exacte
en passant par le processus de linéarisation ou les méthodes numériques
fournissant des solutions approchées voir [14].

Les exemples suitvants ont été développés par d’autres méthodes et celle
présentée dans ce mémoire pour mieux apprécier les différences. Prennons
[’exemple suivant :

max f(x1, 1) = dwy + 8x9 — 1% — 203
3r1 4+ 229 < 6

s.c
Ty, 29 2 0

qui a €té traité par la méthode de Franck-Wolf et par cette méthode.
La complexité de la méthode de Franck-Wolf :

Initialisation de la méthode,

Itération k : boucle d’évaluation des coefficients c;

Détermination de la direction d’amélioration,

Calcul du pas,

Exécution du critére d’arrét.
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De plus la solution obtenue n’est qu’approrimative. Dans notre cas x* =

(%, g) et la valeur de la fonction a [optimum est :

maz f(z1,22) = f(3,%) = 10.94295 < 11.50

Quand a la méthode du chapitre (4) , on calcule la valeur du point extrémal
x* sl appartient a () stop; c’est la solution optimale.
Sinon, la solution exacte est la projection de x* sur £ qui donne :

= (%,2) € Q, le calcul de * nous donne T = (1, %) d’ou
max ¢(x) = 11.50.

ref)

Concernant la méthode de linéarisation; l'exemple ci-aprés :

max f(x1,x9) = 5x1 + Sy — 27 — 23

$1+2£L'2—8<6
s.c 3r1+12—9<6
r1, T2 20

La résolution de ce probleme a nécessité l’ajout de 8 variables, 3 tableaux
du simplexe de cing lignes et de 12 colonnes, on obtient la solution exacte
T =(22,24) f(@) = f(2.2,2.4) = 124.

Quand a méthode précédente, on calcule la valeur du point extrémal x* s’il
appartient a €0 stop; c’est la solution optimale. Sinon, la solution exacte
est la projection de x* sur €2 qui donne :

= (g, g) € Q, le calcul de T nous donne T = (2.2,2.4) d’ou
max p(x) = 12.40,

ref)

De plus la méthode présentée dans ce mémoire donne une interprétation
géométrique de la solution optimale T : c’est la projection de x* sur §) alors
que la méthode de linéarisation ne situe pas la solution optimale par rapport
a l’ensemble convexe des solutions réalisables.

Notons enfin que pour le cas convexe sutvant :

min f(xy,22) = —20z1 + 1029 + 323 + 223
2I1 — X9 < 6
—x1 + 22 < 10
2:61 + 35172 < 8
T1,T9 2 0
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La méthode de linéarisation a nécessité l'ajout de 10 variables, 5 tableauz
du stmplexe, pour seulement 2 variables de décision, ce qui montre la lour-
deur de cette méthode.

Ceci nous donne une breve idée ,imaginons la lourdeur des calculs si le
probleme comporte 50 variables de décision.

D’un point de vue algorithmique, notons que la recherche de la solution
est simple et dispense des lourds calculs tels les conditions de Kuhn, du
lagrangien et le calcul des matrice hessienne.

Les travaur présentés dans ce document permettent de traiter toutes les
situations modélisables sous forme de problemes de programmation quadra-
tique.
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