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Chapitre 1
Introduction

Le mémoire comprend six chapitres, une annexe, une conclusion et une bibliographie.
Dans ce travail on aborde le theme des inégalités de Hardy et leurs différentes variantes. Au
début on considére les inégalités classiques de Hardy, c’est a dire celles qui sont apparues
au début ( le début du vingtieme siecle ) [ voir [1] | ou sont décrits la plus part des premiers

développements. Dans [1] Hardy a prouvé I'inégalité suivante (voir [Ch.IX,Th.327,P.240]) :

Sip>1, fP € L) et F(z) := */ f(t)dt avec f(t) >0, alors
0

/000 (F(;:))p dr < Qﬁ)p/ow(m))pdx’ 1)

p
avec f # 0. (%) est la constante optimale ( la plus petite possible ).
p

Et ( voir[Ch.IX, Th.328,p.244]) pour F(z / f(t)dt, on a

/0 TPy de < p? / (e f () de. (1.2)

avec f # 0. p? est la constante optimale.

En outre, en 1928 ( voir[ Ch.IX, Th.330,p.245]) Hardy a prouvé une forme généralisée de
(1.1) et (1.2) a savoir que,sip > 1, a # 1,0 < / TY(tf(1)" dt < oo et F(x) est définie

par :
/f t)dt, (a > 1); /f t)dt, (a < 1);

/0 C“FpUdK(mfu)/o () dt (13)

Ainsi ( voir | Ch.IX, Th.347,p.256] ) Hardy a fait remarquer que si a et F'(x) satisfont aux

conditions précédentes mais 0 < p < 1, alors

/0 TR (2) dy > (m’ﬁ)p /0 T )y dt. (1.4)

*La notation := indique que F(x) est définie de cette maniére.

alors
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L’historique de I'inégalité classique de Hardy (1.1), a été décrit dans le récent article [11]
par A.Kufner, L. Maligranda et L.-E.Persson.

Des inégalités analogues a (1.1) et (1.2) ont éte étudiées en détails.

Soient 1 < p < o0, Il)%—]% = 1, f(x) une fonction non négative sur (0; 00),  f(xz) mesurable
sur (0;00) x (0;1) pour presque tous les z € (0;1) et 2 f(x) € Ly(o;00), alors

i:si a<i
P

1 -1
o)) < (5= 0) 1@ (1.5
isi a>
!
ERCAOTNES CEE A BN (1.6
ou .
i@ = [
et
@) =1 [ 1w,
et 1% + ]% =1.

les dernieres inégalités ont éte étendues a R et R™.
Soient 1 < p < oo, §+ [% =1let |z|® f(x) € Lymn), alors

i:Sia<I%

o 17 1 a - a
o @D, < (5-5) Ml £l (1.7
i:Sia>2
p
a7 Q 1 - @
o @O, < (2= 1) el 1l (18)
ol
(H5) @)= [ @)y
mesB, Jp. ’
et
(ar) @)= oo [ Sy
mesB, Jga\p, ’
avec
r=lz[>0,B. ={yeR": y| <r},
1 1

Aussi est abordé le cas des quasi-normes 0 < p < 1 pour les inégalités de Hardy, c’est a
dire des inégalités analogues a (1.5) et (1.6) sont vérifiées pour les fonctions mesurables
et monotones, par exemple : Si o < }% et f(x) une fonction non négative, croissante sur
(0, 00), alors

9—2ap+p—1

1/p
o)) < (g ) 1@l (1.9
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Ensuite on s’est intéréssé a un nouveau type de I'inégalité de Hardy ( pour p < 0 )(voir

3)). .

Sip<0, a#1l, f(t)>0e0< / T (tf(t))" dt < oo, F(x) une fonction définie
0

par :

F(z) = /Oxf(t) dt, (a < 1); F(z) = /Oo F(&)dt, (a > 1). (1.10)

Alors , on a
/OOO a T FP(z) dv < (—_p)”/ooo o (L) dt: (1.11)

v =1

ou le facteur

_ p
| p1|) est la constante optimale .
a —

Cette derniere inégalité a été généralisée :

o) dos () [ ey e

a—+n(p

Dans le chapitre 5 on considere les inégalités de poids. Par exemple I'inégalité de Hardy
de poids :

(/000 ‘w(x) /Ox Ft)dt ! dz); <c (/OOO (@) f(@)? dx)é | iy

Dans l'article [13] ( G.A.Bliss) a été trouvée la meilleure constante C', ou (1.13) aquiert

une forme plus simple, ( p = ¢, v(z) = 1 et la fonction de poids w(x) est une fonction de
puissance ) .
A été aussi considérée une inégalité du type inégalité inverse de Holder ou ont été eclaircies

les conditions sur les fonctions de poids, telle que I'inégalité

(/000 [f (@)]" w(z) dx>; <C (/OOO ()] v() dm>’l“; (114)

soit vérifiée. Finalement on a étudié une nouvelle variante de ladite inégalité ( voir [2] ).
Certaines inégalités ont été obtenues en changeant certains données, d’autres ont été

généralisées.

Remarque : Tout au long de ce travail, () est une partie mesurable de R™ et 1'espace
Ly ( espace des fonctions mesurables de puissance p-ieme intégrables ) est un espace

semi-normeé.



Chapitre 2
Inégalités classiques de Hardy

Dans l'inégalité de Holder, souvent on souleve la question suivante :
A quelle condition les deux membres de I'inégalité citée sont éguaux?.
Chose qu’on éclaircit a I’aide du théoreme suivant :

Théoréme (H). Soit I'inégalité de Holder ( en détails voir 'annexe ),

169l < 161150 Nl - (+)
ou % + z% =1.
Dans (%) il y’a égalité si, et seulement, si existent les constantes A > 0 et B > 0, A2+ B? # 0
telles que :
A|f@) = B.|g(x)|” p.psurQ. (%)
1.a) Si la condition (*) est vérifiée et A = 0, alors g(z) ~ 0 sur Q et les deux membres de

(%) sont nuls. D’'une maniere analogue on raisonne si B = 0.
b) Soit dans (xx) A > 0 et B > 0. Alors

()| = C1f @)
ou = (),
et chacun des deux membres de (1.15) est égal a || f||7 @

2.0n suppose qu’il existe un sou- ensemble E C €, mesE > 0 et pour lequel (xx) n’est pas

vérifiée.
On pose
TP
et
Gla) = I
lollz,, .,
on obtient

|[F(2)l" # |G()l” Yz € E,

6



et d’aprés 'inégalité de Young

/

|G(x) "

F().(a)] < FEL

Vo € Q, P
. ()

sur E (D) est stricte.

Lemme. Si les fonctions f et g a valeurs réelles sont intégrables sur un ensemble {2 mesu-

rable et f(x) < g(z), p.p, alors
d dx.
/Qf(x) r < /Qg(37) x

si f(z) < g(x) sur le sous-ensemble E avec mesE > 0, alors

/Qf(x)d:v</ﬂg(x)dx.

Par application du lemme on obtient

/|F x)| de < = /|F ]pdx+—/|G )P de =1

d’ott on déduit que I'inégalité dans (x) est stricte.
Pour 0 < p < 1 et p = 00 on raisonne de la méme maniere.

Les théoremes 2.1, 2.2, 2.3 et 2.4 et leurs preuves figurent dans [1].

Théoreme 2.1 Soient p > 1, f(x) > 0, f € Lyoa (x > 0) et fP € Ly F(x) une

fonction définie par :
:/ f@)dt,x > 0;
0

[T a< () [Turan 2.1)

p
avec f # 0. La constante (%) est optimale.
p —

alors

Pour la preuve du théoreme on utilise le lemme suivant :

Lemme 2.1 Sip>1, f € Lyoa, Va>x et

:/:f(t)dt

alors

pour x suffisamment petit.



Preuve du lemme : d’apres 'inégalité de Holder,

< [“oral [ dt)p_l o [y

Preuve du théoréeme 2.1 : Si0<&<n, ona

[ o - 1 [ ()

_ ETRE) nTE() | p /;x”“(m))plf(x)dx-

p—1 p—1 p—1

D’aprés le lemme 2.1
EVPFP(E) — 0 quand f? est intégrable et £ — 0, d’ou

[ @ = g [(B) o
L) o ()
/On (Fff)) dr< o5 {/ (Fff)) dx};, ( / "(F)y dx); @2

Si f(z) est non nulle sur (0,7), le membre gauche de (2.2) est strictement positif, d’ou de

(2.2) on déduit
A (F”) dr < (]ﬁ) [y as (23)

quand 7 — oo on obtient (2.1) , sauf que < est remplacé par <. En particulier ,

IN

IN

donc

I'intégrale du membre gauche de (2.1) est fini.

Par conséquent, toutes les intégrales dans (2.2) sont finies lorsque 7 tend vers oo et

/0°° (@)p dr < % {/OOO (@)p dfﬁ}pl/ (/Ooo(f(w))p daz>; (2.4)

dans (2.4) le signe < peut étre remplacé par < , a moins que x P (F(z))Pet(f(x))? soient
effectivement proportionnelles . Ceci transformerait f(x) en une puissence de z, alors

/ (f(x))Pdz serait divergente.
0
Alors si f est non nulle , on déduit de (2.4)

[T () ao< (25) [ wtra
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P
Pour démontrer que la constante (ﬁ) est optimale, on considere la fonction f.(z),

0<e<(p—1)/p définie par :

f(x) = { 07_8_; siz € (0;1)

x T r, six € [l;00)

/OOO (x—1/0”” £(t) dt)p dr = - (_5 _1 1 1>p;

on trouve que

p
et
|y =
0 ) ep
P p
Si la constante (—1) dans (2.1) n’est pas optimale, alors, il existe une constante K,
p —

p p
avec K < <L1) telle que (2.1) reste valable si I'on remplace (%) par K.
p— p
En particulier, on a

/ ) (x / X dt)p i< i [ (L) dt,

1 1
< K—

p
5p(—5—§+1> €p

et puis

Y

p
il s’ensuit que (Ll) < K, quand ¢ — 0. de Cette contradiction on déduit que
p —_

p
(Ll) est la constante optimale dans (2.1).

Le théoreme 2.1 est prouvé.

Théoreme 2.2 Soient p > 1, f(x) >0 et fP € Lioo), f(2) € Lpzoo)- F () une fonction
définie par :

F(z) = /Oof(t)dt,x > 0,
alors

/0 TPy de < p? / T(ef (@) de, (2.5)

avec f # 0 . La constante pP est optimale.

La preuve est analogue a 2.1.

Théoreme 2.3 Soientp > 1, a # 1, 0 < / T (tf(2)) dt < oo et F(x) une fonction
0
définie par :

F(z) = /Ox ft)dt, (o >1); F(z) = /OO ft)dt, (a < 1);

9



alors

/0 T () dr < (ﬁ)p /0 T ) dt. (2.6)

Preuve : Pour la démonstration on utilise le lemme suivant

lemme : Soient p > 1 et K(z,y) > 0 une fonction homogene* de degré —1 telle que

/ K(z, 1)z~ Y7 dx :/ K1,y " dy =k
0 0

alors

/OOO /Ooo K(z,y)f(x)g(y) dedy < k (/Ooo(f(x))p dx) v (/Ooo(g(y))p’ dy) Up/ 27)

avec f #0oug=0, si K(z,y) est positive,

/ dy (/ K(z,y)f dx) <kp/ooo(f(x))pdm (2.8)

avec f # 0, si K(x,y) est positive,

/ dx (/ K(z,y)g dy) <kp//ooo(g(y))p/dy. (2.9)

avec g # 0, si K(x,y) est positive.

Maintenant on passe a la preuve du théoreme 2.3.

On prend

yr—l

K(z,y) =, stz <y;
:L-T

K(xz,y) =0, six >y.

1
Pourr<—/. On a
P

0o 1
k= / e VP = / PR TL M
0 0 p—pr—1

Dans ce cas les inégalités (2.8) et (2.9) donnent

/Ooo T (/Oy 27" f(x) dx)p dy < (ﬁ)p/j(ﬂx»p iz, (2.10)
/OOO " (/:o ¥ g(y) dy)pl dr < (ﬁ)p, /Ooo(g(y))f” dy. (2.11)

*Une fonction M (z,y) est appele homogene de degré s si :

et

Vk > 0; M (z,y) = k°M (z,y).

10



En changeant la notation dans (2.10) et (2.11) . Pour cela on note
hz)=a""f(x) et p(r—1) = —«

puisque 7 < 1/p" alors a« = p(1 —7r) > p(1 —1/p') > 1 et (2.10) devient

[ ([ o (G22) [

D’une maniere analogue on note

H(y) =y 'gly) et rp’ =

doncona a=rp <1 (carr < 1/p') et (2.11) devient

/OOO x (/:O H(y) dy)p/ dr < (1 {O{)p/ /OOO v (yH(y))” dy,

/ /

P _ P p
p—pr—1 1—rp 1-a

car

Donc de (2.12) et (2.13), on obtient

/Ooox_o‘Fp(x)dxg (|a111’)p/000t—a (tF(D) dt

F(a) = / " i) dt, (o> 1); F(x) = / " F#yde, (o < 1),

pour p > 1 et

d’ott I'inégalité (2.6).

(2.12)

(2.13)

L’inégalité classique de Hardy pour les quasi-normes , est exprimée a ’aide du théoreme

sulvant .

Théoreme 2.4 Soient 0 < p < 1, a # 1, 0 < / tTYtf() dt < oo et F(x) une
0

fonction définie par :

F(a) = / " pt)dt (0> 1), Flz) = / " F(yde, (o < 1),

/0 T B (2) da > (m’%”)p /O T @) dt.

alors ;

(2.14)

Preuve : On obtient le méme resultat en changeant le signe dans les inégaliyés (2.7), (2.8)

et (2.9) et on considere la fonction elle méme. Dans ce qui suit on se propose de donner

d’autres démonstrations des inégalités classiques de Hardy.

11



On considere la fonction f a une seule variable définie sur (0;00).

Considérons les deux opérateurs H; et Hy définis de la maniere suivante :

(Hf)@) =, [ ) dyva >0

( C’est la valeur moyenne de f sur U'intervalle (0;x) )

et
(Haf)(w) = é/ f(y)dyvz > 0.

Théoréme 2.5 (voir [37]) Soient 1 < p < oo, Ilj + z% =1, f(r) >0, x“f(xz) mesurable
sur (0;00) x (0;1) et x® f(x2) € Ly,0) pour presque tous les z € (0;1), alors

o)) < (=) 1@ 2.15)
si a< L
P
et
1 —1
o)y < (02 ) 1@y 2.16)
si a>4.
D

-1 -1
Remarque 2.1 <1% — a) et (a — %) , sont les constantes optimales dans (2.15) et
(2.16)
(i.e. les plus petites possibles ).

Cas particulier :

Si @ = 0 dans (2.15) , on aura :

D@, <P 1@, (2.17)

on retrouve (2.1) seulement l'inégalité est stricte.

preuve du théoréme 2.5 :

1:Casa< %.

Posons [ = ”xa(Hlf)@)HLp(om) :

Le fait que le borne supérieure de l'intégrale est la variable x, on ne peut pas appliquer
I'inégalité intégrale de Minkowsky ( voir annexe ) et pour cela on effectue un changement

de variable y = xz, d’ou

T

= |z [ fly)dy
0

I = |[z%(H.f)(z)

HLP(O;OO)

= /1 zf(xz)dz
0

Lp(0;00)

12



La fonction z® f(xz) est mesurable sur (0;00) x (0;1), donc on peut appliquer 'inégalité

intégrale de Minkowsky. On obtient

1
1< [ el @

On remplace z par t en posant t = xz, alors

a:Lecas 1 <p<oo.

1My = ([ o )

p,x(0500)
1
el > » B
— o (e lpr a
0

ol a0
= Ol

1 —1
—a—1 |, 1 for
0

Donc :

p(0;00)

o, < (3= 0) TS
b :Le cas p = .

o f, = ess sup |aof(zz)
T z€(0;00)

= 2z “ess sup |tf(t)]
te(0;00)

= z ¢ Htaf(t>HLoo,t(0;00)
on conclut
-1 «
<(1-a) ' 2"f @),

0o (0;o0) T

[ (Hy f) (@)l

00 (0;00) ’
2 : Cas a> 1%'
On pose J = ||z%(Haf)(x)]|

x
D’une maniére analogue a (1 :) on fait un changement de variable y = — et en appliquant
z

p(0;00)

I'inégalité intégrale de Minkowsky, on obtient

0 1
J = xo‘/ —22f(x/2)dz = :L‘a/ 22 f(x/2)dz
1 Lp(0;00) 0 Lp(0;00)
x| o
< / — /) dz.
0 “ “ Lp(0;00)

13



En remplagant = par ¢, posons ¢ = %, alors

- (/00 xP %P |f(z/2)[ d:v)
0

= (/OO 1P »(a=2)p+1 K0k dt) v
0

= Tl f(0)

a’:Lecas 1 <p< 0.

=

[

HLP(O;OO)

on déduit

1< [, b= [a—u—}?)] 1 F Ol

p(0500) p(0500)

D’ou

1\
la*(Hef) (@), < (a . ]7) laf @)l -

b’ :Le cas p = oo.

= ess sup
x€(0;00)

S

z

= 2% %ess sup [t“f(t)|
te(0;00)

= 2Ol
donc

|2 (Hof) (@), < (=17 2 f (@)l

Le calcul de la constante dans (2.15) :

00 (0;00) ’

On suppose qu’il existe une constante A > 0 telle que;

[ (H1.f) () < Az f(x)

HLp(o;oo) - ||Lp(0;oo>

ce qui implique

o () @),
P A. )
i@, - (215)

On considere la fonction f. , € > 0 définie par :

f(x) = { 1,_06_1% siz e (0;1)




fe(x) est une fonction intégrable sur l'intervalle (0; 1) et aussi sur [1;00), alors on a :

B =

i 1+¢ |?

1 00 T —a—
= / gla=br+p d:z:—l—/ gle=bp / Y P dy| dw
p(0;00) 0 1 0

1 00 pla=1)p p—ap—(1+e)+p »
= + dx
/1 (—a— S+ 1)

[ (Hyfe) ()]l

L p
_ 1
B 1 1 g
 Jap+1l e(—a—EEf )| 7
d’autre part
r pl 00 %
« le' ap,..—ap—(1+e
L@, = /0 . de+/l 2Py “”dx}
1 1]37
= N
lap+1 €
1
. 1 1ir s
on sait que le nombre 1 + —| est non nul, dans ce cas on peut revenir a
ap €
I'inégalité (2.18) comme suit.
1 1 z
||.ra(H1f)($)HLp<0m) ap+1  e(—a— % + 1)p -
e f @, 0, l 1 1}% ’
p(0;00)
_|._ —
ap+1 €

15



c’est a dire

1
1 1 P
ap+1  e(—a— 4 1)p
(2.18) & T <A
|
+_
ap+1 €
— -1
1 n 1 »
ap+1 ( _1+€+1)p
p
< T 1 =4
+_
ap+1 €
_ 41
€ 1 P
ap+1 (- _1+€+1)p
2N e p <A
1
ap+1

quand € — 0, on trouve <—a + I%)
dans (2.15).

Le calcul de la constante dans (2.16) :

1 -1
< A. Alors; <1§ — a) est la constante optimale

Soit la constante B > 0 telle que

[ (Haf)(x)

considerons la fonction f., € > 0 définie par :

iy, < Blla®f@)ly,,

On a
|z*(Ha fe)() < Blz"f(x)

120y = 12,0009

D’apres des calculs analogues aux précédents, on obtient

lz* (Haf) (@), ..., = (%) 5 (O‘ N y; - ;)

car

16



et
d’ou l'on déduit que
alors

pour € — 0, on conclut

1 —1
<O‘_E) =5
1

-1
Ce qui fait que (a — 17> est la constante optimale dans (2.16) .
Remarque : Soient X et Y deux espace semi-normés, 'opérateur A défini de X vers Y .
On rappelle qu’un opérateur A est dit borné si :

il éxiste un nombre réel M > 0, tel que ,
VieX: [[Afly < M| flx, (2.19)

(en particulier si ||f||, =0, alors [[Af]y, =0).
On note
M* = 1}1\14f 1
( 1 Pensemble de tous les nombres M pour les quels (2.19) est vérifiée)

de (2.19) on obtient
vie X lAflly < MT([fllx (2.20)

le nombre M* est appelé semi-norme de l'opérateur A . On note
[Allx .y = M".

( s1Y est un espace normé, alors M* est une norme ).

On conclut que la semi-norme (norme) de 'opérateur A est la constante optimale ( la plus
petite possible ) dans (2.19) .

Si Popérateur A satisfait a la condition suivante :

pour f € X telle que || f||y # 0 et [|[Af]ly # 0, alors linégalité (2.19) est équivalente a

IASly
111

c’est a dire M™* est la borne supériere de I’ensemble

A
{”H fﬂy FeXflly £ o} .

ViEX :|fll, A0, < (2.21)
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Donc, en vertu de la définition la borne supériere (sup ) on aura

1Af]ly
rexifilx20 |l

||A||X—>Y = (2-22)

Considérons pour 1 < p < oo, a € R 'espace Ly (0,00) €st 'éspace de toutes les fonctions

mesurables sur (0, 00) pour lesquelles, 2 f(z) € Ly,) €t

/1l = [J«"f () < 0. (2.23)

p,a(0,00) HLP(OvOO)

Alors conpte tenu de ceci, on peut reformuler la premiere partie du théoreme 2.5 comme
suit :

sia < z% , alors

—1
1l tons < (35— 0) 224
du fait que la constante est optimale , on peut écrire
1 —1
il et = (35— ) (2.29

gLl —
ou + v = 1.
De méme pour la deuxieme partie du théoreme 2.5 par rapport a 'opérateur Hs, on a
Si a>31
p
1\ !
||H2||Lp7a(0,oo)—>Lp7a(0,oo> - (Oé B E) ’ (226)

N 1
ou =+ ==1.
p+p/

Théoréme 2.6 Pour 1 < p < oo, é + z% =1, 2°f(z) € Lyo,c), il n'existe pas de A >0
telles que les inégalités suivantes soient vérifiées :
sia> L

P

[l (H1f)(x) < Az ()l

||Lp(0;00) - p(0;00) (227)
. 1
et s1 a0 < »

[l (Haf)(x) < Az f(2)ll,

||Lp(0;00) -

(2.28)

p(0500)
Preuve : La démonstration comprend deux parties :

i- Soient 1 < p < o0, %—I—I%zl.

1)Sia> z% et ws(z), d > 0 une fonction définie par :

TSi A est un opérateur linéaire, alors

A
ARy _ s jiagy, .

IAllx_y = =
rexiflg20 Iflx  rexfiy=1
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oll X(1,00) €st la fonction caractéristique de I'intervale (1, 00). Alors pour z > 2

(Hips) (z) = l/;%(t)dt

x
146
1 [* —o—
_ —/t T (1)
T J; T

, 1+0

1
Comme o > 1/p', on a ap — p > —1 et alors

lees(@)lly,,. =67 < oo

En vertu de I'inégalité (1) on déduit que

o (Hupn) (], 2 o ([ a72dn) = o
’ 1

donc on conclut que 'inégalité (2.27) n’a pas lieu.
2.5ia< z% et ¥s(x), 6 > 0 une fonction définie par :

1-6

Ys(x) =27 x01)(x),

alors a+ (1 —9)/p<let quand 0 < x < 1/2, on a

(Havo(a) = 1 [y ay= 2,

. b a(1=0)

ou Cy = Y r ) dy.
1/2

Donc quand a < 1/p’ on a ap —p < —1, alors

lz®¢s(2)|l, =077 < 0.

p(0,00)
)
d’autre part on a
1
P

1/2
|2* (Hyvs) (x)HLp(O o) >y (/ xPP dx) = 00,
' 0

donc on conclut que 'inégalité (2.28) n’a pas lieu.
ii- Si p = 0o, d’'une maniere analogue on prouve qu’il n’existe pas des constantes A > 0 et

B > 0 telles que les inégalités suivantes soient vérifiées :

le* () @)y, < Alla® F@)]) (2.20)

l=*(H2f) @),y < Bl F(2)]l,

00 (0;00)

(2.30)

0o(0;00)
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Définition 2.1 Soient 1 < p < oo, a € R, l'espace Lpq,) €st l'espace de toutes les

fonctions mesurables sur (0,00) telles que :

HfHLP,a(O,oo) = ||xaf(m)”LP,a(O,oo) < 0.

Soit 0 < a < b < 0o, on pose

bx
(Hf) @)=+ [ fw)dy,ve >0,

a.

Théoreme 2.7 .Soient 1 < p <00, 0<a<b< oo, f(xz) > 0 une fonction mesurable
sur (0;00) X (a;b) et x®f(xz) € Lpo,0) pour presque tous les z € (a;b) (o € R). Alors

lopérateur Hs en tant qu’opérateur agissant de L, o0.00) dans L, o(0.00), €St boTné.
P qu-op g p,(0,00) p,a(0,00)

Preuve : On pose

J = ||=*(Hs f)(x)

Y

Lp(0;00)

bx
/ 2 f(y) dy

xT

||LP(0;<X>) - ‘

on fait un changement de variable z = y/x pour pouvoir appliquer l'inégalité intégrale de

Minkowsky:.
D’ou J =

b
/ x4 f(xz)dz
a Lp(0;00)

La fonction 2 f(zz) est mesurable sur (0; 00) X (a;b), alors en vertu de I'inégalité intégrale

de Minkowsky on obtient

b b
_a_l
JS/ [ f(@2) L ., dz:/ I f O, =7 d2,

on a effectué le changement de variable t = xz.

b
—a_l o
[ 15Ol =7 2 = Gl 5O,

ou
1 1
1 -5 o o T« ) 1
Clap) = i bP —aP si a0 # -
~ —a p
p/
et
) 1
Clap) =In(=) si a = ]?,
1, 1 _
En conclusion
o (Haf) @), < Clo 2 @) - (231)
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2.1 Analogues discrets

Définition 2.2 Soient 0 < p < 00, a = {ax }ren, ar € C.

00 1/p
lall, = (Z raw’) ,

k=1

On dit que a € [, si

et pour p = 00, st

lall, = sup las] < .
keN
( c’est a dire a est une suite bornée. )
Lemme 2.2 Quel que soit le nombre réel o, il éxiste des constantes Cy, Cy telles que;

pour toute fonction f(x) non négative et monotone définie sur (0;00), l'inégalité suivante

est vérifiée

k=400 0o k=400
€Y 2ep@h) < [t e <€y Y 2 pE)
k=—0o0 0 k=—oc0
Preuve :
1 :Si f(z) décroissante.
a) Si a > 0.
On a:
00 k=+oc0 ok+1
/ xf(x)dx = Z / xf(x)dx
0 oo 2
k=+o00 nok+1
< 2(1€+1)a 2k d
<3 /, F(2)da
Alors
%) k=+o00 ok+1
/ 2 f(z)dr < Z / 2(k+1)af(2k) dr
0 oo 2
k=-+o00
—_ Z 2(k+1)0¢2kf<2k>
k=—o00
k=+oc0
— 9« Z 2k(a+1)f(2k‘)
k=—0o0
D’autre part; comme f est décroissante , alors
0o k=+oc0
/ xo‘f(:v) dw > Z 2ko¢+kf(2k+l)’
0 k=—o0
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on fait le changement de variables m = k 4 1, on obtient

k=+oc0 k=-+oco
Z 2k’a+kf(2k+1) — 270471 Z 2k(a+1)f(2k>’
k=—o0 k=—oc0

on déduit que C; = 2791 et Cy = 2°.
b) Sia <0

N
3
8
Q
=
&
oW
S
Il
l\\
)
Q
—
8
QL
)
VAN
N
)
Q
=
[\
=
Q.
=

IN
[\)
=

Q

+
=
~
—~
[\)
NG

D’autre part

k=+oc0 ok+1 k=-+oco
.Z'af(2k+1) do > Z 2(/€Jr1)cz+kf(2k+1)7

k=—0c0
en faisant le méme changement de variables, m = k + 1, on obtient

k=-+o00 k=-+oco

91 Z ghlact1) f (k) §/Ooxaf(x) dr < Z Pk(a+1) £(9k),
0

k=—o00 k=—00

Oou ) = 271 et Cy=1.
2 : Si f(z) croissante.
D’une maniere analogue que 1 : on prouve I'inégalité qui est signalée dans le lemme 2.2,

dans ce cas on trouve Oy = 2% et Cy = 2771,

2.1.1 les analogues discrets de ’inégalité de Hardy

Les analogues discrets de (2.15) et (2.16).

Pour a = {a,};=>,_, ar € C on pose :
k=00 1/p
lall, = {ax}ll, = ( > |ak|p) 1<p<oo
k=—oc0

et on démontre qu’il existe ¢ = c(, 8y > 0, d = d(, gy > 0, telles que :

{2k? i be}

l=—00

<c|[{2"b}, .8 <0, (2.32)
t
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< d|{2"be}||, .8 > 0. (2.33)
ZP

{=00
E3

=k
On montre que les inégalités (2.31) et (2.32) découlent de (2.15) et (2.16) et donc sont

leurs analogues discrets.

Supposons que V0 € Z by > 0 ( si (2.31) et (2.32) sont valables pour |by| alors elles le sont

D b < bl
14

¢
Pour obtenir 'inégalité (2.31) on pose

pour by quel que soit son signe car

k=00
a:=p+1/p; f(z) = Z b2 X (21 20 (),

k=—oc0

oll X(2k-1 9% () est la fonction caracréristique. Alors

k=00 ok 1/p
Z bﬁ?‘k”/ P dx)

k—1
k=—o00 2

k=00 1/p
= ( bZ2ﬂpk> y
k=—o0

Ensuite (H,f)(z) = 27 'F(z), ot F(z) := / f(y)dy > 0, fonction non décroissante. Par
0
conséquent en vertu du lemme précédent, on a :

||xaf||Lp(0,oo) - (

ou ¢ dépend seulement de 3 et p.

o 1/p
H{zﬁkF(zkﬂHzp < 6 (/0 e ()P dx) =0 Hxﬁ(Hlﬁ(x)HLp(o,oo) ’

ou ¢ dépend seulement de 3 et p

comme
k L k

> bgﬂ/ dy:% > b

fZ—OO 2Z_1 E:—oo

F(2) = /0 f(y) dy =

et par conséquent

{20 g be}

f=—00

= 2[{2"FEY,

p

< 2¢ “mﬁ(Hlf)($)“Lp<o,oo) .

Donc on voit que (2.31) est déduite de (2.15).

D’une maniere analogue on peut déduire (2.32) de (2.16).
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Chapitre 3

Extension de certaines inégalités et

quasi-normes

On se propose d’étendre les inégalités (2.15) et (2.16) qui sont définis dans (0,00) a R
et R™. Jusqu’a présent on a considéré les inégalités de Hardy pour 1 < p < oo, dans la
deuxieme partie de ce chapitre on retrouve les analogues de (2.15) et (2.16) pour 0 < p < 1,(

résultats connus ).

3.1 Extension de certaines inégalités de Hardy

I. Extension a R :

On pose

(fuf) (@) =5 [ 1)y

(r) @)=, | sy

Soient 1 < p < oo, %—FZ% =1, 2* f(xz) mesurable sur R x (—1;1) et 2 f(22) € Lymr) pour

et

presque tous les z € (—1; 1), alors

i.Sia<—, ona:
p

[ERECAIE

1
o = (;—a) llel® £, (3.1)

ii. Sia > on a:

%|.—

e @, < (o= 1) er s, (32

Lpw)
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D’une maniere génerale la preuve s’effectue de la méme maniere que celle du théoreme 2.5
. Par exemple démontrons (3.1).
On a Vz #0;

||

() @)= 5 [ sar= 5 [ sy

||
» 1
1 p
—— / dx .
Lyw) 2 R

Pour appliquer I'inégalité intégrale de Minkowsky, on fait un changement de variable z = g,
T

H|x|a(ffv1f)(m)HLp(R) — % (/}R p dx);

1! z
< 5 [ ([ el swap a)” a

dt
Avec le changement de variable ¢ = xz en prenant en compte que dv = —, si z > 0 et
z

et
||

27 [ fy)dy

— x|

|21 (1))

donc :

o [ s ds
1

t
dr = —— si z < 0 et en changeant 1'ordre d’intégration, on obtient
z
1
o/ Tr el 1 ! T
it D@, < 1Ol 5 [ 1P e (33
Lpmw) P -1
mais on a
1 1 1
1 o = 0 —a-— R
/yz\ pdz:/—z pdz+/z P ds
1 -1 0
179 17!
—ot — —at+ —
_ (=2) z P
= I + I
-+ — -+ —
L P 1,

donc (3.3) devient

__ 1\t
et @, < (-a+ ) W0l

C’est a dire

[l21” (. £)(@)

1 —1
< | = — @ .
Lym) ( “r p’) = f(w)HLp(R)
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II. Extension a R™ :
Soient x € R™, r = |z| > 0,B, = {y € R™|y| < r},1 < p < oo, f(z) une fonction

mesurable sur B, . Considérons les deux opérateures suivants :

() @)= o [ s

mesB,

et
1

(far) @)= | L T

Théoreme 3.1 Soient 1 < p < oo, %+I% =1 et f(r,&) € Lys,_,) (Sn—1 désigne la sphére

unité dans R™), alors

1. Si, a < 2
D

-1
|lel” @), < (]} - %) 11 £ @), g (3.4
1. St a > I%.
—~ a 1\7!
el @, < (=2) Wl Sl (35)
Preuve :

On démontre 'inégalité (3.4).
On introduit les coordonnées sphériques ( coordonnées polaires dans R™ ) (p,§) ou p = |y|,

&= hy”—‘ € Sn_1 (Sp_1 désigne la sphére unité dans R™) et on pose

(o) = /S F(p.€) de

alors ) .
i) = — [ ot [ rga
UnT 0 Sno1
1 ' n—17r
= — | " f(p)dp,
™ Jo
ot v, =72 ([(%+ 1))_1 est le volume de la boule unité et La fonction I" est définie par :

I(6) = / et dt.
0
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Dans ce cas

7,,0(—77,

P v
da:)

/0 r P F(p)dp

el (H.f) ()

Lpwn) (/‘“
S)
= (nvn / Pl
0
)
_ <nvn/ rn—l—&—p(a—n—l—l)vgp
0

/0 p" " f(p)dp

U,

,’,..OC—TL

Un

PN
dr)
1

= /0 T P (p) dp

r

P
dr)

3=

alors
1 00 2
|12l (Fy ) @) — ol < / P (H (o)) ()] dr)
Lprm) 0
B M%é(/ ”kf(mw"vwvﬂda
0
1 o 1
— n%U;F (/ ‘r ! (Hl(p"_lf)) (7")|p dr)
0
= nro,” |lror (Hy(p" ) (r)||Lp(0m)
ou o = a— ”;1.
D’aprés (2.15) du théoreme 2.5, on obtient
I (TN Ol < () e Tl
e Lp(0io0) — 4 ! p Lip(0;00)
pouralza—”p—_,l<1%.
Donc
T 1 _L’ -1 al n—177F
|le (@], s e (G me) e T,

-1 —
< o (F=m) T,

1 7% n -1 > ap+n—1 | ¢ p P
= MNPUp <I7—Oé> ; r |f<7“)‘ dr .
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En vertu de I'inégalité de Holder, on a

)| = /S f(r,f)dé“‘ < /S F(r,€)] de

< ( / GOl dg) " (mesSo)?

— ) ([ Ifner dg);’

On utilise cette estimation et on revient aux coordonnées cartisiennes. Alors

=

et @], < wb (=) (e [Tere [ e dfdr>;
= n(%-a) (/ G )]’ d&dr)”
Sn-1
= (p-2) ([ rswras)”
= (5=2) Ml S @l
dou

o/ Tr 1 - a
| (. f)(x) <(5-2) Ml @y, . -
Lpmn) p n PR

Avec les mémes arguments que (3.4) on démontre (3.5).

Remarque : En utilisant ce raisonement, on peut obtenir (3.1) et (3.2).

Soit n = 1, alors on a

I={yeR;lyl <r}=I[-|z|; |z
et mesl = 2|z
on pose - g ]
(1)@ = g [ fw)dy
||
o 2|$‘ /x|
et
H, .= d
( 2f> (@) 2 |l’| R\ [ [ol:fz] Jw)ds

- f(y) dy

2‘1” y>|z|
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d’ou
i 1
Sia<—;
p

1

o Fn@), < (=) Net 1@,

) 1
et st v > —
p

1\ .
< (a=5) e s,

Théoreme 3.2 Soit f(x) une fonction mesurable sur (0;00). Considérons pour tout x €

Z/Oxf(y)dy

(BRG]

(0;00) les deux opérateurs suivants :

et

(Taf)(z / Iy
1) Soient 1 < p < o0, % + 1% 1, p(x) et () deux fonctions non négatives, mesurables
sur (0;00), Y f € Lyo.c) €l

lo (i)l < Alldl,, - (3.6)

Pour que l'inégalité (3.6) soit vérifiée pour une certaine constante Ay > 0,

( quelle que soit f(x) mesurable et non négative sur (0;00) ), il faut et il suffit que

< Q.

1
By = swplel, . H—
z>0 LP(“OO) ¢ Lp’(O;w)

Si A} est la constante optimale dans (3.6), alors
By < A; < p'¥ pr.B.

Sip=1oup=o0, A] =B
2) Soient 1 < p < o0, 119 + ]% =1, p(x) et Y(x) deux fonctions non négatives, mesurables
sur (0 7'00) ’ ¢f < LP(O;OO) et

(T2 )1y < A2 IO FIlL

p(0;00) T

(3.7)

p(0500)

Pour que l'inégalité (3.7) soit vérifiée pour une certaine constante Ay > 0,
( Quelle que soit f(x) mesurable sur (0;00) ), il faut et il suffit que

1
¢

Si A% est la constante optimale dans (3.7), alors

< Q.

By :=sup|[l¢ll,
>0

p(Os2)
L /(:C OO)

By < A < p/i-p%-BQ-
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preuve :

C’est un cas particulier du théoreme 5.2 ( voir chapitre 5) avec ¢ = p.

Maintenant on se propose de résoudre le probleme suivant :
A partir de ce théoréme obtenir en tant que conséquences les inégalités (2.15) et (2.16).

Soit () := 27 Y(x) = 2% a < 1/p’. Alors d’aprés le théoreme on a

. . 1 (p ="
B — a—1 o =
1 ililg Ht HLMI;OO) ||t “Lp/(o;z) ((p(l . Oé) . 1)1/10) ((p(]_ — Oé) - 1)1/;0/

(p))"V/Pptie
1/p —«

En vertu du théoreme, 'inégalité (2.15) est vérifieé avec comme constante A;.

< OQ.

De plus en ce qui concerne la constante optimale Aj le théoreme nous permet d’obtenir
I’éstimation suivante :
By < A7 < ()7 ()7 By,
mais d’aprés (2.15)
1
1y —a

D’une maniere analogue, on traite le cas o > 1/p'.

A = ()" ()" By

3.2 Inégalités de Hardy pour les quasi-normes

e Pour les quasi-normes dans L, (0 < p < 1) les inégalités (2.15) et (2.16) ne sont
plus valables pour les fonctions seulement mesurables. Pour obtenir I’analogue de (2.15) et
(2.16) on peut considérer la classe des fonctions monotones. C’est ce qui est exprimé dans

le théoréeme suivant :

Théoréme 3.3 :(voir [37])

i: Sotent 0 < p < 1, %—1-1% =1, a< 1%, f(z) > 0 une fonction monotone définie sur

(0;00), alors ; il éxiste une constante C' > 0 telle que :

| (H1 f)(x) S Claf (=) (3.8)

||Lp(0;<x> ||Lp(0;<x>) )

ii : Soient 0 < p < 1, % + 1% =1, a> z%’ (x) > 0 une fonction décroissante définie sur
(0;00), alors ; il éxiste une constante C' > 0 telle que :

[ (Haf)(x) < Ol f (=)

HLp(O;OO) -

(3.9)

”LP(O;OO) '
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Preuve : Pour la démonstration on utilisera le lemme 2.2 ( chapitre 2).
Soient a < 1/p’, f(x) une fonction croissante, f(z) > 0. F(x) est une fonction définie

comme suit : .
F(x) ::/ f(t)dt,¥x € (0;00).
0

F(z) est aussi croissante et par conséquent en vertu du lemme 2.2 et de I'inégalité suivante :
k=00 p k=00
(o) S ar
k=1 k=1
( C’est un cas particulier de 'inégalité de Jensen [ voir annexe | lorsque ¢ = 1)

p(0;00)

= e EH@ = / OO EP (1) do

k=00
s Z Qk[(afl)erl]Fp(Qk)

k=—o00

IN

k=00 ok p
= O, Z okl(a—1)p+1] ( f(®) dt)
0

k=—00

k=00 m=k om p
= Z okl(a=1)p+1] ( Z f(t) dt)

k=—00

AN

$2
Eal
M
3

[N}

o

)

L

5

+
PR
I 3
gl
[\&]
3

=

[\

E

o,

~
N———
b

k=—o00 m=—o0

k=00 m=k p
= Cy Yy 2ot ( > 2mf(2m))

k=00 m=k
< O Z okl(a=1)p+1] Z 2P P (M),
k=—o00 m=—00

ot Cy = 27(@=DUP=1 car f est croissante et (o — 1)p < 0.
En changeant 1'ordre de la sommation, en calculant la somme de la progréssion géométrique

et en appliquant encore une fois le lemme 2.2, on obtient
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p(0500)

m=o00 k=00
J =z (H @G, < Co Y 2mp< 2’““”“””*”) fP2m)

me g gmia=tp) -
=G ) 2 p(w)fp@ )
02 — m(c m
- 1 — 2(a=1)p+1 Z 2 (p+1)fp(2 )
m=—00

Encore une fois on applique le lemme 2.2 et on obtient ;

p(0;00)

. Cy2er [
T I (D@, < T | o7 @)

Cy27p »
- 1 — 2(a=1)p+1 H af( )HLp(Om)

92— 2ap+p—1
I

w”xaf( o)L

p(0;00)
d’ou

272ap+p71

1/p
o)y, < (Togmier) T

Les autres cas possibles peuvent étre considérés et prouvés d’une maniere analogue.

p(0;00)
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Chapitre 4

Nouveau type de I'inégalité intégrale
de Hardy ( p <0)

Les enoncés des théoremes suivants et leurs preuves ont fait I'objet de la publication
de Bicheng Yang ( voir [3] ).
Ensuite on a étudié des inégalités analogues a celles de I'auteur de la publication, de plus
ces dernieres ont été étendues O?ao R™.

On sait quesip > 1et 0 < / t7"(tf(t))" dt < oo on a l'inégalité suivante
0

[ < () [T ey a m

p
) est optimale (voir détails dans le chapitre 2).

ou la constante
r—1]

Dans ce chapitre on considere une nouvelle inégalité intégrale du type de Hardy, c¢’est-a-dire

'analogue de (4.1) pour p < 0 avec une constante optimale.

Théoréme 4.1 Sip <0, r#1, f(t) >0et0< / t(tf(t)” dt < 0o, F(x) une
0

fonction définie par :

F(z) = /036 ft)dt,(r <1); F(z)= /Oo f@t)dt, (r > 1),

alors, on a

/0 PR (2) da < (ﬁ)p /0 T )Y dt: (4.2)

p
) est la constante optimale .

ot le facteur —
r—1]

Pour démontrer le theoreme 4.1, nous avons besoin de ce type d’inégalité intégrale de
Holder.
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1 1
Proposition : Sip <0, —+ - =1, f(t), g(t) > 0 et f € Lyp), g € Lyp), alors
P q

[ rwswa= ([ o dt)’l’ ([ dt)é | (43)

On a une égalité si et seulement si, il existe des constantes c et d, telles quelles ne soient

pas nulles simultanément et

cfP(t) = dg'(t), dansE.

1 1

Preuve de la proposition : On sait quesip <0, —+ — =1, alors 0 < ¢ < 1.
P q

D’aprés I'inégalité suivante :

1 1
sia,b>0,0<qg<let -+ — =1, alors
P 4q

q
ab>——i—q—.
p q

Ol ot p = o)
112, (=) l9ll L,z

fWe®l - fOF ()]
”fHLp(E) Hg“Lq(E) P Hf”zip(E) q HQH%q(E)
puis en intégrant par rapport a t, on obtient

IOy, [ _LOF dH/Mdt

E HfHLp(E) ”gHLq(E) plIfIL L( q HgHLq(E)

on prend a =

alors,ona

Y

d’ou
/ O] dt > £l 19l -

On a une égalité si et seulement si, il existe des constantes c et d, telles quelles ne soient

pas nulles simultanément et

cfP(t) = dg'(t), dansk.

(pour la preuve voir théoreme(H),ch.2)

1 1
Conséquence : De (4.3) si p < 0, ——i——zl, f(t),g(t)>0et f € Lyg), g€ Lyg), on
obtient
p—1
(/ F(t)g(t)d > (/ 0 dt) (/ a(p) dt) | (4.4)
E
Dans ce qui suit on démontre (4.2) pour la fonction F'(x / f)dt, (r<1).
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Lemme 4.1 Sip<0, r<1, f(t)>0 et0</ tT(Ef(1)” dt < oo, alors
0

[ (o) aee () [Teesora s

p
) est la constante optimale. En particulier,

ot le facteur (

r—1
(i) pourr =0, ona

[ ([ roa) <o [Tesor (4.6)

1t) pour r =p, on a
(1) p p

/OOO w dr < <L>p/ooo (8 dt; (4.7)

p—1

(iii) pourr=1+p, ona
z P
- ] ra .
/ g | | dz< / tLfP(t) dt (4.8)
0 z 0

ot les facteurs dans les inégalités (4.6), (4.7) , (4.8) sont les constantes optimales.

Preuve du lemme : En vertu de (4.4), on obtient

Ujf(t) dt)p ) </0( T (t>> (t*”fq’r> dt)p
/Oxt”’;r (8 dt (/Ox t71+§77» dt)P—l
: Qfl)p_lw%l /oxtHerp(t) dt. (1)

</Ozf(t) dt)p < (%)p_lxlgwr—l/jtl“ﬂfp(t) dt. (4.9)

Si I'inégalité (4.9) n’est pas stricte, c’est a dire que I’égalité est possible. on suppose qu’il

IN

Alors

y’a égalité, dans ce cas on aura

l+p—r 14p—r
q

fP@t)=dt™»  p.p,dans(0,00), (II1)

ct

ou ¢ et d des constantes qui ne sont pas nulles(voir th(H),ch.2).

Et par conséquent / t7"(tf(t))? dt est divergente et pour cette raison au niveau de (I7)
0
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I'inégalité est stricte.

Puisque ¢ # 0, alors on trouve

d
T (tf () = Et_17 dans(0, 00)

puisque 0 < / 7" (tf(t)) dt < oo. Ainsi d’aprés (4.9), on a.
0

/Ooox_r </0xf(t)dt)p dr < <r£1)p_1/0°°x1prl/oxt1+
I e

o fP(t) dt d

donc on obtient (4.5).
Pour 0 <e <1—r, f.(t) définie par :

r—1+4e

ft)y=t » ' pourt € (0,1); f- =0, pourt € (1, 00),

R e

/ SR b=

p
dans (4.5) n’est pas optimale, alors, il

on trouve que

et

S’il existe r < 1, telle que la constante
r —

P
b 1) telle que (4.5) reste valable si 'on remplace

existe une constante K, avec K < (
r —

p
( P ) par K.
r—1

En particulier, on a

00 x p 00

/0 x (/0 fg(t)dt> dx<K/O £ (L. (1)) dt,
E(L)p<Kl7
e\r—1+¢ €

p
P 1) < K, quand ¢ — 0. de Cette contradiction on déduit que
r —

et puis

il s’ensuit que (

p
( P 1) est la constante optimale dans (4.5).
7"‘ —

Ici on prouve (4.2) pour la fonction F'(x / f)de, (r>1).



Lemme 4.2 Sip<0,r>1, f(t{) >0 et0< / T (tLf(t)P dt < oo, alors
0

wa”(lff““?yﬁf<(1fr)plwf”@ﬂwfdm (4.10)

ou le facteur <1 P

—r
(i) pourr =2, ona

/OOO v (/Oo f(t) dt)p dr < (—p)? /OOO 192 (1) dt.

1t) pourr =1 — on a
(%) p P,

/OOO zP! (/:o f(t) dt)p dr < /OOO 2P~ P () dt;

P
) est la constante optimale. En particulier

ot les facteurs dans les inégalités (4.11) et (4.12) sont les constantes optimales.

Preuve du lemme : En vertu de (4.4), on obtient

(/; £(t) dt)p - (/:O (t%f(t» (t‘”ff) dt)p

[\
N
8
~
+
Q3
%
=
=
QL
~
VR
N
8
~
|
+
BB
!
Y
~__
i

p—1 00
p 1—T‘+T_1 14+p—1r
= p t « p t dt
(1—7“) ’ / o

Trwar) < (22) e [T g
(/x ) <1—T> /x

Par le méme raison que le lemme précédent on a l'inégalité stricte.

puisque 0 < / " (tf (1)) dt < co. Ainsi d’aprés (4.13), on a
0

/Oooa:’“ (/:of(t)dt>pdx < (11)17_1/000951;l/xwt”szp(t)dtdx

() ()

donc on obtient (4.10).
Pour 0 < e <r—1, f.(t) définie par :

r—1—c¢ 1

(4.11)

(4.12)
t. (4.13)
1+1;7'r fp(t) &

fe(t) =t » 77, pourt € [1,00); f. =0, pourt € (0,1),
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on trouve que

/ooo”” (/OO £(t) dt>p . % (1_,;%>

o 1
/ 7 (tf(0)F dt = —.
0 €
p
dans (4.10) n’est pas optimale, alors, il

et

S’il existe r > 1, telle que la constante

—T

p
existe une constante K, avec K < <1L> telle que (4.10) reste valable si I'on remplace

P
( L ) par K.
1—r

En particulier , on a

/OOO i (/:O fe(t) dt)p dz < K/OOO £ (£ dt,

1 P 1
_ (L) < K_
e\l—r+e¢ €

p
il s’ensuit que (IL) < K, quand ¢ — 0. De Cette contradiction on déduit que

et puis

p
(1 P ) est la constante optimale dans (4.10).
—r

Preuve du theoreme 4.1 :

En conclusion d’aprés (4.5) et (4.10) on déduit (4.2).

Remarques :

(i) Etant donné que pour p = 1, les deux membres de (4.1) (ou (3.2) ) sont égaux, on
conclut que nous avons les types inégalités intégrales de Hardy (4.1) et (4.2) pour

p € (—00,0) U (0, +00).

(ii) En remplacent f?(¢) par f(t) et p par + dans (4.7) , on obtient r < 0 et

/000 w | dv < <1ir>i/ooof(t)dt- (4.14)

Maintenant on s’intéresse a l'inégalité (4.2) en prenant comme opérateurs H; et Ho

définis par :
1 x
@ =1 [ e
et

@) = [ s
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Dans ce qui suit on étudié 'analogue de (4.5) et (4.10). Il s’avere que la seule difference
est le changement du parametre r dans la constante, c’est a dire a la place de r apparait

o+ p.

Théoréme 4.2 Soient p <0, a#1—p, f(t)>0et0< / 7 (f(t))" dt < oo, alors
0

(i) siae <1—p

0 p o]
_ p _
YH f)P(x)d _ = (f(1))P dt; 4.15
A 1f>(x)x<(a+p_1)/0 (F) dt; (1.15)
P p
ou le facteur (—) est la constante optimale et (Hyf) / f(t)
a+p—1
(ii) sia>1—p
/ O (Hy f) () d < (‘—p)p / T (W)Y dts (4.16)
0 a+p—1 0
ou le facteur (—) est la constante optimale et (Haf) / f(t)
a+p—1

Preuve :
Si r = a+ p dans l'inégalité (4.5), on obtient
sia+p<1

0

[T (2 [ rwa) < (S2) ey a

Si r = a + p dans 'inégalité (4.10), on obtient
sia+p>1

/ooo T </OO ) dt)p du < (#f—l)p /ooo T (Ef(1)" dt

0

/OOO e G /; f(t) dt>p de < <#pp_1)p/0°° e (P dt.

p
Pour montrer que (%) est optimale dans (4.15), on suppose qu’il éxiste une
a+p—

constante A > 0 tel que :

/OOO e G /:f(t) dt)p do < A/OOO o () dt,
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[ ([ s as
| ey a

pour cela, on consideére la fonction fg, 0 < { < —a — p + 1 définie par.

< A, (4.17)

{ fe = tlotr= 0P i e (0;1]

fe=0, sist € (1;00).
On a
o0 z p a+p—1+£)/p p
/o v </0 fg(t)dt) = /x {Oz+p—1+£)/p} o
Pl
P
(a+p—1+£> 3
donc

S (7 pat " — —r L (4.18)
/0 /0 at+p—1+&) &

D’autre part, on a

/ 1« (fg(t))p dt = / e Oé+p—1+§)/17—1]p dt
0

0

1
_ / t—o—ptatp— 1+¢€ dt
0

_ !
3
alors N .
/ T (fe(t)? dt = - (4.19)
0 §
p p
De (4.17), (4.18) et (4.19) on obtient (W) < A, quand £ — 0 on déduit

p p
— P ) < A, d’ou — P ) est la constante optimale dans (4.15).
a+p—1 a+p—1

S
a+p—1

/OOO x (é /:O f(t) dt)p dr < B/OOo = (f(t))" dt,

40

Dans l'inégalité (4.16), si n’est pas optimale, alors il éxiste une constante

B > 0 telle que



l.e

[ f )
| ey a

Pour 0 < £ < o+ p — 1, on définie la fonction f¢(x) par :

fe = tletP=1=0/p=1 " it € [1; 00)
fe=0, sist € (0;1).

< B, (4.20)

D’aprés des calculs on trouve

[ ([ soa) = [ { GanIN g
x T t)dt T = T~ T
0 T ¢ a+p—1_ )/p
p [e%¢]
= ( ) / x_a_p+a+p_1_£ d:La
a+p—1— 1
P
N <Oé+p—1— ) €

donc
[ on) o) ¢ o
x= P tydt) de=—"—-—) =, :
0 , 0 atp-1-¢) ¢
et ~ ~
/ £ (fet)P dt = / e
0
— /Ootap+a+pl£dt
_ !
donc . .
|y de = (1.22)
0 §
_ p
alors de (4.20), (4.21) et (4.22) on a. (W—pl—f) < B, quand £ — 0 on obtient
p

(#}f—l)p < B. D’ou <#pp_1> est la constante optimale dans (4.16).
Remarque :

En changeant F'(z) par Hy, Hy on obtient :

Dans (4.15) et (4.16) expression sous l'intégrale d’a droite est plus simple avec I’apparition
du parametre p au dénominateur de la constante.

Comme il a été signalé au début chapitre, ici on étend (4.15) et (4.16) a R™ et puis a la

fin on vérifie le resultat obtenu.
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4.1 Extension des inégalité (4.15) et (4.16) a R"

Théoréme 4.3 Soientp <0, a#n(l—p), f(t)>0e0< / 2|~ (f(2))" dox < oo

n

f(r, &) € Lyes,_1) (Sn—1 désigne la sphére unité dans R™), alors
(i) si a« < n(l—p)

/ el (H () do < (L—n) [ gy e am

a+n(p
o (L f)(a e — / (1

(i) si o > n(l —

[ Jal " Fapy ) do < (Wff_w) / @y 2y
—~ 1
ot (Hof)(x) = dt.
A L

Preuve : Soient x € R™, r = |z| > 0, B, = {y € R™;|y| < r}. On introduit les coordonnées
sphériques (p, ), ou p=ly|, &= % € Sp_1 (Sp—1 la sphére unité dans R™) et on pose

- /S fne)de

e /Snlf(p,f)dé

V™

alors

o 1 7"”1
= /Op f(p)dp,

VpT™

ot v, =72 ([(Z+ 1))_1 est le volume de la boule unité et La fonction I" est définie par :

r'(6) = / et dt.
0
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Dans ce cas

/ 2]
n

p—Q—np

@ne| ar - [

Un

= ro "y P
n

f(t) dt

B,

p

dx

/07« p’”/Snl fp &) dEdp

/0 T P f(p) dp

/0 T P (p) dp

1
r

p
dz

p

dr

p

dr

p

dr

— /0 T (o) dp

= nv}l‘p/ y—(at(n=1)(p—1)) |(Hyg)(r)P dr,
0

ot g(p) = p" ' f(p).
D’aprés (4.15) du théoreme 4.2, on obtient

/ 2]
mn

~ p P S 1 (p—
@) de < ol (—2—— (a+-DE-1) | o) P d
| e < wr () [ ()P dr

p [e%¢}
" a+n(p—1) 0

En vertu de I'inégalité de Holder, on a
T < o [ P e

On utilise cette estimation et on revient aux coordonneés cartisiennes. Alors

[t @ne] o < i () [T ([ o dc) ar




De la méme maniere que (4.23) on démontre (4.24).
Remarque : On peut verifier (4.23) et (4.24) comme suit si n = 1, on retrouve respecti-
vement (4.15) et (4.16).
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Chapitre 5

Inégalités de poids

5.1 préliminaire

Une fonction de poids est un facteur fonctionnel, permettant d’obtenir une norme (
ou semi-norme ) finie d'un type donné pour une fonction pour laquelle la norme donneé (
ou semi-norme ) sans ce facteur est infinie . La notion de fonction de poids joue un role
trés important dans les questions d’approximation de fonctions ( en particulier pour les
intervalles infinis ), dans la théorie d’injection des espaces fonctionnels, dans les problemes
d’extension de fonctions et dans la théorie des équations différentielles.

Un espace de poids est un espace ayant une norme (semi-norme) finie avec un certain
facteur qui est la fonction de poids.

L’introduction de fonction de poids permet d’elargir ou de restreindre les espaces usuels
(sans fonction de poids) normés ou semi-normés dont les fonctions admetant des normes

(ou semi-normes) infinies.

5.2 exemples d’espaces de poids

a) L'espace Ly, :

Soit p une fonction non négative et mesurable sur 2 C R",

1y, = [ ot 00 dx)’l’ <o

pour 1 <p< o0
et

11, = esssup|f()p(x)] .
e
Remarque :

1. Sip=1,ona Lya, = Lyq).
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2. p est appelée fonction de poids.
b) L’espace Cq)

Soit I'espace C(€2) avec la norme
[flle: = sup|f(z)].
xeQ)

L’espace Cjq), ol p est une fonction de poids, est un espace de poids défini de la maniere

suivante :
1fllc, = sup|p(z)f(z)].
zeN

Selon le choix de la fonction p, C)q) peut étre plus large ou plus restreint par rapport a

C(9Q).

5.3 inégalités de Hardy de poids

Théoreme 5.1 Soient 1 < p < g < o0, % + % =1, f une fonction mesurable sur [’inter-

valle (0,00), w(x) >0 et v(x) > 0 des fonctions mesurables sur (0,00). Alors

{/Ooowx)/oxf(t)dtq

est vérifiée si, et seulement si :

dxrz <C [/Ooo () f ()" d:zc] ;'; (5.1)

L

B:srgg(/roo\ |qda:) (/\ P’dx)'<oo; (5.2)

ot C' est une constante indépendante de f et p' =p/(p— 1), de plus , si C est optimale ,

bS]

alors les inégalités suivantes sont aussi vérifiées
B<C<Bla/lg—1)7 gt
sip=1oup=oc, alors B=C.

Preuve :
Necessité. Si f > 0 et suppf C [0,r], alors de I'inégalité (5.1) on déduit

([ tor as)” [ < ([ wasor ar)

([ et ao) " [ rwa<|[” 'W(x) [ s ] 3
{/000 v(z) f(x)[” dx} (/ () f ()" dx) 1/p’

car on a

et



a) On suppose / l(z)| PPV da < co. On pose f(z) = [v(z)| ™ siz <ret f(z)=0si
0
x > r. Alors :

([ 1wt as) " [ v a

IA

1/p
1 —p/(p—1) ‘p dx)

([ 1ot
= C ( /O ()] D da:) "
o[

/p
i dx) ,
1/p

<. (5.3)

d’ou

00 1/q
| e i

| @ a
0
donc par passage au sup, on obtient

o ([ |qu) ([ e ar)” <o

b) Si / lv(x)| ™ " dr = oo, c’est a dire si lintégrale précédente est dévergente, on peut
0

=

obtenir le méme résultat en changeant dans (5.1) la fonction v(x) par v(z) + esgnv(x),

€ > 0, et en passant a la limite quand ¢ — 0.

x , 1/qp
Suffisance. On pose h(z) = (/ lv(t)| ™ dt) :
0
En vertu de I'inégalité de Holder on a
v(t)) (R(t).v(t) " dt

(/OOO w(z) /O’Uf(t) at| dx)p/q ) (/w ol q dm)p/q )
< {/ (/ | f(?) ()7 dt) (/ (OB dt)q/p’ dx}p/q. -

Maintenant on démontre que : si ¢, f > 0, r > 1, alors

(/OOO p(z) (/Oxf(y) dy)r dx)l/r < /Ooo ) (/yoo o(x) dx) " dy. (5.5)

L’expréssion du membre gauche de (5.5) est égale a

J = (/Ooo (/OOO P (@) F(y)X1y.00) (%) dy)r dfﬂ) W’

oll X[y,00) () est la fonction caractéristique de I'intervalle [y, +00) ; en appliquant I'inégalité

intégrale de Minkowsky, on obtient

47



D’aprés (5.5) on peut majoré la partie droite de (5.4) par 'expréssion

p/q

7= [ iononor ( e ([ v a) " d:c> it

C’est a dire dans (5.5), on prend
. a/p’
D) ( / ™ @)

@) =1f)h(
r=q/p

On remplace h par sa valeur dans l'intégrale intérieure, on obtient

|t ( [ ([ e e) dy) "

c’est a dire

@ ([ o a) " e - JEC ( [ v ([ wer dz)”q dy> .

Comme on a

[ v (e dz)l/q = [ ([ mar dz)l/q a [ e
( /0 IR dz) o

1—-1/q

/

/q
= < / lw(2)| " dz) :
alors l'intégrale (5.7) est égale a

@ [ et ( | v dy) "

En vertu de (5.2) (de définition de B) on peut écrire

B [ o)l ( JET dy) e
— B¢y ( |t dx) e

t —1/p’
< Bi(qY"q ( [ w@r das) — BI()" gh(t)
0
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Par conséquent

7= [Clsenovor (5@ e )" @ -

=Byt [ romor

Donc I'inégalité (5.1) est vérifiée avec C' = B(q')P~1/rgl/a,
On considere maintenant les cas limites.

Si p = 00, alors ¢ = 0o et I'inégalité (5.1) est déduite de I’éstimation évidente

/0 “dt/ (o))

ess sup
0<z<oo

o [ 10 dt\ <ess sup |w(a)

0<x<oco

ess sup |v(t)f(t)].
0<t<z

Sip=1, g < oo, de I'inégalité (5.5) on déduit

</O°o o x)/:f(t)dt q d:c)l/q <
< [Tisn ([Tt ao) 0 o) o) d < B [ wws)a

Siqg= o0, p=1. Alors

0<z<oo

< ess sup (|w<x>|ess sup (1/ lo(e)) [ 116 |dt) <5 [ w0

0<xr<oo o<t<z

ess sup ‘w(m)/o f(t)dt‘ <

Sip>1, alors

ess sup ‘w(a:) /x f(t) dt‘ <
0

0<x<oo

<eon s Jess s ot ([ ) ([Ttoror )| <
<n ([T <>|pdt)1/p-

Le cas ou F(x / f(y) dy peut étre traité de la méme maniere.

5.4 Le cas des fonctions monotones

(voir [10]) On consideére f une fonction monotone et positive sur (0,00), pour « réel.

On écrit :
{ f€Qa, sz of(z)]
feQ® siz™f(x) 71,
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ou xz~*f(z) | disigne que la fonction 2= f(x) est décroissante et = f(z) T est croissante.
L’objectif est de trouver des conditions sur les fonctions de poids w et v telle que I'inégalité

de type inégalité inverse de Holder

(AmumWw@wm);sc(éwvuwwuwm)i 5.9

soit vérifieé; pour toute fonction f(x) > 0 appartenant a Q, et Q%. Quelque resultat
de ce type sont prouvés par J.Bergh, V.Burenkov, et L.E.Persson [16], H.Heinig et
V.D.Stepanov [20], V.D.Stepanov [26].

Le lemme suivant sera utile dans la démonstration du théoreme qui suivra.

Lemme 5.1 Soient w une fonction de poids, 0 < v <1, 0 <r < oo ¢ une fonction
mesurable , monotone et non négative sur (0,00).

Si ¢ décroissante, alors

(/OOO o~ (@) w(x) dx>V < /Ooo [/0¢(y)w(x) dx] dy (5.10)

/m<mm@:/%*Mﬂw—fww» (5.11)
o~ () 0

Si ¢ croissante, alors

(/OOO o (@) w(x) da:)7 < /OOO M:) w(z) d:c]7 dy. (5.12)

Pour v =1 (5.10) et (5.12) sont vérifiées.

Preuve :Pour la fonction décroissante ¢ nous pouvons écrire 1'inégalité suivante :

() < /0 Low () dy. (5.13)

En fait, soit o~ 1(07) = oo et ¢ 1 (00) = 0. Si 0 < y < p~!(z), alors * < ¢(y) et on obtient

1 (x) 00 oo
90_1(1;> = / dy = / 1[0,@*1(2:)] (y) dy < / 1[07g0(y)] (:E) dy
0 0 0

Dans le cas ¢ '(0%) < oo ou ¢~ '(co) > 0 nous pouvons apporter des modifications a

ces dernieres inégalités de telle sorte que (5.13) soit aussi vérifiée. D’aprés l'inégalité de
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Minkowsky pour la norme de Ly, ., appliquée a (5.13), on obtient :

(/Ooow*(wl”w(x)dxf = e @),

o0
< H / Lo () dy
0

Ll/ﬂ/,w

< /0 Hl[Ow(y)](x)HLuW dy

(5.10) est prouvée.

L’égalité (5.11) résulte de 1'égalité suivante :

T

| eiemna= [ oo,

et de L’égalité évidente ( considérations géométriques ) suivante :

r ']

/ o ) dt = 2N @) + / o(y)" dy.
0 o~ 1(z)

Pour démontrer I'inégalité (5.12) avec une fonction ¢ qui est croissante on remarque que
@) < [ Vo) dy (5.14)
En fait, si ¢71(07) =0, 7' (00) =00 et 0 < y < o (x), alors p(y) < z et

1 (x) 0o 0o
9071(x> = /() dy = /0 1[0,<p_1(x)](y) dy < /0 1[w(y),oo] (l’) dy

Dans le cas ot ¢ 1(07) > 0 ou ¢ '(c0) < 00 on a besoin encore de modification. De la
meme maniere que précidament, d’aprés I'inégalité de Minkowsky pour la norme de L/,

appliquée a (5.14), on obtient

([ oa@ruwan) = @l

IN

/0 Lip(y).00) (T) dy

Li/yw

IN

/ Newoa(@],,,. . dy
0 )

_ /OOO {/P:)w(:r)dx]wdy.
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(5.12) est prouvée.

Remarque 5.1 Si ¢ est une fonction croissante et (07) > 0, alors l'inégalité (5.12)
résulte de l'inégalité (5.10). On applique (5.10) a la fonction décroissante (x) = 1/p(z)

ot wy(x) = w(l/x)/x? est la fonction de poids avec un changement de variables t = 1/x.

Théoreme 5.2 Soient 0 < p < g < 00, —00 < g < a1 < 00, w, v des fonctions de
poids .
(a) Linégalité

( /0 ) f(@)w(z) dx) " <A ( /0 ) Fl2)Pu(z) d:c) l/p, (5.15)

est vérifice pour toute fonction 0 < f € Qq,, si et seulement si

t 1/q t —1/p
Ag, 1= sup (/ 1 w(x) dw) (/ 2Py (x) da:) < 00, (5.16)
t>0 0 0

ot A= A,, estla constante optimale.

(b) L’inégalité
(/000 fz)'w(z) dx) " <B </OOO Fl@)u(z) dx) l/p’ (5.17)

est vérifieé pour toute fonction 0 < f € Q% | si et seulement si

e 1/q 00 —1/p
By, = sup (/ r1w(z) d:v) (/ zP*p(z) dx) < 00, (5.18)
t>0 t t

ot B = B,, est la constante optimale.

Preuve : (a) (5.15) = (5.16). On prend f(z) = 2 1j4(x), t > 0, dans (5.15). Cela
donne A,, < A.
(5.16) = (5.15). Soit A,, < oo, i.e.

¢ l/q t l/p
(/ 29w (z) dx) < Aq, (/ 2Py (x) dl’) vVt > 0. (5.19)
O 0

Puis, en élevant les deux membres de (5.19) a la puissance p et en posant ¢ = p(y) ou ¢

est une fonction décroissante, on intégre de 0 a oo par rapport a y, on obtient
00 oY) oo ©(y)
/ / riw(x) dx dy < AP / / 2Py (x)dz | dy.
0 0 0 0
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Maintenant en utilisant 'inégalité (5.10) avec v = p/q < 1 et I'égalité dans (5.10) quand
v =1, on obtient

e8] p/q e 9]
(/ o ()Pt w(z) dx) < A’;l/ o Hx)aP* v(z) da.
0 0

On prend ¢ !(z) = (z7* f(z))", qui est une fonction décroissante, alors

</Ooof(x)qw(x)dx> < AP / F@)Pu(x
et A< A,

(b) La nécessité et l'inégalité B,, < B découlent, en prenant f(z) = %1y (x), t > 0,
dans (5.17).
(5.18) = (5.17). Maintenant, utilisant I’hypothese suivante :

o) 1/q o0 1/p
(/ 2100 (1) dm) < B, (/ Py (x) dm) vt > 0. (5.20)
t t

En faisant le changement ¢ = ¢(y) avec ¢ une fonction croissante, en élevant les deux
membres de (5.20) a la puissance p et en intégrant par rapport a y de 0 & oo et d’aprés
I'inégalité (5.12), on obtient

00 p/q [es] o'} p/a
(/ o ()P () dx) < / (/ r1°w(x) da:) dy
0 0 e(y)
< Bgo/ (/ xPu(x) dx) dy
0 e(y)

= Bgo/ o Hx)aP*v(z) d.
0

On prend ¢~ (x) = (z72° f(z))", qui est une fonction croissante, alors on obtient
(/ f(z)iw(x) dx) < B / f(z
0

Remarque 5.2 Le théoréme précédent peut étre formulé de la maniére suivante :

et B < B,,.

Soient 0 < p<qg< o0 et —00 < ay < ay < 00, alors

£l t 1/q t —1/p
sup 1) — sup (/ riw(x) dx) (/ Py (x) dm)
0<f€Qaq ||f||LP(V) >0 0 0

171l o g f pos ~1/p
sup 2 = sup (/ ri%w(x) dx) (/ xP*p(x) d.:z:) :
o<reqeo [1fllL,,, o \Ji '
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Chapitre 6
Une variante de I’'inégalité de Hardy

Comme on I'a vu dans le chapitre 3, I'inégalité (3.8) est vérifiée si f est une fonction non
négative et monotone. Il s’avere qu’on peut remplacer la monotonicité par une condition
plus faible ( voir ci-dissous l'inégalité (6.1)).

Ici est donné un bref apergu de [2], en realité la variante de I'inégalité de Hardy pour 0 <
p < 1, f(x) non négative mesurable sur R™ est étudiée plus en détails dans la publication
en question ou les constantes sont aussi étudiées d'une maniere plus approfondie.

On enonce le lemme suivant sans le prouver ; il sera utile par la suite.

Lemme 6.1 Soient C; > 0, 0 > 0 et 0 < p < 1. De plus f(x) est une fonction non

négative et mesurable sur la boule By s telle que pour presque tout x € B )

Flo) < S1 (/ 2 y) fy" dy) N (6.1)

alors

O’d CQ = Cln(p—l)
et B est la boule de centre O et de rayon 0.

Théoréeme 6.1 Soit § > 0.

On pose .
HO) = s [ sy (6.3)
Bo,s)

00"
avec 0 <p <1, o« <n—1/p,v, est le volume de la boule unité.
Si f(x) est une fonction non négative mesurable sur R™ et satisfaisant (6.1) pour tout
0 >0, alors

0" (H )1, , < Cs [[lol5 1) (6.4

2000y =

Lpmm)
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. B 1 02 1/p
ou C3 = E (—(n—a)p—1> )

Preuve. Soit

1 o0
=10 H]) O 1,y = o [ /0 sla—mp <

En vertu de (6.1), on obtient

OV [ [ . 1/p
po< o ([ sr e a) o
tn LJo ly| <6

oL . 1/p
= e ([ seras) e af
Un LJR™ ly|<d

(Co)tr [ 1

1/p
_ P |y |lemmIptly n(e=1) 4
2 s L e e ay)

1/p

f(y) dy)p d5}

ly|<d

comme (n — a)p > 1, (6.5) est vérifiée avec C5 comme constante optimele.
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Conclusion.

La publication [2]| de la bibliographie peut étre a l'avenir

étudiée en détails.

Ensuite elle peut etre généralisée, c’est a dire munir
'analogue de (6.4) dans R™ par des fonctions de poids
w(x) et v(x), avec l'introduction de paramétres p et ¢
comme dans (5.1) du chapitre 5 et étudier les conditions

pour que cette inégalité soit vérifiée.

o6



Chapitre 7

bibliographie
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Annexe.
Solent {2 C R™ un ensemble mesurable et 1 < p < o0.
Inégalité de Holder.
Soit %—I—% =1, cad p=p/(p—1) pour 1 < p < oo, p =00
pour p=1let p' =1 pour p=o00. 5 f € Lyq) et g € Ly, alors
fg € Lyq) et

15911, ) = WFll 0 l9llz

Inégalité de Jensen.

solent 0 < p < g < 00, a; € C, alors

k=00 1/q k=00 1/p
(z waw) < (z raw) |
k=1 k=1

Inégalité de Minkowsky.
Si f, g € Ly, alors f +g € Lyq et

<

Inégalité intégrale de Minkowsky.
soient A C R™, f(z,y) une fonction mesurable sur {2 x A

et f(x,y) € Ly pour presque tous les y € A, alors

)d d
| )y L [ Wl

si le membre droit est fini.
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