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2 Inégalités classiques de Hardy 6

2.1 Analogues discrets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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Chapitre 1

Introduction

Le mémoire comprend six chapitres, une annexe, une conclusion et une bibliographie.

Dans ce travail on aborde le thème des inégalités de Hardy et leurs différentes variantes. Au

début on considére les inégalités classiques de Hardy, c’est à dire celles qui sont apparues

au début ( le début du vingtième siècle ) [ voir [1] ] où sont décrits la plus part des premiers

développements. Dans [1] Hardy a prouvé l’inégalité suivante (voir [Ch.IX,Th.327,P.240]) :

Si p > 1, fp ∈ L1(0,∞) et F (x) := ∗
∫ x

0

f(t) dt avec f(t) ≥ 0, alors∫ ∞

0

(
F (x)

x

)p

dx <

(
p

p− 1

)p ∫ ∞

0

(f(x))p dx, (1.1)

avec f 6= 0.

(
p

p− 1

)p

est la constante optimale ( la plus petite possible ).

Et ( voir[Ch.IX, Th.328,p.244]) pour F (x) =

∫ ∞

x

f(t) dt, on a∫ ∞

0

(F (x))p dx < pp

∫ ∞

0

(xf(x))p dx, (1.2)

avec f 6= 0. pp est la constante optimale.

En outre, en 1928 ( voir[ Ch.IX, Th.330,p.245]) Hardy a prouvé une forme généralisée de

(1.1) et (1.2) à savoir que, si p > 1, α 6= 1, 0 <

∫ ∞

0

t−α (tf(t))p dt <∞ et F (x) est définie

par :

F (x) =

∫ x

0

f(t) dt, (α > 1); F (x) =

∫ ∞

x

f(t) dt, (α < 1);

alors ∫ ∞

0

x−αF p(x) dx <

(
p

|α− 1|

)p ∫ ∞

0

t−α (tf(t))p dt. (1.3)

Ainsi ( voir [ Ch.IX, Th.347,p.256] ) Hardy a fait remarquer que si α et F (x) satisfont aux

conditions précédentes mais 0 < p < 1, alors∫ ∞

0

x−αF p(x) dx >

(
p

|α− 1|

)p ∫ ∞

0

t−α (tf(t))p dt. (1.4)

∗La notation := indique que F (x) est définie de cette manière.
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L’historique de l’inégalité classique de Hardy (1.1), a été décrit dans le récent article [11]

par A.Kufner, L. Maligranda et L.-E.Persson.

Des inégalités analogues à (1.1) et (1.2) ont étè étudiées en détails.

Soient 1 ≤ p ≤ ∞, 1
p
+ 1

p′
= 1, f(x) une fonction non négative sur (0;∞), xαf(xz) mesurable

sur (0;∞)× (0; 1) pour presque tous les z ∈ (0; 1) et xαf(x) ∈ Lp(0;∞), alors

i : si α < 1
p′

‖xα(H1f)(x)‖Lp(0;∞)
≤
(

1

p′
− α

)−1

‖xαf(x)‖Lp(0;∞)
; (1.5)

ii : si α> 1
p′

‖xα(H2f)(x)‖Lp(0;∞)
≤
(
α− 1

p′

)−1

‖xαf(x)‖Lp(0;∞)
, (1.6)

où

(H1f)(x) =
1

x

∫ x

0

f(y) dy;

et

(H2f)(x) =
1

x

∫ ∞

x

f(y) dy,

et 1
p

+ 1
p′

= 1.

les dernières inégalités ont étè étendues à R et Rn.

Soient 1 ≤ p ≤ ∞, 1
p

+ 1
p′

= 1 et |x|α f(x) ∈ Lp(Rn), alors

i : Si α < n
p′ ∥∥∥|x|α (H̃1f)(x)

∥∥∥
Lp(Rn)

≤
(

1

p′
− α

n

)−1

‖|x|α f(x)‖Lp(Rn)
, (1.7)

ii : Si α > n
p′ ∥∥∥|x|α (H̃2f)(x)

∥∥∥
Lp(Rn)

≤
(
α

n
− 1

p′

)−1

‖|x|α f(x)‖Lp(Rn)
; (1.8)

où (
H̃1f

)
(x) :=

1

mesBr

∫
Br

f(y) dy;

et (
H̃2f

)
(x) :=

1

mesBr

∫
Rn\Br

f(y) dy,

avec

r = |x| > 0, Br = {y ∈ Rn : |y| < r},

et 1
p

+ 1
p′

= 1.

Aussi est abordé le cas des quasi-normes 0 < p < 1 pour les inégalités de Hardy, c’est à

dire des inégalités analogues à (1.5) et (1.6) sont vérifiées pour les fonctions mesurables

et monotones, par exemple : Si α < 1
p′

et f(x) une fonction non négative, croissante sur

(0,∞), alors

‖xα(H1f)(x)‖Lp(0;∞)
≤
(

2−2αp+p−1

1− 2(α−1)p+1

)1/p

‖xαf(x)‖Lp(0;∞)
, (1.9)
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Ensuite on s’est intéréssé à un nouveau type de l’inégalité de Hardy ( pour p < 0 )(voir

[3]).

Si p < 0, α 6= 1, f(t) ≥ 0 et 0 <

∫ ∞

0

t−α (tf(t))p dt < ∞ , F (x) une fonction définie

par :

F (x) =

∫ x

0

f(t) dt, (α < 1); F (x) =

∫ ∞

x

f(t) dt, (α > 1). (1.10)

Alors , on a ∫ ∞

0

x−αF p(x) dx <

(
−p

|α− 1|

)p ∫ ∞

0

t−α (tf(t))p dt; (1.11)

où le facteur

(
−p

|α− 1|

)p

est la constante optimale .

Cette dernière inégalité à été généralisée :∫
Rn

|x|−α
∣∣∣(H̃1f)(x)

∣∣∣p dx ≤ ( np

α+ n(p− 1)

)p ∫
Rn

|x|−α (f(x))p dx. (1.12)

Dans le chapitre 5 on considère les inégalités de poids. Par exemple l’inégalité de Hardy

de poids : (∫ ∞

0

∣∣∣∣ω(x)

∫ x

0

f(t)dt

∣∣∣∣q dx) 1
q

≤ C

(∫ ∞

0

|ν(x)f(x)|p dx
) 1

p

, (1.13)

Dans l’article [13] ( G.A.Bliss) a été trouvée la meilleure constante C, où (1.13) aquiert

une forme plus simple, ( p = q, ν(x) = 1 et la fonction de poids ω(x) est une fonction de

puissance ) .

A été aussi considérée une inégalité du type inégalité inverse de Hölder où ont été eclaircies

les conditions sur les fonctions de poids, telle que l’inégalité(∫ ∞

0

[f(x)]q ω(x) dx

) 1
q

≤ C

(∫ ∞

0

[f(x)]p ν(x) dx

) 1
p

; (1.14)

soit vérifiée. Finalement on a étudié une nouvelle variante de ladite inégalité ( voir [2] ).

Certaines inégalités ont été obtenues en changeant certains données, d’autres ont été

généralisées.

Remarque : Tout au long de ce travail, Ω est une partie mesurable de Rn et l’espace

Lp(Ω) ( espace des fonctions mesurables de puissance p-ième intégrables ) est un espace

semi-normé.
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Chapitre 2

Inégalités classiques de Hardy

Dans l’inégalité de Hölder, souvent on souleve la question suivante :

A quelle condition les deux membres de l’inégalité citée sont éguaux ?.

Chose qu’on éclaircit à l’aide du théorème suivant :

Théorème (H). Soit l’inégalité de Hölder ( en détails voir l’annexe ),

‖fg‖L1(Ω)
≤ ‖f‖Lp(Ω)

‖g‖Lp′(Ω)
. (?)

où 1
p

+ 1
p′

= 1.

Dans (?) il y’a égalité si, et seulement, si existent les constantes A ≥ 0 et B ≥ 0, A2+B2 6= 0

telles que :

A. |f(x)|p = B. |g(x)|p
′
p.psurΩ. (??)

1.a) Si la condition (?) est vérifiée et A = 0, alors g(x) ∼ 0 sur Ω et les deux membres de

(?) sont nuls. D’une manière analogue on raisonne si B = 0.

b) Soit dans (??) A > 0 et B > 0. Alors

|g(x)| = C |f(x)|p−1

où C =
(

A
B

)1/p′
,

et chacun des deux membres de (1.15) est égal a ‖f‖p
Lp(Ω)

.

2.On suppose qu’il existe un sou- ensemble E ⊂ Ω, mesE > 0 et pour lequel (??) n’est pas

vérifiée.

On pose

F (x) =
f(x)

‖f‖Lp(Ω)

et

G(x) =
g(x)

‖g‖Lp′(Ω)

;

on obtient

|F (x)|p 6= |G(x)|p
′
,∀x ∈ E,
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et d’aprés l’inégalité de Young

|F (x).G(x)| ≤ |F (x)|p

p
+
|G(x)|p

′

p′
,∀x ∈ Ω, (Φ)

sur E (Φ) est stricte.

Lemme. Si les fonctions f et g à valeurs réelles sont intégrables sur un ensemble Ω mesu-

rable et f(x) ≤ g(x), p.p, alors ∫
Ω

f(x) dx ≤
∫

Ω

g(x) dx.

si f(x) < g(x) sur le sous-ensemble E avec mesE > 0, alors∫
Ω

f(x) dx <

∫
Ω

g(x) dx.

Par application du lemme on obtient∫
Ω

|F (x).G(x)| dx < 1

p

∫
Ω

|F (x)|p dx+
1

p′

∫
Ω

|G(x)|p
′
dx = 1

d’où on déduit que l’inégalité dans (?) est stricte.

Pour 0 < p < 1 et p = ∞ on raisonne de la même manière.

Les théorèmes 2.1, 2.2, 2.3 et 2.4 et leurs preuves figurent dans [1].

Théorème 2.1 Soient p > 1, f(x) ≥ 0, f ∈ Lp(0,x (x > 0) et fp ∈ L1(0,∞). F (x) une

fonction définie par :

F (x) =

∫ x

0

f(t) dt, x > 0;

alors ∫ ∞

0

(
F (x)

x

)p

dx <

(
p

p− 1

)p ∫ ∞

0

(f(x))p dx, (2.1)

avec f 6= 0. La constante

(
p

p− 1

)p

est optimale.

Pour la preuve du théorème on utilise le lemme suivant :

Lemme 2.1 Si p > 1, f ∈ Lp(0,a), ∀a ≥ x et

F (x) =

∫ x

0

f(t) dt;

alors

F (x) = o(x
1
p′ ),

pour x suffisamment petit.
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Preuve du lemme : d’après l’inégalité de Hölder,

(F (x))p ≤
∫ x

0

(f(t))p dt

(∫ x

0

dt

)p−1

= xp−1

∫ x

0

(f(t))p dt,

d’où

F (x) = o(x
1
p′ ).

Preuve du théorème 2.1 : Si 0 < ξ < η , on a∫ η

ξ

(
F (x)

x

)p

dx = − 1

p− 1

∫ η

ξ

(F (x))p

(
d

dx
x1−p

)
dx

=
ξ1−pF p(ξ)

p− 1
− η1−pF p(η)

p− 1
+

p

p− 1

∫ η

ξ

x1−p(F (x))p−1f(x) dx.

D’aprés le lemme 2.1

ξ1−pF p(ξ) −→ 0 quand fp est intégrable et ξ −→ 0, d’où∫ η

0

(
F (x)

x

)p

dx ≤ p

p− 1

∫ η

0

(
F (x)

x

)p−1

f(x) dx

≤ p

p− 1

{∫ η

0

(
F (x)

x

)p

dx

} 1
p′
(∫ η

0

(f(x))p dx

) 1
p

,

donc ∫ η

0

(
F (x)

x

)p

dx ≤ p

p− 1

{∫ η

0

(
F (x)

x

)p

dx

} 1
p′
(∫ η

0

(f(x))p dx

) 1
p

. (2.2)

Si f(x) est non nulle sur (0, η), le membre gauche de (2.2) est strictement positif, d’où de

(2.2) on déduit ∫ η

0

(
F (x)

x

)p

dx ≤
(

p

p− 1

)p ∫ η

0

(f(x))p dx; (2.3)

quand η −→ ∞ on obtient (2.1) , sauf que < est remplacé par ≤. En particulier ,

l’intégrale du membre gauche de (2.1) est fini.

Par conséquent, toutes les intégrales dans (2.2) sont finies lorsque η tend vers ∞ et∫ ∞

0

(
F (x)

x

)p

dx ≤ p

p− 1

{∫ ∞

0

(
F (x)

x

)p

dx

} 1
p′
(∫ ∞

0

(f(x))p dx

) 1
p

(2.4)

dans (2.4) le signe ≤ peut être remplacé par < , à moins que x−p(F (x))pet(f(x))p soient

effectivement proportionnelles . Ceci transformerait f(x) en une puissence de x, alors∫ ∞

0

(f(x))pdx serait divergente.

Alors si f est non nulle , on déduit de (2.4)∫ ∞

0

(
F (x)

x

)p

dx <

(
p

p− 1

)p ∫ ∞

0

(f(x))p dx.
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Pour démontrer que la constante
(

p
p−1

)p

est optimale, on considère la fonction fε(x),

0 < ε < (p− 1)/p définie par :

fε(x) =

{
0, si x ∈ (0; 1)

x−ε− 1
p , si x ∈ [1;∞)

on trouve que ∫ ∞

0

(
x−1

∫ x

0

fε(t) dt

)p

dx =
1

εp
(
−ε− 1

p
+ 1
)p ;

et ∫ ∞

0

(fε(t))
p dt =

1

εp
.

Si la constante

(
p

p− 1

)p

dans (2.1) n’est pas optimale, alors, il existe une constante K,

avec K <

(
p

p− 1

)p

telle que (2.1) reste valable si l’on remplace

(
p

p− 1

)p

par K.

En particulier, on a ∫ ∞

0

(
x−1

∫ x

0

fε(t) dt

)p

dx < K

∫ ∞

0

(fε(t))
p dt,

et puis
1

εp
(
−ε− 1

p
+ 1
)p < K

1

εp
,

il s’ensuit que

(
p

p− 1

)p

≤ K, quand ε −→ 0. de Cette contradiction on déduit que(
p

p− 1

)p

est la constante optimale dans (2.1).

Le théorème 2.1 est prouvé.

Théorème 2.2 Soient p > 1, f(x) ≥ 0 et fp ∈ L1(0,∞), f(x) ∈ Lp(x,∞). F (x) une fonction

définie par :

F (x) =

∫ ∞

x

f(t) dt, x > 0,

alors ∫ ∞

0

(F (x))p dx < pp

∫ ∞

0

(xf(x))p dx, (2.5)

avec f 6= 0 . La constante pp est optimale.

La preuve est analogue à 2.1.

Théorème 2.3 Soient p > 1, α 6= 1, 0 <

∫ ∞

0

t−α (tf(t))p dt < ∞ et F (x) une fonction

définie par :

F (x) =

∫ x

0

f(t) dt, (α > 1); F (x) =

∫ ∞

x

f(t) dt, (α < 1);
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alors ∫ ∞

0

x−αF p(x) dx ≤
(

p

|α− 1|

)p ∫ ∞

0

t−α (tf(t))p dt. (2.6)

Preuve : Pour la démonstration on utilise le lemme suivant

lemme : Soient p > 1 et K(x, y) ≥ 0 une fonction homogène∗ de degré −1 telle que∫ ∞

0

K(x, 1)x−1/p dx =

∫ ∞

0

K(1, y)y−1/p′ dy = k

alors∫ ∞

0

∫ ∞

0

K(x, y)f(x)g(y) dx dy ≤ k

(∫ ∞

0

(f(x))p dx

)1/p(∫ ∞

0

(g(y))p′ dy

)1/p′

(2.7)

avec f 6= 0 ou g ≡ 0 , si K(x, y) est positive,∫ ∞

0

dy

(∫ ∞

0

K(x, y)f(x) dx

)p

≤ kp

∫ ∞

0

(f(x))p dx (2.8)

avec f 6= 0 , si K(x, y) est positive,∫ ∞

0

dx

(∫ ∞

0

K(x, y)g(y) dy

)p′

≤ kp′
∫ ∞

0

(g(y))p′ dy. (2.9)

avec g 6= 0 , si K(x, y) est positive.

Maintenant on passe à la preuve du théorème 2.3.

On prend  K(x, y) =
yr−1

xr
, si x ≤ y;

K(x, y) = 0, si x > y.

Pour r <
1

p′
. On a

k =

∫ ∞

0

x−r−1/p dx =

∫ 1

0

x−r−1/p dx =
p

p− pr − 1
.

Dans ce cas les inégalités (2.8) et (2.9) donnent∫ ∞

0

yp(r−1)

(∫ y

0

x−rf(x) dx

)p

dy ≤
(

p

p− pr − 1

)p ∫ ∞

0

(f(x))p dx, (2.10)

et ∫ ∞

0

x−rp′
(∫ ∞

x

yr−1g(y) dy

)p′

dx ≤
(

p

p− pr − 1

)p′ ∫ ∞

0

(g(y))p′ dy. (2.11)

∗Une fonction M(x, y) est appele homogène de degré s si :

∀k > 0;M(x, y) = ksM(x, y).
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En changeant la notation dans (2.10) et (2.11) . Pour cela on note

h(x) = x−rf(x) et p(r − 1) = −α

puisque r < 1/p′ alors α = p(1− r) > p(1− 1/p′) ≥ 1 et (2.10) devient∫ ∞

0

y−α

(∫ y

0

h(x) dx

)p

dy ≤
(

p

α− 1

)p ∫ ∞

0

x−α(xh(x))p dx. (2.12)

D’une manière analogue on note

H(y) = yr−1g(y) et rp′ = α

donc on a α = rp′ < 1 (car r < 1/p′) et (2.11) devient∫ ∞

0

x−α

(∫ ∞

x

H(y) dy

)p′

dx ≤
(

p′

1− α

)p′ ∫ ∞

0

y−α(yH(y))p′ dy, (2.13)

car
p

p− pr − 1
=

p′

1− rp′
=

p′

1− α
.

Donc de (2.12) et (2.13), on obtient∫ ∞

0

x−αF p(x) dx ≤
(

p

|α− 1|

)p ∫ ∞

0

t−α (tf(t))p dt

pour p > 1 et

F (x) =

∫ x

0

f(t) dt, (α > 1); F (x) =

∫ ∞

x

f(t) dt, (α < 1),

d’où l’inégalité (2.6).

L’inégalité classique de Hardy pour les quasi-normes , est exprimée à l’aide du théorème

suivant .

Théorème 2.4 Soient 0 < p < 1, α 6= 1, 0 <

∫ ∞

0

t−α (tf(t))p dt < ∞ et F (x) une

fonction définie par :

F (x) =

∫ x

0

f(t) dt, (α > 1); F (x) =

∫ ∞

x

f(t) dt, (α < 1),

alors ; ∫ ∞

0

x−αF p(x) dx >

(
p

|α− 1|

)p ∫ ∞

0

t−α (tf(t))p dt. (2.14)

Preuve : On obtient le même resultat en changeant le signe dans les inégaliyés (2.7), (2.8)

et (2.9) et on considère la fonction elle même. Dans ce qui suit on se propose de donner

d’autres démonstrations des inégalités classiques de Hardy.
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On considère la fonction f à une seule variable définie sur (0;∞).

Considérons les deux opérateurs H1 et H2 définis de la manière suivante :

(H1f)(x) =
1

x

∫ x

0

f(y) dy∀x > 0,

( C’est la valeur moyenne de f sur l’intervalle (0;x) )

et

(H2f)(x) =
1

x

∫ ∞

x

f(y) dy∀x > 0.

Théorème 2.5 (voir [37]) Soient 1 ≤ p ≤ ∞, 1
p

+ 1
p′

= 1, f(x) ≥ 0 , xαf(xz) mesurable

sur (0;∞)× (0; 1) et xαf(xz) ∈ Lp(0;∞) pour presque tous les z ∈ (0; 1), alors

‖xα(H1f)(x)‖Lp(0;∞)
≤
(

1

p′
− α

)−1

‖xαf(x)‖Lp(0;∞)
; (2.15)

si α < 1
p′

et

‖xα(H2f)(x)‖Lp(0;∞)
≤
(
α− 1

p′

)−1

‖xαf(x)‖Lp(0;∞)
, (2.16)

si α> 1
p′
.

Remarque 2.1
(

1
p′
− α

)−1

et
(
α− 1

p′

)−1

, sont les constantes optimales dans (2.15) et

(2.16)

( i.e. les plus petites possibles ).

Cas particulier :

Si α = 0 dans (2.15) , on aura :

‖(H1f)(x)‖Lp(0;∞)
≤ p′ ‖f(x)‖Lp(0;∞)

, (2.17)

on retrouve (2.1) seulement l’inégalité est stricte.

preuve du théoréme 2.5 :

1 :Cas α < 1
p′

.

Posons I = ‖xα(H1f)(x)‖Lp(0;∞)
.

Le fait que le borne supérieure de l’intégrale est la variable x, on ne peut pas appliquer

l’inégalité intégrale de Minkowsky ( voir annexe ) et pour cela on effectue un changement

de variable y = xz, d’où

I = ‖xα(H1f)(x)‖Lp(0;∞)
=

∥∥∥∥xα−1

∫ x

0

f(y) dy

∥∥∥∥
Lp(0;∞)

=

∥∥∥∥∫ 1

0

xαf(xz) dz

∥∥∥∥
Lp(0;∞)

.
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La fonction xαf(xz) est mesurable sur (0;∞) × (0; 1), donc on peut appliquer l’inégalité

intégrale de Minkowsky. On obtient

I ≤
∫ 1

0

‖xαf(xz)‖Lp(0;∞)
dz.

On remplace x par t en posant t = xz, alors

a :Le cas 1 ≤ p <∞.

‖xαf(xz)‖Lp,x(0;∞)
=

(∫ ∞

0

xαp |f(xz)|p dx
) 1

p

= z−α− 1
p

(∫ ∞

0

tαp |f(t)|p dt
) 1

p

= z−α− 1
p ‖tαf(t)‖Lp(0;∞)

.

D’où

I ≤
∫ 1

0

z−α− 1
p ‖tαf(t)‖Lp(0;∞)

dz =

(
1− 1

p
− α

)−1

‖tαf(t)‖Lp(0;∞)

Donc :

‖xα(H1f)(x)‖Lp(0;∞)
≤
(

1

p′
− α

)−1

‖xαf(x)‖Lp(0;∞)
.

b :Le cas p = ∞.

‖xαf(xz)‖L∞,x(0;∞)
= ess sup

x∈(0;∞)

|xαf(xz)|

= z−αess sup
t∈(0;∞)

|tαf(t)|

= z−α ‖tαf(t)‖L∞,t(0;∞)

on conclut

‖xα(H1f)(x)‖L∞(0;∞)
≤ (1− α)−1 ‖xαf(x)‖L∞(0;∞)

.

2 : Cas α > 1
p′

.

On pose J = ‖xα(H2f)(x)‖Lp(0;∞)
.

D’une maniére analogue à (1 :) on fait un changement de variable y =
x

z
et en appliquant

l’inégalité intégrale de Minkowsky, on obtient

J =

∥∥∥∥xα

∫ 0

1

−z−2f(x/z) dz

∥∥∥∥
Lp(0;∞)

=

∥∥∥∥xα

∫ 1

0

z−2f(x/z) dz

∥∥∥∥
Lp(0;∞)

≤
∫ 1

0

∥∥∥∥xα

z2
f(
x

z
)

∥∥∥∥
Lp(0;∞)

dz.
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En remplaçant x par t, posons t = x
z
, alors

a’ : Le cas 1 ≤ p <∞.∥∥∥∥xα

z2
f(
x

z
)

∥∥∥∥
Lp,x(0;∞)

=

(∫ ∞

0

xαpz−2p |f(x/z)|p dx
) 1

p

=

(∫ ∞

0

tαpz(α−2)p+1 |f(t)|p dt
) 1

p

= zα−2+ 1
p ‖tαf(t)‖Lp(0;∞)

on déduit

J ≤
∫ 1

0

zα−2+ 1
p ‖tαf(t)‖Lp(0;∞)

dz =

[
α− (1− 1

p
)

]−1

‖tαf(t)‖Lp(0;∞)

D’où

‖xα(H2f)(x)‖Lp(0;∞)
≤
(
α− 1

p′

)−1

‖xαf(x)‖Lp(0;∞)
.

b’ :Le cas p = ∞. ∥∥∥∥xα

z2
f(
x

z
)

∥∥∥∥
L∞,x(0;∞)

= ess sup
x∈(0;∞)

∣∣∣∣xα

z2
f(
x

z
)

∣∣∣∣
= zα−2ess sup

t∈(0;∞)

|tαf(t)|

= zα−2 ‖tαf(t)‖L∞,t(0;∞)

donc

‖xα(H2f)(x)‖L∞(0;∞)
≤ (α− 1)−1 ‖xαf(x)‖L∞(0;∞)

.

Le calcul de la constante dans (2.15) :

On suppose qu’il existe une constante A > 0 telle que ;

‖xα(H1f)(x)‖Lp(0;∞)
≤ A ‖xαf(x)‖Lp(0;∞)

ce qui implique
‖xα(H1f)(x)‖Lp(0;∞)

‖xαf(x)‖Lp(0;∞)

≤ A. (2.18)

On considère la fonction fε , ε > 0 définie par :

fε(x) =

{
1, si x ∈ (0; 1)

x−α− 1+ε
p , si x ∈ [1;∞)

14



fε(x) est une fonction intégrable sur l’intervalle (0; 1) et aussi sur [1;∞), alors on a :

‖xα(H1fε)(x)‖Lp(0;∞)
=

∫ 1

0

x(α−1)p+p dx+

∫ ∞

1

x(α−1)p

∣∣∣∣∣∣∣
∫ x

0

y
−α−

1 + ε

p dy

∣∣∣∣∣∣∣
p

dx


1
p

=

[
1

αp+ 1
+

∫ ∞

1

x(α−1)px−αp−(1+ε)+p

(−α− 1+ε
p

+ 1)p
dx

] 1
p

=

[
1

αp+ 1
+

1

ε(−α− 1+ε
p

+ 1)p

] 1
p

,

d’autre part

‖xαfε(x)‖Lp(0;∞)
=

[∫ 1

0

xαp dx+

∫ ∞

1

xαpx−αp−(1+ε) dx

] 1
p

=

[
1

αp+ 1
+

1

ε

] 1
p

,

on sait que le nombre

[
1

αp+ 1
+

1

ε

] 1
p

est non nul, dans ce cas on peut revenir à

l’inégalité (2.18) comme suit.

‖xα(H1f)(x)‖Lp(0;∞)

‖xαf(x)‖Lp(0;∞)

≤ A⇔

[
1

αp+ 1
+

1

ε(−α− 1+ε
p

+ 1)p

] 1
p

[
1

αp+ 1
+

1

ε

] 1
p

≤ A,
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c’est à dire

(2.18) ⇔

[
1

αp+ 1
+

1

ε(−α− 1+ε
p

+ 1)p

] 1
p

[
1

αp+ 1
+

1

ε

] 1
p

≤ A

⇔



1

αp+ 1
+

1

ε(−α− 1 + ε

p
+ 1)p

1

αp+ 1
+

1

ε



1
p

≤ A

⇔



ε

αp+ 1
+

1

(−α− 1 + ε

p
+ 1)p

ε

αp+ 1
+ 1



1
p

≤ A

quand ε → 0, on trouve
(
−α+ 1

p′

)−1

≤ A. Alors ;
(

1
p′
− α

)−1

est la constante optimale

dans (2.15).

Le calcul de la constante dans (2.16) :

Soit la constante B > 0 telle que

‖xα(H2f)(x)‖Lp(0;∞)
≤ B ‖xαf(x)‖Lp(0;∞)

considèrons la fonction fε, ε > 0 définie par :

fε(x) =

{
x−α− 1−ε

p , si x ∈ (0; 1]

0, si x ∈ (1;∞)

On a

‖xα(H2fε)(x)‖Lp(0;∞)
≤ B ‖xαfε(x)‖Lp(0;∞)

D’après des calculs analogues aux précédents, on obtient

‖xα(H2fε)(x)‖Lp(0;∞)
=

(
1

ε

) 1
p
(
α− 1

p′
− ε

p

)−1

car ∣∣∣∣−α+
1

p′
+
ε

p

∣∣∣∣p =

(
α− 1

p′
− ε

p

)p

pour −α+ 1
p′

+ ε
p
< 0
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et

‖xαfε(x)‖Lp(0;∞)
=

(
1

ε

) 1
p

d’où l’on déduit que (
1

ε

) 1
p
(
α− 1

p′
+
ε

p

)−1

≤ B

(
1

ε

) 1
p

alors (
α− 1

p′
+
ε

p

)−1

≤ B

pour ε→ 0, on conclut (
α− 1

p′

)−1

≤ B.

Ce qui fait que
(
α− 1

p′

)−1

est la constante optimale dans (2.16) .

Remarque : Soient X et Y deux espace semi-normés, l’opérateur A défini de X vers Y .

On rappelle qu’un opérateur A est dit borné si :

il éxiste un nombre réel M > 0 , tel que ,

∀f ∈ X : ‖Af‖Y ≤M ‖f‖X , (2.19)

( en particulier si ‖f‖X = 0 , alors ‖Af‖Y = 0 ).

On note

M? = inf
M
µ

( µ l’ensemble de tous les nombres M pour les quels (2.19) est vérifiée)

de (2.19) on obtient

∀f ∈ X : ‖Af‖Y ≤M? ‖f‖X , (2.20)

le nombre M? est appelé semi-norme de l’opérateur A . On note

‖A‖X→Y = M?.

( si Y est un espace normé, alors M? est une norme ).

On conclut que la semi-norme (norme) de l’opérateur A est la constante optimale ( la plus

petite possible ) dans (2.19) .

Si l’opérateur A satisfait à la condition suivante :

pour f ∈ X telle que ‖f‖X 6= 0 et ‖Af‖Y 6= 0 , alors linégalité (2.19) est équivalente à

∀f ∈ X : ‖f‖X 6= 0,
‖Af‖Y

‖f‖X

≤M? (2.21)

c’est à dire M? est la borne supériere de l’ensemble{
‖Af‖Y

‖f‖X

: f ∈ X, ‖f‖X 6= 0

}
.
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Donc, en vertu de la définition la borne supériere (sup †) on aura

‖A‖X→Y = sup
f∈X,‖f‖X 6=0

‖Af‖Y

‖f‖X

. (2.22)

Considérons pour 1 ≤ p ≤ ∞, α ∈ R l’espace Lp,α(0,∞) est l’éspace de toutes les fonctions

mesurables sur (0,∞) pour lesquelles, xαf(x) ∈ Lp(0;∞) et

‖f‖Lp,α(0,∞)
= ‖xαf(x)‖Lp(0,∞)

<∞. (2.23)

Alors conpte tenu de ceci, on peut reformuler la première partie du théorème 2.5 comme

suit :

si α < 1
p′

, alors

‖H1‖Lp,α(0,∞)→Lp,α(0,∞)
≤
(

1

p′
− α

)−1

, (2.24)

du fait que la constante est optimale , on peut écrire

‖H1‖Lp,α(0,∞)→Lp,α(0,∞)
=

(
1

p′
− α

)−1

, (2.25)

où 1
p

+ 1
p′

= 1.

De même pour la deuxième partie du théorème 2.5 par rapport à l’opérateur H2, on a

Si α > 1
p′

‖H2‖Lp,α(0,∞)→Lp,α(0,∞)
=

(
α− 1

p′

)−1

, (2.26)

où 1
p

+ 1
p′

= 1.

Théorème 2.6 Pour 1 ≤ p ≤ ∞, 1
p

+ 1
p′

= 1, xαf(x) ∈ Lp(0;∞), il n’existe pas de A > 0

telles que les inégalités suivantes soient vérifiées :

si α ≥ 1
p′

‖xα(H1f)(x)‖Lp(0;∞)
≤ A ‖xαf(x)‖Lp(0;∞)

(2.27)

et si α ≤ 1
p′

‖xα(H2f)(x)‖Lp(0;∞)
≤ A ‖xαf(x)‖Lp(0;∞)

(2.28)

Preuve : La démonstration comprend deux parties :

i- Soient 1 ≤ p <∞, 1
p

+ 1
p′

= 1.

1) Si α ≥ 1
p′

et ϕδ(x), δ > 0 une fonction définie par :

ϕδ(x) = x−α− 1+δ
p χ(1,∞)(x),

†Si A est un opérateur linéaire, alors

‖A‖X→Y = sup
f∈X,‖f‖X 6=0

‖Af‖Y

‖f‖X

= sup
f∈X,‖f‖X=1

‖Af‖Y .
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où χ(1,∞) est la fonction caractéristique de l’intervale (1,∞). Alors pour x ≥ 2

(H1ϕδ) (x) =
1

x

∫ x

0

ϕδ(t) dt

=
1

x

∫ x

1

t
−α−

1 + δ

p dt ≥ C1

x
(I)

où C1 =

∫ 2

1

t
−α−

1 + δ

p dt

Comme α ≥ 1/p′, on a αp− p ≥ −1 et alors

‖xαϕδ(x)‖Lp(0,∞)
= δ−

1
p <∞.

En vertu de l’inégalité (I) on déduit que

‖xα (H1ϕδ) (x)‖Lp(0,∞)
≥ C1

(∫ ∞

1

xαp−p dx

) 1
p

= ∞,

donc on conclut que l’inégalité (2.27) n’a pas lieu.

2. Si α ≤ 1
p′

et ψδ(x), δ > 0 une fonction définie par :

ψδ(x) = x−α− 1−δ
p χ(0,1)(x),

alors α+ (1− δ)/p < 1 et quand 0 < x < 1/2, on a

(H2ψδ)(x) =
1

x

∫ 1

x

y−α−( 1−δ
p ) dy ≥ C2

x
,

où C2 =

∫ 1

1/2

y−α−( 1−δ
p ) dy.

Donc quand α ≤ 1/p′ on a αp− p ≤ −1, alors

‖xαψδ(x)‖Lp(0,∞)
= δ−

1
p <∞.

d’autre part on a

‖xα (H2ψδ) (x)‖Lp(0,∞)
≥ C2

(∫ 1/2

0

xαp−p dx

) 1
p

= ∞,

donc on conclut que l’inégalité (2.28) n’a pas lieu.

ii- Si p = ∞, d’une manière analogue on prouve qu’il n’existe pas des constantes A > 0 et

B > 0 telles que les inégalités suivantes soient vérifiées :

‖xα(H1f)(x)‖L∞(0;∞)
≤ A ‖xαf(x)‖L∞(0;∞)

(2.29)

‖xα(H2f)(x)‖L∞(0;∞)
≤ B ‖xαf(x)‖L∞(0;∞)

. (2.30)
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Définition 2.1 Soient 1 ≤ p ≤ ∞, α ∈ R, l’espace LP,α(0,∞) est l’espace de toutes les

fonctions mesurables sur (0,∞) telles que :

‖f‖LP,α(0,∞)
= ‖xαf(x)‖LP,α(0,∞)

<∞.

Soit 0 < a < b <∞, on pose

(H3f) (x) =
1

x

∫ bx

ax

f(y)dy, ∀x > 0.

Théorème 2.7 .Soient 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < a < b < ∞, f(xz) ≥ 0 une fonction mesurable

sur (0;∞) × (a; b) et xαf(xz) ∈ Lp(0;∞) pour presque tous les z ∈ (a; b) (α ∈ R). Alors

l’opérateur H3 en tant qu’opérateur agissant de Lp,α(0,∞) dans Lp,α(0,∞), est borné.

Preuve : On pose

J = ‖xα(H3f)(x)‖Lp(0;∞)
=

∥∥∥∥∫ bx

ax

xα−1f(y) dy

∥∥∥∥
Lp(0;∞)

,

on fait un changement de variable z = y/x pour pouvoir appliquer l’inégalité intégrale de

Minkowsky.

D’où J =

∥∥∥∥∫ b

a

xαf(xz) dz

∥∥∥∥
Lp(0;∞)

.

La fonction xαf(xz) est mesurable sur (0;∞)× (a; b), alors en vertu de l’inégalité intégrale

de Minkowsky on obtient

J ≤
∫ b

a

‖xαf(xz)‖Lp(0;∞)
dz =

∫ b

a

‖tαf(t)‖Lp(0;∞)
.z−α− 1

p dz,

on a effectué le changement de variable t = xz.∫ b

a

‖tαf(t)‖Lp(0;∞)
.z−α− 1

p dz = C(α,p) ‖tαf(t)‖Lp(0;∞)
,

où

C(α,p) =
1

1

p′
− α

b 1

p′
− α

− a

1

p′
− α

 si α 6= 1

p′

et

C(α,p) = ln(
b

a
) si α =

1

p′
,

et 1
p

+ 1
p′

= 1.

En conclusion

‖xα(H3f)(x)‖Lp(0;∞)
≤ C(α,p) ‖xαf(x)‖Lp(0;∞)

. (2.31)
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2.1 Analogues discrets

Définition 2.2 Soient 0 < p <∞, a = {ak}k∈N, ak ∈ C.

On dit que a ∈ lp si

‖a‖lp
=

(
∞∑

k=1

|ak|p
)1/p

,

et pour p = ∞, si

‖a‖lp
= sup

k∈N
|ak| <∞.

( c’est à dire a est une suite bornée. )

Lemme 2.2 Quel que soit le nombre réel α, il éxiste des constantes C1, C2 telles que ;

pour toute fonction f(x) non négative et monotone définie sur (0;∞), l’inégalité suivante

est vérifiée

C1

k=+∞∑
k=−∞

2k(α+1)f(2k) ≤
∫ ∞

0

xαf(x) dx ≤ C2

k=+∞∑
k=−∞

2k(α+1)f(2k).

Preuve :

1 : Si f(x) décroissante.

a) Si α ≥ 0.

On a : ∫ ∞

0

xαf(x) dx =
k=+∞∑
k=−∞

∫ 2k+1

2k

xαf(x) dx

≤
k=+∞∑
k=−∞

∫ 2k+1

2k

2(k+1)αf(2k) dx.

Alors ∫ ∞

0

xαf(x) dx ≤
k=+∞∑
k=−∞

∫ 2k+1

2k

2(k+1)αf(2k) dx

=
k=+∞∑
k=−∞

2(k+1)α2kf(2k)

= 2α

k=+∞∑
k=−∞

2k(α+1)f(2k).

D’autre part ; comme f est décroissante , alors∫ ∞

0

xαf(x) dx ≥
k=+∞∑
k=−∞

2kα+kf(2k+1),

21



on fait le changement de variables m = k + 1, on obtient

k=+∞∑
k=−∞

2kα+kf(2k+1) = 2−α−1

k=+∞∑
k=−∞

2k(α+1)f(2k),

on déduit que C1 = 2−α−1 et C2 = 2α.

b) Si α < 0∫ ∞

0

xαf(x) dx =
k=+∞∑
k=−∞

∫ 2k+1

2k

xαf(x) dx ≤
k=+∞∑
k=−∞

∫ 2k+1

2k

xαf(2k) dx

≤
k=+∞∑
k=−∞

2k(α+1)f(2k)

D’autre part∫ ∞

0

xαf(x) dx ≥
k=+∞∑
k=−∞

∫ 2k+1

2k

xαf(2k+1) dx ≥
k=+∞∑
k=−∞

2(k+1)α+kf(2k+1),

en faisant le même changement de variables, m = k + 1, on obtient

2−1

k=+∞∑
k=−∞

2k(α+1)f(2k) ≤
∫ ∞

0

xαf(x) dx ≤
k=+∞∑
k=−∞

2k(α+1)f(2k).

Où C1 = 2−1 et C2 = 1.

2 : Si f(x) croissante.

D’une manière analogue que 1 : on prouve l’inégalité qui est signalée dans le lemme 2.2,

dans ce cas on trouve C1 = 2α et C2 = 2−α−1.

2.1.1 les analogues discrets de l’inégalité de Hardy

Les analogues discrets de (2.15) et (2.16).

Pour a = {ak}k=∞
k=−∞, ak ∈ C on pose :

‖a‖`p
= ‖{ak}‖`p

:=

(
k=∞∑

k=−∞

|ak|p
)1/p

; 1 ≤ p ≤ ∞

et on démontre qu’il existe c = c(p,β) > 0, d = d(p,β) > 0, telles que :∥∥∥∥∥{2kβ

`=k∑
`=−∞

b`}

∥∥∥∥∥
`p

≤ c
∥∥{2kβb`}

∥∥
`p
, β < 0, (2.32)
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∥∥∥∥∥{2kβ

`=∞∑
`=k

b`}

∥∥∥∥∥
`p

≤ d
∥∥{2kβb`}

∥∥
`p
, β > 0. (2.33)

On montre que les inégalités (2.31) et (2.32) découlent de (2.15) et (2.16) et donc sont

leurs analogues discrets.

Supposons que ∀` ∈ Z b` ≥ 0 ( si (2.31) et (2.32) sont valables pour |b`| alors elles le sont

pour b` quel que soit son signe car

∣∣∣∣∣∑
`

b`

∣∣∣∣∣ ≤∑
`

|b`| .

Pour obtenir l’inégalité (2.31) on pose

α := β + 1/p′; f(x) :=
k=∞∑

k=−∞

bk2
−kχ(2k−1,2k)(x),

où χ(2k−1,2k)(x) est la fonction caracréristique. Alors

‖xαf‖Lp(0,∞)
=

(
k=∞∑

k=−∞

bpk2
−kp

∫ 2k

2k−1

xαp dx

)1/p

= c1

(
k=∞∑

k=−∞

bpk2
βpk

)1/p

,

où c1 dépend seulement de β et p.

Ensuite (H1f)(x) = x−1F (x), où F (x) :=

∫ x

0

f(y) dy ≥ 0, fonction non décroissante. Par

conséquent en vertu du lemme précédent, on a :

∥∥{2βkF (2k)}
∥∥

`p
≤ c2

(∫ ∞

0

xβp−pF (x)p dx

)1/p

= c2
∥∥xβ(H1f)(x)

∥∥
Lp(0,∞)

,

où c2 dépend seulement de β et p

comme

F (2k) =

∫ 2k

0

f(y) dy =
k∑

`=−∞

b`2
−`

∫ 2`

2`−1

dy =
1

2

k∑
`=−∞

b`

et par conséquent ∥∥∥∥∥{2kβ

`=k∑
`=−∞

b`}

∥∥∥∥∥
`p

= 2
∥∥{2kβF (2k)}

∥∥
`p

≤ 2c2
∥∥xβ(H1f)(x)

∥∥
Lp(0,∞)

.

Donc on voit que (2.31) est déduite de (2.15).

D’une manière analogue on peut déduire (2.32) de (2.16).
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Chapitre 3

Éxtension de certaines inégalités et

quasi-normes

On se propose d’étendre les inégalités (2.15) et (2.16) qui sont définis dans (0,∞) à R

et Rn. Jusqu’a présent on a considéré les inégalités de Hardy pour 1 ≤ p ≤ ∞, dans la

deuxième partie de ce chapitre on retrouve les analogues de (2.15) et (2.16) pour 0 < p < 1,(

résultats connus ).

3.1 Éxtension de certaines inégalités de Hardy

I. Extension à R :

On pose (
H̃1f

)
(x) :=

1

2x

∫ x

−x

f(y) dy

et (
H̃2f

)
(x) :=

1

2x

∫
|y|≥x

f(y) dy.

Soient 1 ≤ p ≤ ∞, 1
p
+ 1

p′
= 1, xαf(xz) mesurable sur R× (−1; 1) et xαf(xz) ∈ Lp(R) pour

presque tous les z ∈ (−1; 1), alors

i. Si α <
1

p′
, on a :

∥∥∥|x|α (H̃1f)(x)
∥∥∥

Lp(R)

≤
(

1

p′
− α

)−1

‖|x|α f(x)‖Lp(R)
(3.1)

ii. Si α ≥ 1

p′
, on a :

∥∥∥|x|α (H̃2f)(x)
∥∥∥

Lp(R)

≤
(
α− 1

p′

)−1

‖|x|α f(x)‖Lp(R)
. (3.2)
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D’une manière génèrale la preuve s’effectue de la même manière que celle du théorème 2.5

. Par exemple démontrons (3.1).

On a ∀x 6= 0 ; (
H̃1f

)
(x) :=

1

2x

∫ x

−x

f(y) dy =
1

2 |x|

∫ |x|

−|x|
f(y) dy

et ∥∥∥|x|α (H̃1f)(x)
∥∥∥

Lp(R)

=
1

2

(∫
R

∣∣∣∣∣|x|α−1

∫ |x|

−|x|
f(y) dy

∣∣∣∣∣
p

dx

) 1
p

.

Pour appliquer l’inégalité intégrale de Minkowsky, on fait un changement de variable z =
y

x
,

donc : ∥∥∥|x|α (H̃1f)(x)
∥∥∥

Lp(R)

=
1

2

(∫
R

∣∣∣∣|x|α ∫ 1

−1

f(xz) dz

∣∣∣∣p dx)
1
p

≤ 1

2

∫ 1

−1

(∫
R

||x|α f(xz)|p dx
) 1

p

dz.

Avec le changement de variable t = xz en prenant en compte que dx =
dt

z
, si z > 0 et

dx = −dt
z

si z < 0 et en changeant l’ordre d’intégration, on obtient

∥∥∥|x|α (H̃1f)(x)
∥∥∥

Lp(R)

≤ ‖|t|α f(t)‖Lp(R)

1

2

∫ 1

−1

|z|
−α−

1

p dz. (3.3)

mais on a ∫ 1

−1

|z|
−α−

1

p dz =

∫ 0

−1

−z
−α−

1

p dz +

∫ 1

0

z
−α−

1

p dz

= −

(−z)
−α+

1

p′

−α+
1

p′


0

−1

+

 z
−α+

1

p′

−α+
1

p′


1

0

= 2

(
−α+

1

p′

)−1

donc (3.3) devient∥∥∥|x|α (H̃1f)(x)
∥∥∥

Lp(R)

≤
(
−α+

1

p′

)−1

‖|t|α f(t)‖Lp(R)
.

C’est à dire ∥∥∥|x|α (H̃1f)(x)
∥∥∥

Lp(R)

≤
(
−α+

1

p′

)−1

‖|x|α f(x)‖Lp(R)
.
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II. Extension à Rn :

Soient x ∈ R
n, r = |x| > 0, Br = {y ∈ R

n; |y| < r}, 1 ≤ p ≤ ∞, f(x) une fonction

mesurable sur Br . Considérons les deux opérateures suivants :(
H̃1f

)
(x) :=

1

mesBr

∫
Br

f(y) dy

et (
H̃2f

)
(x) :=

1

mesBr

∫
Rn\Br

f(y) dy.

Théorème 3.1 Soient 1 ≤ p ≤ ∞, 1
p
+ 1

p′
= 1 et f(r, ξ) ∈ Lp(Sn−1) (Sn−1 désigne la sphére

unité dans Rn), alors

i. Si, α < n
p′ ∥∥∥|x|α (H̃1f)(x)

∥∥∥
Lp(Rn)

≤
(

1

p′
− α

n

)−1

‖|x|α f(x)‖Lp(Rn)
(3.4)

ii. Si α > n
p′
.

∥∥∥|x|α (H̃2f)(x)
∥∥∥

Lp(Rn)

≤
(
α

n
− 1

p′

)−1

‖|x|α f(x)‖Lp(Rn)
. (3.5)

Preuve :

On démontre l’inégalité (3.4).

On introduit les coordonnées sphériques ( coordonnées polaires dans Rn ) (ρ, ξ) où ρ = |y|,
ξ = y

|y| ∈ Sn−1 (Sn−1 désigne la sphére unité dans Rn) et on pose

f(ρ) =

∫
Sn−1

f(ρ, ξ) dξ

alors

(H̃1f(x) =
1

vnrn

∫ r

0

ρn−1 dρ

∫
Sn−1

f(ρ, ξ) dξ

=
1

vnrn

∫ r

0

ρn−1f(ρ) dρ,

où vn = π
n
2

(
Γ(n

2
+ 1)

)−1
est le volume de la boule unité et La fonction Γ est définie par :

Γ(δ) =

∫ ∞

0

tδ−1e−t dt.
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Dans ce cas∥∥∥|x|α (H̃1f)(x)
∥∥∥

Lp(Rn)

=

(∫
Rn

∣∣∣∣rα−n

vn

∫ r

0

ρn−1f(ρ) dρ

∣∣∣∣p dx) 1
p

=

(
nvn

∫ ∞

0

rn−1

∣∣∣∣rα−n

vn

∫ r

0

ρn−1f(ρ) dρ

∣∣∣∣p dr) 1
p

=

(
nvn

∫ ∞

0

rn−1+p(α−n+1)v−p
n

∣∣∣∣1r
∫ r

0

ρn−1f(ρ) dρ

∣∣∣∣p dr) 1
p

= n
1
pv

1
p
−1

n

(∫ ∞

0

∣∣∣rα−n+1+n−1
p
(
H1(ρ

n−1f)
)
(r)
∣∣∣p dr) 1

p

alors ∥∥∥|x|α (H̃1f)(x)
∥∥∥

Lp(Rn)

= n
1
pv

1
p
−1

n

(∫ ∞

0

∣∣∣rα−n+1+n−1
p
(
H1(ρ

n−1f)
)
(r)
∣∣∣p dr) 1

p

= n
1
pv

− 1
p′

n

(∫ ∞

0

∣∣∣rα−n−1
p′
(
H1(ρ

n−1f)
)
(r)
∣∣∣p dr) 1

p

= n
1
pv

− 1
p′

n

(∫ ∞

0

∣∣rα1
(
H1(ρ

n−1f)
)
(r)
∣∣p dr) 1

p

= n
1
pv

− 1
p′

n

∥∥rα1
(
H1(ρ

n−1f)
)
(r)
∥∥

Lp(0;∞)
,

où α1 = α− n−1
p′

.

D’aprés (2.15) du théorème 2.5, on obtient

∥∥rα1
(
H1(ρ

n−1f)
)
(r)
∥∥

Lp(0;∞)
≤
(

1

p′
− α1

)−1 ∥∥rα1ρn−1f(r)
∥∥

Lp(0;∞)

pour α1 = α− n−1
p′

< 1
p′

.

Donc ∥∥∥|x|α (H̃1f)(x)
∥∥∥

Lp(Rn)

≤ n
1
pv

− 1
p′

n

(
1
p′
− α1

)−1 ∥∥rα1ρn−1f(r)
∥∥

Lp(0;∞)

≤ n
1
pv

− 1
p′

n

(
1
p′
− α1

)−1 ∥∥rα1+n−1f(r)
∥∥

Lp(0;∞)

= n
1
pv

− 1
p′

n

(
n
p′
− α

)−1
(∫ ∞

0

rαp+n−1
∣∣f(r)

∣∣p dr) 1
p

.
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En vertu de l’inégalité de Hölder, on a∣∣f(r)
∣∣ =

∣∣∣∣∫
Sn−1

f(r, ξ) dξ

∣∣∣∣ ≤
∫

Sn−1

|f(r, ξ)| dξ

≤
(∫

Sn−1

|f(r, ξ)|p dξ
) 1

p

(mesSn−1)
1
p′

= (nvn)
1
p′

(∫
Sn−1

|f(r, ξ)|p dξ
) 1

p

.

On utilise cette estimation et on revient aux coordonnées cartisiennes. Alors∥∥∥|x|α (H̃1f)(x)
∥∥∥

Lp(Rn)

≤ n
1
pv

− 1
p′

n

(
n
p′
− α

)−1
(

(nvn)
p
p′

∫ ∞

0

rαp+n−1

∫
Sn−1

|f(r, ξ)|p dξ dr
) 1

p

= n
(

n
p′
− α

)−1
(∫ ∞

0

∫
Sn−1

rn−1 (rα |f(r, ξ)|)p dξ dr

) 1
p

=
(

1
p′
− α

n

)−1
(∫

Rn

|rαf(x)|p dx
) 1

p

=
(

1
p′
− α

n

)−1

‖|x|α f(x)‖Lp(Rn)

doù ∥∥∥|x|α (H̃1f)(x)
∥∥∥

Lp(Rn)

≤
(

1

p′
− α

n

)−1

‖|x|α f(x)‖Lp(Rn)
.

Avec les mêmes arguments que (3.4) on démontre (3.5).

Remarque : En utilisant ce raisonement, on peut obtenir (3.1) et (3.2).

Soit n = 1, alors on a

I = {y ∈ R; |y| < r} = [− |x| ; |x|]

et mesI = 2 |x|
on pose (

H̃1f
)

(x) : =
1

2 |x|

∫
[−|x|;|x|]

f(y) dy

=
1

2 |x|

∫ |x|

−|x|
f(y) dy

et (
H̃2f

)
(x) : =

1

2 |x|

∫
R\[−|x|;|x|]

f(y) dy

=
1

2 |x|

∫
y>|x|

f(y) dy
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d’où

Si α <
1

p′
; ∥∥∥|x|α (H̃1f)(x)

∥∥∥
Lp(R)

≤
(

1

p′
− α

)−1

‖|x|α f(x)‖Lp(R)

et si α >
1

p′
; ∥∥∥|x|α (H̃2f)(x)

∥∥∥
Lp(R)

≤
(
α− 1

p′

)−1

‖|x|α f(x)‖Lp(R)
.

Théorème 3.2 Soit f(x) une fonction mesurable sur (0;∞). Considérons pour tout x ∈
(0;∞) les deux opérateurs suivants :

(T1f)(x) =

∫ x

0

f(y) dy

et

(T2f)(x) =

∫ ∞

x

f(y) dy

1) Soient 1 ≤ p ≤ ∞, 1
p

+ 1
p′

= 1, ϕ(x) et ψ(x) deux fonctions non négatives, mesurables

sur (0 ;∞), ψf ∈ Lp(0;∞) et

‖ϕ(T1f)‖Lp(0;∞)
≤ A1 ‖ψf‖Lp(0;∞)

. (3.6)

Pour que l’inégalité (3.6) soit vérifiée pour une certaine constante A1 > 0,

( quelle que soit f(x) mesurable et non négative sur (0 ;∞) ), il faut et il suffit que

B1 := sup
x>0

‖ϕ‖Lp(x;∞)
.

∥∥∥∥ 1

ψ

∥∥∥∥
Lp′(0;x)

<∞.

Si A∗
1 est la constante optimale dans (3.6), alors

B1 ≤ A∗
1 ≤ p

′ 1
p′ .p

1
p .B1.

Si p = 1 ou p = ∞, A∗
1 = B1

2) Soient 1 ≤ p ≤ ∞, 1
p

+ 1
p′

= 1, ϕ(x) et ψ(x) deux fonctions non négatives, mesurables

sur (0 ;∞) , ψf ∈ Lp(0;∞) et

‖ϕ(T2f)‖Lp(0;∞)
≤ A2 ‖ψf‖Lp(0;∞)

(3.7)

Pour que l’inégalité (3.7) soit vérifiée pour une certaine constante A2 > 0,

( Quelle que soit f(x) mesurable sur (0 ;∞) ), il faut et il suffit que

B2 := sup
x>0

‖ϕ‖Lp(0;x)
.

∥∥∥∥ 1

ψ

∥∥∥∥
Lp′(x;∞)

<∞.

Si A∗
2 est la constante optimale dans (3.7), alors

B2 ≤ A∗
2 ≤ p

′ 1
p′ .p

1
p .B2.
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preuve :

C’est un cas particulier du théorème 5.2 ( voir chapitre 5) avec q = p.

Maintenant on se propose de résoudre le problème suivant :

A partir de ce théorème obtenir en tant que conséquences les inégalités (2.15) et (2.16).

Soit ϕ(x) := xα−1, ψ(x) = xα, α < 1/p′. Alors d’aprés le théorème on a

B1 = sup
x>0

∥∥tα−1
∥∥

Lp(x;∞)

∥∥t−α
∥∥

Lp′(0;x)
=

(
1

(p(1− α)− 1)1/p

)(
(p− 1)1/p′

(p(1− α)− 1)1/p′

)

=
(p′)−1/p′p−1/p

1/p′ − α
<∞.

En vertu du théorème, l’inégalité (2.15) est vérifieé avec comme constante A1.

De plus en ce qui concerne la constante optimale A?
1 le théorème nous permet d’obtenir

l’éstimation suivante :

B1 ≤ A?
1 ≤ (p′)1/p′(p)1/pB1,

mais d’aprés (2.15)

A?
1 =

1

1/p′ − α
= (p′)1/p′(p)1/pB1.

D’une manière analogue, on traite le cas α > 1/p′.

3.2 Inégalités de Hardy pour les quasi-normes

• Pour les quasi-normes dans Lp (0 < p < 1) les inégalités (2.15) et (2.16) ne sont

plus valables pour les fonctions seulement mesurables. Pour obtenir l’analogue de (2.15) et

(2.16) on peut considérer la classe des fonctions monotones. C’est ce qui est exprimé dans

le théorème suivant :

Théorème 3.3 :(voir [37])

i : Soient 0 < p < 1, 1
p

+ 1
p′

= 1, α < 1
p′
, f(x) ≥ 0 une fonction monotone définie sur

(0;∞), alors ; il éxiste une constante C > 0 telle que :

‖xα(H1f)(x)‖Lp(0;∞)
≤ C ‖xαf(x)‖Lp(0;∞)

. (3.8)

ii : Soient 0 < p < 1, 1
p

+ 1
p′

= 1, α > 1
p′
, f(x) ≥ 0 une fonction décroissante définie sur

(0;∞), alors ; il éxiste une constante C ′ > 0 telle que :

‖xα(H2f)(x)‖Lp(0;∞)
≤ C ′ ‖xαf(x)‖Lp(0;∞)

. (3.9)
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Preuve : Pour la démonstration on utilisera le lemme 2.2 ( chapitre 2).

Soient α < 1/p′, f(x) une fonction croissante, f(x) ≥ 0. F (x) est une fonction définie

comme suit :

F (x) :=

∫ x

0

f(t) dt, ∀x ∈ (0;∞).

F (x) est aussi croissante et par conséquent en vertu du lemme 2.2 et de l’inégalité suivante :(
k=∞∑
k=1

|ak|

)p

≤
k=∞∑
k=1

|ak|p .

( C’est un cas particulier de l’inégalité de Jensen [ voir annexe ] lorsque q = 1)

J := ‖xα(H1f)(x)‖p
Lp(0;∞)

=

∫ ∞

0

x(α−1)pF p(x) dx

≤ C2

k=∞∑
k=−∞

2k[(α−1)p+1]F p(2k)

= C2

k=∞∑
k=−∞

2k[(α−1)p+1]

(∫ 2k

0

f(t) dt

)p

= C2

k=∞∑
k=−∞

2k[(α−1)p+1]

(
m=k∑

m=−∞

∫ 2m

2m−1

f(t) dt

)p

≤ C2

k=∞∑
k=−∞

2k[(α−1)p+1]

(
m=k∑

m=−∞

∫ 2m

2m−1

f(2m) dt

)p

= C2

k=∞∑
k=−∞

2k[(α−1)p+1]

(
m=k∑

m=−∞

2mf(2m)

)p

≤ C2

k=∞∑
k=−∞

2k[(α−1)p+1]

m=k∑
m=−∞

2mpfp(2m),

où C2 = 2−(α−1)p−1 car f est croissante et (α− 1)p < 0.

En changeant l’ordre de la sommation, en calculant la somme de la progréssion géométrique

et en appliquant encore une fois le lemme 2.2, on obtient
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J = ‖xα(H1f)(x)‖p
Lp(0;∞)

≤ C2

m=∞∑
m=−∞

2mp

(
k=∞∑
k=m

2k[(α−1)p+1]

)
fp(2m)

= C2

m=∞∑
m=−∞

2mp

(
2m[(α−1)p+1]

k=∞∑
k=0

2k[(α−1)p+1]

)
fp(2m)

= C2

m=∞∑
m=−∞

2mp

(
2m[(α−1)p+1]

1− 2(α−1)p+1

)
fp(2m)

=
C2

1− 2(α−1)p+1

m=∞∑
m=−∞

2m(αp+1)fp(2m).

Encore une fois on applique le lemme 2.2 et on obtient ;

J = ‖xα(H1f)(x)‖p
Lp(0;∞)

≤ C22
−αp

1− 2(α−1)p+1

∫ ∞

0

xαpfp(x) dx

=
C22

−αp

1− 2(α−1)p+1
‖xαf(x)‖p

Lp(0;∞)

=
2−2αp+p−1

1− 2(α−1)p+1
‖xαf(x)‖p

Lp(0;∞)

d’où

‖xα(H1f)(x)‖Lp(0;∞)
≤
(

2−2αp+p−1

1− 2(α−1)p+1

)1/p

‖xαf(x)‖Lp(0;∞)
.

Les autres cas possibles peuvent être considérés et prouvés d’une manière analogue.
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Chapitre 4

Nouveau type de l’inégalité intégrale

de Hardy ( p < 0 )

Les enoncés des théorèmes suivants et leurs preuves ont fait l’objet de la publication

de Bicheng Yang ( voir [3] ).

Ensuite on a étudié des inégalités analogues à celles de l’auteur de la publication, de plus

ces dernières ont été étendues à Rn.

On sait que si p > 1 et 0 <

∫ ∞

0

t−r (tf(t))p dt <∞ on a l’inégalité suivante

∫ ∞

0

x−rF p(x) dx <

(
p

|r − 1|

)p ∫ ∞

0

t−r (tf(t))p dt; (4.1)

où la constante

(
p

|r − 1|

)p

est optimale (voir détails dans le chapitre 2).

Dans ce chapitre on considère une nouvelle inégalité intégrale du type de Hardy, c’est-à-dire

l’analogue de (4.1) pour p < 0 avec une constante optimale.

Théorème 4.1 Si p < 0, r 6= 1, f(t) ≥ 0 et 0 <

∫ ∞

0

t−r (tf(t))p dt < ∞ , F (x) une

fonction définie par :

F (x) =

∫ x

0

f(t) dt, (r < 1); F (x) =

∫ ∞

x

f(t) dt, (r > 1),

alors, on a ∫ ∞

0

x−rF p(x) dx <

(
−p

|r − 1|

)p ∫ ∞

0

t−r (tf(t))p dt; (4.2)

où le facteur

(
−p

|r − 1|

)p

est la constante optimale .

Pour démontrer le theoreme 4.1, nous avons besoin de ce type d’inégalité intégrale de

Hölder.
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Proposition : Si p < 0,
1

p
+

1

q
= 1, f(t), g(t) ≥ 0 et f ∈ Lp(E), g ∈ Lq(E), alors

∫
E

f(t)g(t) dt ≥
(∫

E

fp(t) dt

) 1
p
(∫

E

gq(t) dt

) 1
q

. (4.3)

On a une égalité si et seulement si, il existe des constantes c et d, telles quelles ne soient

pas nulles simultanément et

cfp(t) = dgq(t), dansE.

Preuve de la proposition : On sait que si p < 0,
1

p
+

1

q
= 1, alors 0 < q < 1.

D’aprés l’inégalité suivante :

si a, b ≥ 0, 0 < q < 1 et
1

p
+

1

q
= 1, alors

ab ≥ ap

p
+
qq

q
.

on prend a = |f(t)|
‖f‖Lp(E)

et b = |g(t)|
‖g‖Lq(E)

alors,ona
|f(t)g(t)|

‖f‖Lp(E) ‖g‖Lq(E)

≥ |f(t)|p

p ‖f‖p
Lp(E)

+
|g(t)|q

q ‖g‖q
Lq(E)

,

puis en intégrant par rapport à t, on obtient∫
E

|f(t)g(t)|
‖f‖Lp(E) ‖g‖Lq(E)

dt ≥
∫

E

|f(t)|p

p ‖f‖p
Lp(E)

dt+

∫
E

|g(t)|q

q ‖g‖q
Lq(E)

dt

= 1
p

+ 1
q

= 1,

d’où ∫
E

|f(t)g(t)| dt ≥ ‖f‖Lp(E) ‖g‖Lq(E) .

On a une égalité si et seulement si, il existe des constantes c et d, telles quelles ne soient

pas nulles simultanément et

cfp(t) = dgq(t), dansE.

(pour la preuve voir théorème(H),ch.2)

Conséquence : De (4.3) si p < 0,
1

p
+

1

q
= 1, f(t), g(t) ≥ 0 et f ∈ Lp(E) , g ∈ Lq(E), on

obtient (∫
E

f(t)g(t) dt

)p

≤
(∫

E

fp(t) dt

)(∫
E

gq(t) dt

)p−1

. (4.4)

Dans ce qui suit on démontre (4.2) pour la fonction F (x) =

∫ x

0

f(t) dt, (r < 1).
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Lemme 4.1 Si p < 0, r < 1, f(t) ≥ 0 et 0 <

∫ ∞

0

t−r (tf(t))p dt <∞ , alors

∫ ∞

0

x−r

(∫ x

0

f(t) dt

)p

dx <

(
p

r − 1

)p ∫ ∞

0

t−r (tf(t))p dt, (4.5)

où le facteur

(
p

r − 1

)p

est la constante optimale. En particulier,

(i) pour r = 0 , on a∫ ∞

0

(∫ x

0

f(t) dt

)p

dx < (−p)p

∫ ∞

0

(tf(t))p dt; (4.6)

(ii) pour r = p, on a

∫ ∞

0


∫ x

0

f(t) dt

x


p

dx <

(
p

p− 1

)p ∫ ∞

0

fp(t) dt; (4.7)

(iii) pour r = 1 + p , on a

∫ ∞

0

x−1


∫ x

0

f(t) dt

x


p

dx <

∫ ∞

0

t−1fp(t) dt (4.8)

où les facteurs dans les inégalités (4.6), (4.7) , (4.8) sont les constantes optimales.

Preuve du lemme : En vertu de (4.4), on obtient(∫ x

0

f(t) dt

)p

=

(∫ x

0

(
t

1+p−r
pq f(t)

)(
t−

1+p−r
pq

)
dt

)p

≤
∫ x

0

t
1+p−r

q fp(t) dt

(∫ x

0

t−
1+p−r

p dt

)p−1

=

(
p

r − 1

)p−1

x
1−r

p
+r−1

∫ x

0

t
1+p−r

q fp(t) dt. (II)

Alors (∫ x

0

f(t) dt

)p

≤
(

p

r − 1

)p−1

x
1−r

p
+r−1

∫ x

0

t
1+p−r

q fp(t) dt. (4.9)

Si l’inégalité (4.9) n’est pas stricte, c’est à dire que l’égalité est possible. on suppose qu’il

y’a égalité, dans ce cas on aura

ct
1+p−r

q fp(t) = dt−
1+p−r

p , p.p, dans(0,∞), (III)

où c et d des constantes qui ne sont pas nulles(voir th(H),ch.2).

Et par conséquent

∫ ∞

0

t−r (tf(t))p dt est divergente et pour cette raison au niveau de (II)
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l’inégalité est stricte.

Puisque c 6= 0, alors on trouve

t−r (tf(t))p =
d

c
t−1, dans(0,∞)

puisque 0 <

∫ ∞

0

t−r (tf(t))p dt <∞. Ainsi d’aprés (4.9), on a.

∫ ∞

0

x−r

(∫ x

0

f(t) dt

)p

dx <

(
p

r − 1

)p−1 ∫ ∞

0

x
1−r

p
−1

∫ x

0

t
1+p−r

q fp(t) dt dx

=

(
p

r − 1

)p−1 ∫ ∞

0

(∫ ∞

t

x
1−r

p
−1 dx

)
t

1+p−r
q fp(t) dt

=

(
p

r − 1

)p ∫ ∞

0

t−r (tf(t))p dt.

donc on obtient (4.5).

Pour 0 < ε < 1− r, fε(t) définie par :

fε(t) = t
r−1+ε

p
−1, pourt ∈ (0, 1]; fε = 0, pourt ∈ (1,∞),

on trouve que ∫ ∞

0

x−r

(∫ x

0

fε(t) dt

)p

dx =
1

ε

(
p

r − 1 + ε

)p

;

et ∫ ∞

0

t−r (tfε(t))
p dt =

1

ε
.

S’il existe r < 1, telle que la constante

(
p

r − 1

)p

dans (4.5) n’est pas optimale, alors, il

existe une constante K, avec K <

(
p

r − 1

)p

telle que (4.5) reste valable si l’on remplace(
p

r − 1

)p

par K.

En particulier, on a∫ ∞

0

x−r

(∫ x

0

fε(t) dt

)p

dx < K

∫ ∞

0

t−r (tfε(t))
p dt,

et puis
1

ε

(
p

r − 1 + ε

)p

< K
1

ε
,

il s’ensuit que

(
p

r − 1

)p

≤ K, quand ε −→ 0. de Cette contradiction on déduit que(
p

r − 1

)p

est la constante optimale dans (4.5).

Ici on prouve (4.2) pour la fonction F (x) =

∫ ∞

x

f(t) dt, (r > 1).
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Lemme 4.2 Si p < 0, r > 1, f(t) ≥ 0 et 0 <

∫ ∞

0

t−r (tf(t))p dt <∞ , alors∫ ∞

0

x−r

(∫ ∞

x

f(t) dt

)p

dx <

(
p

1− r

)p ∫ ∞

0

t−r (tf(t))p dt; (4.10)

où le facteur

(
p

1− r

)p

est la constante optimale. En particulier ,

(i) pour r = 2, on a∫ ∞

0

x−2

(∫ ∞

x

f(t) dt

)p

dx < (−p)p

∫ ∞

0

tp−2fp(t) dt; (4.11)

(ii) pour r = 1− p , on a∫ ∞

0

xp−1

(∫ ∞

x

f(t) dt

)p

dx <

∫ ∞

0

t2p−1fp(t) dt; (4.12)

où les facteurs dans les inégalités (4.11) et (4.12) sont les constantes optimales.

Preuve du lemme : En vertu de (4.4), on obtient(∫ ∞

x

f(t) dt

)p

=

(∫ ∞

x

(
t

1+p−r
pq f(t)

)(
t−

1+p−r
pq

)
dt

)p

≤
∫ ∞

x

t
1+p−r

q fp(t) dt

(∫ ∞

x

t−
1+p−r

p dt

)p−1

=

(
p

1− r

)p−1

x
1−r

p
+r−1

∫ ∞

x

t
1+p−r

q fp(t) dt.

(∫ ∞

x

f(t) dt

)p

≤
(

p

1− r

)p−1

x
1−r

p
+r−1

∫ ∞

x

t
1+p−r

q fp(t) dt. (4.13)

Par le même raison que le lemme précédent on a l’inégalité stricte.

puisque 0 <

∫ ∞

0

t−r (tf(t))p dt <∞. Ainsi d’aprés (4.13), on a

∫ ∞

0

x−r

(∫ ∞

x

f(t) dt

)p

dx <

(
p

1− r

)p−1 ∫ ∞

0

x
1−r

p
−1

∫ ∞

x

t
1+p−r

q fp(t) dt dx

=

(
p

1− r

)p−1 ∫ ∞

0

(∫ t

0

x
1−r

p
−1 dx

)
t

1+p−r
q fp(t) dt

=

(
p

1− r

)p ∫ ∞

0

t−r (tf(t))p dt.

donc on obtient (4.10).

Pour 0 < ε < r − 1, fε(t) définie par :

fε(t) = t
r−1−ε

p
−1, pourt ∈ [1,∞); fε = 0, pourt ∈ (0, 1),
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on trouve que ∫ ∞

0

x−r

(∫ ∞

x

fε(t) dt

)p

dx =
1

ε

(
p

1− r + ε

)p

;

et ∫ ∞

0

t−r (tfε(t))
p dt =

1

ε
.

S’il existe r > 1, telle que la constante

(
p

1− r

)p

dans (4.10) n’est pas optimale, alors, il

existe une constante K, avec K <

(
p

1− r

)p

telle que (4.10) reste valable si l’on remplace(
p

1− r

)p

par K.

En particulier , on a∫ ∞

0

x−r

(∫ ∞

x

fε(t) dt

)p

dx < K

∫ ∞

0

t−r (tfε(t))
p dt,

et puis
1

ε

(
p

1− r + ε

)p

< K
1

ε

il s’ensuit que

(
p

1− r

)p

≤ K, quand ε −→ 0. De Cette contradiction on déduit que(
p

1− r

)p

est la constante optimale dans (4.10).

Preuve du theoreme 4.1 :

En conclusion d’aprés (4.5) et (4.10) on déduit (4.2).

Remarques :

(i) Étant donné que pour p = 1, les deux membres de (4.1) ( ou (3.2) ) sont égaux, on

conclut que nous avons les types inégalités intégrales de Hardy (4.1) et (4.2) pour

p ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞).

(ii) En remplacent fp(t) par f(t) et p par 1
r

dans (4.7) , on obtient r < 0 et

∫ ∞

0


∫ x

0

f r(t) dt

x


1
r

dx <

(
1

1− r

) 1
r
∫ ∞

0

f(t) dt. (4.14)

Maintenant on s’intérèsse à l’inégalité (4.2) en prenant comme opérateurs H1 et H2

définis par :

(H1f)(x) =
1

x

∫ x

0

f(t) dt,

et

(H2f)(x) =
1

x

∫ ∞

x

f(t) dt.
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Dans ce qui suit on étudié l’analogue de (4.5) et (4.10). Il s’avère que la seule difference

est le changement du paramètre r dans la constante, c’est à dire à la place de r apparâıt

α+ p.

Théorème 4.2 Soient p < 0, α 6= 1− p, f(t) ≥ 0 et 0 <

∫ ∞

0

t−α (f(t))p dt <∞ , alors

(i) si α < 1− p ∫ ∞

0

x−α(H1f)p(x) dx <

(
p

α+ p− 1

)p ∫ ∞

0

t−α (f(t))p dt; (4.15)

où le facteur

(
p

α+ p− 1

)p

est la constante optimale et (H1f)(x) =
1

x

∫ x

0

f(t) dt,

(ii) si α > 1− p∫ ∞

0

x−α(H2f)p(x) dx <

(
−p

α+ p− 1

)p ∫ ∞

0

t−α (f(t))p dt; (4.16)

où le facteur

(
−p

α+ p− 1

)p

est la constante optimale et (H2f)(x) =
1

x

∫ ∞

x

f(t) dt.

Preuve :

Si r = α+ p dans l’inégalité (4.5), on obtient

si α+ p < 1∫ ∞

0

x−α−p

(∫ x

0

f(t) dt

)p

dx <

(
p

α+ p− 1

)p ∫ ∞

0

t−α−p (tf(t))p dt;

m∫ ∞

0

x−α

(
1

x

∫ x

0

f(t) dt

)p

dx <

(
p

α+ p− 1

)p ∫ ∞

0

t−α (f(t))p dt.

Si r = α+ p dans l’inégalité (4.10), on obtient

si α+ p > 1∫ ∞

0

x−α−p

(∫ ∞

x

f(t) dt

)p

dx <

(
−p

α+ p− 1

)p ∫ ∞

0

t−α−p (tf(t))p dt;

m∫ ∞

0

x−α

(
1

x

∫ ∞

x

f(t) dt

)p

dx <

(
−p

α+ p− 1

)p ∫ ∞

0

t−α (f(t))p dt.

Pour montrer que

(
p

α+ p− 1

)p

est optimale dans (4.15), on suppose qu’il éxiste une

constante A > 0 tel que :∫ ∞

0

x−α

(
1

x

∫ x

0

f(t) dt

)p

dx < A

∫ ∞

0

t−α (f(t))p dt,
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i.e ∫ ∞

0

x−α

(
1

x

∫ x

0

f(t) dt

)p

dx∫ ∞

0

t−α (f(t))p dt

< A, (4.17)

pour cela, on considère la fonction fξ, 0 < ξ < −α− p+ 1 définie par.{
fξ = t(α+p−1+ξ)/p−1, si ;t ∈ (0; 1]

fξ = 0, si ;t ∈ (1;∞).

On a ∫ ∞

0

x−α−p

(∫ x

0

fξ(t) dt

)p

dx =

∫ 1

0

x−α−p

[
x(α+p−1+ξ)/p

(α+ p− 1 + ξ)/p

]p

dx

=

(
p

α+ p− 1 + ξ

)p ∫ 1

0

x−α−p+α+p−1+ξ dx

=

(
p

α+ p− 1 + ξ

)p
1

ξ
.

donc ∫ ∞

0

x−α−p

(∫ x

0

fξ(t) dt

)p

dx =

(
p

α+ p− 1 + ξ

)p
1

ξ
. (4.18)

D’autre part, on a ∫ ∞

0

t−α (fξ(t))
p dt =

∫ 1

0

t−α
[
t(α+p−1+ξ)/p−1

]p
dt

=

∫ 1

0

t−α−p+α+p−1+ξ dt

=
1

ξ
.

alors ∫ ∞

0

t−α (fξ(t))
p dt =

1

ξ
. (4.19)

De (4.17), (4.18) et (4.19) on obtient

(
p

α+ p− 1 + ξ

)p

< A, quand ξ −→ 0 on déduit(
p

α+ p− 1

)p

< A, d’où

(
p

α+ p− 1

)p

est la constante optimale dans (4.15).

Dans l’inégalité (4.16), si

(
p

α+ p− 1

)p

n’est pas optimale, alors il éxiste une constante

B > 0 telle que ∫ ∞

0

x−α

(
1

x

∫ ∞

x

f(t) dt

)p

dx < B

∫ ∞

0

t−α (f(t))p dt,
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i.e ∫ ∞

0

x−α

(
1

x

∫ ∞

x

f(t) dt

)p

dx∫ ∞

0

t−α (f(t))p dt

< B, (4.20)

Pour 0 < ξ < α + p− 1, on définie la fonction fξ(x) par :{
fξ = t(α+p−1−ξ)/p−1, si ;t ∈ [1;∞)

fξ = 0, si ;t ∈ (0; 1).

D’aprés des calculs on trouve∫ ∞

0

x−α−p

(∫ ∞

x

fξ(t) dt

)p

dx =

∫ ∞

1

x−α−p

[
x(α+p−1−ξ)/p

−(α+ p− 1− ξ)/p

]p

dx

=

(
−p

α+ p− 1− ξ

)p ∫ ∞

1

x−α−p+α+p−1−ξ dx

=

(
−p

α+ p− 1− ξ

)p
1

ξ
,

donc ∫ ∞

0

x−α−p

(∫ ∞

x

fξ(t) dt

)p

dx =

(
−p

α+ p− 1− ξ

)p
1

ξ
, (4.21)

et ∫ ∞

0

t−α (fξ(t))
p dt =

∫ ∞

1

t−α
[
t(α+p−1−ξ)/p−1

]p
dt

=

∫ ∞

1

t−α−p+α+p−1−ξ dt

=
1

ξ
.

donc ∫ ∞

0

t−α (fξ(t))
p dt =

1

ξ
, (4.22)

alors de (4.20), (4.21) et (4.22) on a.

(
−p

α+ p− 1− ξ

)p

< B, quand ξ −→ 0 on obtient(
−p

α+ p− 1

)p

< B. D’où

(
−p

α+ p− 1

)p

est la constante optimale dans (4.16).

Remarque :

En changeant F (x) par H1, H2 on obtient :

Dans (4.15) et (4.16) l’expression sous l’intégrale d’à droite est plus simple avec l’apparition

du paramètre p au dénominateur de la constante.

Comme il a été signalé au début chapitre, ici on étend (4.15) et (4.16) à Rn et puis à la

fin on vérifie le resultat obtenu.
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4.1 Extension des inégalité (4.15) et (4.16) à Rn

Théorème 4.3 Soient p < 0, α 6= n(1− p), f(t) ≥ 0 et 0 <

∫
Rn

|x|−α (f(x))p dx <∞ ,

f(r, ξ) ∈ Lp(Sn−1) (Sn−1 désigne la sphére unité dans Rn), alors

(i) si α < n(1− p)∫
Rn

|x|−α (H̃1f)p(x) dx <

(
np

α+ n(p− 1)

)p ∫
Rn

|x|−α (f(x))p dx; (4.23)

où (H̃1f)(x) =
1

mesBr

∫
Br

f(t) dt,

(ii) si α > n(1− p)∫
Rn

|x|−α (H̃2f)p(x) dx <

(
−np

α+ n(p− 1)

)p ∫
Rn/Br

|x|−α (f(x))p dx; (4.24)

où (H̃2f)(x) =
1

mesBr

∫
Rn/Br

f(t) dt.

Preuve : Soient x ∈ Rn, r = |x| > 0, Br = {y ∈ Rn; |y| < r}. On introduit les coordonnées

sphériques (ρ, ξ), où ρ = |y|, ξ = y
|y| ∈ Sn−1 (Sn−1 la sphére unité dans Rn) et on pose

f(ρ) =

∫
Sn−1

f(ρ, ξ) dξ

alors

(H̃1f)(x) =
1

vnrn

∫ r

0

ρn−1 dρ

∫
Sn−1

f(ρ, ξ) dξ

=
1

vnrn

∫ r

0

ρn−1f(ρ) dρ,

où vn = π
n
2

(
Γ(n

2
+ 1)

)−1
est le volume de la boule unité et La fonction Γ est définie par :

Γ(δ) =

∫ ∞

0

tδ−1e−t dt.
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Dans ce cas∫
Rn

|x|−α
∣∣∣(H̃1f)(x)

∣∣∣p dx =

∫
Rn

r−α−np

vp
n

∣∣∣∣∫
Br

f(t) dt

∣∣∣∣p dx
=

∫
Rn

r−α−npv−p
n

∣∣∣∣∫ r

0

ρn−1

∫
Sn−1

f(ρ, ξ) dξ dρ

∣∣∣∣p dx
= nv1−p

n

∫ ∞

0

r−α−nprn−1

∣∣∣∣∫ r

0

ρn−1f(ρ) dρ

∣∣∣∣p dr
= nv1−p

n

∫ ∞

0

r−α−n(p−1)−1

∣∣∣∣∫ r

0

ρn−1f(ρ) dρ

∣∣∣∣p dr
= nv1−p

n

∫ ∞

0

r−α−n(p−1)+p−1

∣∣∣∣1r
∫ r

0

ρn−1f(ρ) dρ

∣∣∣∣p dr
= nv1−p

n

∫ ∞

0

r−(α+(n−1)(p−1)) |(H1g)(r)|p dr,

où g(ρ) = ρn−1f(ρ).

D’aprés (4.15) du théorème 4.2, on obtient∫
Rn

|x|−α
∣∣∣(H̃1f)(x)

∣∣∣p dx ≤ nv1−p
n

(
p

α+ n(p− 1)

)p ∫ ∞

0

r−(α+(n−1)(p−1)) |g(r)|p dr

= nv1−p
n

(
p

α+ n(p− 1)

)p ∫ ∞

0

r−(α+(n−1)(p−1))r(n−1)p
∣∣f(r)

∣∣p dr.
En vertu de l’inégalité de Hölder, on a∣∣f(r)

∣∣p ≤ (nvn)p/p′
∫

Sn−1

fp(r, ξ) dξ.

On utilise cette estimation et on revient aux coordonneés cartisiennes. Alors∫
Rn

|x|−α
∣∣∣(H̃1f)(x)

∣∣∣p dx ≤ nv1−p
n

(
p

α+ n(p− 1)

)p ∫ ∞

0

r−α+n−1

(
(nvn)p/p′

∫
Sn−1

fp(ρ, ξ) dξ

)
dr

= np

(
p

α+ n(p− 1)

)p ∫ ∞

0

r−α

(
rn−1

∫
Sn−1

fp(ρ, ξ) dξ

)
dr

=

(
np

α+ n(p− 1)

)p ∫
Rn

|x|−α (f(x))p dx.

D’où ∫
Rn

|x|−α
∣∣∣(H̃1f)(x)

∣∣∣p dx ≤ ( np

α+ n(p− 1)

)p ∫
Rn

|x|−α (f(x))p dx.
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De la même manière que (4.23) on démontre (4.24).

Remarque : On peut verifier (4.23) et (4.24) comme suit si n = 1, on retrouve respecti-

vement (4.15) et (4.16).
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Chapitre 5

Inégalités de poids

5.1 préliminaire

Une fonction de poids est un facteur fonctionnel, permettant d’obtenir une norme (

ou semi-norme ) finie d’un type donné pour une fonction pour laquelle la norme donneé (

ou semi-norme ) sans ce facteur est infinie . La notion de fonction de poids joue un rôle

trés important dans les questions d’approximation de fonctions ( en particulier pour les

intervalles infinis ), dans la théorie d’injection des espaces fonctionnels, dans les problemes

d’extension de fonctions et dans la théorie des équations différentielles.

Un espace de poids est un espace ayant une norme (semi-norme) finie avec un certain

facteur qui est la fonction de poids.

L’introduction de fonction de poids permet d’elargir ou de restreindre les espaces usuels

(sans fonction de poids) normés ou semi-normés dont les fonctions admetant des normes

(ou semi-normes) infinies.

5.2 exemples d’espaces de poids

a) L’espace Lp(Ω,ρ) :

Soit ρ une fonction non négative et mesurable sur Ω ⊂ Rn,

‖f‖Lp(Ω,ρ)
=

(∫
Ω

ρ(x) |f(x)|p dx
) 1

p

<∞

pour 1 ≤ p <∞
et

‖f‖L∞(ρ)
= ess sup

x∈Ω
|f(x)ρ(x)| .

Remarque :

1. Si ρ ≡ 1, on a Lp(Ω,ρ) ≡ Lp(Ω).
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2. ρ est appelée fonction de poids.

b) L’espace Cρ(Ω) :

Soit l’espace C(Ω) avec la norme

‖f‖C = sup
x∈Ω

|f(x)| .

L’espace Cρ(Ω), où ρ est une fonction de poids, est un espace de poids défini de la manière

suivante :

‖f‖Cρ
= sup

x∈Ω
|ρ(x)f(x)| .

Selon le choix de la fonction ρ, Cρ(Ω) peut être plus large ou plus restreint par rapport à

C(Ω).

5.3 inégalités de Hardy de poids

Théorème 5.1 Soient 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, 1
p

+ 1
p′

= 1, f une fonction mesurable sur l’inter-

valle (0,∞), ω(x) ≥ 0 et ν(x) ≥ 0 des fonctions mesurables sur (0,∞). Alors[∫ ∞

0

∣∣∣∣ω(x)

∫ x

0

f(t) dt

∣∣∣∣q dx] 1
q

≤ C

[∫ ∞

0

|ν(x)f(x)|p dx
] 1

p

; (5.1)

est vérifiée si, et seulement si :

B = sup
r>0

(∫ ∞

r

|ω(x)|q dx
) 1

q
(∫ r

0

|ν(x)|−p′ dx

) 1
p′

<∞; (5.2)

où C est une constante indépendante de f et p′ = p/(p− 1), de plus , si C est optimale ,

alors les inégalités suivantes sont aussi vérifiées

B ≤ C ≤ B (q/(q − 1))
p−1

p q
1
q ,

si p = 1 ou p = ∞ , alors B = C.

Preuve :

Necessité. Si f ≥ 0 et suppf ⊂ [0, r], alors de l’inégalité (5.1) on déduit(∫ ∞

r

|ω(x)|q dx
)1/q ∫ r

0

f(t) dt ≤ C

(∫ r

0

|ν(x)f(x)|p dx
)1/p

,

car on a (∫ ∞

r

|ω(x)|q dx
)1/q ∫ r

0

f(t) dt ≤
[∫ ∞

0

∣∣∣∣ω(x)

∫ x

0

f(t) dt

∣∣∣∣q dx] 1
q

,

et [∫ ∞

0

|ν(x)f(x)|p dx
] 1

p

=

(∫ r

0

|ν(x)f(x)|p dx
)1/p

,
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a) On suppose

∫ r

0

|ν(x)|−p/(p−1) dx <∞. On pose f(x) = |ν(x)|−p′ si x < r et f(x) = 0 si

x > r. Alors :(∫ ∞

r

|ω(x)|q dx
)1/q ∫ r

0

|ν(x)|−p′ dx ≤ C

(∫ r

0

∣∣(ν(x))1−p/(p−1)
∣∣p dx)1/p

= C

(∫ r

0

|ν(x)|−p/(p−1) dx

)1/p

= C

(∫ r

0

|ν(x)|−p′ dx

)1/p

,

d’où ∣∣∣∣∫ ∞

r

|ω(x)|q dx
∣∣∣∣1/q ∣∣∣∣∫ r

0

|ν(x)|−p′ dx

∣∣∣∣1/p′

≤ C. (5.3)

donc par passage au sup, on obtient

sup
r>0

(∫ ∞

r

|ω(x)|q dx
) 1

q
(∫ r

0

|ν(x)|−p′ dx

) 1
p′

<∞.

b) Si

∫ r

0

|ν(x)|−p′ dx = ∞, c’est à dire si l’intégrale précédente est dévergente, on peut

obtenir le même résultat en changeant dans (5.1) la fonction ν(x) par ν(x) + εsgnν(x),

ε > 0, et en passant à la limite quand ε −→ 0.

Suffisance. On pose h(x) =

(∫ x

0

|ν(t)|−p′ dt

)1/qp′

.

En vertu de l’inégalité de Hölder on a(∫ ∞

0

∣∣∣∣ω(x)

∫ x

0

f(t) dt

∣∣∣∣q dx)p/q

=

(∫ ∞

0

|ω(x)|q
∣∣∣∣∫ x

0

f(t) (h(t).ν(t)) (h(t).ν(t))−1 dt

∣∣∣∣q dx)p/q

≤

≤

{∫ ∞

0

|ω(x)|q
(∫ x

0

|f(t)h(t)ν(t)|p dt
)q/p(∫ x

0

|h(t)ν(t)|−p′ dt

)q/p′

dx

}p/q

. (5.4)

Maintenant on démontre que : si ϕ, f ≥ 0, r ≥ 1, alors(∫ ∞

0

ϕ(x)

(∫ x

0

f(y) dy

)r

dx

)1/r

≤
∫ ∞

0

f(y)

(∫ ∞

y

ϕ(x) dx

)1/r

dy. (5.5)

L’expréssion du membre gauche de (5.5) est égale à

J =

(∫ ∞

0

(∫ ∞

0

ϕ(x)1/rf(y)χ[y,∞)(x) dy

)r

dx

)1/r

,

où χ[y,∞)(x) est la fonction caractéristique de l’intervalle [y,+∞) ; en appliquant l’inégalité

intégrale de Minkowsky, on obtient

J ≤
∫ ∞

0

(∫ ∞

0

[
ϕ(x)1/rf(y)χ[y,∞)(x)

]r
dx

)1/r

dy =

∫ ∞

0

f(y)

(∫ ∞

y

ϕ(x) dx

)1/r

dy.
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D’aprés (5.5) on peut majoré la partie droite de (5.4) par l’expréssion

J ′ =

∫ ∞

0

|f(t)h(t)ν(t)|p
(∫ ∞

t

|ω(x)|q
(∫ x

0

|h(y)ν(y)|−p′ dy

)q/p′

dx

)p/q

dt. (5.6)

C’est à dire dans (5.5), on prend
ϕ(x) = |ω(x)|q

(∫ x

0

|h(y)ν(y)|−p′ dy

)q/p′

,

f(t) = |f(t)h(t)ν(t)|p ,
r = q/p

On remplace h par sa valeur dans l’intégrale intérieure, on obtient∫ ∞

t

|ω(x)|q
(∫ x

0

|ν(y)|−p′
(∫ y

0

|ν(z)|−p′ dz

)−1/q

dy

)q/p′

dx. (5.7)

c’est à dire∫ ∞

t

|ω(x)|q
(∫ x

0

|h(y)ν(y)|−p′ dy

)q/p′

dx =

∫ ∞

t

|ω(x)|q
(∫ x

0

|ν(y)|−p′
(∫ y

0

|ν(z)|−p′ dz

)−1/q

dy

)q/p′

dx.

Comme on a∫ x

0

|ν(y)|−p′
(∫ y

0

|ν(z)|−p′ dz

)−1/q

dy =

∫ x

0

(∫ y

0

|ν(z)|−p′ dz

)−1/q

d

(∫ y

0

|ν(z)|−p′ dz

)
dy

=

(∫ x

0

|ν(z)|−p′ dz

)1−1/q

1− 1/q

= q′
(∫ x

0

|ν(z)|−p′ dz

)1/q′

.

alors l’intégrale (5.7) est égale à

(q′)q/p′
∫ ∞

t

|ω(x)|q
(∫ x

0

|ν(y)|−p′ dy

)q/p′q′

dx.

En vertu de (5.2) (de définition de B) on peut écrire

Bq/q′(q′)q/p′
∫ ∞

t

|ω(x)|q
(∫ ∞

x

|ω(y)|q dy
)−1/q′

dx =

= Bq−1(q′)q/p′q

(∫ ∞

t

|ω(x)|q dx
)1/q

≤

≤ Bq(q′)q/p′q

(∫ t

0

|ν(x)|−p′ dx

)−1/p′

= Bq(q′)q/p′qh(t)−q. (5.8)
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Par conséquent

J ′ ≤
∫ ∞

0

|f(t)h(t)ν(t)|p
(
Bq(q′)q/p′qh(t)−q

)p/q

dt =

= Bp(q′)p/p′qp/q

∫ ∞

0

|f(t)ν(t)|p dt.

Donc l’inégalité (5.1) est vérifiée avec C = B(q′)(p−1)/pq1/q.

On considère maintenant les cas limites.

Si p = ∞, alors q = ∞ et l’inégalité (5.1) est déduite de l’éstimation évidente

ess sup
0<x<∞

∣∣∣∣ω(x)

∫ x

0

f(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ess sup
0<x<∞

|ω(x)|
∣∣∣∣∫ x

0

( dt/ |ν(t)|)
∣∣∣∣ ess sup

0<t<x
|ν(t)f(t)| .

Si p = 1, q <∞, de l’inégalité (5.5) on déduit(∫ ∞

0

∣∣∣∣ω(x)

∫ x

0

f(t) dt

∣∣∣∣q dx)1/q

≤

≤
∫ ∞

0

|f(t)|
(∫ ∞

t

|ω(x)|q dx
)1/q

(1/ |ν(t)|) |ν(t)| dt ≤ B

∫ ∞

0

|ν(t)f(t)| dt.

Si q = ∞, p = 1. Alors

ess sup
0<x<∞

∣∣∣∣ω(x)

∫ x

0

f(t) dt

∣∣∣∣ ≤
≤ ess sup

0<x<∞

(
|ω(x)| ess sup

0<t<x
(1/ |ω(t)|)

∫ x

0

|ν(t)f(t)| dt
)
≤ B

∫ ∞

0

|ν(t)f(t)| dt.

Si p > 1, alors

ess sup
0<x<∞

∣∣∣∣ω(x)

∫ x

0

f(t) dt

∣∣∣∣ ≤
≤ ess sup

0<x<∞

[
ess sup

x<t<∞
|ω(x)|

(∫ x

0

|ν(t)|−p′ dt

)1/p′ (∫ x

0

|ν(t)f(t)|p dt
)1/p

]
≤

≤ B

(∫ ∞

0

|ν(t)f(t)|p dt
)1/p

.

Le cas où F (x) =

∫ ∞

x

f(y) dy peut être traité de la même manière.

5.4 Le cas des fonctions monotones

(voir [10]) On considère f une fonction monotone et positive sur (0,∞), pour α réel.

On écrit : {
f ∈ Qα, si; x−αf(x) ↓
f ∈ Qα, si x−αf(x) ↑,
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où x−αf(x) ↓ disigne que la fonction x−αf(x) est décroissante et x−αf(x) ↑ est croissante.

L’objectif est de trouver des conditions sur les fonctions de poids ω et ν telle que l’inégalité

de type inégalité inverse de Hölder(∫ ∞

0

[f(x)]q ω(x) dx

) 1
q

≤ C

(∫ ∞

0

[f(x)]p ν(x) dx

) 1
p

; (5.9)

soit vérifieé ; pour toute fonction f(x) > 0 appartenant à Qα et Qα. Quelque resultat

de ce type sont prouvés par J.Bergh, V.Burenkov, et L.E.Persson [16], H.Heinig et

V.D.Stepanov [20], V.D.Stepanov [26].

Le lemme suivant sera utile dans la démonstration du théorème qui suivra.

Lemme 5.1 Soient ω une fonction de poids, 0 < γ ≤ 1, 0 < r < ∞ ϕ une fonction

mesurable , monotone et non négative sur (0,∞).

Si ϕ décroissante, alors(∫ ∞

0

ϕ−1(x)1/γω(x) dx

)γ

≤
∫ ∞

0

[∫ ϕ(y)

0

ω(x) dx

]γ

dy (5.10)

et ∫ ∞

ϕ−1(x)

ϕ(y)r dy =

∫ x

0

ϕ−1(s) d(sr)− xrϕ−1(x). (5.11)

Si ϕ croissante, alors(∫ ∞

0

ϕ−1(x)1/γω(x) dx

)γ

≤
∫ ∞

0

[∫ ∞

ϕ(y)

ω(x) dx

]γ

dy. (5.12)

Pour γ = 1 (5.10) et (5.12) sont vérifiées.

Preuve :Pour la fonction décroissante ϕ nous pouvons écrire l’inégalité suivante :

ϕ−1(x) ≤
∫ ∞

0

1[0,ϕ(y)](x) dy. (5.13)

En fait, soit ϕ−1(0+) = ∞ et ϕ−1(∞) = 0. Si 0 < y < ϕ−1(x), alors x ≤ ϕ(y) et on obtient

ϕ−1(x) =

∫ ϕ−1(x)

0

dy =

∫ ∞

0

1[0,ϕ−1(x)](y) dy ≤
∫ ∞

0

1[0,ϕ(y)](x) dy.

Dans le cas ϕ−1(0+) < ∞ ou ϕ−1(∞) > 0 nous pouvons apporter des modifications à

ces dernières inégalités de telle sorte que (5.13) soit aussi vérifiée. D’aprés l’inégalité de
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Minkowsky pour la norme de L1/γ,ω appliquée à (5.13), on obtient :(∫ ∞

0

ϕ−1(x)1/γω(x) dx

)γ

= ‖ϕ−1(x)‖L1/γ,ω

≤
∥∥∥∥∫ ∞

0

1[0,ϕ(y)](x) dy

∥∥∥∥
L1/γ,ω

≤
∫ ∞

0

∥∥1[0,ϕ(y)](x)
∥∥

L1/γ,ω
dy

=

∫ ∞

0

[∫ ϕ(y)

0

ω(x) dx

]γ

dy.

(5.10) est prouvée.

L’égalité (5.11) résulte de l’égalité suivante :∫ xr

0

ϕ−1(t1/r) dt =

∫ x

0

ϕ−1(s) d(sr),

et de L’égalité évidente ( considérations géométriques ) suivante :∫ xr

0

ϕ−1(t1/r) dt = xrϕ−1(x) +

∫ ∞

ϕ−1(x)

ϕ(y)r dy.

Pour démontrer l’inégalité (5.12) avec une fonction ϕ qui est croissante on remarque que

ϕ−1(x) ≤
∫ ∞

0

1[ϕ(y),∞](x) dy. (5.14)

En fait, si ϕ−1(0+) = 0, ϕ−1(∞) = ∞ et 0 < y < ϕ−1(x), alors ϕ(y) ≤ x et

ϕ−1(x) =

∫ ϕ−1(x)

0

dy =

∫ ∞

0

1[0,ϕ−1(x)](y) dy ≤
∫ ∞

0

1[ϕ(y),∞](x) dy.

Dans le cas où ϕ−1(0+) > 0 ou ϕ−1(∞) < ∞ on a besoin encore de modification. De la

même manière que précidament, d’aprés l’inégalité de Minkowsky pour la norme de L1/γ,ω

appliquée à (5.14), on obtient(∫ ∞

0

ϕ−1(x)1/γω(x) dx

)γ

= ‖ϕ−1(x)‖L1/γ,ω

≤
∥∥∥∥∫ ∞

0

1[ϕ(y),∞](x) dy

∥∥∥∥
L1/γ,ω

≤
∫ ∞

0

∥∥1[ϕ(y),∞](x)
∥∥

L1/γ,ω
dy

=

∫ ∞

0

[∫ ∞

ϕ(y)

ω(x) dx

]γ

dy.
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(5.12) est prouvée.

Remarque 5.1 Si ϕ est une fonction croissante et ϕ(0+) > 0 , alors l’inégalité (5.12)

résulte de l’inégalité (5.10). On applique (5.10) à la fonction décroissante ψ(x) = 1/ϕ(x)

où ω1(x) = ω(1/x)/x2 est la fonction de poids avec un changement de variables t = 1/x.

Théorème 5.2 Soient 0 < p ≤ q < ∞, −∞ < α0 < α1 < ∞, ω, ν des fonctions de

poids .

(a) L’inégalité (∫ ∞

0

f(x)qω(x) dx

)1/q

≤ A

(∫ ∞

0

f(x)pν(x) dx

)1/p

, (5.15)

est vérifiée pour toute fonction 0 ≤ f ∈ Qα1, si et seulement si

Aα1 := sup
t>0

(∫ t

0

xqα1ω(x) dx

)1/q (∫ t

0

xpα1ν(x) dx

)−1/p

<∞, (5.16)

où A = Aα1 est la constante optimale.

(b) L’inégalité (∫ ∞

0

f(x)qω(x) dx

)1/q

≤ B

(∫ ∞

0

f(x)pν(x) dx

)1/p

, (5.17)

est vérifieé pour toute fonction 0 ≤ f ∈ Qα0 , si et seulement si

Bα0 := sup
t>0

(∫ ∞

t

xqα0ω(x) dx

)1/q (∫ ∞

t

xpα0ν(x) dx

)−1/p

<∞, (5.18)

où B = Bα0 est la constante optimale.

Preuve : (a) (5.15) =⇒ (5.16). On prend f(x) = xα11[0,t](x), t > 0, dans (5.15). Cela

donne Aα1 ≤ A.

(5.16) =⇒ (5.15). Soit Aα1 <∞, i.e.(∫ t

0

xqα1ω(x) dx

)1/q

≤ Aα1

(∫ t

0

xpα1ν(x) dx

)1/p

∀t > 0. (5.19)

Puis, en élevant les deux membres de (5.19) à la puissance p et en posant t = ϕ(y) où ϕ

est une fonction décroissante, on intégre de 0 à ∞ par rapport à y, on obtient

∫ ∞

0

(∫ ϕ(y)

0

xqα1ω(x) dx

)p/q

dy ≤ Ap
α1

∫ ∞

0

(∫ ϕ(y)

0

xpα1ν(x) dx

)
dy.
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Maintenant en utilisant l’inégalité (5.10) avec γ = p/q ≤ 1 et l’égalité dans (5.10) quand

γ = 1, on obtient(∫ ∞

0

ϕ−1(x)q/pxqα1ω(x) dx

)p/q

≤ Ap
α1

∫ ∞

0

ϕ−1(x)xpα1ν(x) dx.

On prend ϕ−1(x) = (x−α1f(x))
p
, qui est une fonction décroissante, alors(∫ ∞

0

f(x)qω(x) dx

)p/q

≤ Ap
α1

∫ ∞

0

f(x)pν(x) dx

et A ≤ Aα1 .

(b) La nécessité et l’inégalité Bα0 ≤ B découlent, en prenant f(x) = xα01[t,∞](x), t > 0,

dans (5.17).

(5.18) =⇒ (5.17). Maintenant, utilisant l’hypothèse suivante :(∫ ∞

t

xqα0ω(x) dx

)1/q

≤ Bα0

(∫ ∞

t

xpα0ν(x) dx

)1/p

∀t > 0. (5.20)

En faisant le changement t = ϕ(y) avec ϕ une fonction croissante, en élevant les deux

membres de (5.20) à la puissance p et en intégrant par rapport à y de 0 à ∞ et d’aprés

l’inégalité (5.12), on obtient(∫ ∞

0

ϕ−1(x)q/pxqα0ω(x) dx

)p/q

≤
∫ ∞

0

(∫ ∞

ϕ(y)

xqα0ω(x) dx

)p/q

dy

≤ Bp
α0

∫ ∞

0

(∫ ∞

ϕ(y)

xpα0ν(x) dx

)
dy

= Bp
α0

∫ ∞

0

ϕ−1(x)xpα0ν(x) dx.

On prend ϕ−1(x) = (x−α0f(x))
p
, qui est une fonction croissante, alors on obtient(∫ ∞

0

f(x)qω(x) dx

)p/q

≤ Bp
α0

∫ ∞

0

f(x)pν(x) dx

et B ≤ Bα0 .

Remarque 5.2 Le théorème précédent peut être formulé de la manière suivante :

Soient 0 < p ≤ q <∞ et −∞ < α0 < α1 <∞, alors

sup
0≤f∈Qα1

‖f‖Lq(ω)

‖f‖Lp(ν)

= sup
t>0

(∫ t

0

xqα1ω(x) dx

)1/q (∫ t

0

xpα1ν(x) dx

)−1/p

et

sup
0≤f∈Qα0

‖f‖Lq(ω)

‖f‖Lp(ν)

= sup
t>0

(∫ ∞

t

xqα0ω(x) dx

)1/q (∫ ∞

t

xpα0ν(x) dx

)−1/p

.
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Chapitre 6

Une variante de l’inégalité de Hardy

Comme on l’a vu dans le chapitre 3, l’inégalité (3.8) est vérifiée si f est une fonction non

négative et monotone. Il s’avère qu’on peut remplacer la monotonicité par une condition

plus faible ( voir ci-dissous l’inégalité (6.1)).

Ici est donné un bref aperçu de [2], en realité la variante de l’inégalité de Hardy pour 0 <

p < 1, f(x) non négative mesurable sur Rn est étudiée plus en détails dans la publication

en question où les constantes sont aussi étudiées d’une manière plus approfondie.

On enonce le lemme suivant sans le prouver ; il sera utile par la suite.

Lemme 6.1 Soient C1 > 0, δ > 0 et 0 < p < 1. De plus f(x) est une fonction non

négative et mesurable sur la boule B(0,δ) telle que pour presque tout x ∈ B(0,δ)

f(x) ≤ C1

|xn|

(∫
B(0,δ)

fp(y) |y|n(p−1) dy

) 1
p

, (6.1)

alors (∫
B(0,δ)

f(x) dx

)p

≤ C2

∫
B(0,δ)

fp(x) |x|n(p−1) dx, (6.2)

oú C2 = C1
n(p−1)

et B(0,δ) est la boule de centre O et de rayon δ.

Théorème 6.1 Soit δ > 0.

On pose

(Hf)(δ) =
1

vnδn

∫
B(0,δ)

f(y) dy, (6.3)

avec 0 < p < 1, α < n− 1/p,vn est le volume de la boule unité.

Si f(x) est une fonction non négative mesurable sur Rn et satisfaisant (6.1) pour tout

δ > 0, alors

‖δα(Hf)(δ)‖Lp(0,∞)
≤ C3

∥∥∥|x|α−n−1
p f(x)

∥∥∥
Lp(Rn)

(6.4)
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où C3 =
1

vn

(
C2

(n− α)p− 1

)1/p

.

Preuve. Soit

J = ‖δα(Hf)(δ)‖Lp(0,∞)
=

1

vn

[∫ ∞

0

δ(α−n)p

(∫
|y|≤δ

f(y) dy

)p

dδ

]1/p

.

En vertu de (6.1), on obtient

J ≤ (C2)
1/p

vn

[∫ ∞

0

δ(α−n)p

(∫
|y|≤δ

|f(y)|p |y|n(p−1) dy

)
dδ

]1/p

=
(C2)

1/p

vn

[∫
Rn

|f(y)|p
(∫

|y|≤δ

δ(α−n)p dδ

)
|y|n(p−1) dy

]1/p

=
(C2)

1/p

vn

[
1

(α− n)p+ 1

∫
Rn

|f(y)|p |y|(α−n)p+1 |y|n(p−1) dy

]1/p

,

comme (n− α)p > 1, (6.5) est vérifiée avec C3 comme constante optimele.
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Conclusion.

La publication [2] de la bibliographie peut être à l’avenir

étudiée en détails.

Ensuite elle peut être généralisée, c’est à dire munir

l’analogue de (6.4) dans Rn par des fonctions de poids

ω(x) et ν(x), avec l’introduction de paramétres p et q

comme dans (5.1) du chapitre 5 et étudier les conditions

pour que cette inégalité soit vérifiée.
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Chapitre 7

bibliographie
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Annexe.

Soient Ω ⊂ Rn un ensemble mesurable et 1 ≤ p ≤ ∞.

Inégalité de Hölder.

Soit 1
p + 1

p′ = 1, c-à-d, p′ = p/(p − 1) pour 1 < p < ∞, p′ = ∞
pour p = 1 et p′ = 1 pour p = ∞. Si f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp′(Ω), alors

fg ∈ L1(Ω) et

‖fg‖L1(Ω)
≤ ‖f‖Lp(Ω)

‖g‖Lp′(Ω)
.

Inégalité de Jensen.

soient 0 < p < q ≤ ∞, ak ∈ C, alors(
k=∞∑
k=1

|ak|q
)1/q

≤

(
k=∞∑
k=1

|ak|p
)1/p

.

Inégalité de Minkowsky.

Si f, g ∈ Lp(Ω), alors f + g ∈ Lp(Ω) et

‖f + g‖Lp(Ω)
≤ ‖f‖Lp(Ω)

+ ‖g‖Lp(Ω)
.

Inégalité intégrale de Minkowsky.

soient A ⊂ Rn, f (x, y) une fonction mesurable sur Ω× A

et f (x, y) ∈ Lp(Ω) pour presque tous les y ∈ A, alors∥∥∥∥∫
A

f (x, y) dy

∥∥∥∥
Lp(Ω)

≤
∫
A

‖f (x, y)‖Lp(Ω)
dy.

si le membre droit est fini.
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