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Notation

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes :

N L’ensemble des nombres naturels.

R L’ensemble des nomber rèels.

R+ x ∈ R : x > 0, L’ensemble des nombres réels strictement positifs.

C L’ensemble des nombres complexe.

Re(z) Partie réelle de z

C(Ω) Espace des fonctions continues sur Ω et à valeurs dans R

Cn(J,R) Espace des fonctions continuement diffèrentiable sur J et à valeurs dans R

Cλ(Ω) l’espace des fonctions continues avec poids .

AC L’espace des fonctions absolument continues.

ACn L’espace des fonctions diffèrentiables.

Hλ(Ω) l’espace de Hôlder .

Hλ(Ω, ρ) l’espace de Hôlder avec poids .

Lp 1 ≤ p ≤ +∞ L’espace des fonctions integrables.

Γ La fonction Gamma.

B La fonction bêta

Iαb− L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche.

Iαa+ L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à droite.

Iαa+,g l’opérateur intégrale généralisé .

Dα
b− La dérivé fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche.

Dα
a+ La dérivé fractionnaire de Riemann-Liouville à droite.
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Introduction

Le calcul fractionnaire est une extension des notions classiques de primitive et déri-

vation d’ordre entier non nul à tout ordre réel. Malgré que la dérivation fraction-

naire a été définie par plusieurs approches aux noms de Grünwald-Letnikov, Riemann-

Liouville, Caputo, cette notion a été introduite au XV IIe siècle lorsque Gottfried Leib-

niz a défini le symbole de la dérivation d’ordre entier positif, Guillaume l’Hôspital l’a

interrogé sur la possibilité d’avoir une dérivée d’ordre 1
2 . Cette question a attiré l’atten-

tion des mathématiciens dont Euler ou Lagrange au XV IIIe siècle suivi par Liouville

en 1837, Riemann en 1847 ainsi que Grünwald 1867 et Letnikov en 1868. Pour plus de

détail historique, on peut consulter [5].

Dans ce mémoire on s’intérésse à l’etude de la bornétude de l’opérateur intégrale frac-

tionnaire de Riemann-Liouville dans les espaces de Hôlder et ceux de Lebesgue avec

poids . Ce mémoire comprend une introduction et quatres chapitres .

Le 1er chapitre est consacré à des rappels sur quelques espaces fonctionnels tels que les

espaces des fonctions continues et absolument continues , les espaces de Lebsegue , les

espaces de Hôlder et quelques inégalites intégrales necessaires telle que l’inégalite de

Hôlder et de Minkowsky .

Le 2ème chapitre comprend quelques rappels sue le calcul fractionnaire à sa voir l’inté-

grale de Riemann-Liouville et quelques proprietés dans les espaces de Hôlder et Hôl-

der avec poids .

Dans le chapitre trois on présente quelques résultats de bornétude de l’opérateur inté-

grale de Riemann-Liouville dans les espaces de Lebesgue avec et sans poids .

Dans le chapitre quatre,on étand l’étude de bornétude à l’opérateur généralisé de Riemann-

Liouville .

vii



CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

Dans ce chapitre , nous introduisons les principaux outils qui seront utiles dans

toute la suite de ce travail .

Dans tout ce qui suit Ω désigne un intervalle fini [a, b] de l’ensemble R sauf men-

tion contraire .

1.1 Les espaces des fonctions continues

Définition 1.1. [1] On désigne par C(Ω) l’espace des fonctions continues dans Ω C’est à dire :

C(Ω) = {f : Ω→ C, f continue } .

L’espace C := C(Ω) est un espace vectoriel normé par :

‖f‖C = max
x∈Ω
|f(x)|.

Théorème 1.1 (Complétude ). L’espace C(Ω; ‖.‖C) est un espace de Banach .

1.1.1 L’espace Cn(Ω)

Définition 1.2. [3] Soit n ∈ N. On désigne par Cn(Ω) l’espace des fonctions f telles que f (n)

existe et est continue sur Ω .

Théorème 1.2 (Complétude ). L’espace Cn(Ω) est un espace de Banach pour la norme :

‖f‖Cn =
n∑
k=0
‖f (k)‖C =

n∑
k=0

max
x∈Ω
|f (k)(x)|, n ∈ N.

9



1.2. LES ESPACESHλ ETHλ(ρ) :

1.1.2 L’espace Cλ(Ω)

Définition 1.3. [3] . Soit λ ∈ C(0 ≤ Re(λ) < 1) .

On désigne par Cλ(Ω) l’espace des fonctions f définies sur ]a, b] telles que

(x− a)λf(x) ∈ C(Ω) . C’est à dire :

Cλ(Ω) = {f :]a, b]→ C, (.− a)λf(.) ∈ C(Ω)}.

Notations 1.1. L’espace Cλ(Ω) est appelé l’espace des fonctions continues avec poids .

En particulier ,

C0(Ω) = C(Ω).

Théorème 1.3 (Complétude ). L’espace Cλ(Ω) est un espace de Banach pour la norme :

‖f‖Cλ = ‖(x− a)λf(x)‖C = max
x∈Ω
|(x− a)λf(x)|.

1.2 Les espacesHλ etHλ(ρ) :

Soit λ ∈]0,+∞[ .

Définition 1.4. [3] Soit f une fonction définie sur Ω . On dit que La fonction f satisfait la

condition de Hôlder d’ordre λ sur Ω si :

‖f(x1)− f(x2)‖ ≤ A‖x1 − x2‖λ, λ ∈]0,+∞[ (1.1)

pour tout x1 , x2 ∈ Ω , où A est une constante et λ est l’exposant de Hôlder .

Définition 1.5. [3] On note par Hλ = Hλ(Ω) l’espace de toute les fonctions qu’en générale

sont à valeurs complexes et satisfont à la condition de Hôlder d’ordre fini λ sur Ω.

Remarque 1.1. [3]

f ∈ Hλ(Ω)⇒ f ∈ C(Ω).

FMI Tiaret 10



1.2. LES ESPACESHλ ETHλ(ρ) :

Remarque 1.2. [3]

1. Seul le cas 0 < λ ≤ 1 est intéressant puisque si λ > 1 alors l’espaceHλ contient que les

fonctions constantes f(x) ≡ const il découle de (1.1) que f ′(x) ≡ 0 si λ > 1 .

2. Si λ = 0 ,H0(Ω) = C(Ω) .

Lemme 1.1. [3] Soient Ω1 = [a, c] , Ω2 = [c, b] , −∞ < a < c < b < +∞ et Ω = [a, b] .

Si f(x) ∈ Hλ(Ω1) et f(x) ∈ Hλ(Ω2) et f(c− 0) = f(c+ 0), alors f(x) ∈ Hλ(Ω) .

Théorème 1.4 (Complétude ). [3] Les espacesHλ(Ω) sont des espaces lineaires normés par :

‖f‖Hλ = max
x∈Ω
|f(x)|+ sup

x1,x2∈Ω,x1 6=x2

|f(x1)− f(x2)|
|x1 − x2|λ

. (1.2)

L’espaceHλ est un espace de Banach .

Preuve. voir [[2],p173] .

1.2.1 L’espace hλ(Ω)

Définition 1.6. [3] hλ(Ω) est l’espace des fonctions f qui vérifient une condition plus forte que

(1.1) :

f(x2)− f(x1)
|x2 − x1|λ

−→ 0 si x2 −→ x1, (1.3)

pour tout x1, x2 ∈ Ω .

Remarque 1.3. a) hλ ⊂ Hλ

b) H1(Ω) est appelé espace de Lipchitz .

1.2.2 L’espaceHλ(ρ) :

Définition 1.7. [3] Soit ρ(x) une fonction mesurable non négative . L’espace des fonctions

f(x) telle que ρ(x)f(x) ∈ Hλ(Ω) est noté par :

Hλ(ρ) = Hλ(Ω, ρ).

FMI Tiaret 11



1.2. LES ESPACESHλ ETHλ(ρ) :

Dans ce qui suis on concidére la fonction de poids sous la forme :

ρ(x) =
n∏
k=1
|x− xk|µk , (1.4)

avec µk sont des nombres réelles et xk ∈ Ω .

En vertu de l’espaceHλ(ρ) , les fonctions de cet espace sont représentées sous la forme :

f(x) = f0(x)
ρ(x) , f0(x) ∈ Hλ(ρ). (1.5)

Définition 1.8. Soit ρ(x) définie par (1.4) , notons par Hλ
0(ρ) := Hλ

0(Ω, ρ) l’espace des fonc-

tions pour lesquelles f0(xk) = 0 .

Nous allons également utiliser les espaces des fonctions de poids :

hλ0 = {f(x), ρ(x)f(x) ∈ hλ, ρ(x)f(x)|x=a = ρ(x)f(x)|x=b = 0}.

Remarque 1.4. D’aprés (1.5) on déduit que :

‖f‖Hλ(ρ) = ‖f0‖Hλ .

La complétude de l’espace Hλ(ρ) à l’égard de cette norme étant évidente par l’isomètrie entre

les deux espacesHλ(ρ) etHλ .

Propriété 1.1. [3]

*) Si f(x) ∈ Hλ([a, b]) et 0 < α < λ , alors

g(x) = |f(x)− f(c)|
|x− c| ∈ Hλ−α([a, b]), a ≤ c ≤ b

et

‖g‖Hλ−α ≤ K‖f‖Hλ ,

où K ne dépend pas de f(x) voir [[2],p22] .

**) Si Ω est un intervalle fini et ρ(x) une fonction de poids (1.3) on a :

C1(Ω) ⊂ Hλ
0(Ω, ρ) ⊂ L1(Ω)

FMI Tiaret 12



1.2. LES ESPACESHλ ETHλ(ρ) :

ou L1 l’espace de Lebesgue et

K1‖f‖L1 ≤ ‖f‖Hλ0(ρ) ≤ K2‖f‖C1 ,

avec λ ≤ µk < λ+ 1 , K = 1, 2, ...n .

1.2.3 L’espace AC(Ω) :

Définition 1.9. Une fonction f(x) est dite absolument continue sur un intervalle fini Ω , si

pour tout ε > 0 il existe un δ > 0 tel que pour tout ensemble fini des intervalles [ak, bk] ⊂ Ω

k = 1, 2, ..., n tel que
∑n
k=1(bk − ak) < δ , l’inégalité

∑n
k=1 |f(bk)− f(ak)| < ε est vérifiée .

Notations 1.2. L’espace des fonctions abs-continues est noté par AC(Ω) .

Caractérisation : L’espace des fonctions absoluments continues est l’espace des fonctions pri-

mitives des fonctions intégrables , c’est à dire :

f(x) ∈ AC(Ω)⇔ f(x) = c+
∫ x

a
ϕ(t)dt,

∫ b

a
|ϕ(t)|dt <∞. (1.6)

Donc les fonctions absoluments continues ont une dérivée sommable f ′(x) presque partout .

Remarque 1.5. La continuité absolue ne découle pas de l’existence d’une dérivée sommable

presque partout . Il est évident queH1(Ω) ⊂ AC(Ω) l’inclusion inverse n’est pas vraie .

Exemple 1.1 (Contre exemple). f(x) = (x−a)α ∈ AC(Ω) mais f(x) /∈ H1(Ω) si 0 < α < 1

puisque la condition (1.1) avec λ = 1 n’est pas verifieé au point x = a .

Théorème 1.5 (Complétude ). L’espace AC est un espace de Banach pour la norme :

‖f‖AC(Ω) = |f(a)|+
∫ b

a
|f ′(t)|dt.

1.2.4 L’espace ACn

Définition 1.10. On note par ACn(Ω) , ou n=1,2,... et Ω est un intervalle fini l’espace des

fonctions f(x) continuement dérivables jusqu’à l’ordre (n−1) sur Ω , avec f (n−1)(x) ∈ AC(Ω).

i.e

ACn(Ω) = f : Ω −→ C, (Dn−1f) ∈ AC(Ω).

FMI Tiaret 13



1.3. LES ESPACES LP ET LP (ρ)

En particulier AC1(Ω) := AC(Ω) .

1.3 Les espaces Lp et Lp(ρ)

Soit p ∈ [1,∞] .

1.3.1 L’espace Lp :

Définition 1.11. [1] On note par :

Lp(Ω) = {f : Ω −→ R ou C/ f est mesurable et
∫

Ω |f(x)|pdx <∞}.

1. Si 1 ≤ p <∞ on pose ‖f‖Lp(Ω) = (
∫

Ω |f(x)|pdx)
1
p ou ‖f‖Lp := ‖f‖Lp(Ω) := ‖f‖p .

2. Si p =∞ l’espace L∞(Ω) est défini comme l’ensemble de toutes les fonctions mesurables

essentiellemet bornées et on pose :

‖f‖L∞(Ω) = supessx∈Ω|f(x)| = inf{c > 0,mes{x ∈ Ω, |f(x)| 6= 0} < c}.

(voir [5]p12-13]) .

Théorème 1.6 (Théorème de Fisher-Riesz). L’espace (Lp, ‖.‖p) est un espace de Banach

pour tout 1 ≤ p ≤ ∞ avec ‖f‖Lp =


( ∫

Ω |f(x)|pdx
) 1
p

si 1 ≤ p <∞,

supessx∈Ω|f(x)| si p =∞.

1.3.2 Quelques inégalités intégrales :

Théorème 1.7. (L’inégalité de Hôlder) Soient p, q ∈ [1; +∞] avec
1
p

+ 1
q

= 1 , f ∈ Lp et

q ∈ Lq alors :

∫
Ω
|f(x)g(x)|dx ≤ ‖f(x)‖Lp(Ω)‖g(x)‖Lq(Ω). (1.7)

On note que (1.7) est vraie si 1 ≤ p ≤ ∞ (q =∞ , si p = 1 et q = 1 si p =∞ ) .

FMI Tiaret 14



1.3. LES ESPACES LP ET LP (ρ)

Corollaire 1.1. (L’inégalité généralisée de Hôlder)

∫
Ω
|f1(x)...fn(x)|dx ≤ ‖f1‖Lp1 (Ω)...‖fn‖Lpm (Ω), (1.8)

ou fk(x) ∈ Lpk(Ω), k = 1, ...,m et
∑m
k=1

1
pk

= 1 .

Corollaire 1.2. Soit 1 ≤ p2 < p1 alors Lp1(Ω) ⊂ Lp2(Ω) et de plus on a :

‖f‖Lp2 (Ω) ≤ C‖f‖Lp1 (Ω). (1.9)

Corollaire 1.3. (L’inégalité de Minkowsky) Soit Ω un intervalle fini , p ∈ [1,+∞] et

f, g ∈ Lp(Ω) alors :

‖f + g‖Lp(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω). (1.10)

Théorème 1.8. (L’inégalité intégrale de Minkowsky ) Soient (X,A, µ) et (Y,B, v) deux

espaces mesurés σ-fini et F une fonction mesurable positive sur le produit X × Y . Alors pour

tout p ∈ [1,+∞[

(∫
X

(∫
Y
F (x, y)dv(y)

)p
dµ(x)

) 1
p

≤
∫
Y

(∫
X
F (x, y)pdµ(x)

) 1
p

dv(y).

Théorème 1.9. Soit Ω1 = [a, b],Ω2 = [c, d],−∞ < a < b < +∞,−∞ < c < d < +∞,

et soit f(x, y) est une fonction mesurable définie sur Ω1 × Ω2, si au moins une des intégrales∫
Ω1
dx
∫

Ω2
f(x, y)dy ,

∫
Ω2
dy
∫

Ω1
f(x, y)dx ,

∫∫
Ω1×Ω2

f(x, y)dxdy, est absolument convergente et

on a

∫ b

a
dx
∫ x

a
f(x, y)dy =

∫ b

a
dy
∫ x

a
f(x, y)dx (1.11)

Théorème 1.10. [3] Soit la fonction f(x, h) telle que : |f(x, h)| ≤ F (x) ou F (x) ne dépent

pas du paramètre h et F (x) ∈ L1(Ω) si lim
h→0

f(x, h) existe pour presque tous x ∈ Ω alors

lim
h→0

∫
Ω
f(x, h)dx =

∫
Ω

lim
h→0

f(x, h)dx. (1.12)

FMI Tiaret 15



1.3. LES ESPACES LP ET LP (ρ)

La preuve des propriétés ci-dessus peut être trouvée dans [3] .

Théorème 1.11. [3] Soit K(t) ∈ L1(Ω) et
∫+∞
−∞ K(t)dt = 1 puis la moyenne

∫ +∞

−∞
K(t)f(x− εt)dt = 1

ε

∫ +∞

−∞
K( t

ε
)f(x− t)dt, (1.13)

de la fonction f(x) ∈ Lp(R1), 1 ≤ p < ∞ converge vers f(x) si ε → 0 dans Lp(R1) de

plus si |k(t)| ≤ A(|t|) ou A(R) ∈ L1(R1
+) et de façon monotone la moyenne converge vers

f(x) presque par tout . La preuve de convergence L-norme dans ce théorème est bien connue et

simple (voir le preuve dans [2 ; page 77]) . L’analogue périodique du théorème (1,3) dont nous

aurons besoin dans la suite .

1.3.3 L’espace Lp(ρ)

Définition 1.12. [3] Soit ρ(x) est une fonction mesurable positive . On note par

Lp(ρ) = Lp(Ω, ρ) l’espace des fonctions f(x) mesurables sur Ω pour lesquelles

‖f‖Lp(ρ) =
(∫

Ω
ρ(x)|f(x)|pdx

) 1
p

<∞.

Nous ne traiterons que des poids de la forme (1.3) .

Théorème 1.12. [3] L’espace Lp(ρ) est un espace de Banach compte tenu de l’isométie

‖f‖Lp(ρ) = ‖ρ 1
pf‖Lp(Ω). (1.14)

Une inégalité analogue à celle de Hôlder pour les espaces avec poids

∫
Ω
|f(x)g(x)|dx ≤ ‖f‖Lp(ρ)‖g‖Lp′ (ρ1−p′ ), 1 < p <∞ (1.15)

résulte de (1.7) .

Dans la suite , nous aurons à traiter des opérateurs intégraux de convolution :

h∗ϕ := (h∗ϕ)(x) =
∫ +∞

−∞
h(x− t)ϕ(t)dt. (1.16)
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1.4. QUELQUES FONCTIONS SPÉCIALES :

Théorème 1.13. (Inégalité de Young) [3] Si h(t) ∈ L1(R1), ϕ(t) ∈ Lp(R1) , puis

(h∗ϕ)(x) ∈ Lp(R1) , 1 ≤ p <∞ et l’inégalité

‖h∗ϕ‖p ≤ ‖h‖1‖ϕ‖p, (1.17)

est vérifieé .

Soit la fonction K(x, t), x > 0, t > 0 . La fonction K est dite homogène de degré α si l’égalité

K(λx, λt) = λαK(x, t), λ > 0. (1.18)

En particulier , pour λ = t−1 la fonction homogène de degré α peut étre représentée par

K(x, t) = tαK0(x
t

). (1.19)

Théorème 1.14. [3] Soit K(x, t) une fonction homogène de degré −1 si

K =
∫ ∞

0
|K(x, 1)|x

−1
p′ dx ≤

∫ ∞
0
|K(1, x)|x−1

p dt <∞, (1.20)

alors l’opérateur intégral

Kϕ := (Kϕ)(x) =
∫ ∞

0
K(x, t)ϕ(t)dt, (1.21)

est borné dans Lp(0,∞), 1 ≤ p <∞ et ‖Kϕ‖Lp ≤ K‖ϕ‖Lp où K est donné par (1,20) .

1.4 Quelques fonctions spéciales :

1.4.1 La fonction Gamma Γ(z) :

Définition 1.13. Pour z ∈ C − {0,−1,−2,−3, ...} , la fonction Gamma d’Euler est définie

par :

Si Re(z) > 0

Γ(z) =
∫ ∞

0
xz−1e−xdx,Rez > 0. (1.22)

FMI Tiaret 17



1.4. QUELQUES FONCTIONS SPÉCIALES :

Si Re(z) ≤ 0, z 6= 0,−1,−2,−3, ...

Γ(z) = Γ(z + 1)
z

.

1.4.1.1 Propriétes de fonction Γ(z) :

1. Pour z ∈ C− 0,−1,−2,−3, ...

Γ(z + 1) = zΓ(z).

2. Pour n ∈ N∗

Γ(n) = (n− 1)!.

3. Pour z ∈ C− 0, 1, 2, 3, ...

Γ(1− z) = −zΓ(−z).

1.4.2 La fonction Béta β(z, w)

Définition 1.14. Soit z, w ∈ C , la fonction Béta est définie par :

β(z, w) = Γ(z)Γ(w)
Γ(z + w) .

Théorème 1.15. Propriétes de la fonction Béta

1. Pour Re(z), Re(w) > 0 , on a

β(z, w) =
∫ 1

0
tz−1(1− t)w−1dt

=
∫ +∞

0

tz−1

(1 + z)z+w

= 2
∫ π

2

0
(sint)2z−1(cost)2w−1.

2.

β(z + 1, w + 1) =
∫ 1

0
tz(1− t)wdt.

3. La fonction Béta possède les identités suivantes :
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1.4. QUELQUES FONCTIONS SPÉCIALES :

(a)

β(z, w) = β(w, z).

(b)

β(z, w) = β(z + 1, w) + β(z, w + 1).

(c)

β(z, w + 1) = w

z
β(z + 1, w) = w

z + w
β(z, w).
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CHAPITRE 2

L’INTÉGRALE FRACTIONNAIRE DANS

LES ESPACES Hλ ET Hλ(ρ) :

Nous considérons dans ce chapitre les opérateurs d’intégration fractionnaire dans

les espace de Hôlder Hλ et les espaces de Hôlder avec poids Hλ(ρ) , 0 ≤ λ ≤ 1 .

Les résultats sont formulés et prouvés uniquement pour les intégrales fractionnaires à

gauche .

2.1 L’integrale fractionnaire de Riemann-Liouville dans

C([a, b]) :

Définition 2.1. [6] . Soient Ω = [a, b] avec (−∞ < a < b < +∞) un intervalle fini sur R,

α ∈ C, Re(α) > 0 et f une fonction continue sur Ω .

L’intégrale fractionnaire à gauche de Riemann− Liouville d’ordre α de f définie par :

Iαa+f(x) =
∫ x

a

f(t)
(x− t)1−αdt, x > a, (2.1)

et l’intégrale fractionnaire à droite de Riemann− Liouville d’ordre α de f définie par :

Iαb−f(x) =
∫ b

x

f(t)
(x− t)1−αdt, x < b. (2.2)

Remarque 2.1. Si f ∈ L1([a, b]) les fonctions Iαa+f , Iαb−f sont définies par les même formules

(2.1) et (2.2) .

Exemple 2.1. ([7], page71) Soient α, β ∈ C avec Re(α), Re(β) > 0 et a, b ∈ R . Nous avons
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2.1. L’INTEGRALE FRACTIONNAIRE DE RIEMANN-LIOUVILLE DANS C([A,B]) :

1.

Iαa+(x− a)β−1 = Γ(β)
Γ(β + α)(x− a)β+α−1. (2.3)

2.

Iαb−(b− x)β−1 = Γ(β)
Γ(β + α)(b− x)β+α−1. (2.4)

Remarque 2.2. Soit Q l’opérateur de reflexion définit par : (Qf)(x) = f(a+ b− x) , alors on

a :

QIαa+ = Iαb−Q.

Démonstration. Soit f ∈ L1([a, b],R) , alors

Q(Iαa+f)(x) = (Iαa+f)(b+ a− x) = 1
Γ(α)

∫ b+a−x

a
(b+ a− x− t)α−1f(t)dt.

Posons s = a+ b− t , on trouve

Q(Iαa+f)(x) = − 1
Γ(α)

∫ b

x
(b− x)α−1f(a+ b− t)dt

= 1
Γ(α)

∫ x

b
(b− x)α−1(Qf)(t)dt.

D’où

Q(Iαa+f)(x) = (Iαa+Qf)(x).

Ce qui montre que QIαa+ = Iαb−Q.

Propriété 2.1 (Propriété de Semi-groupe). Soient f ∈ C([a, b]) et α > 0 et β > 0 les inté-

grales fractionnaires de Riemann− Liouville (2.1) et (2.2) possède les propriétés suivantes :

1. Iαa+ [Iβa+f(x)] = Iα+β
a+ f(x) .

2. Iαb− [Iβb−f(x)] = Iα+β
b− f(x).

Preuve. Voir [4].
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2.2. INTÉGRATION FRACTIONNAIRE DANS L’ESPACEHλ :

2.1.1 Dérivation fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 2.2. Soit f une fonction de [a, b] dans R . On appelle la dérivée d’ordre α au sens

de Riemann-Liouville les fonctions définies par :

Dα
a+f(x) = d

dx

1
Γ(1− α)

∫ x

a

f(t)
(x− t)α ,

et

Dα
b−f(x) = − d

dx

1
Γ(1− α)

∫ b

x

f(t)
(t− x)α .

On note Da+ et Db− respectivement les dérivées à gauche et à droite .

Lemme 2.1. Soit f ∈ AC(Ω,R) alors la fonction f admet des dérivées fractionnaires Dα
a+ et

Dα
b− presque par tout sur Ω avec Dα

a+f , Dα
b−f ∈ Lr(Ω) , pour 1 ≤ r < 1

α
. De plus

Dα
a+f(x) = 1

Γ(1− α)

[
f(a)

(x− a)α +
∫ x

a

f ′(t)
(x− t)αdt

]
,

et

Dα
b−f(x) = − 1

Γ(1− α)

[
f(b)

(b− x)α +
∫ b

x

f ′(t)
(t− x)αdt

]
.

Démonstration. Voir [4]

2.2 Intégration fractionnaire dans l’espaceHλ :

Les théorèmes cités ci-dessus (2.1)-(2.5) montrent que l’intégrale fractionnaire amé-

lioré l’ordre de Hôlder λ à α . Le cas où λ + α est un entier joue un rôle important

surtout pour l’espaceHλ,1 .

Commençons par le cas principal où 0 ≤ λ ≤ 1 , 0 < α < 1 .

Théorème 2.1. Soient f(x) ∈ Hλ([a, b]) , 0 ≤ λ ≤ 1 , 0 < α < 1 . Alors l’intégrale

fractionnaire Iαa+f prend la forme :

(Iαa+f)(x) = f(a)
Γ(1 + α)(x− a)α + ψ(x), (2.5)
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2.2. INTÉGRATION FRACTIONNAIRE DANS L’ESPACEHλ :

où ψ(x) ∈ Hλ+α , si λ+ α 6= 1 et ψ(x) ∈ Hλ+α,1 , si λ+ α = 1 .

De plus il existe un réel A strictement positif tel que

|ψ(x)| ≤ A(x− a)λ+α. (2.6)

Démonstration. On a

(Iαa+f)(x) = 1
Γ(α)

∫ x

a

f(t)
(x− t)1−αdt

= 1
Γ(α)

∫ x

a

f(t)− f(a) + f(a)
(x− t)1−α dt

= f(a)
Γ(α)

∫ x

a

dt

(x− t)1−α + 1
Γ(α)

∫ x

a

f(t)− f(a)
(x− t)1−α

= f(a)
Γ(α + 1)(x− a)α + 1

Γ(α)

∫ x

a

f(t)− f(a)
(x− t)1−α dt

= f(a)
Γ(α + 1)(x− a)α + ψ(x),

où ψ(x) = 1
Γ(α)

∫ x
a

f(t)− f(a)
(x− t)1−α dt .

Puisque f ∈ Hλ([a, b]) , on obtient

|ψ(x)| ≤ 1
Γ(α)

∫ x

a

|f(t)− f(a)|
(x− t)1−α dt

≤ ‖f‖H(λ)

Γ(α)

∫ x

a
(t− a)λ(x− t)α−1dt.

Calculons l’intégrale ∫ x

a
(t− a)λ(x− t)α−1dt.

En éffectuant le changement de variable t = a+ r(x− a) , alors

∫ x

a
(t− a)λ(x− t)α−1dt =

∫ 1

0
rλ(x− a)λ(1− r)α−1(x− a)α−1(x− a)dr

= (x− a)λ+α
∫ 1

0
rλ(1− r)α−1dr

= (x− a)λ+αβ(λ+ 1, α).
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2.2. INTÉGRATION FRACTIONNAIRE DANS L’ESPACEHλ :

Donc

|ψ(x)| ≤ ‖f‖HλΓ(α) β(λ+ 1, α)(x− a)λ+α.

D’où

|ψ(x)| ≤ A(x− a)λ+α.

Il reste à montrer que ψ ∈ Hλ+α([a, b]) si λ+α 6= 1 ou bien ψ ∈ Hλ+α,1([a, b]) si λ+α = 1.

Soit g(x) = f(x)− f(a) de telle sorte que

|g(x)| ≤ A(x− a)λ.

Soit h > 0 tel que x, x+ h ∈ [a, b] , nous avons

ψ(x) = 1
Γ(α)

∫ x

a

f(t)− f(a)
(x− t)1−α dt.

Donc

ψ(x+ h) = 1
Γ(α)

∫ x+h

a

f(t)− f(a)
(x+ h− t)1−αdt.

Alors

ψ(x+ h)− ψ(x) = 1
Γ(α)

∫ x+h

a

f(t)− f(a)
(x+ h− t)1−αdt−

1
Γ(α)

∫ x

a

f(t)− f(a)
(x− t)1−α dt

= 1
Γ(α)

∫ x−a

−h

f(x− t)− f(a)
(t+ h)1−α dt− 1

Γ(α)

∫ x−a

0

f(x− t)− f(a)
t1−α

dt

= 1
Γ(α)

∫ x−a

−h

g(x− t)
(t+ h)1−αdt−

1
Γ(α)

∫ x−a

0

g(x− t)
t1−α

dt.
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2.2. INTÉGRATION FRACTIONNAIRE DANS L’ESPACEHλ :

Alors

ψ(x+ h)− ψ(x) = 1
Γ(α)

∫ x−a

0
g(x− t)[ 1

(t+ h)1−α −
1
t1−α

]dt

+ 1
Γ(α)

∫ 0

−h

g(x− t)
(t+ h)1−αdt

= 1
Γ(α)g(x)

∫ x−a

0
[(t+ h)α−1 − tα−1]dt

+ 1
Γ(α)

∫ x−a

0
[g(x− t)− g(x)][(t+ h)α−1 − tα−1]dt+ 1

Γ(α)

∫ 0

−h

g(x− t)
(t+ h)1−αdt

= g(x)
Γ(α + 1)[(x− a+ h)α − (x− a)α − hα−1]

+ 1
Γ(α)

∫ x−a

0
[g(x− t)− g(x)][(t+ h)α−1 − tα−1dt

+ 1
Γ(α)

∫ 0

−h
[g(x− t)− g(x)](t+ h)α−1dt

+ g(x)
Γ(α)

∫ 0

−h
(t+ h)α−1dt

= g(x)
Γ(α + 1)[(x− a+ h)α − (x− a)α]

+ 1
Γ(α)

∫ x−a

0
[g(x− t)− g(x)][(t+ h)α+1 − tα−1]dt

+ 1
Γ(α)

∫ 0

−h
[g(x− t)− g(x)](t+ h)α−1dt

= J1 + J2 + J3,

tel que

J1 = g(x)
Γ(α + 1)[(x− a+ h)α − (x− a)α],

J2 = 1
Γ(α)

∫ x−a

0
[g(x− t)− g(x)][(t+ h)α−1 − tα−1]dt,

et

J3 = 1
Γ(α)

∫ 0

−h
[g(x− t)− g(x)](t+ h)α−1dt.
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2.2. INTÉGRATION FRACTIONNAIRE DANS L’ESPACEHλ :

On a

|J1| ≤
A

Γ(α + 1)(x− a)λ|(x− a+ h)α − (x− a)α|

≤ A

Γ(α + 1)(x− a)λ+α|(1 + h

x− a)α − 1|,

et si h ≥ x− a on a (1 + h
x−a)α − 1 ≤ αh

x−a alors

|J1| ≤
hA

Γ(α + 1)(x− a)λ+α−1 ≤ hα+λA

Γ(α + 1) .

Dans le cas 0 < h < λ− a on a (1 + t)α − 1 ≤ αt , et d’aprés on obtient

|J1| ≤
hA

Γ(α + 1)(x− a)λ+α−1 ≤ hα+λA

Γ(α + 1) .

Finalement on a montré

|J1| ≤
hα+λA

Γ(α + 1) . (2.7)

De mème manière pour J3 on a

|J3| ≤
A

Γ(α + 1)

∫ 0

−h

|t|λ
(t+ h)1−αdt = 1

Γ(α + 1) |t|
λ(t+ h)1−αdt

≤ Ahλ

Γ(α)

∫ 0

−h
(t+ h)α−1dt = Ahλ+α

Γ(α + 1) .

Maintenant en estime J2

|J2| ≤
1

Γ(α)

∫ x−a

0
[tα−1 − (t+ h)α−1]|g(x− t)− g(x)|dt

≤ A

Γ(α)

∫ x−a

0
tλ[tα−1 − (t+ h)α−1]dt

≤ A

Γ(α)

∫ x−a

0
hλ( t

h
)λhα−1[( t

h
)α−1 − ( t

h
+ 1)α−1]dt

≤ Ahλ+α−1

Γ(α)

∫ x− a
h

0
( t
h

)λ[tα−1 − (t+ 1)α−1]dt.
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2.2. INTÉGRATION FRACTIONNAIRE DANS L’ESPACEHλ :

Si x− a ≤ h alors

|J2| ≤
Ahλ+α

Γ(α)

∫ x−a
h

0
tλ+α−1dt

= A

(λ+ α)Γ(α)h
λ+α[hλ+α]

x−a
h

0

= A

Γ(α + 1)h
λ+α (x− a)λ+α

hλ+α .

Donc

|J2| ≤
Ahλ+α

Γ(α + 1) .

Si x− a > g , on a

|J2| ≤
Ahλ+α

Γ(α)

∫ x−a
h

0
[(1 + 1

t
)α−1 − 1]dt.

Alors

|J2| ≤
Ahλ+α

Γ(α + 1) . (2.8)

D’après (2.3) et (2.4) on trouve

|ψ(x+ h)− ψ(x)| ≤ A

Γ(α + 1)h
λ+α,

ce qui montre que ψ ∈ Hλ+α([a, b],R).

Conséquence 2.1. L’opérateur A : Hλ −→ Hλ+α , λ+ α 6= 1 est borné .

Et de même manière l’opérateur B : Hλ −→ Hλ+α,1 , λ+ α = 1 est borné .

Lemme 2.2. Soit L : Hλ([a, b],R)→ Hλ+α([a, b],R) un opérateur défini par :

(Lf)(x) = 1
Γ(α)

∫ x

a

f(t)− f(a)
(x− t)1−α dt, 0 < λ ≤ 1, 0 ≤ λ < 1.

Si 0 < λ+ α < 1 , alors L est borné .

Démonstration. On a ‖Lf‖0,λ = ‖Lf‖∞ + ‖Lf‖0,λ+α .
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2.2. INTÉGRATION FRACTIONNAIRE DANS L’ESPACEHλ :

De plus

‖Lf‖0,λ = sup
x∈[a,b]

|(Lf)(x)| ≤ 2‖f‖∞
Γ(α + 1)(b− a)α. (2.9)

Pour x, y ∈ [a, b] on a

|(Lf)(x)− (Lf)(y)| = 1
Γ(α) |

∫ x

a

f(t)− f(a)
(x− t)t−α dt−

∫ y

a

f(t)− f(a)
(y − t)1−α dt|

≤ 1
Γ(α) |

∫ x

y

f(t)− f(a)
(x− t)t−α dt|

+ 1
Γ(α) |

∫ y

a
(f(t)− f(a))[ 1

(x− t)t−α −
1

(y − t)1−α ]|dt

= J1 + J2,

tel que

J1 = 1
Γ(α)

∫ x

y

f(t)− f(a)
(x− t)1−α dt,

et

J2 = 1
Γ(α) |

∫ y

a
(f(t)− f(a))[ 1

(x− t)t−α −
1

(y − t)1−α ]|dt.

|J1| ≤
1

Γ(α) |
∫ x

y

|f(t)− f(a)|
(x− t)1−α dt|

≤ 1
Γ(α) |

∫ x

y

|f(t)− f(y)|(t− y)λ
(t− y)λ(x− t)1−α dt|+ 1

Γ(α) |
∫ x

y

|f(y)− f(a)|
(x− t)1−α dt|

≤ [f ]0,λ
Γ(α) |

∫ x

y
(t− y)λ(x− t)α−1dt|+ [f ]0,λ

α
|(y − a)λ

∫ x

y
(x− t)α−1dt|

≤ [f ]0,λ
Γ(α)

[ ∫ x

y
(t− y)λ(x− t)α−1dt

1
α

(y − a)λ(x− y)α
]

≤ [f ]0,λ
Γ(α)

[
B(α, λ+ 1|x− y|α+λ + 1

α
|y − y|α+λ|1− x− a

x− y |
λ
]
.

Alors

|J1| ≤ C1[f ]0,λ|x− y|α+λ, (2.10)

avec C1 = αB(α, λ+ 1) + 1
Γ(α + 1) .
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2.2. INTÉGRATION FRACTIONNAIRE DANS L’ESPACEHλ :

Pour J2 on a

|J2| ≤
1

Γ(α)

∫ y

a
|f(t)− f(a)|| 1

(x− t)1−α −
1

(y − t)1−α |dt

≤ 1
Γ(α)

∫ y

a
|f(t)− f(a)||(y − t)

1−α − (x− t)1−α

(y − t)1−α(x− t)1−α |dt

≤ 1
Γ(α)

∫ y

a
|f(t)− f(a)|

(x− t)1−α|1− ( y−t
x−t)

1−α|
(y − t)1−α(x− t)1−α dt

≤ 1
Γ(α)

∫ y

a

|f(t)− f(a)|
(y − t)1−α dt

≤ [f ]0,λ
Γ(α)

∫ y

a
(t− a)λ(y − t)α−1dt

≤ [f ]0,λ
Γ(α) (y − a)λ+α

∫ 1

0
(1− r)λrα−1dr

≤ [f ]0,λ
Γ(α) |y − a|

λ+α|1− (y − t
x− t)

1−α|α+λB(λ, α)

≤ [f ]0,λ
Γ(α)B(λ, α)|y − x|λ+α.

D’après (2.9) et (2.10) on obtient

‖Lf‖0,λ+α ≤ C̃‖f‖0,λ, f ∈ Hλ([a, b],R),

où C̃ = 2(b− a)α
Γ(α + 1) + C1 + B(λ+ 1, α)

Γ(α) .

Corollaire 2.1. L’opérateur donné par

Iαa+ : C([a, b],R)→ Hα([a, b],R)

f 7→ Iαa+f

est borné .

Démonstration. Soit f ∈ C([a, b],R), alors

(Iαa+f)(x) = 1
Γ(α)

∫ x

a

f(t)
(x− t)1−αdt = ψ(x) + 1

Γ(α)

∫ x

a

f(a)
(x− t)1−αdt,
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2.2. INTÉGRATION FRACTIONNAIRE DANS L’ESPACEHλ :

avec ψ(x) = 1
Γ(α)

∫ x
a

f(t)− f(a)
(x− t)1−α dt .

D’aprés le lemme (2,1) il existe Ã > 0 tel que

‖ψ‖0,λ ≤ Ã‖f‖∞. (2.11)

Posons ϕ(x) = 1
Γ(α)

∫ x
a

f(a)
(x− t)1−αdt,

‖ϕ‖∞ ≤
(b− a)α
Γ(α + 1)‖f‖∞. (2.12)

Soient x, y ∈ [a, b] tel que x > y , alors

|ϕ(x)− ϕ(y)| ≤ 1
Γ(α) |

∫ x

a

f(a)
(x− t)1−αdt−

∫ y

a

f(a)
(y − t)1−αdt|

≤ ‖f‖∞
Γ(α + 1) |(x− a)α − (y − a)α|

= ‖f‖∞
Γ(α + 1) |x− y|

α|(1− y − a
x− y )α − (1− x− a

x− y )α|

≤ 2‖f‖∞
Γ(α + 1) |x− y|

α|1− y − a
x− y |

α

≤ 2‖f‖∞
Γ(α + 1) |x− y|

α.

Donc

ϕ(x)− ϕ(a)
|x− y|α ≤ 2‖f‖∞

Γ(α + 1) . (2.13)

D’aprés (2.5) , (2.6) et (2.7) on obtient

‖ψ‖0,α ≤ C̃‖f‖∞, f ∈ C([a, b],R),

avec C̃ = 2
Γ(α + 1) + (b− a)α

Γ(α + 1) + Ã.

Conséquence 2.2. On peut voir que l’opérateur Iαa+ : L∞ → Hα tel que

Iαa+f(x) = 1
Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1f(t)dt,
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est borné .

Preuve. Posons

ϕ(x) = Iαa+f(x) = 1
Γ(α)

∫ x+h

a
(x+ h− t)α−1f(t)dt,

et h > 0 alors

ϕ(x+ h) = Iαa+f(x+ h) = 1
Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1f(t)dt.

Alors

Γ(α)|ϕ(x+ h)− ϕ(x)| = |
∫ x+h

a
(x+ h− t)α−1f(t)dt−

∫ x

a
(x− t)α−1f(t)dt|

= |
∫ x

a
(x+ h− t)α−1f(t)dt+

∫ x+h

x
(x+ h− t)α−1f(t)dt

−
∫ x

a
(x− t)α−1f(t)dt|

≤ sup
a≤x≤b

[ ∫ x

a
|(x− t)α−1 − (x+ h− t)α−1|dt

+
∫ x+h

x
(x+ h− t)α−1dt

]
‖f‖L∞

≤ c1
[ ∫ x

a
(x− t)α−1dt+ hα

]
‖f‖L∞

≤ c2([(x− t)α]xa + hα)‖f‖L∞
≤ c3[(x− a)α + hα]‖f‖L∞
≤ chα‖f‖L∞ .

Théorème 2.2. Soit ϕ(x) ∈ Hλ , λ > 0 . Alors l’intégrale fractionnaire Iαa+ϕ , α > 0 , prend

la forme :

Iαa+ϕ(x) =
m∑
k=1

ϕ(k)(a)
Γ(α + k + 1)(x− a)α+k + ψ(x),

où m est le plus grand entier tel que m < λ et

ψ(x) ∈


Hλ+α , si λ+ α non entier où si λ, α entiers

Hλ+α,1 , si λ+ α entier , mais λ, α non entiers .
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Le théorème (2.2) peut être déduit du théorème (2.1) , si on prend en considération que la

fonction :

ψ(x) = 1
Γ(α)

∫ x

a

[
ϕ(t)−

m∑
k=0

ϕ(k)(a)
k! (t− a)k

]
(x− a)α−1dt,

admette une dérivée d’ordre m+ [α] :

ψ(m+[α])(x) = 1
Γ([α])

∫ x

a
[ϕ(m)(t)− ϕ(m)(a)](t− a)[α]−1dt.

2.3 L’integrale fractionnaire dans l’espaceHλ(ρ) :

On commonce l’étude par le cas éssentiel

ρ(x) = (x− a)µ ou ρ(x) = (b− x)v.

Remarque 2.3. Partout dans ce qui suit en considérant l’intégrale fractionnaire Iαa+ dans

l’espaceHλ
0(ρ) , on suppose que ρ(x)ϕ(x)|x=a = 0 indépondament au fait que le poids ρ(x) est

lié ou non au point x = a .

Théorème 2.3. Soit 0 < λ < 1 , λ+ α < 1 , l’opérateur

Iαa+ : Hλ
0(ρ) −→ Hλ+α

0 (ρ)

est bornée , si ρ(x) = (x− a)µ, µ < λ+ 1 ou ρ(x) = (b− x)v, v > λ+ α.

Preuve. 1. Le cas ρ(x) = (x− a)µ, µ < λ+ 1, 0 < λ < 1 .

On a

Iαa+ : Hλ
0(ρ) −→ Hλ+α

0 (ρ).

Soit ϕ(x) ∈ Hλ
0(ρ) de telle sorte que

ϕ(x) = (x− a)−µg(x), g(x) ∈ Hλ, g(a) = 0.

Montrons que

Iαa+ϕ(x) ∈ Hλ+α
0 (ρ),
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et

‖Iαa+ϕ‖Hλ+α
0 (ρ) ≤ c‖ϕ‖Hλ0 (ρ),

pour cela il suffit de montrer que

ρ(x)Iαa+ϕ ∈ Hλ+α

et

‖G‖Hλ+α ≤ c‖g‖Hλ ,

avec

G(x) = (x− a)µ
∫ x

a
(x− t)α−1ϕ(t)dt

= (x− a)µ
∫ x

a
(t− a)−µ(x− t)α−1g(t)dt

=
∫ x

a

(
x− a
t− a

)µ
g(t)dt

(x− t)1−α .

On peut écrire G(x) sous la forme :

G(x) =
∫ x

a

(x− a)µ − (t− a)µ + (t− a)µ
(t− a)µ(x− t)1−α g(t)dt

=
∫ x

a

g(t)dt
(x− t)1−α +

∫ x

a

(x− a)µ − (t− a)µ
(t− a)µ(x− t)1−α g(t)dt

= G1(x) +G2(x).

On a G1(x) ∈ Hλ+α d’aprés le théorème 2.1 . Donc il suffit de montrer que G2(x) ∈
Hλ+α i.e

|G2(x+ h)−G2(x)| ≤ chλ+α.

On a

G2(x+ h) =
∫ x

a

(x+ h− a)µ − (t− a)µ
(t− a)µ(x+ h− t)1−α g(t)dt

+
∫ x+h

x

(x+ h− a)µ − (t− a)µ
(t− a)µ(x+ h− t)1−α g(t)dt,
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donc

G2(x+ h)−G2(x) =
∫ x+h

x

(x+ h− a)µ − (t− a)µ
(t− a)µ(x+ h− t)1−α g(t)dt

+ [(x+ h− a)µ − (x− a)µ]
∫ x

a

g(t)
(t− a)µ(x+ h− t)1−αdt

+
∫ x

a

(x− a)µ − (t− a)µ
(t− a)µ [(x+ h− t)µ − (x− t)α−1]g(t)dt,

d’ou

G2(x+ h)−G2(x) = J1 + J2 + J3. (2.14)

En utilisant les deux inégalités suivantes :

|xµ − yµ| ≤ c(x− y)xµ−1, x ≥ y > 0, µ ≥ 0. (2.15)

|xµ − yµ| ≤ |µ|(x− y)yµ−1, x ≥ y > 0, µ ≤ 1. (2.16)

La constante c ne dépend pas de x et y .

Estimation de J1

On utilise l’inégalité : |g(t)| ≤ ‖g‖Hλ(t− a)λ et l’inégalité (2.10) .

a - cas µ ≤ 1 , on a

J1 =
∫ x+h

x

(x+ h− a)µ − (t− a)µ
(t− a)µ(x+ h− t)1−α g(t)dt,

alors

|J1| ≤ |µ|‖g‖Hλ
∫ x+h

x

(x+ h− t)(t− a)µ−1(t− a)λ
(t− a)µ(x+ h− t)1−α dt

≤ |µ|‖g‖Hλ
∫ x+h

x

(x+ h− t)α
(t− a)1−λ dt

≤ c‖g‖Hλ
∫ x+h

x
(x+ h− t)α(t− x)λ−1dt

≤ c‖g‖Hλhα
∫ x+h

x
(t− x)λ−1dt

≤ C‖g‖Hλhλ+α.
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b - cas µ ≥ 1 d’aprés (2.9)

|J1| ≤ |c|‖g‖Hλ
∫ x+h

x

(x+ h− t)(x+ h− a)µ−1(t− a)λ
(t− a)µ(x+ h− t)1−α dt

≤ |c|‖g‖Hλ(x+ h− a)µ−1
∫ x+h

x

(x+ h− t)α
(t− a)µ−λ dt

≤ chα‖g‖Hλ(x+ h− a)µ−1
∫ x+h

x
(t− a)λ−µdt

≤ Chα‖g‖Hλ(x+ h− a)µ−1[(t− a)λ−µ+1]x+h
x

≤ Chα‖g‖Hλ(x+ h− a)µ−1[(x+ h− a)λ−µ+1 − (x− a)λ−µ+1]

≤ Chα‖g‖Hλ(x+ h− a)µ−1h(x+ h− a)λ−µ

≤ Chα+1‖g‖Hλ(x+ h− a)λ−1

≤ C‖g‖Hλhα+λ.

Estimation de J2

a- Si x− a ≤ h et µ > 0 , nous avons

(x+ h− a)µ − (x− a)µ ≤ hµ,

J2 = [(x+ h− a)µ − (x− a)µ]
∫ x

a

g(t)dt
(t− a)µ(x+ h− t)1−α ,

alors

|J2| ≤ c‖g‖Hλhµ
∫ x+h

a

(t− a)λ−µ
(x+ h− t)1−αdt

≤ c‖g‖Hλhµ
∫ x+h

a
(t− a)λ−µ(x+ h− t)α−1dt

≤ c‖g‖Hλhµ
∫ x+h

a
(t− a)α+λ−µ−1dt

≤ C‖g‖Hλhµ[(t− a)α+λ−µ]x+h
a

≤ C‖g‖Hλhµ(x+ h− a)α+λ−µ

≤ C‖g‖Hλhλ+α.
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b- Si x− a ≤ h et µ < 0 , on a

|J2| ≤ c‖g‖Hλ(x− a)µ
∫ x

a

(t− a)λ−µ
(x+ h− t)1−αdt

≤ c‖g‖Hλ(x− a)µ
∫ x

a

(t− a)λ−µ
(x− t)1−αdt

≤ c‖g‖Hλ(x− a)µ
∫ x

a
(t− a)λ−µ(x− t)α−1dt

≤ c‖g‖Hλ(x− a)µ
∫ x

a
(t− a)λ−µ(t− a)α−1dt

≤ C‖g‖Hλ(x− a)µ[(t− a)λ+α−µ]xa

≤ C‖g‖Hλ(x− a)µ(x− a)λ+α−µ

≤ C‖g‖Hλ(x− a)λ+α

≤ C‖g‖Hλ(h)λ+α.

c- Si x− a > h , et µ ≤ 1 , d’aprés (2.10)

|J2| ≤ |µ|‖g‖Hλh(x− a)µ−1
∫ x

a

(t− a)λ−µ
(x+ h− t)1−αdt

≤ c‖g‖Hλh(x− a)µ−1
∫ x

a

(t− a)λ−µ
(x− t)1−αdt

≤ c‖g‖Hλh(x− a)µ−1
∫ x

a
(t− a)λ−µ(x− t)α−1dt

≤ c‖g‖Hλh(x− a)µ−1
∫ x

a
(t− a)α+λ−µ−1dt

≤ C‖g‖Hλh(x− a)µ−1(x− a)λ+α−µ

≤ C‖g‖Hλ
h

(x− a)1−α−λ

≤ C‖g‖Hλ
h

h1−α−λ

≤ C‖g‖Hλhλ+α.
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d- Si x− a > h et µ > 1 , d’aprés (2.9) on a

|J2| ≤ c1‖g‖Hλh(x+ h− a)µ−1
∫ x

a

(t− a)λ−µ
(x− t)1−αdt

≤ c‖g‖Hλh(x+ h− a)µ−1
∫ x+h

a
(t− a)λ+α−µ−1dt

≤ c‖g‖Hλh(x+ h− a)µ−1(x+ h− a)λ+α−µ

≤ c‖g‖Hλ
h

(x+ h− a)1−α−λ

≤ c‖g‖Hλhλ+α.

Estimation de J3

Nous avons

|J3| = |
∫ x

a

(x− a)µ − (t− a)µ
(t− a)µ [(x+ h− t)α−1 − (x− t)α−1]g(t)dt|

≤ ‖g‖Hλ
∫ x

a

(x− a)µ − (t− a)µ
(t− a)µ−λ [(x+ h− t)α−1 − (x− t)α−1]dt.

Posons t = a+ s(x− a) , alors

|J3| ≤ ‖g‖Hλ
∫ 1

0

(x− a)µ − sµ(x− a)µ
sµ−λ(x− a)µ−λ [(x+ h− a− s(x− a))α−1 − (x− a)α−1

× (1− s)α−1](x− a)ds

≤ ‖g‖Hλ
(x− a)µ

(x− a)µ−λ
∫ 1

0

1− sµ
sµ−λ

[(x− a)α−1(1 + h

x− a − s)
α−1 − (x− a)α−1

× (1− s)α−1](x− a)ds

≤ ‖g‖Hλ(x− a)λ+α
∫ 1

0
sµ−λ(1− sµ)[(1 + h

x− a − s)
α−1 − (1− s)α−1]ds

≤ ‖g‖Hλ(x− a)λ+α
∫ 1

0
|sµ−λ − sλ|[(1 + h

x− a − s)
α−1 − (1− s)α−1]ds.

(a) Si x− a ≤ h , on a

|J3| ≤ c‖g‖Hλhλ+α.
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(b) Si x− a > h , on a d’aprés (3,10)

|J3| ≤ c‖g‖Hλ(x− a)λ+α
∫ 1

0
|sµ−λ − sλ|[ h

x− a(1− s)α−2]ds

≤ ch‖g‖Hλ(x− a)λ+α−1
∫ 1

0
|sµ−λ − sλ|(1− s)α−2ds

≤ C‖g‖Hλ
h

(x− a)1−λ−α

≤ C‖g‖Hλ
h

h1−λ−α

≤ C‖g‖Hλhλ+α.

Finallement d’aprés les estimations de J1, J2 et J3 on a

|G2(x+ h)−G2(x)| ≤ Chλ+α.

D’où

G(x) ∈ Hλ+α.

2. Le cas ρ(x) = (b− x)v, v > λ+ α.

Maintenant ϕ(x) = (b− x)−vg(x) où g(x) ∈ Hλ et g(a) = g(b).

Posons

G(x) = ρ(x)
∫ x

a
(x− t)α−1ϕ(t)dt

= (b− x)v
∫ x

a
(x− t)α−1(b− t)−vg(t)dt

=
∫ x

a
(b− x
b− t )v g(t)dt

(x− t)1−α .

Montrons que

G(x) ∈ Hλ+α, ‖G‖Hλ+α ≤ ‖g‖Hλ ,
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et que G(a) = G(b) . On peut écrire G(x) sous la forme :

G(x) =
∫ x

a

(b− t)v + (b− x)v − (b− t)v
(b− t)v(x− t)1−α g(t)dt

=
∫ x

a

g(t)dt
(x− t)1−α +

∫ x

a

(b− x)v − (b− t)v
(b− t)v(x− t)1−α g(t)dt

= G1(x) +G2(x).

Nous avons d’aprés le théorème (2.1)

G1(x) ∈ Hλ+α, ‖G1‖Hλ+α ≤ c‖g‖Hλ .

Il suffit de montrer que

G2(x) ∈ Hλ+α, ‖G2‖Hλ+α ≤ c‖g‖Hλ .

Soit x+ h ∈ (a, b) , on a

G(x+ h)−G(x) = J1 + J2 + J3,

avec

J1 =
∫ x+h

x

(b− x− h)v − (b− t)v
(b− t)v(x+ h− t)1−α g(t)dt,

J2 = [(b− x− h)v − (b− x)v]
∫ x

a

g(t)dt
(b− t)v(x+ h− t)1−α ,

et

J3 =
∫ x

a

(b− x)v − (b− t)v
(b− t)v [(x+ h− t)α−1 − (x− t)α−1]g(t)dt.

Estimation de J1

On utilisons l’inégalité : |g(t)| ≤ ‖g‖Hλ(b− t)λ et l’inégalité (3,9)
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donc

|J1| ≤ ‖g‖Hλ
∫ x+h

x

|(t− x− h)(b− x− h)v−1 − (b− t)λ|
|(b− t)v(x+ h− t)1−α| dt

≤ c‖g‖Hλ(b− x− h)v−1
∫ x+h

x
(x+ h− t)α(b− t)λ−vdt

≤ c‖g‖Hλ
∫ x+h

x
(x+ h− t)α(b− t)λ−v(b− x− h)v−1dt

≤ c‖g‖Hλ
∫ x+h

x
(x+ h− t)α(b− t)λ−1dt.

En faisant le changement de variable suivant , t = x+ h− ξ , nous obtenons

|J1| ≤ c‖g‖Hλ
∫ h

0
ξα(b− x− h− ξ)λ−1dξ,

en suite posons ξ = (b− x− h)s , on a

|J1| ≤ c‖g‖Hλ
∫ h

b−x−h

0
(b− x− h)αsα[b− x− h+ (b− x− h)s]λ−1(b− x− h)ds

≤ c‖g‖Hλ(b− x− h)λ+α
∫ h

b−x−h

0
sα(1 + s)λ−1ds.

(a) Si b− x− h ≤ h , on a

|J1| ≤ c‖g‖Hλ(b− x− h)λ+α[
∫ 1

0
sα(1 + s)λ−1ds+

∫ h
b−x−h

1
sα(1 + s)λ−1ds]

≤ C‖g‖Hλ(b− x− h)λ+α[1 +
∫ h

b−x−h

1
sα+λ−1ds]

≤ C‖g‖Hλ(b− x− h)λ+α[1 + hα+λ

(b− x− h)α+λ − 1]

≤ C‖g‖Hλ(b− x− h)λ+α[ hα+λ

(b− x− h)α+λ ]

≤ C‖g‖Hλhα+λ.
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(b) Si b− x− h ≥ h , on a

|J1| ≤ c‖g‖Hλ(b− x− h)λ+α
∫ h

b−x−h

0
sαds

≤ c‖g‖Hλ(b− x− h)λ+α[ s
α+1

α + 1]
h

b−x−h
0

≤ C‖g‖Hλ(b− x− h)λ+α[ hα+1

(b− x− h)α+1 ]

≤ C‖g‖Hλ [ hα+1

(b− x− h)1−λ ]

≤ C‖g‖Hλhα+1hλ−1

≤ C‖g‖Hλhα+λ.

Estimation deJ2

En utilisant l’inégalité( 2.9 ), on trouve

|J2| ≤ c‖g‖Hλh(b− x)v−1
∫ x

a

(b− t)λ−v
(x+ h− t)1−αdt

≤ c‖g‖Hλh(b− x)v−1
∫ x

a

(b− t)λ−v
(x− t)1−αdt,

posons x− t = (b− x)ξ , on obtient

|J2| ≤ c‖g‖Hλh(b− x)v−1
∫ x−a

b−x

a
(b− x)α−1ξα−1[(b− x)(1 + ξ)]λ−v(b− x)dξ

≤ c‖g‖Hλh(b− x)λ+α−1
∫ x−a

b−x

a
ξα−1(1 + ξ)]λ−vdξ

≤ c‖g‖Hλh(b− x)λ+α−1
∫ ∞
a

ξα−1(1 + ξ)λ−vdξ

≤ C‖g‖Hλhhλ+α−1

≤ C‖g‖Hλhλ+α,

car on a v > λ+ α .

Estimation de J3

On a

J3 =
∫ x

a

(b− x)v − (b− t)v
(b− t)v [(x+ h− t)α−1 − (x− t)α−1]g(t)dt.
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Posons t = b− s(b− x) , on obtient

|J3| ≤ c‖g‖Hλ
∫ b−a

b−x

1

(b− x)v − [s(b− x)]v
sv(b− x)v

× [(x+ h− b+ s(b− x))α−1 − (x− b+ s(b− x))α−1sλ(b− x)λ]

× sλ(b− x)λ(b− x)ds

≤ c‖g‖Hλ
∫ b−a

b−x

1

|1− sv|
sv−λ

(b− x)λ+α[(s− 1 + h

b− x)α−1 − (s− 1)α−1]ds.

En utilisant l’inégalité (2.10)

|J3| ≤ c‖g‖Hλ(b− x)λ+α h

b− x
∫ b−a

b−x

1

|1− sv|ds
sv−λ(s− 1)2−α

≤ c‖g‖Hλ(b− x)λ+α−1h
∫ b−a

b−x

1

|1− sv|ds
sv−λ(s− 1)2−α ,

comme b− x ≥ h, λ+ α < 1 , alors

|J3| ≤ C‖g‖Hλhλ+α−1h,

i.e

|J3| ≤ C‖g‖Hλhλ+α.

Finallement d’aprés les estimations de J1, J2 et J3 on a

|G2(x+ h)−G2(x)| ≤ Chλ+α.

Remarque 2.4. Du théorème (2.3) on peut déduire une proposition analogue pour le poids

ρ(x) = (x− a)µ(b− x)v.

Théorème 2.4. Soit 0 < λ < 1, λ+ α < 1 . L’opérateur

Iαa+ : Hλ
0(ρ) −→ Hλ+α

0 (ρ),
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est borné, avec ρ(x) = (x− a)µ(b− x)v, µ < λ+ 1, v > λ+ α.

Preuve. Soit ϕ(x) ∈ Hλ
0(ρ) . On choisit un point c arbitraire , c ∈ (a, b) et on introduit la

fonction

ϕa(x) =


ϕ(x) si x ≤ c,

ϕ(c) si x > c,

et

ϕb =


0 si x ≤ c,

ϕ(x)− ϕ(c) si x > c,

telle que ϕ(x) = ϕa(x) + ϕb(x) .

On a :

ϕa(x) ∈ Hλ
0(ρa), ϕb(x) ∈ Hλ

0(ρb).

où ρa(x) = (x− a)µ, ρb(x) = (b− x)v.

Effectivement , en vérifiant par exemple , que ϕa(x) ∈ Hλ
0(ρa) .

On a

ρa(x)ϕa(x) =


g(x)
ρb(x) si x ≤ c,

ρa(x)ϕ(c) si x ≥ c,

où

g(x) = ρ(x)ϕ(x) ∈ Hλ([a, c]), g(a) = 0.

Comme les fonctions [ρb(x)]−1 et ρa(x)ϕ(c) sont infiniment différentiables sur [a, b] , [c, b]

respectivement , alors

g(x)
ρb(x) ∈ H

λ([a, c]), ρa(x) ∈ Hλ([c, b]),

donc

ρa(x)ϕ(x) ∈ Hλ([a, b]).

Alors ρa(x)ϕ(x) étant une combinaison continue deHλ([a, c]),Hλ([c, b]), elle appartient

àHλ([a, b]). Du raisonnement précédent il est aussi clair , que

‖ϕa‖Hλ ≤ c‖ϕ‖Hλ(ρ) et ‖ϕb‖Hλ ≤ c‖ϕ‖Hλ(ρ) .
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En vertu du théorème (3,1) , on a

‖Iαa+ϕa‖Hλ+α(ρa) ≤ c‖ϕa‖Hλ(ρa) ≤ c‖ϕ‖Hλ(ρ),

et

‖Iαa+ϕb‖Hλ+α(ρb) ≤ c‖ϕb‖Hλ(ρb) ≤ c‖ϕ‖Hλ(ρ).

En remarquant que (Iαa+ϕb)(x) = 0 si x ≤ c , on trouve :

‖Iαa+ϕb‖Hλ+α(ρ) ≤ c1‖Iαa+ϕb‖Hλ+α(ρb).

En prenant aussi en compte que ρb ∈ Hλ+α et v > λ+ α , on obtient :

‖Iαa+ϕa‖Hλ+α(ρ) ≤ c2‖Iαa+ϕa‖Hλ+α(ρa).

Donc

‖Iαa+ϕa‖Hλ+α(ρ) ≤ c2‖Iαa+ϕa‖Hλ+α(ρa) + c1‖Iαa+ϕb‖Hλ+α(ρb) ≤ c‖ϕ‖Hλ(ρ).

Lemme 2.3. Soit la fonction ϕ(x) , 0 < x ≤ l , avec |ϕ(x)| ≤ kx−γ , α < γ < 1 . Alors

f(x) =
∫ l

0

ϕ(t)dt
(t+ x)1−α ∈ H

α+β([0, l];xγ+β),

quelque soit β ≥ 0 , tels que α + β ≤ 1 , et ‖f‖Hα+β(xγ+β) ≤ ck , où c ne dépend pas de ϕ(x) .

Preuve. Montrons que

φ(x) = xγ+β
∫ l

0
ϕ(t)(t+ x)α−1dt ∈ Hα+β([0, l]).
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Nous avons , pour l = 1 et h > 0 :

φ(x+ h)− φ(x) = (x+ h)γ+β
∫ 1

0
ϕ(t)(t+ x+ h)α−1dt− xγ+β

∫ 1

0
ϕ(t)(t+ x)α−1dt

= (x+ h)γ+β
∫ 1

0
ϕ(t)(t+ x+ h)α−1dt− xγ+β

∫ 1

0
ϕ(t)(t+ x+ h)α−1dt

+ xγ+β
∫ 1

0
ϕ(t)(t+ x+ h)α−1dt− xγ+β

∫ 1

0
ϕ(t)(t+ x)α−1dt

≤ k|(x+ h)γ+β − xγ+β|
∫ 1

0
t−γ(t+ x+ h)α−1dt

+ kxγ+β
∫ 1

0
|(t+ x+ h)α−1 − (t+ x)α−1|dt

≤ k(φ1 + φ2),

avec

φ1 = |(x+ h)γ+β − xγ+β|
∫ 1

0
t−γ(t+ x+ h)α−1dt,

et

φ2 = xγ+β
∫ 1

0
|(t+ x+ h)α−1 − (t+ x)α−1|dt.

D’aprés l’inégalité (2,3) avec le changement de variable suivant : t = (x + h)s , nous

avons

φ1 ≤ c1h(x+ h)γ+β−1
∫ 1

0
t−γ(t+ x+ h)α−1dt

≤ c1h(x+ h)γ+β−1
∫ 1

x+h

0
(x+ h)−γs−γ[(x+ h)s+ x+ h]α−1(x+ h)ds

≤ c1h(x+ h)α+β−1
∫ 1

x+h

0
s−γ(1 + s)α−1ds.

a. Si x+ h > 1 , on a

φ1 ≤ c1h(x+ h)α+β−1
∫ 1

0
s−γ(1 + s)α−1ds

≤ ch(x+ h)α+β−1

≤ chhα+β−1 = chα+β.
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b. Si x+ h ≤ 1 , on a

φ1 ≤ c1h(x+ h)α+β−1[
∫ 1

0
s−γ(1 + s)α−1ds+

∫ 1
x+h

0
s−γ(1 + s)α−1ds]

≤ c1h(x+ h)α+β−1[c2 +
∫ 1

x+h

0
s−αsα−1ds]

≤ c1h(x+ h)α+β−1[c2 +
∫ 1

x+h

0
s−1ds]

≤ ch(x+ h)α+β−1

≤ chhα+β−1 = chα+β.

En considérant maintenant φ2 , on utilise l’inégalité (2.10 )

φ2 = xγ+β
∫ 1

0
t−γ|(t+ x+ h)α−1 − (t+ x)α−1|dt

≤ c1hx
γ+β

∫ 1

0
t−γ(t+ x)α−2dt.

Posons t = xs

φ2 ≤ c1hx
γ+β

∫ 1
x

0
xα−γ−1s−γ(1 + s)α−2ds

≤ c1hx
γ+β−1

∫ 1
x

0
s−γ(1 + s)α−2ds.

a. Si x ≥ h , on a

φ2 ≤ chα+β−1h = chα+β.

b. Si x ≤ h , on a

φ2 = xγ+β
∫ 1

0
t−γ|(t+ x+ h)α−1 − (t+ x)α−1|dt

≤ 2xγ+β
∫ 1

0
t−γ(t+ x)α−1dt.

Posons t = xs

φ2 = 2xα+β
∫ 1

x

0
s−γ(1 + s)α−1ds

≤ chα+β.
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Théorème 2.5. Soit ρ(x) le poids défini par :

ρ(x) =
n∏
k=1
|x− xk|µk , a = x1 < x2 < ... < xn ≤ b, (2.17)

et serait vérifiée les conditions :

1. µ1 < λ+ 1 .

2. λ+ α < µk < λ+ 1 , k = 2, 3, ..., n− 1 .

3. λ+ α < µn < λ+ 1 , avec xn < b et λ+ α < µn avec xn = b .

Alors l’opérateur :

Iαa+ : Hλ
0(ρ) −→ Hλ+α

0 (ρ), λ+ α < 1,

est borné .

Preuve. La preuve est basée sur le théorème (2.4) et le lemme (2.1) .

Notons par :

ñ =


n-1 si xn = b ,

n si xn < b.

Posons

ϕk(x) =


ϕ(x) si xk ≤ x ≤ xk+1,

0 si x /∈ [xk, xk+1] ,

avec k = 1, 2, ..., ñ de telle sorte que

ϕ(x) =
n∑
k=1

ϕk(x).

Il est évident que

1.

(Iαa+ϕk)(x) = 0, x < xk(k ≥ 2).

2.

(Iαa+ϕk)(x) = 1
Γ(α)

∫ x

xk

(x− t)α−1ϕ(t)dt, xk < x < xk+1(1 ≤ k ≤ ñ).
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3.

(Iαa+ϕk)(x) = 1
Γ(α)

∫ xk+1

xk

(x− t)α−1ϕ(t)dt, xk+1 < x < xk+2(1 ≤ k ≤ ñ− 1).

Remarque 2.5. Il est impossible d’affaiblir la condition λ + α < µk , k = 2, ..., n dans le

théorème (2.5) . Quand λ+ α < µk le théorème (2.5) n’est pas vérifie .

Soit par exemple ρ(x) = (b− x)µ, µ ≤ λ+ α .

Pour la fonction ϕ(x) = (x− a)λ(b− x)λ−µ ∈ Hλ
0(ρ) , on peut immédiatement vérifier que

(b− x)µ(Iαa+ϕ)(x) = (b− x)µ
Γ(α)

∫ x

a

(t− a)λdt
(b− t)µ−λ(x− t)1−α 6= O((b− x)λ+α),

avec x −→ b , tel que Iαa+ϕ ∈ Hλ+α
0 (ρ).
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CHAPITRE 3

L’INTÉGRALE FRACTIONNAIRE DANS

LES ESPACES Lp ET Lp(ρ) :

Les intégrales fractionnaires sont connues pour conserver au moins l’espace Lp([a, b]).

3.1 L’intégration fractionnaire dans l’espace Lp

Théorème 3.1. [3] Soit f ∈ Lp([a, b],R) , 1 ≤ p ≤ +∞ et α > 0 alors ∃k > 0 tel que

‖Iαa+f‖Lp ≤ k‖f‖Lp avec k = (b− a)α
Γ(α + 1) .

Démonstration. Soit f ∈ Lp([a, b],R) , alors

‖Iαa+f‖Lp =
[ ∫ b

a

∣∣∣∣∣
∫ x

a
(x− s)1−αf(s)ds

∣∣∣∣∣dx
] 1
p

, a ≤ x ≤ b, a ≤ s ≤ x, s ≤ x ≤ b.

D’aprés l’inégalité de Minkowsky , on obtient

‖Iαa+f‖Lp ≤
1

Γ(α)

[ ∫ b

a
|f(s)|pds

] 1
p ∫ b

s
(x− s)α−1dx

≤ (b− a)α
Γ(α + 1)‖f‖Lp .

Par la même procédure en peut montrer que

‖Iαb−f‖Lp ≤
(b− a)α
Γ(α + 1)‖f‖Lp.
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Théorème 3.2. [3] Si 0 < α < 1, 1 < p < 1
α

alors l’opérateur d’intégration fractionnaire Iαa+

est borné de Lp dans Lq avec q = p

(1− αp) .

Prouve. On se liuite à donner la preuve d’une assertion plus simple , à savoir que Iαa+

est borné de Lp, 1 ≤ p ≤ 1
α

, dans Lr avec 1 ≤ r ≤ q = p(1− αp) . Nous avons

Γ(α)|Iαa+ϕ| ≤
∫ x

a
(|ϕ(t)| pr (x− t)ε− 1

r )|ϕ(t)|1− pr (x− t)ε−
1
p′ dt.

En utulisant l’inégalité de Holder généralisée .... avec n = 3, p1 = r, p2 = rp
r−p et p3 = p′ ,

nous obtenons

Γ(α)|Iαa+ϕ| ≤ (
∫ x

a
|ϕ(t)|p(x− t)rε−1dt) 1

r (
∫ x

a
|ϕ(t)|pdt) 1

p
− 1
r (
∫ x

a
(x− t)εp′−1dt)

1
p′

≤ C‖ϕ(t)‖1− p
r

Lp (
∫ x

a
|ϕ(t)|p(x− t)rε−1dt) 1

r .

D’où

‖Iαa+ϕ‖Lr ≤ c‖ϕ‖1− p
r

Lp (
∫ b

a
|ϕ(t)|pdt

∫ b

a
|x− t|rε−1dx) 1

r

≤ C‖ϕ‖1− p
r

Lp ‖ϕ‖
p
r
Lp

= C‖ϕ‖Lp .

Théorème 3.3. [3] Si α > 0, p > 1
α

alors l’opérateur d’intégration fractionnaire Iαa+ est borné

de Lp([a, b]) dansHα− 1
p ([a, b]) si α− 1

p
6= 1, 2, ..., ou dansHα− 1

p
, 1
p′ si α− 1

p
= 1, 2, ... , et

(Iαa+ϕ)(x) = 0((x− a)α−
1
p ) comme x→ a. (3.1)

Preuve. On obtient (3.1) en utilisant l’inégalité de Hôlder

|Iαa+ϕ| ≤
1

Γ(α)(
∫ x

a
|ϕ(t)|pdt) 1

p (
∫ x

a
(x− t)(α−1)p′dt)

1
p′

≤ C(x− a)α−
1
p (
∫ x

a
|ϕ(t)|pdt) 1

p .

En outre , nous considérons le cas α− 1
p
≤ 1, dans le premier temps . Pour x, x+h ∈ [a, b]
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nous avons

(Iαa+ϕ)(x+ h)− (Iαa+ϕ)(x) = 1
Γ(α)

∫ x+h

(x)
(x+ h− t)ϕ(t)dt

+ 1
Γ(α)

∫ x

a
[(x+ h− t)α−1 − (x− t)α−1]ϕ(t)dt

= I1 + I2.

En utilisant l’inégalité de Hôlder on trouve

|I1| ≤
1

Γ(α)(
∫ x+h

x
|ϕ(t)|pdt) 1

p (
∫ x+h

x
(x+ h− t)(α−1)p′dt)

1
p′

≤ chα−
1
p‖ϕ‖Lp ,

et

|I2| ≤
‖ϕ‖Lp

Γ(α) (
∫ x

a
|(x+ h− t)α−1 − (x− t)α−1|p′dt)

1
p′

≤ |Γ(α)|−1hα−
1
p‖ϕ‖Lp(

∫ x−a
h

0
|sα−1 − (s+ 1)α−1|p′dt)

1
p′ .

Si x − a ≤ h , alors une estimation pour I2 est claire . Si x − a > h alors nous utilisons

(2.10) et (A+B)
1
p′ ≤ A

1
p′ +B

1
p′ pour obtenir

|I2| ≤ hα−1/p‖ϕ‖Lp [C1 + C2

∫ (x−a)/h

1
s(α−2)p′ds]1/p′

≤ hα−1/p‖ϕ‖Lp [C3 + C4( h

(x− a))1−α+1/p],

C4 étant en plus multiplié par (ln x−a
h

)
1
p′ dans le cas α − 1

p
= 1 par conséquent , nous

calculons l’estimation

|I2| ≤


c hα−1/p‖ϕ‖Lp si α− 1/p < 1 ,

ch |ln 1
h
|

1
p′ ‖ϕ‖Lp si α− 1/p = 1.

La collecte des estimations pour I1 et I2 nous complétons la preuve du théorème quand

α− 1
p
≤ 1 .

Laissez maintenant α− 1
p
> 1 ensuite k < α− 1

p
≤ k + 1, k = 1, 2, ..., et ce cas réduit au
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précédent par différenciation direct :

dk

dxk
Iαa+ϕ = Iα−ka+ ϕ, 0 < α− k ≤ 1,

utilisant les définitions de l’espaceHλ etHλ,k dans le cas λ > 1 .

Corollaire 3.1. [3] La théorème (3.2) tient sous une forme plus forte :

Iαa+ : Lp([a, b]) −→ hα−
1
p ([a, b]) , 0 < 1

p
< α < 1 + 1

p

où hλ, est l’espace donné dans (1.6) .

Preuve. Soit ϕ ∈ Lp([a, b]) , ∀ε > 0 l’égalité ϕ = Pε + ϕϕ tient où Pε est un polynome et

‖ϕϕ‖Lp < ε avec les propriétés de l’espace Lp et par conséquent de théorème (3.2) on a

|(Iαa+ϕ)(x+ t)− (Iαa+ϕ)(x)| = |(Iαa+(Pε + ϕε))(x+ t)− (Iαa+(Pε + ϕε))(x)|

≤ |(Iαa+Pε)(x+ t)− (Iαa+Pε)(x)|

+ |(Iαa+ϕε)(x+ t)− (Iαa+ϕε)(x)|

≤ c1|t|α + c2|t|α−
1
p‖ϕε‖Lp

= o(|t|α− 1
p ).

Remarque 3.1. [3] L’énoncé sur la bornétude de l’opérateur Iαa+ de L∞ dans Hα montionné

ci-dessus (corollaire de théorème (3.1) ) corréspond au cas p =∞ dans le théorème (2.2) .

3.2 Les propriétés dans l’espace Lp(ρ)

Concernant étude la bornétude de l’opérateur d’intégration fractionnaire pour les

espaces de Lebesgue avec poids , on se contente de citer quelques théorèmes sans dé-

monstration pour plus de détails voire [3] .

Théorème 3.4. [3] Soient −∞ < a < b < +∞, si 1 < p < ∞, à < α − 1
p
< 1, alors
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l’opérateur Iαa+ est borné de Lp(ρµ) dansHα− 1
p

0 (ρ
µ
p ) , µ < p− 1 et

(Iαa+ϕ)(x) = 0((x− a)α−
1+µ
p ) lorsque x→ a.

Démonstration. voir [3, page 75] .

Théorème 3.5. [3] Soit t < p < 1
α

et µ < p−1 , ce dernier dans le cas d < b uniquement . Alors

l’opérateur Iαa+ est borné de Lp(ρ), ρ(x) = |x− d|µ, dans Lq(r) où q = p
(1−αp) , r(x) = |x− d|v

et

v > −1 si µ ≤ αp− 1,

v = µ q
p

si µ > αp− 1.

Démonstration. voir [3, page 74]

Théorème 3.6. [3] Soit 1 < p < ∞ , µk < p − 1 pour k = 1, 2, ..., n − 1; 0 ≤ m ≤ α

0 < α < m + 1
p

, q = p
1−(α−m)p , v1 = (µ1

p
− m)q, vk = (µk

p
− m)q, si µk > αp − 1 et

vk >
(
α− 1

p
−m

)
q, si vk ≤ αp−1, k = 2, ..., n . Alors l’opérateur Iαa+ est borné de Lp(ρ) dans

Lq(r) .

Démonstration. voir [3, page 76]
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CHAPITRE 4

L’OPÉRATEUR INTÉGRALE GÉNÉRALISÉ

Dans ce chapitre , on va présenter la définition et certaines propriétés des inté-

grales fractionnaires généralisées (voir [8] , [9] , [10] ) .

4.1 Définitions et proprietés

Définition 4.1. [3] Soit [a, b] un intervalle borné d’un ensemble R,Re(α) > 0 et soit g(x) une

fonction monotone croissante et positive sur [a, b] , ayant une dérivée continue g′(x) sur [a, b] .

Les intégrales fractionnaires à droite et à gauche d’une fonction f intégrable sur [a, b] par rap-

port à une autre fonction g sur [a, b] sont définies par :

(Iαa+,gf)(x) = 1
Γ(α)

∫ x

a
[g(x)− g(t)]α−1g′(t)f(t)dt, (4.1)

et

(Iαb−,gf)(x) = 1
Γ(α)

∫ b

x
[g(x)− g(t)]α−1g′(t)f(t)dt. (4.2)

Les opérateurs dans (4.1) et (4.2) sont exprimées via les opérateurs de Riemann-Liouville (2.1)

et (2.2) en utilisant l’opérateur de substitution Qg défini par :

(Qgf)(x) = f [g(x)],

ce qui nous permét d’établir à partir les propriétés des intégrales (4.1) et (4.2) découlent des

propriétés correspondantes des intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville données dans la

section 1.5 .

Proposition 4.1. [8] Soient Re(α) > 0 et Re(β) > 0 .
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1. Si f(x) = [g(x)− g(a)]β−1, alors :

(Iαa+,gf)(x) = Γ(α)
Γ(α + β) [g(x)− g(a)]α+β−1.

2. Si f(x) = [g(b)− g(x)]β−1, alors :

(Iαb−,gf)(x) = Γ(β)
Γ(α + β) [g(b)− g(x)]α+β−1.

Démonstration. On pose f(x) = [g(x)− g(a)]β−1, nous avons

Iαa+f(x) = 1
Γ(α)

∫ x

a
[g(x)− g(t)]α−1f(t)g′(t)dt.

Avec le changement de variable s = g(t)− g(a)
g(x)− g(a) , nous avons


t = a⇒ s = 0,

t = x⇒ s = 1.

Alors

Iαa+f(x) = 1
Γ(α)

∫ 1

0
(1− s)α−1[g(x)− g(a)]α−1sβ−1[g(x)− g(a)]β−1[g(x)− g(a)]ds

= 1
Γ(α)

∫ 1

0
sβ−1(1− s)α−1[g(x)− g(a)]α+β−1ds

= [g(x)− g(a)]α+β−1

Γ(α)

∫ 1

0
sβ−1(1− s)α−1ds

= B(α, β)
Γ(α) [g(x)− g(a)]α+β−1

= Γ(β)
Γ(α + β) [g(x)− g(a)]α+β−1.

Le même raisonnement nous permet d’avoir 2 .
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Remarque 4.1. [9]

1. Si nous considérons g(x) = x dans l’équation (4.1), nous avons

Iαa+,xf(x) = 1
Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1f(t)dt

= RLIαa+,xf(x).

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville .

2. En choisissant g(x) = ln x et en substituant par l’équation (4.1) , nous avons

Iαa+,lnxf(x) = 1
Γ(α)

∫ x

a

1
t
(ln x− ln t)α−1f(t)dt

= 1
Γ(α)

∫ x

a
(ln x

t
)α−1f(t)dt

t

= HIαa+,lnxf(x).

L’intégrale fractionnaire de Hadamard .

3. Pour g(x) = x , b =∞ et en substituant dans l’équation (4.1) on obtient

Iαb−,xf(x) = 1
Γ(α)

∫ +∞

x
(t− x)α−1f(t)dt

=x W
α
+∞f(x).

L’intégrale fractionnaire de Weyl .

Théorème 4.1. [9] Soit f une fonction continue sur Ω et α, β ∈ C avec Re(α), Re(β) > 0,

nous avons

Iαa+,g(I
β
a+,gf)(t) = (Iα+β

a+,gf)(t),

et

Iαb−,g(I
β
b−,gf)(t) = (Iα+β

b−,g f)(t).

Démonstration. Nous avons par définition et le changement de variable z = g(u)− g(τ)
g(t)− g(τ)
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on obtient

Iαa+,g(I
β
a+,gf)(t) = 1

Γ(α)

∫ t

a
(g(t)− g(u))α−1

(
1

Γ(β)

∫ u

a
(g(u)− g(τ))β−1g′(τ)f(τ)dτ

)

× g′(u)du

= 1
Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

∫ u

a
(g(t)− g(u))α−1(g(u)− g(τ))β−1

× f(τ)g′(τ)dτg′(u)du

= 1
Γ(α)Γ(β)

∫ t

a
f(τ)

∫ t

τ
(g(t)− g(u))α−1(g(u)− g(τ))β−1

× g′(u)dug′(τ)dτ

= 1
Γ(α)Γ(β)

∫ t

a
(g(t)− g(τ))α+β−1f(τ)g′(τ)dτ

×
∫ 1

0
(1− z)α−1zβ−1dz

= 1
Γ(α + β)

∫ t

a
(g(t)− g(τ))α+β−1f(τ)g′(τ)dτ

= (Iα+β
a+,gf)(t).

Théorème 4.2. [10] Soit α > 0 et f une fonction intégrable définie sur Ω et g ∈ C1(Ω,R) telle

que g′(x) 6= 0 , ∀x ∈ Ω . Les opérateurs d’intégrale fractionnaire (4.1) et (4.2) sont bornés de

L1 dans L1 .

Démonstration. Nous avons

|Iαa+,gf(t)| ≤ 1
Γ(α)

∫ t

a
(g(t)− g(s))α−1|g′(s)f(s)|ds,

donc

‖Iαa+,gf(t)‖L1 ≤
∫ b

a

1
Γ(α) |

∫ t

a
(g(t)− g(s))α−1g′(s)f(s)|dsdt

≤ (g(b)− g(a))α
Γ(α + 1) ‖f(t)‖L1

= M‖f(t)‖L1 ,
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avec M = (g(b)− g(a))α
Γ(α + 1) .

Définition 4.2. Soient g′(x) 6= 0 , α ∈ C avec Re(α) ≥ 0, (α 6= 0) et soient n = [Re(α)] + 1

et D = d
dx

. Les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville d’une fonction f par rapport à g

d’ordre α correspondant aux intégrales de Riemann-Liouville dans (4.1) et (4.2) sont définies

par :

(Dα
a+,gf)(x) = ( 1

g′(x)D)n(In−αa+,gf)(x)

= 1
Γ(n− α)( 1

g′(x)D)n
∫ x

a
[g(x)− g(t)]n−α−1g′(t)f(t)dt, (x > a),

et

(Dα
b−,gf)(x) = (− 1

g′(x)D)n(In−α−b,g f)(x)

= 1
Γ(n− α)(− 1

g′(x)D)n
∫ b

x
[g(t)− g(x)]n−α−1g′(t)f(t)dt, (x < b).

Proposition 4.2. Soient Re(α) ≥ 0, (α 6= 0) et Re(β) > 0 .

1. Si f+(x) = [g(x)− g(a)]β−1 alors :

(Dα
a+,gf)(x) = Γ(β)

Γ(β − α) [g(x)− g(a)]β−α−1.

2. Si f−(x) = [g(b)− g(x)]β−1 alors :

(Dα
b−,gf)(x) = Γ(β)

Γ(β − α) [g(b)− g(x)]β−α−1.

Démonstration. voir [10] .
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