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Notation

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes :

N L’ensemble des nombres naturels.
R L’ensemble des nomber reels.
R;: z € R: 2z > 0, L'ensemble des nombres réels strictement positifs.
C Lensemble des nombres complexe.
Re(z) Partie réelle de z
C(€Q2) Espace des fonctions continues sur 2 et a valeurs dans R
C™(J,R) Espace des fonctions continuement differentiable sur J et a valeurs dans R
CA(2)  l'espace des fonctions continues avec poids .
AC  L'espace des fonctions absolument continues.
AC"  L'espace des fonctions differentiables.
H Q) Tespace de Holder .
HAQ,p) lespace de Holder avec poids .
71 <p< 400 L'espace des fonctions integrables.
I' Lafonction Gamma.
B La fonction béta
Iy~ L'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville & gauche.

& L'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a droite.

o+, l'opérateur intégrale généralisé .
Dy La dérivé fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche.

. La dérivé fractionnaire de Riemann-Liouville a droite.

vi



Introduction

e calcul fractionnaire est une extension des notions classiques de primitive et déri-
L vation d’ordre entier non nul a tout ordre réel. Malgré que la dérivation fraction-
naire a été définie par plusieurs approches aux noms de Griinwald-Letnikov, Riemann-
Liouville, Caputo, cette notion a été introduite au XV I siecle lorsque Gottfried Leib-
niz a défini le symbole de la dérivation d’ordre entier positif, Guillaume 1"'Hospital I'a
interrogé sur la possibilité d’avoir une dérivée d’ordre 1. Cette question a attiré I'atten-
tion des mathématiciens dont Euler ou Lagrange au XV I11° siecle suivi par Liouville
en 1837, Riemann en 1847 ainsi que Griinwald 1867 et Letnikov en 1868. Pour plus de
détail historique, on peut consulter [5].

Dans ce mémoire on s'intérésse a 1’etude de la bornétude de 1’'opérateur intégrale frac-
tionnaire de Riemann-Liouville dans les espaces de Holder et ceux de Lebesgue avec
poids . Ce mémoire comprend une introduction et quatres chapitres .

Le 1°" chapitre est consacré a des rappels sur quelques espaces fonctionnels tels que les
espaces des fonctions continues et absolument continues, les espaces de Lebsegue , les
espaces de Holder et quelques inégalites intégrales necessaires telle que 1'inégalite de
Holder et de Minkowsky .

Le 2 chapitre comprend quelques rappels sue le calcul fractionnaire a sa voir l'inté-
grale de Riemann-Liouville et quelques proprietés dans les espaces de Holder et Hol-
der avec poids .

Dans le chapitre trois on présente quelques résultats de bornétude de I'opérateur inté-
grale de Riemann-Liouville dans les espaces de Lebesgue avec et sans poids .

Dans le chapitre quatre,on étand 'étude de bornétude a I'opérateur généralisé de Riemann-

Liouville .

vii



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre , nous introduisons les principaux outils qui seront utiles dans

toute la suite de ce travail .

Dans tout ce qui suit (2 désigne un intervalle fini [a, b] de 'ensemble R sauf men-

tion contraire .

1.1 Les espaces des fonctions continues

Définition 1.1. [1] On désigne par C(S2) l'espace des fonctions continues dans ) Cest a dire :
C(Q)={f:Q— C,f continue } .

L’espace C := C(2) est un espace vectoriel normé par :

I flle = max /()]

Théoreme 1.1 (Complétude ). L'espace C(2; ||.||c) est un espace de Banach .

1.1.1 L’espace C"(f2)

Définition 1.2. [3] Soit n € N. On désigne par C"(Q2) 'espace des fonctions f telles que f™

existe et est continue sur € .

Théoreme 1.2 (Complétude ). L'espace C"(S2) est un espace de Banach pour la norme :

n

Flles =D 1fPlle =
k=0

()
Orggg!f ()|, n € N.



1.2. LES ESPACES H* ET H*(p) :

1.1.2 L’espace C,(1?)

Définition 1.3. [3] . Soit A € C(0 < Re()\) < 1).
On désigne par C,(2) 'espace des fonctions f définies sur |a, b| telles que
(z —a)*f(z) € C(Q) . Clest a dire :

CA(Q) = {f a,0] = C, (. —a)*f(.) € C(D)}.
Notations 1.1. L'espace C,(£2) est appelé I'espace des fonctions continues avec poids .

En particulier ,

Théoreme 1.3 (Complétude ). L'espace C,(S2) est un espace de Banach pour la norme :

1Flley = @ = ) f(@)lle = max|(z — a)* f(2)].

1.2 Les espaces H* et H(p) :
Soit A €]0, +o0|

Définition 1.4. [3] Soit f une fonction définie sur Q2 . On dit que La fonction f satisfait la

condition de Holder d’ordre )\ sur ) si :
1f(x1) = f(z2)|| < Allzy — zo]]*, A €]0, +o0] (1.1)

pour tout xy , xo € S, ot A est une constante et \ est I’exposant de Holder .

Définition 1.5. [3] On note par H* = H*(Q) l'espace de toute les fonctions qu’en générale

sont a valeurs complexes et satisfont a la condition de Holder d’ordre fini X sur (2.

Remarque 1.1. [3]
feEHND) = feC).

FMI Tiaret 10



1.2. LES ESPACES H* ET H*(p) :

Remarque 1.2. [3]

1. Seul le cas 0 < X\ < 1 est intéressant puisque si \ > 1 alors I'espace H* contient que les

fonctions constantes f(x) = const il découle de (1.1) que f'(x) =0si A > 1.

2.SiA=0,HQ) =C(Q).

Lemme 1.1. [3] Soient Q0 = [a,c], Qs = [c,b], —o0o < a<c<b< +ooet)=]a,b].
Si f(x) € HMN) et f(x) € HMNQ) et f(c —0) = f(c+0),alors f(x) € HNQ).

Théoréme 1.4 (Complétude ). [3] Les espaces H(2) sont des espaces lineaires normés par :

£l = max | f(a) +  sup SISt 1.2

T1,x2€80,21F£T2 ‘:Ul - x2’)\

L'espace H* est un espace de Banach .

Preuve. voir [[2],p173] . H

1.2.1 L’espace h'(Q)

Définition 1.6. [3] h*(2) est 'espace des fonctions f qui vérifient une condition plus forte que

(1.1):

f(x2) — f(x1)

S — 0 si a9 —> 19, (1.3)
|22 — 1]
pour tout x1, x5 € (2.
Remarque 1.3.  a) h* C H
b) H'(2) est appelé espace de Lipchitz .

1.2.2 L’espace H(p):

Définition 1.7. [3] Soit p(x) une fonction mesurable non négative . L'espace des fonctions

f(x) telle que p(x) f(x) € H Q) est noté par :

HANp) = HN(Q, p).

FMI Tiaret 11



1.2. LES ESPACES H* ET H*(p) :

Dans ce qui suis on concidére la fonction de poids sous la forme :
p(w) = T] o — ael™, (1.4)
k=1

avec [, sont des nombres réelles et x), € €2 .

En vertu de 'espace H(p) , les fonctions de cet espace sont représentées sous la forme :

fo()
p(z)

flz) = fola) € H(p). (1.5)

Définition 1.8. Soit p(z) définie par (1.4) , notons par Hy(p) := HY (2, p) Uespace des fonc-
tions pour lesquelles fo(xy) = 0.

Nous allons également utiliser les espaces des fonctions de poids :

hy = {f(2), p(2)f(z) € 17, p(2) f () s=a = p(2) f () s= = 0}.

Remarque 1.4. D’aprés (1.5) on déduit que :

Il fll22 o) = 1 follzer-

La complétude de I'espace H*(p) a I'égard de cette norme étant évidente par l'isometrie entre

les deux espaces H(p) et H* .
Propriété 1.1. [3]
) Si f(x) € HM[a,b]) et 0 < o < X, alors

|f(x) = f(c)]

A~ <ec<
]x—c| eH ([CL,bD? a<c<b

g(z) =

et
19ll22-o < K[| fll32,
ot K ne dépend pas de f(x) voir [[2],p22] .

%) Si () est un intervalle fini et p(x) une fonction de poids (1.3) on a :

CH(Q) C HY (2, p) C Li(Q)

FMI Tiaret 12



1.2. LES ESPACES H* ET H*(p) :

ou Ly I'espace de Lebesgue et

K1l fll, < £l (p) < Kl fller,

avec A\ < pup <A +1,K=1,2..n.

1.2.3 L'espace AC(Q2):

Définition 1.9. Une fonction f(x) est dite absolument continue sur un intervalle fini ) , si
pour tout € > 0 il existe un § > 0 tel que pour tout ensemble fini des intervalles [ay, by] C €

k=1,2,...,ntel que >} (by —ax) <9, lUinégalité 32}, | f(bx) — f(axr)| < € est vérifiée .

Notations 1.2. L'espace des fonctions abs-continues est noté par AC(2) .
Caractérisation : L'espace des fonctions absoluments continues est 'espace des fonctions pri-

mitives des fonctions intégrables , c’est a dire :

f(z) € AC(Q) & f(z) =c+ /j o(t)dt, /ab lo(t)|dt < oo. (1.6)

Donc les fonctions absoluments continues ont une dérivée sommable f'(x) presque partout .

Remarque 1.5. La continuité absolue ne découle pas de I'existence d'une dérivée sommable

presque partout . Il est évident que H' () C AC(Q) Uinclusion inverse n’est pas vraie .

Exemple 1.1 (Contre exemple). f(z) = (z—a)* € AC(Q) mais f(z) ¢ H'(Q)si0 < a <1

puisque la condition (1.1) avec A = 1 n’est pas verifieé au point x = a .

Théoréme 1.5 (Complétude ). L'espace AC est un espace de Banach pour la norme :
b !
£l aciey = 1 £(a)] +/a F()|dt.

1.2.4 L’espace AC"

Définition 1.10. On note par AC"(Q) , ou n=1,2,... et 2 est un intervalle fini l'espace des
fonctions f(x) continuement dérivables jusqu’a l'ordre (n—1) sur Q0 , avec f"=V(x) € AC(1).
ie

ACY(Q) = f: Q — C,(D"'f) € AC(Q).

FMI Tiaret 13



1.3. LES ESPACES Lp ET Lp(p)

En particulier AC'(2) := AC(Q) .

1.3 Les espaces L, et L,(p)

Soit p € [1, 0] .

1.3.1 L’espacel,:

Définition 1.11. [1]] On note par :

L,(2) ={f:Q — Rou C/ fest mesurable et [, |f(x)[Pdx < co}.

. 1
L Sil<p<ooonpose | fll, @ = (o |f(x)Pdz)r ou | flle, := [ fllL(€2) := [[f]l5 -
2. Sip = oo l'espace L (2) est défini comme I'ensemble de toutes les fonctions mesurables

essentiellemet bornées et on pose :

[ fllLw (@) = supesssealf(z)] = inf{c > 0,mes{z € Q,[f(x)] # 0} < c}.

(voir [5]p12-13]) .

Théoreme 1.6 (Théoreme de Fisher-Riesz). L'espace (L, ||.||,) est un espace de Banach

(fglf(xﬂpdrc)p S 1<p<oo

pour tout 1 < p < oo avec ||f||r, =

supesszeqlf(x)| si p= oc.

1.3.2 Quelques inégalités intégrales :

. 1 1
Théoreme 1.7. (L'inégalité de Hblder) Soient p,q € [1;+o00] avec — + — =1, f € L, et
b q

q € Lgalors :

L1 @g@ldz < 117 @)l @llg(@) 1,0 (17)

On note que (1.7) est vraie si1 < p < oo(qg=o00,sip=1letq=1sip=o00).

FMI Tiaret 14



1.3. LES ESPACES Lp ET Lp(p)

Corollaire 1.1. (L'inégalité généralisée de Holder)

L1A@)-fa@)lde < il @ Fall,, @ (18)

1
ou fr(x) € L, (), k=1,...,met X5, ]7 =1.
k

Corollaire 1.2. Soit 1 < py < py alors L, (2) C L,,(2) et de plus on a :

[ fllL,, @) < CllflL,, @- (1.9)

Corollaire 1.3. (L'inégalité de Minkowsky) Soit ) un intervalle fini , p € [1,400] et
f,9 € L,(Q2) alors :

1f +gllL,@ < 1l + ll9llL,@- (1.10)

Théoreme 1.8. (L'inégalité intégrale de Minkowsky ) Soient (X, A, u) et (Y, B,v) deux
espaces mesurés o-fini et F' une fonction mesurable positive sur le produit X x Y . Alors pour

tout p € [1, +00]

(/X (/},F(w,y)dv(y)ydu(x)); < /Y (/}{F(:r,y)pdu(w)y(iv(y)-

Théoreme 1.9. Soit Oy = [a,b], Qs = [¢,d],—00 < a < b < 400,—00 < ¢ < d < 400,
et soit f(x,y) est une fonction mesurable définie sur 2y x Qy, si au moins une des intégrales

Jo, dx Jo, f(2,y)dy , Jo, dy fo, [(z,y)dz ,[lo, vq, f(7,y)dxdy, est absolument convergente et

ona

/abdw/jf(w,y)dy = /abdy/;f(x,y)da: (1.11)

Théoreme 1.10. [3] Soit la fonction f(x,h) telle que : |f(z,h)| < F(z) ou F(x) ne dépent

pas du parametre h et F'(x) € L1(Q) si }lLin% f(z, h) existe pour presque tous x € € alors
—

hm/ flo hdx—/ lim £z, h)d (1.12)

FMI Tiaret 15



1.3. LES ESPACES Lp ET Lp(p)

La preuve des propriétés ci-dessus peut étre trouvée dans [3] .

Théoréme 1.11. [3] Soit K (t) € L;(Q) et [T2° K (t)dt = 1 puis la moyenne

/+O° K(t)f(x — et)dt = 1/+°O K fe -, (1.13)

—00 € J-—x £

de la fonction f(z) € Ly(R'),1 < p < oo converge vers f(x) si e — 0 dans L,(R") de
plus si |k(t)] < A(|t]) ou A(R) € Li(RY) et de facon monotone la moyenne converge vers
f(x) presque par tout . La preuve de convergence L-norme dans ce théoreme est bien connue et
simple (voir le preuve dans [2; page 77]) . L'analogue périodique du théoreme (1,3) dont nous

aurons besoin dans la suite .

1.3.3 L'espace L,(p)

Définition 1.12. [3] Soit p(x) est une fonction mesurable positive . On note par

L,(p) = Ly(2, p) l'espace des fonctions f(x) mesurables sur € pour lesquelles

bt = ( [ sl 0par) < .

Nous ne traiterons que des poids de la forme (1.3) .

Théoreme 1.12. [3] L'espace L, (p) est un espace de Banach compte tenu de l'isométie

1L, = o7 flle,@)- (1.14)

Une inégalité analogue a celle de Holder pour les espaces avec poids

L1 @g@)lde < 17l llgl, oo 1<p <00 (115)

résulte de (1.7) .

Dans la suite , nous aurons a traiter des opérateurs intégraux de convolution :

—+00

hg = (hig)(z) = / h(z — t)p(t)dt. (1.16)

—00

FMI Tiaret 16



1.4. QUELQUES FONCTIONS SPECIALES :

Théoreme 1.13. (Inégalité de Young) [3] Si h(t) € L1(RY), ¢(t) € L,(R'), puis
(hxp)(z) € Ly,(RY) , 1 < p < oo et 'inégalité

[hxplly < (111 llsll, (1.17)

est vérifieé .

Soit la fonction K (x,t),x > 0,¢t > 0. La fonction K est dite homogene de degré « si I'égalité
KAz, M) = A\*K (z,t),A > 0. (1.18)
En particulier , pour X =t~ la fonction homogene de degré « peut étre représentée par
T
K(z,t) = to‘Ko(g). (1.19)
Théoreme 1.14. [3] Soit K (x,t) une fonction homogene de degré —1 si
[e.e] —1 o) 1
K:/ K (2, 1)]7 do g/ K (1,2)|c7 dt < oo, (1.20)
0 0
alors l'opérateur intégral
K, = (Ko)(x) = [~ K(a. e, (1.21)

est borné dans L,(0,00),1 < p < ocoet ||K¢||r, < K|p||L, oit K est donné par (1,20) .

1.4 Quelques fonctions spéciales :

1.4.1 La fonction Gamma ['(2) :

Définition 1.13. Pour z € C — {0, -1, -2, -3, ...} , la fonction Gamma d’Euler est définie
par :
Si Re(z) > 0

['(z) = /OO v* e "dx, Rez > 0. (1.22)

0

FMI Tiaret 17



1.4. QUELQUES FONCTIONS SPECIALES :

Si Re(z) <0,z2#0,—-1,-2,-3, ...

1.4.1.1 Propriétes de fonction I'(z) :

1. Pourz€¢ C—-0,—-1,-2,-3, ...
[(z+41) = 2I'(2).

2. Pourn € N*

3. Pourz € C—-0,1,2,3, ...
[l —2)=—z'(—2).

1.4.2 La fonction Béta 5(z, w)

Définition 1.14. Soit z,w € C, la fonction Béta est définie par :

L)l (w)

Plew) = T T ay

Théoréeme 1.15. Propriétes de la fonction Béta

1. Pour Re(z), Re(w) >0, ona

5ew) = [ AL - ey

400 tz—l
o /0 (1 + Z)z+w

= Q/E(Sint)%_l(cost)m_l.
0

1
B+ Lw+1) = /O (1 — t)vdt.

3. La fonction Béta possede les identités suivantes :

FMI Tiaret 18



1.4. QUELQUES FONCTIONS SPECIALES :

(a)
Bz, w) = p(w, 2).
(b)
Blz,w) =Bz + 1, w) + B(z,w + 1).
(c)
Blzw+1) = 2B+ Luw) = ——p(zw).

FMI Tiaret 19



CHAPITRE 2

L'INTEGRALE FRACTIONNAIRE DANS

LES ESPACES 1 ET H(p) :

Nous considérons dans ce chapitre les opérateurs d’intégration fractionnaire dans
les espace de Holder H* et les espaces de Holder avec poids H*(p) , 0 < A < 1.
Les résultats sont formulés et prouvés uniquement pour les intégrales fractionnaires a

gauche .

2.1 L’integrale fractionnaire de Riemann-Liouville dans
C([a, b)) :

Définition 2.1. [6] . Soient Q2 = [a,b] avec (—oo0 < a < b < +00) un intervalle fini sur R,
a € C, Re(a) > 0 et f une fonction continue sur € .

L’intégrale fractionnaire a gauche de Riemann — Liouville d’ordre o de f définie par :

IT f(x) = /ax @;i(gladt’x > a, (2.1)

et l'intégrale fractionnaire a droite de Riemann — Liouville d'ordre o de f définie par :

I f(z) = /b O v (2.2)

Jo (z—1t)l@

Remarque 2.1. Si [ € L([a, b)) les fonctions I$, [, Iy [ sont définies par les méme formules

(2.1)et(2.2).

Exemple 2.1. ([7], page71) Soient o, f € C avec Re(«), Re(B) > 0et a,b € R. Nous avons
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2.1. 'INTEGRALE FRACTIONNAIRE DE RIEMANN-LIOUVILLE DANS C([A, B]) : ===

1.
i PO e
Po— a7 = @ e 3)
2.
o (h_ )1 — L'(3) _ p)Bra-l
=) = g b 24

Remarque 2.2. Soit Q) l'opérateur de reflexion définit par : (Qf)(z) = f(a+b—x), alors on
a:

QL& =1 Q.

Démonstration. Soit f € Ly([a,b],R), alors

QU@ = Iz b+ =) = s [ v a—a =0 0

Posons s = a + b —t, on trouve

QLN w) = ~ges [ 0= 21 fla b=

r
= w7 [ 0= @
D’ou
QUE () = (12,00)@)
Ce qui montre que QI%, = I Q. O

Propriété 2.1 (Propriété de Semi-groupe). Soient f € C([a,b]) et a > 0 et § > 0 les inté-

grales fractionnaires de Riemann — Liouville (2.1) et (2.2) possede les propriétés suivantes :

LI (I f(2)] = 157 f ().

2. I (1) f(2)] = [EP ().

Preuve. Voir [4]. O
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2.2. INTEGRATION FRACTIONNAIRE DANS I'ESPACE H* :

2.1.1 Dérivation fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 2.2. Soit f une fonction de [a, b] dans R . On appelle la dérivée d’ordre o au sens

de Riemann-Liouville les fonctions définies par :

Dy, f(x) = . /j (:cf(t>

dzT(1 - «) —t)’
et
o _ a1 b f(t)
Dbf(x)__dzrf(l—a)/x (t— )

On note D, et D,_ respectivement les dérivées a gauche et a droite .

Lemme 2.1. Soit f € AC(S,R) alors la fonction f admet des dérivées fractionnaires D, et

Dy presque par tout sur Q avec DS, f , Dg_f € L™(Q), pour 1 < r < + . De plus

Do f(z) = ml_a) l(xf_(ai)a + / g (gsfl_@)adt],

et

Dy f(x) = _F(ll—a) [(bf_(%a + /: (tf_/(i))adt].

Démonstration. Voir [4] O

2.2 Intégration fractionnaire dans I’espace H" :

Les théorémes cités ci-dessus (2.1)-(2.5) montrent que 'intégrale fractionnaire amé-
lioré l'ordre de Holder A a o . Le cas oit A + «a est un entier joue un rdle important
surtout pour l'espace H*! .

Commengons par le cas principal ot 0 <A <1,0<a < 1.
Théoréme 2.1. Soient f(z) € H*[a,b]) , 0 < X < 1,0 < a < 1. Alors l'intégrale
fractionnaire I, f prend la forme :

1z, 0)(w) =

m(x —a)® +Y(z), (2.5)
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2.2. INTEGRATION FRACTIONNAIRE DANS I'ESPACE H* :

oitp(x) € HM®,si \+a # letp(x) € HM  sidx+a=1.

De plus il existe un réel A strictement positif tel que
(@) < Alz = a)*. (26)

Démonstration. On a

([§+ )(z) = F(loé) /j (x f(f))ladt
1= f(t) = fla) + f(a)
= T(a) / w—pia
_ fla) = dt L= f(t) — fla)
- T(a) /a (x —t)'=  I(«) /a (x —t)t—
IO P Ry
" Tar D VT L o
_ [fla) a
- F(Oz—i— 1)<£IZ'— a) +¢(33),
o vl) = s 42 T
Puisque f € H*([a,b]) , on obtient

110 - (@)
LCIES ey A=l

1S ey [ a-1
< F(Z)A/a(t—a)A(:);—t) dt.

Calculons l'intégrale
/x(t — ) — 1),

En éffectuant le changement de variable t = a + r(z — a) , alors
T 1
/ (t—a)x — t)*Ldt = / Az — a1 — 1) Yz — a)* Yz — a)dr
a 0

1
= (v — a)’\+a/ (1 —7r)*tdr
0

= (2 — a)*B(\+ 1, a).
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2.2. INTEGRATION FRACTIONNAIRE DANS I'ESPACE H* :

Donc

||fHHA5()\ + 1,0()(1’ . a)/\—i—a'

Dot
(@) < A(z —a)™*e.

Il reste a montrer que ¢ € H % ([a,b]) si A\ +a # 1 oubieny) € HM*!([a,b]) siA+a = 1.
Soit g(z) = f(x) — f(a) de telle sorte que

l9(2)] < A(z —a)*.

Soit h > 0 tel que x,x + h € [a, b] , nous avons

Lo f(t) = fla)
Vo) = fgg gt

Donc
L pzth f(t) = f(a)
1/J(x+h)_r(a)/a (:1;+h—t)1—adt’

wth f(t) = fla) L= f(t) = fa)
Vet =00 = 5o [ syt T i L g

_ LSS, L fe= = f),,

- tl—a

Do) Jon (ke I(a)

L1 e gle—t) 1 pragla—t)
_r(a)/h (t—l—h)ladt_l“(oz)/o e—
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2.2. INTEGRATION FRACTIONNAIRE DANS I'ESPACE H* :

Alors

Vo + 1) = 000) = o [ ol = Ol —

L 0 glz—1t)
I'(«a) /—h (t+ h)l—« dat

Jdt

4+ — /Oxa[g(x —t) —g(@)][(t+ h)a—l - to‘_l]dt " 1 /0 gz —1) "

I(a) T(a) Jon (t + h)-e
g9(x) o a a—1
P(a+1)[(x—a+h) —(z—a)* = h*7]
1 T—a o—1 o1
oy 19— gl by =
+ a7 [ ot =0 = a(@)e+ 1)
g(z) [0 a—1
o /_ (= n)
= 9(z) —a *—(x—a)”
1 e atl _ ya—1
Ve oG = gl R e
1 0 o1
ey [0t =0 = g+ by
=Ji + Jo + Js,
tel que
5= S - a ) - - a))
h= g o =) gl =
et
5= e [ late =0 = g 1)
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2.2. INTEGRATION FRACTIONNAIRE DANS I'ESPACE H* :

Ona
|J1| S m($—a)k|($—a+h)a_({[—a)a|
A N h
_ L w—a o« _q
etsih >z —aona(l+ L) —1< - alors
hA hotr A
< o _ )\+Oz—1 <7
Al s =T+ 1)

Danslecas0 <h <A—aona(l1+1%)*—1<at,etdaprés on obtient

hA

hoz—l—)\A
- . )\“1‘0&—1 <
Tar D@~ %

< _
RS ~ T(a+1)

Finalement on a montré

ha—i—)\A

| 1] < m (2.7)

De meme maniere pour J3; on a

g < — /0 LY S VP RS
N =Tla+1) Jon (t+h) = D(a+1)

Ah* [0 ApAte
< t+h)ldt = —— .
= Ta) [+ T(a+ 1)

Maintenant en estime J,

| Jy| < ot — (t+h)* Mg(z —t) — g(x)|dt

IN

tal t—f-h)a l]d

El>2
h>”\>—‘

b
ol
< 5o (R R R

Aa—1
<A b e = e
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2.2. INTEGRATION FRACTIONNAIRE DANS I'ESPACE H* :

Siz —a < halors

AhMe /mﬁa a1
F(a) Jo
B A
A+ a)l(e)
A ra (@ —a
[a+1) hAte

| Jo| <

Mo [hA-l-oc] g%a

))x—l—a

Donc
A h/\-i-oz

’2‘_m

Six—a>g,ona

— INa) t
Alors
Ah)\—‘roc
2.8
D’apres (2.3) et (2.4) on trouve
90+ B) — Y(@)] < gt B
“I'(a+1) ’
ce qui montre que vy € H ' ([a, b], R). O
Conséquence 2.1. L'opérateur A : H* — H M | X+« # 1 est borné .
Et de méme maniere 'opérateur B : H> — H ! X+« = 1est borné .
Lemme 2.2. Soit L : H*([a, b], R) — H ([a, b], R) un opérateur défini par :
(Lf)(x /f t Vg0 <A< 1,0< A< 1.
x p—
Si0< A+ a < 1,alors L est borné .
Démonstration. Ona || Lf|lox = ||Lfllec + [[Lf]lor+a -
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2.2. INTEGRATION FRACTIONNAIRE DANS I'ESPACE H* :

De plus

”LfHO,)\: sup (Lf)($)|§ 2HfHoo

€fab] [(a+1) (b—a)* (2.9)

Pour z,y € [a,b] on a

(LF)(z) — (Lf)(y)| = r(la)’/x f((t)—_tj]:(?dt_/ay f(t)—f(a)dt|

a Xz (y — t)lfa
L f) = fla)
< F(@)\/y TR dt|

1 Y 1 1
iyl L GO = F@) g — gl
=Ji+J2
tel
o jo Ll s,
" 0(e) y (@ —t)ie
et
1 Y 1 1
T2 = Fayl [ U0 = @ — o gl
Rl e =
L IE = Sl — ) *|f () = ()
<t G- @l o
< [lf(]gy (- P = o+ L020 — a9 [ - o
<ol [ -0 - 0¥
< [IJ‘C(]Z; [Bla, A+ 1]z =yt + ;!y —y|" 1 — i:;ﬂ-
Alors
1| < Ci[fJople — y[*H, (2.10)
avee Oy — aB(a,A\+1)+1

I'a+1)
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2.2. INTEGRATION FRACTIONNAIRE DANS I'ESPACE H* :

Pour J, on a

1 1

D e
g a0
< g L MO = F@I e

o [ - sl e

1 Y
Bl < gy L 110 = Sl

<y L s

< s [ = apt - e

< Pl - o [ e

< gy el - (el B ()
< PE2B(va)ly - o

D’apres (2.9) et (2.10) on obtient

IZfllor+a < Cllflloa, f € H([a,b], R),

A 2(b—a)

B 1
ouC = +01+M

T(a+1) ()

Corollaire 2.1. L'opérateur donné par

Ig, : C(la,b],R) = H*([a,b],R)

f= 10 f

est borné .

Démonstration. Soit f € C([a,b],R), alors

120)0) = 7 | ittt =00+ s [ ot

« r —t)l-e IN(e! x —t)t-e
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2.2. INTEGRATION FRACTIONNAIRE DANS I'ESPACE H* :

avec Y(z) = F(la) I JZS)_;){(Z) dt .

D’aprés le lemme (2,1) il existe A > 0tel que

¥llon < A1 e 1)
Posons ¢(z) = F(la) I @ i(?))ladt,
el < sl e 12)

Soient z,y € [a, b] tel que = > y , alors

. L M@ )
RIS ) A = Ay =

< =l = o) — (=)
— eyl - - - T
< polge -y - 20
< MI —yl™
Fla+ 1)
Donc
¢(|Z): y|a(a) = Fﬂfh) (213)
D’aprés (2.5) , (2.6) et (2.7) on obtient
[¥lloa < Ol e £ € Clla, B R),
avec 0= —2 4 =0 | 5 =

I'a+1) * I'(a+1)

Conséquence 2.2. On peut voir que l'opérateur I, : Lo — H® tel que

12 (@) = i [ @ = e
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2.2. INTEGRATION FRACTIONNAIRE DANS I'ESPACE H* :

est borné .

Preuve. Posons

p(z) = ]c?—i-f(x) =

F(la) /j+h(:p +h— )L f(t)dt,

et h > 0 alors

P+ ) = I (@ 1) = s [0

Alors

z+h T
D(@le(z+h) = (@) = | [ @+h=t @)t = [ (@ =1 flo)dt
— | /r(x = ) () dE + /Hh(x =)L) de
— (@ ()

< sup [ [ J@—t)*" = (x4 h—t)""dt

+ [ @+ h =07 fe
<e [/(x — )27 dt + h|| £ .
< oa([(@ = 1)1 + 2| fllee
< csl(@ — )" + h||f | e

< ch®[| fll o -

]

Théoréme 2.2. Soit p(x) € H*, X\ > 0. Alors l'intégrale fractionnaire I, p , o > 0, prend

la forme :

m (k) a
Iaele) = 3 2 o o)

ot m est le plus grand entier tel que m < \ et

(=) HMe | si \ + a non entier oit si \, o entiers
U(x) €

H ol si A+ « entier , mais \, o non entiers .
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2.3. LINTEGRALE FRACTIONNAIRE DANS L'ESPACE H*(p) :

Le théoreme (2.2) peut étre déduit du théoreme (2.1) , si on prend en considération que la

fonction :

. ®) (g
o) = ey [ [0 = 2 50 - o,

admette une dérivée d’ordre m + [a] :

9D (@) = o [l ) — o @) — o)t

2.3 L’integrale fractionnaire dans I’espace H"(p) :
On commonce 1'étude par le cas éssentiel

p(x) = (x —a)" oup(r) = (b—xz)".

Remarque 2.3. Partout dans ce qui suit en considérant l'intégrale fractionnaire I3, dans
Iespace Hy)(p) , on suppose que p(z)p(x)|s—q = 0 indépondament au fait que le poids p(x) est

lié ou non au point x = a .

Théoréme 2.3. Soit 0 < A <1, A+ o <1, 'opérateur
I, Hy (p) — Hat(p)

est bornée , si p(z) = (x —a)*, u < A+ 1ou p(x) = (b—2x)",v > A+ a.

Preuve. 1. Lecasp(z)=(x —a)',u <A+1,0< A< 1.
Ona
I Hy(p) — HyT(p).

Soit p(x) € Hy(p) de telle sorte que

p(z) = (x — a)"g(x), g(x) € H*, g(a) = 0.

Montrons que

I3 o(x) € Hy™(p),
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2.3. LINTEGRALE FRACTIONNAIRE DANS L'ESPACE H*(p) :

et

” +<10H’H’\+°‘ < CHSDH'Ha(p)a

pour cela il suffit de montrer que
p(x) Iy +p € HAT

et

[Gllaerse < cllgllaen

avec

G(z) = (z — a)* / (= 1) o (t)dt

—(z—a) / (= @) — 1) g(t)dt
_/ (‘::Z) x—(ti)dlt—o"

On peut écrire G(x) sous la forme :

Glz) = /x (x—a) —(t—a)+ (t — a)#g(t)dt

(t — a)ﬂ(x — t)l—a
¢ (x—a)l—(t—a)”
_/ x—t /a (t—a)(z—t)i-o g(t)dt

On a Gy(z) € H M d’aprés le théoreme 2.1]. Donc il suffit de montrer que Go(z) €
H M e

|Gg(l’ + h) — GQ([L’)| S ChAJ’_a.

s (x4+h—a)!—(t—a)
(t—a)(x+h—t)l-e

z+h (:C—i—h—a)u_(t_a)u
/z (t —a)(z +h—t)l-o g(t)dt,

Ga(z +h) = / g(t)dt
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2.3. LINTEGRALE FRACTIONNAIRE DANS L'ESPACE H*(p) :

donc
wth (2 + h —a)* — (t — a)*
(t—a)*(x+h—t)-

+[(x+h—a) = (z—a)"] / = a)u(j i)h i

Gy(z + h) — Gy(z) = /x g(t)dt

e e e (R R R O
d’ou
Gg(x + h) — Gg(%) = Jl + J2 + J3. (214)

En utilisant les deux inégalités suivantes :

|zt —y*| < clx —y)z* o >y >0,u>0. (2.15)

2" =y < ul(@ —y)y" e 2y >0,p < 1. (2.16)

La constante c ne dépend pasde z ety .

Estimation de J;

On utilise I'inégalité : |g(¢)| < ||g|lz (t — a)* et I'inégalité (2.10) .

a- casu<1l,ona

[+ h—a)t —(t—a)*
n=] (= api(e 1 h— e 90

alors

hi(x+h—t)(t—a)" 1t —a)
(t —a)(z+h—t)-

hi(z4+h—1t)
< |M|H9HHA/I Wdt

z+h
<elglho [ (@+h—1)(t =) dt

dt

A< gl [

< cllgllnh® / ot

< Cllgllpnh™.
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2.3. LINTEGRALE FRACTIONNAIRE DANS L'ESPACE H*(p) :

b- casp > 1d’aprés (2.9)

eth (z+h—t)(x+h—a)* 1t —a)
(t—ay(a+ h—t)-e
oy [rth(x+h—1)
< Vlllglhes (2 + b == [
x+h
< gl + b=y [ (- a) vt

T

A1 < lellglhor [ at

< Ch*|lgllyr (z + b — a)*H(t — a) T+

< Ch*llgllr (z + h — a) (@ + h — a)* = (2 — a)* "]
< Ch¥| gl (x + h —a)**h(x +h —a)* ™"

< Ch gl (@ + b —a)*™!

< Cllgllprh™ .

Estimation de J;

a- Siz —a < hety > 0,nousavons

(x +h—a)—(x—a)* <h"

ff g(t)dt
R= ot h—ay— -] [ o200
alors
z+h (t _ a)k—u
< H
[ < ellglod [

xz+h

< cHgHHAh”/ (t—a)#(x +h— ) 'dt
a:c+h

< cllgloh® [ (= a) At

< Clgllar Bt — @) A+t

< Cligllgph*(x + h — a)> A

< Cllgllypnh™.
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2.3. LINTEGRALE FRACTIONNAIRE DANS L'ESPACE H*(p) :

b- Six—a<hetpu<0,ona

1l < el - 0 S
x a A—p
< lglhoto - [ =
(t —a)* " (x —t)* 'dt

(

< Cligllor (z = a)(x — a)**=*
( _a))\—i—a
(

c- Siz—a>h,etp<1,daprés(2.10)

1 x (t I a‘)Af.L"
I < Il e — ) [

L[ (t—a)M
< c[lgllprh(z — a)* 1/@ (x_t;l—adt
< cllgllph(z — ) / —1)eldt
< gl h(x — a)t~ 1/ a)* ARt

< Cllglsph(z — )~ (z — a)** 7"
h

(Q? _ a)l—a—)\
h
hl-—a— A

< Cllgllpnh™*e.

< CO|gllp

< C”QHH"
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2.3. LINTEGRALE FRACTIONNAIRE DANS L'ESPACE H*(p) :

d- Siz —a>hetp>1,daprés (2.9) ona

[l < callgllh(a + h - ‘/

< c|lgllph(z +h — / a)ran—lgy

< c||gllaphlz +h —a)" Nz + h—a) o
h

<
— CHg“HA ($ +h— Cl)liai)‘
< gl h .
Estimation de J;
Nous avons
a)ﬂ t - a’)ﬂ a—1 a—1
) = | [ (@+h =) = (o= )" g (t)dt

(
SH%w/%@_S%Qi;®%@+h—®”*—@—ﬂwﬂﬁ

Posons t = a + s(z — a) , alors

ol < lalhr [ TS b0 sl - ) = (o 0

x (1—35)*"(z — a)ds

<lglho s [ o = @ L = )
x (1—35)*(z — a)ds
<lglho(e - [0 - (14

1
< Mgl (= @)= [ 197 = 11+

—5)* 1 — (1 —s)* ds

—5)* 1 — (1 —s)* Hds.

Tr —a

(@) Siz—a<h,ona

3] < ellgllapnh™*e.
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2.3. LINTEGRALE FRACTIONNAIRE DANS L'ESPACE H*(p) :

(b) Siz —a > h,onad’aprés (3,10)

! h
| J3| < cllgllpr(z — G)HQ/ "7 = M [——(1 — 5)*?]ds
0 Tr—a

1
< chllglhar (@ — a7 [T — 21— 5)° s

<C —_
= HgHH’\ (SL’—a)l_)‘_a

h

hl—)\—a

< Cllgllpnh™*.

< Cllgliaer

Finallement d’aprés les estimations de J;, J; et Js on a
|Go(z + h) — Gao(x)| < CRMT.

D’ou

G(r) € HM™.

2. Lecasp(z) = (b—2)"v > A+ .
Maintenant o(z) = (b — x)"g(z) ot g(z) € H* et g(a) = g(b).

Posons

T

G(x) = pla) [ (z = 1) ()t

a

—(b-2)" [ (w0 o= ) g0t
v b—x ., g(t)dt
:/a = (

xr— )l

Montrons que

G(z) € ' [|IG g < llgllan,
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2.3. LINTEGRALE FRACTIONNAIRE DANS L'ESPACE H*(p) :

et que G(a) = G(b) . On peut écrire G(z) sous la forme :

=t (- ) — (b )
G = | b—tym_pia I

_ /I _odt_ /x b= o) == 0" hyar

(@—t)—o b—t)(z—t)o

Nous avons d’aprés le théoréme

Gi(w) € HY™, [|Gillyorra < cllgllrer-
Il suffit de montrer que

Ga(w) € HM, [|Gallyorra < cllgllrer-
Soit x + h € (a,b) ,on a

G(l’—i‘h) —G(I) = J1+J2+J3,

avec
e [
T wv(gx(?dfi —y
et

T e (R B R O

Estimation de J;

On utilisons I'inégalité : |g(t)| < ||g|l2 (b — t)* et I'inégalité (3,9)
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2.3. LINTEGRALE FRACTIONNAIRE DANS L'ESPACE H*(p) :

donc

|t == h)(b—x—h) = (b=t
(b0 (a+ h— )]
z+h
< cllglwnb—z =Ry [ (@ b= )b~ 0t

T

A1 < gl [ at

z+h

<clglw [ (@ b= b= (b— —h) e
zJH»h
< cllgllp / (x4 h— )b — ) dt.

En faisant le changement de variable suivant , t = z + h — £ , nous obtenons

4 A
Al < elglh [ &b - —h—g*de,

en suite posons { = (b —x — h)s,ona

h

-z B b—x—h+ (b—x — h)s (b — = — h)ds

5] < gl |

b—
0

< ellgllap (b — = — ) /0 s%(1 + s)*1ds.

(@) Sib—x—h<h,ona

1 b
A < gl =@ = el [ s s) s+ [T 5014 ) ]
0 1

h

< Clgllar(b— 2 — h)M[1 + /1ﬁ s ]

At hoz-i-)\

< Ab—x — 11 -1

= C”gH'H (b T h) [ + (b —r— h)a+)\ ]
At ha—f—)\

< o a

= C”gHH’\(b T h) [(b —r— h)a+)\]

< Cllgllyrh*.
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2.3. LINTEGRALE FRACTIONNAIRE DANS L'ESPACE H*(p) :

(b) Sib—x—h>h,ona

uus¢mww—m—hwm/* $ds

0

Mo Sa+1 ﬁ
< cl|gllur(b—2 —h) [rﬂ]o ’
ha+1
Ao
< Cllglho b~ b= e
ha+1
<
= CHQH?—V‘[(b —r— h)l_)\]
< Cllgllaprht R
< Cllgllarh®H.
Estimation de.J,
En utilisant 1'inégalité( 2.9 ), on trouve
J < h v 1][
2] < cllgles —
__tA v
v 1
< ellglhshs = [ O (et

posons x — t = (b — )& , on obtient

z—a
b—x

[ J2| < cllgllarh(b— )" / (b—2)* ' (b — 2)(1+ P (b — x)dE

< cllglhoh(o — )t [T e 1 e
< cllgllah(b— 2t [T el (14 €9 dg
< Cllgllpphl o
< Cllgllph*e,

caronav > A+ a.

Estimation de J;

On a

z(b—x)"—(b—1)" -1 -1
= - —(x — 1) t)dt.
R e T RS AR M 0
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2.3. LINTEGRALE FRACTIONNAIRE DANS L'ESPACE H*(p) :

Posons t = b — s(b — x) , on obtient

] < clglhr [ OO

x[(x4+h—b+sb—2)*" = (z—b+s(b—2)*'s*b— )]
x sMb—2)Mb — x)ds

b—a

b—w |1 — Sv| Ao h a—1 a—1
<elglho [T S =) s = 1+ ) — (s = 1) s,

En utilisant 1'inégalité (2.10)

b—a

a h b—zx
| < ellgll (0 =)=

|1 — s¥|ds
Sv—)\(s _ 1)2—04

=t |1 —s"|ds
< h— >\+a—1h/ -z
< el (b= [ S

commeb—x > h,A+a<1,alors

[J5] < Cllgllapnh7"h,

i.e
| J5] < Cllgllpn ™.

Finallement d’aprés les estimations de J;, J; et Js on a

|Ga(x + h) — Gy(z)| < Ch M.

Remarque 2.4. Du théoreme (2.3) on peut déduire une proposition analogue pour le poids
p(z) = (x = a)'(b—x)".

Théoreme 2.4. Soit 0 < A < 1,A\+ o < 1. L'opérateur

I3, - Hy(p) — Hg™(p),
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2.3. LINTEGRALE FRACTIONNAIRE DANS L'ESPACE H*(p) :

est borné, avec p(x) = (x —a)*(b—2)’,p < A+ 1,0 > A+ a.

Preuve. Soit p(z) € H)(p) . On choisit un point c arbitraire , ¢ € (a,b) et on introduit la

fonction
o(r) si z<c,
@a(w) =
o(c) st x>c,
et
0 st x <c,
Yy =

telle que () = @q(x) + pp(z) .
Ona:

0a(x) € Hy(pa), u(x) € H) (o).

ot pa(x) = (I’ - a)uapb(‘r) = (b - x)v‘

Effectivement , en vérifiant par exemple , que ¢, (x) € Hy(pa) -

On a
g(x) st v<c
pa(x)pa(z) = { P(7) -
pa(@)p(c) si T2

ou

Comme les fonctions [p,(2)] ! et p.(z)¢(c) sont infiniment différentiables sur [a, V] , [c, b]

respectivement , alors

g9(z)

S5 €W ([a.c).pule) € (1),

donc

pa(®)p(x) € H([a,b]).

Alors p,(z)¢p(x) étant une combinaison continue de H*([a, c]), H*([c, b]), elle appartient

a H*([a, b]). Du raisonnement précédent il est aussi clair , que

[@allzer < cll@llzen et llepllan < cllellin ) -

FMI Tiaret 43



2.3. LINTEGRALE FRACTIONNAIRE DANS L'ESPACE H*(p) :

En vertu du théoreme (3,1), on a

e #allarsaon) < cll@allipn) < ell@llaie),

et

e @nllaexea (o) < cll@slla o) < cll@llze o)

En remarquant que (I, ¢;)(z) = 0siz < ¢, on trouve :

I 1o @bllmrra(py < cllloy@nllaprtaip,)-

En prenant aussi en compte que p, € H ™ etv > X + a/, on obtient :

1154 Pallsrraey < callIgy @allrrvepy)-

Donc

e Pallrpraip) < all g wallanvapn) + allgs @ollanseio) < cllllan -

Lemme 2.3. Soit la fonction p(x),0 <z <1, avec |p(x)| < kz™ ,a <~y <1.Alors

o) = [ A € H (ol

quelque soit 3> 0, tels que o+ 3 < 1, et || f[|3at8(zv+5) < ck , 01t c ne dépend pas de p(x) .

Preuve. Montrons que

o(r) =7 [ Lot + )t € HO ([0, 1)).
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2.3. LINTEGRALE FRACTIONNAIRE DANS L'ESPACE H*(p) :

Nous avons , pour ! =1eth >0:

1
&z + h) — ¢z) = (;thﬁ/ o(t)(t + 2+ h)*dt — wﬁ/ )(t+ ) Ldt
0
1
:(:E+h)7+5/ o(t)(t +z + h)*tdt — ﬁ*ﬁ/ )t +z + h)*tdt
0
1
4 7P /0 o) (t+x+h)*dt — x7+6/0 @(t)(t + ) dt
1
< k|(x + h)1P — 7P| / £t + @+ h)°dt
0
1
+ k:ﬂ*ﬂ/o (t+z+h)* 7t — (t+2)* dt

k(¢l + ¢2)7

avec

1
¢1 = |(x + h)7TP — 7P / t(t +x+ h)*dt,
0

et

1
b = W/O (¢4 2+ B)*Y — (¢ + 2)° 1 dt.

D’aprés I'inégalité (2,3) avec le changement de variable suivant : ¢ = (z + h)s , nous

avons

1
¢1 < erh(x + h)7HA! / t7(t +x + h)* ' dt
0

1
< cih(z + h)H! /Hh (x+h)7s[(x+h)s+x+h]*(z+ h)ds
0

1
x+h

< cih(z + h)+A! /
0

(1 +s)* s
a. Siz+h>1,0ona

1
&1 < crh(z + h)‘”ﬁ’l/ sTT(1+ s)* tds
0

< ch(z + h)*P1

< chhotP=1 = cpoth,
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2.3. LINTEGRALE FRACTIONNAIRE DANS L'ESPACE H*(p) :

b. Siz+h<1,ona

1 _1
¢1 < cith(z + h)* P / sTT(1+s)" Nds + / ST 4 )2 ds)
0

0
< erh(z 4+ h)*“P ey + /m s s ds]
0
_1
< cih(z + h)* P ey + /Hh s 1ds]
0
< ch(z + h)*F 1

< chh®tP=t = chotP,
En considérant maintenant ¢, , on utilise 'inégalité (2.10 )

1
P2 = :Wﬁ/ Nt x4+ R)* — (¢ 4+ 2)* | dt
0

1
< cha'tP / £ (t 4 )2 2dt.
0
Posons ¢t = xs

1
¢o < crha? P /I T+ 5)*2ds
0

8lm

< crha P / s7TY(1 + 5)* 2ds.
0

a. Siz>h,ona

By < ch®tP1h = choth.

b. Siz <h,ona

1
P2 = x”+5/ N+ x4+ ) — (¢ +2)* | dt
0

1
< 2sﬂ+ﬂ/ t7(t + )Lt
0
Posons t = zs

1
¢y = 2277 /x 571+ s)* tds
0

< ch®*?,
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2.3. LINTEGRALE FRACTIONNAIRE DANS L'ESPACE H*(p) :

O]
Théoréme 2.5. Soit p(x) le poids défini par :
p(x) = H|x—xk|“’“,a:x1 < Ty < ... < xy <D, (2.17)
k=1

et serait vérifiée les conditions :
1. <A+1.
22 A+a<puyp<A+1,k=2,3,...,n—1.
3.+ a < p, <A+1,avecz, <bet\+ «a < u, avecz, =b.
Alors I'opérateur :

I3y« Hy(p) — Hg™(p), A+ a < 1,
est borné .

Preuve. La preuve est basée sur le théoreme (2.4) et le lemme (2.1) .

Notons par :
n-l sixz, =25,
N =
n siz, <b.
Posons
o(x) sizy <o < xpy,
pr(z) =

0 siz ¢ [:Uk>xk+1] ’

avec k = 1,2,...,n de telle sorte que

wmzéiwmy

Il est évident que

1.
(1200 (@) = 0,2 < mulk > 2).

(I3 or)(z) = 7/95 (z — ) Tpt)dt,zp < v < 21 (1 < k < 7).
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2.3. LINTEGRALE FRACTIONNAIRE DANS L'ESPACE H*(p) :

1 -
(I or)(x) = —/z (z =) pt)dt, g1 < T < Tpya(1 <k <7 —1),
]

Remarque 2.5. Il est impossible d’affaiblir la condition A + o < py, , k = 2,...,n dans le
théoreme (2.5) . Quand X\ + o < py, le théoreme (2.5) n’est pas vérifie .
Soit par exemple p(z) = (b—x)", p < A+ .

Pour la fonction p(z) = (x — a)* (b — z)* " € H(p) , on peut immédiatement vérifier que

—x)# T —a A
b=z = U [ i s # 0= )

avec x — b, tel que I ¢ € Hy ™ (p).
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CHAPITRE 3

L'INTEGRALE FRACTIONNAIRE DANS

LES ESPACES Lj, ET L(p) :

Les intégrales fractionnaires sont connues pour conserver au moins l'espace L, ([a, b]).

3.1 L’intégration fractionnaire dans ’espace L,

Théoreme 3.1. [3] Soit f € L,([a,b],R), 1 <p < +ooet o > 0alors Ik > 0 tel que

W Io fllu, < Elfll, avee k=

Démonstration. Soit f € L,([a,b],R), alors

12, = [/‘/ $)17f (s)ds

D’aprés 'inégalité de Minkowsky , on obtient

P
dm] a<zr<ba<s<uz,s<zxz<h

12, < | [ 1] [

ooy
< s Ml

Par la méme procédure en peut montrer que

(b—a)®

I 7 < s

[ f1Lp-
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3.1. LINTEGRATION FRACTIONNAIRE DANS L'ESPACE Lp

Théoréme 3.2. [3] Si 0 < o < 1,1 < p < L alors I'opérateur d'intégration fractionnaire I2,
_pr
(1 —ap)

Prouve. On se liuite & donner la preuve d’une assertion plus simple , a savoir que ¢

est borné de L,, dans L, avec ¢ =

estbornédeL,, 1 <p < i ,dans L, avec 1 <r < ¢ = p(l — ap) . Nous avons

Izpl < [TeIF @ = = DO o — ) 7t

En utulisant I'inégalité de Holder généralisée .... avec n = 3,p; =7, ps = oL etpy = v,

nous obtenons

D)zl < ([ le@P@— o7 tat ([ le@Pa)s ([ @ -7

1
T

< Clle®lr, " ([ le(P(e — 7= any.

@ 1-£ b b re— 1
122l < cllell, ™ ([ le@Pdt [ o=t da)s
1—-k P
< Cllells, " lell,

= Cllell,-

]

Théoréme 3.3. [3] Si v > 0,p > L alors l'opérateur d’inte’gmtion fractionnaire I, est borné

de L,([a, b]) dans H*~ ([ab])sza—f%12 ., ou dans H*~ i sza—;—lZ et

Jun

(I8 o) (@) =0((x —a)* ?) comme x— a. (3.1)

Preuve. On obtient (3.1) en utilisant I'inégalité de Holder

L
7

12061 < g et ([ @ /e

1
< C(x—a )25 / o(t)|Pdt)s.

En outre , nous considérons le cas o — - < 1, dans le premier temps . Pour =, z+h € [a, ]
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3.1. LINTEGRATION FRACTIONNAIRE DANS L'ESPACE Lp

nous avons
(Ize)o+ 1) = (20)@) = o [ (o h= et
4 F<1a) [+ =07 = = ()
=1 + I.

En utilisant 'inégalité de Holder on trouve

Ll <= ([ewprani ([ @+ b — e g
1< gy le@Pans([ s b pleran
< e F el

et

PliL, * a— a—1p %
1l < W2 (om0t = @ oy

r—a

h

L
7

< IF(Oé)I_IhO‘*E||<P||Lp(/0 [s°71 = (s + 1) dt) v

Siz —a < h,alors une estimation pour I; est claire . Si x — a > h alors nous utilisons

1 1 1

(2.10) et (A + B)» < A¥ + B¥ pour obtenir

h / /
’[2’ < h”‘_l/pHsOHL,,[Q +02/ S(a—2)p ds]l/ﬁ

(z—a)/
1

_h
(z —a)

< B2, [Cs + Ci( )i,
- 1 1

Cy étant en plus multiplié par (In “7#)#" dans le cas & — = 1 par conséquent , nous
calculons l'estimation

ch* 7|z, sia—1/p<1,

5] < )

ch IIn3|¥|l¢l|, sia —1/p=1.
La collecte des estimations pour I; et I; nous complétons la preuve du théoreme quand
a—Li<1.

p

Laissez maintenant o — ;17 > 1 ensuite k < a — % <k-+1k=1,2, .. etcecasréduitau

FMI Tiaret 51



3.2. LES PROPRIETES DANS L'ESPACE Lp(p)

précédent par différenciation direct :

k

d
ngjrgp = ](‘;‘;kgp, O<a—k<1,
x

utilisant les définitions de I’espace H* et H** dansle cas A > 1. O
Corollaire 3.1. [3] La théoreme (3.2) tient sous une forme plus forte :

1

1 1
I3y Ly([a,b]) — A*7 7 ([a,0]) , 0< » <a< 1"‘5

oit h*, est 'espace donné dans (1.6) .

Preuve. Soit ¢ € Ly([a,b]) , Ve > 01'égalité ¢ = P. + ¢, tient o1 . est un polynome et

|¢ell, < € avecles propriétés de I'espace L, et par conséquent de théoreme (3.2) on a

(12, 0) (@ + 1) — (I8 0)@)] = (12 (Pe + @) (@ + 1) — (T2 (P: + 92))(@)]
< |2, P (w + 1) — (12, P.) ()]
+ (12 pe) (x4 1) — (12 02) ()]
< et + eoft* 7 e,

= of[t*77).

]

Remarque 3.1. [3] L'énoncé sur la bornétude de l'opérateur I, de Lo, dans H* montionné

ci-dessus (corollaire de théoreme (3.1) ) corréspond au cas p = oo dans le théoreme (2.2) .

3.2 Les propriétés dans l’espace L, (p)

Concernant étude la bornétude de I'opérateur d’intégration fractionnaire pour les
espaces de Lebesgue avec poids , on se contente de citer quelques théorémes sans dé-

monstration pour plus de détails voire [3] .

. ) 1
Théoreme 3.4. [3|] Soient —c0 < a < b < 400,511 < p < 00, a < a — — < 1, alors
p
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3.2. LES PROPRIETES DANS L'ESPACE Lp(p)

a1
Uopérateur 13, est borné de L, (p*) dans Hy * (p%) ,p<p—1let

_Ltp
v ) lorsque = — a.

(Ig ) () = 0((z — a)*

Démonstration. voir [3} page 75] . O

Théoréme 3.5. [3] Soitt < p < Letu < p—1,cedernier dans le cas d < b uniguement . Alors
a q

'opérateur I, est borné de L, (p), p(x) = |x — d|*, dans L,(r) oit ¢ = apy T(@) = |z — d|*

et

v>-—-1 sip<ap-—1,

v:u% st > ap—1.

Démonstration. voir [3, page 74]

]

Théoreme 3.6. [3] Soit 1 < p < oo, uy < p—1lpourk =1,2,...n—10<m < «a

0 < ac< m—l—%,q = F(;'%m)p,vl = (%—m)q,vk = (%—m)q,siuk > ap — let

v > (a—2—m)q sivy <ap—1,k=2,...,n.Alors 'opérateur 1%, est borné de L,(p) dans
p P at p

Ly(r) .

Démonstration. voir [3, page 76] O
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CHAPITRE 4

L’ OPERATEUR INTEGRALE GENERALISE

Dans ce chapitre , on va présenter la définition et certaines propriétés des inté-

grales fractionnaires généralisées (voir [8] , [9] , [10] ) .

4.1 Définitions et proprietés

Définition 4.1. [3|] Soit [a, b] un intervalle borné d’un ensemble R, Re(«) > 0 et soit g(x) une
fonction monotone croissante et positive sur [a, b] , ayant une dérivée continue ¢'(x) sur [a,b] .
Les intégrales fractionnaires a droite et a gauche d’une fonction f intégrable sur [a, b] par rap-

port a une autre fonction g sur [a, b] sont définies par :

(12,00)@) = g [ late) = a0 'g @) 0 @)
et
1 b -1 7
(D@ = oy [ o) = o0 g ()5 1)t 42)

Les opérateurs dans (4.1) et (4.2) sont exprimées via les opérateurs de Riemann-Liouville (2.1)

et (2.2) en utilisant I'opérateur de substitution @), défini par :

(Qqf)(x) = flg(x)],

ce qui nous permét d’établir a partir les propriétés des intégrales (4.1) et (4.2) découlent des
propriétés correspondantes des intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville données dans la

section 1.5 .

Proposition 4.1. [8] Soient Re(a)) > 0 et Re(f) > 0.
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4.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES

1. Si f(x) = [g(x) — g(a)]?~!, alors :

Loy gf)(x) =
2. Si f(z) = [g(b) — g(x)]"~ Y, alors :

(5 g () = [9(0) — g(@)]* 7.

Démonstration. On pose f(x) = [g(z) — g(a)]’~!, nous avons

I2:0(@) = g [ o) = a0 )5 )

) g(a
Avec le changement de variable s = ,nous avons

t=a=s=0,
t=x=s=1.
1

Igyf(z) = = 1(1 —5)* Hg(x) — 9(a)]* 15" Hg(x) — 9(a))” g(x) — g(a)]ds
() Jo
= Fag [+ = @) e}

— [g( ) (a)]aJrﬁil /01 86—1(1 . S)a—lds

Alors

( )
_ F(ﬁ) a+p—1
Le méme raisonnement nous permet d’avoir 2 . [
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4.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES

Remarque 4.1. [9]

1. Sinous considérons g(x) = x dans I"équation (4.1), nous avons

I2uf (@) = g [ @ =0

RL](?—}-,zf(x) .

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville .

2. En choisissant g(x) = In x et en substituant par I'équation (4.1) , nous avons

1 z 1
Fenel (@) = gy [ 7 = o)™ f(o)ae

1 T T4 dt
:w/aant) f(t)7

- H[(?-i-,ln:cf(x)'

L'intégrale fractionnaire de Hadamard .

3. Pour g(x) = x, b = oc et en substituant dans I'équation (4.1) on obtient

B ul@) = g [ =

=, W f(z).

L'intégrale fractionnaire de Weyl .

Théoreme 4.1. [9] Soit f une fonction continue sur Q et o, 5 € C avec Re(a), Re() > 0,

nous aoons
1o, (I D) = (IS0 )1,
et

L oIy o)) = (52 ().

Démonstration. Nous avons par définition et le changement de variable z = —~———
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4.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES

on obtient
I EeaD)0) = i [ 00 = a0 (55 [ 000 = st ) (o)
x ¢ (u)d

1 toru a—1 -1
- O | [ (o) = gt (gw) - g(r)"

x f(r)g'(r)drg (u)du

1 t t a1 1
= ST |56 [ (9t = gt (glw) - g(r)"

X ¢ (u)dug' (T)dT

1 ¢ atf—1 /
_ F(@)F(@/ (g(t) — g(7) =1 f(r)g/ (7)dr

1
x/ (1— 2121z
0

= 5 L 00 =) g (e

= (LN

]

Théoréme 4.2. [10] Soit o > 0 et f une fonction intégrable définie sur Q et g € C*(Q, R) telle
que g'(z) # 0, Va € Q. Les opérateurs d'intégrale fractionnaire (4.1) et (4.2) sont bornés de
L' dans L' .

Démonstration. Nous avons

donc

I3y o f @), < /F—|/ )4 (s) f(s)|dsdt

(9b) ~ 9(a))"
< et M,

= M|l f®)L.,
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4.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES

(90) — g(a))

M=
avec F(& I 1)

Définition 4.2. Soient ¢'(z) # 0, o € Cavec Re(a) > 0, (o # 0) et soient n = [Re(a)] + 1

et D = L. Les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville d'une fonction f par rapport a g

d’ordre o correspondant aux intégrales de Riemann-Liouville dans (4.1) et (4.2) sont définies

par :
VORI B
(D20 )@) = (=D (15 D)
= D) [lg(e) — g0 (0 f (1), (> )
M —a) g J, 10— o0 00 = )
et
(D)) = (———D)Y"(I";° ) ()
b—.g gl(m) —b,g

Proposition 4.2. Soient Re(a) > 0, (o # 0) et Re() > 0.

1. Si fi(x) = [g(x) — g(a)]’ L alors :

(Daro ) = F(E(f)a) l9(2) — g(a)) 7"
2.5 f-(x) = [g(b) — ()" alors :

(D5, )) = g s l9(0) = )
Démonstration. voir [10] . -
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