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RÉSUMÉ

Le principe du point Vxe a beaucoup d’application. Il intervient dans la résolution de plusieurs équa-
tions diUérentielles , dans l’étude de l’existence et de l’unicité.
Dans ce mémoire on aborde diUérentes applications de ce principe qui s’impliquent dans la résolution des
équations diUérentielles fractionnaires au sens de Caputo .Nous démontrons l’existence et l’unicité des solu-
tions en utilisant le principe de contraction de Banach , l’alternative non linéaire Leray-Schauder , Krasno-
selskii..., en utilisant le théorème d’Ascoli-Arzela .
Mots clés : Dérivées fractionnaires au sens de Caputo . Principe de contraction de Banach,Alternative non
linéaire de type Leray-Schauder . Le théorème de point Vxe de Krasnoselskii , Théorème d’Arzela-Ascoli.
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ABSTRACT

The Vxed principaux plays a crucial role in the large domain of application . It gives use the main tool
a more advanced study of diUerent diUerential equation, particularly for problems of existence and unique-
ness.
In this memory ,we consider deUrent applications of this brincipal which are implied in the resolution of
Caputo fractional diUerential equation , we prove the existence and uniquness of solutions by using Banach
contraction principle , Leray-Schauder nonlinear alternative , Krasnoselskii ,...,by using Ascoli-Arzela theo-
rem .
keywords : Fractional Caputo derivative , Banach contraction principal , Leray-Schauder nonlinear alterna-
tive Krasnoselskii Vxed point theorem , Ascoli-Arzela theorem .
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INTRODUCTION

Le calcul fractionnaire est une théorie des intégrales et des dérivées d’ordre arbitraire réel ou complexe
C’est une généralisation du calcul classique et par conséquent , conserve de nombreuses propriétés de base.
La dérivée fractionnaire est un sujet presque ancien que le calcul classique tel que nous le connaissons au-
jourd’hui . Ses origines remontons à la Vn du 17imesiècle , l’époque où Newton et Leibniz ont développé les
fondements de calcul diUérentiel et intégral . En particulier,Leibniz a présenté le symbole dn

dt pour désigne là
nime dérivée d’une fonction f . Quand il a annoncé dans une lettre à l’Hôpital (apparemment avec l’hypo-
thèse implicite que n ∈ N ) , l’Hôpital a répondu :

Cette lettre de l’Hôpital , écrite en 1695 est aujourd’hui admise comme le premier incident de ce que nous
appelons la dérivation fractionnaire , et le fait que l’Hôpital a demandé spéciVquement pour n = 1

2 ,c’est-à-
dire une fraction (nombre rationnel) a en fait donné lieu au nom de cette partie des mathématiques.

Le sujet principale de ce mémoire est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et leur application.
Ce mémoire est composé de quatre chapitre : Le premier chapitre est consacré à des notions préliminaires
concernant le calcul fractionnaire et quelques théorèmes du point Vxe.

Le deuxième chapitre est consacré à résoudre problème de valeur limite multipoint non locaux pour Caputo-
Hadamrd fractionné (équations intgro-diUérentielles) , et dans le troisième chapitre sur problème aux limites
pour équations diUérentielle de Caputo dans espace de Banach,et dans le dernier chapitre problèmes de va-
leur limite non linéaire pour les inclusions diUérentielles avec dérivé fractionnel Caputo .

L’approche est basé sur l’alternative non-linaire de Leray-Schauder et la contraction de Banach.
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INDEX DE NOTATIONS

R : Ensemble des nombres réels.
R+ : Ensemble des nombres réels positifs.
C : Ensemble des nombres complexes .
N : Ensemble des nombres entiers naturelles.
Lp[a, b] : Espace des fonctions mesurables de puissance p ∈ [0,+∞[intégrables.
C([a, b], X) : Espace des fonctions continues sur [a,b] à valeurs dans un espace de Banach .
ACn([a, b]) : L’espace des fonctions absolument continues sur [a, b] constitué des fonctions f .
Γ(.) : La fonction Gamma .
B(., .) : La fonction Bêta .
Iαa y : Intégrale fractionnaire d’ordre α > 0 au sens de Riemann-Liouville .
CDα

a y : Dérivée fractionnaire d’ordre α > 0 au sens de Caputo .
RLDα

a y : Dérivée fractionnaire d’ordre α > 0 au sens de Riemann-Liouville .
Jαa y : Intégrale fractionnaire d’ordre α > 0. au sens de Hadamard.
Dα
a y : Dérivée fractionnaire d’ordre α > 0 au sens de Hadamard.
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CHAPITRE 1

NOTIONS DU CALCULE FRACTIONNAIRE

1.1 Fonctions spéciales

1.1.1 Fonction Gamma d’Euler

DéVnition 1.1 Soit z ∈ C. On appelle fonction Gamma d’Euler la fonction déVnie par :

Γ(z) =

∫ +∞

0
tz−1e−tdt, Re(z) > 0 (1.1)

Proposition 1.1 Pour tout z > 0 et pour tout n ∈ N, on a :
1- Γ(z + 1) = zΓ(z).

2- Γ(n+ 1) = n!.

3- Γ(z + n+ 1) =
∏n
i=0(z + i)Γ(z).

1.1.2 Fonction Bêta d’Euler

DéVnition 1.2 Soient x, y ∈ R∗+. On appelle fonction Bêta d’Euler la fonction déVnie par :

B(x, y) =

∫ 1

0
ux−1(1− u)y−1du. (1.2)

Proposition 1.2 Soient x, y ∈ R∗+ :
1- B(x, y) = B(y, x).

2- B(x, y) = Γ(x)Γ(y)
Γ(x+y) .
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1.2. L’INTÉGRALE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

1.2 L’intégrale au sens de Riemann-Liouville

DéVnition 1.3 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α(α > 0) d’une fonction f ∈ C[a, b]
est déVnie par :

(Iαa f) =
1

Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1f(t)dt. (1.3)

1.3 La dérivée au sens de Riemann-Liouville

DéVnition 1.4 Soit f ∈ L1([a, b]), la dérivée au sens de Riemann-Liouville d’ordre α ∈ C(R(α) > 0) de la
fonction f notée RLDα

a f est déVnie par :

(RLDα
a f)(x) =

1

Γ(n− α)

( d
dx

)n ∫ x

a
(x− t)n−α−1f(t)dt. (1.4)

Où
n− 1 < [R(α)] < n et x > a.
En particulier, pour α = m ∈ N ,on a :
Pour α = m = 0,

(RLD0
af)(x) =

1

Γ(1)

( d
dx

)∫ x

a
f(t)dt = f(x) (1.5)

(RLDm
a f)(x) =

1

Γ(1)

( dm+1

dxm+1

)∫ x

a
f(t)dt =

dm

dxm
f(x) (1.6)

Par suite la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coincide avec la dérivée classique pour α ∈ N

Remarque 1.1

(RLDα
a f)(x) =

( d
dx

)n
(In−αa f)(x)

avec n = [R(α)] + 1, et x > a

Proposition 1.3

(a) Si α > 0 et β > 0 , alors

(Iαa I
β
a f)(t) = Iα+βf(t) = (IβαI

α
a f)(t).

(b) Soit α > 0 et f ∈ C[a, b], alors

(Iαa )(RLDα
a f)(t) 6= f(t).

(c) Soit α > 0 et f ∈ C[a, b] , alors

(RLDα
a I

α
a f)(t) = f(t).
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1.4. LA DÉRIVÉE AU SENS DE CAPUTO

1.4 La dérivée au sens de Caputo

DéVnition 1.5 Pour une fonction f ∈ Cn[a, b] , et α > 0 , la dérivée fractionnaire au sens du Caputo d’ordre
α > 0 de f est déVnie par :

(cDα
a f)(t) = (In−αa Dn

af)(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

a
(t− s)n−α−1f (n)(s)ds,

où n = [α] + 1 , ([α] est la partie entière de α ).

Proposition 1.4 Soit α > 0

(a) (cDα
a I

α
a f)(t) = f(t).

(b) (cDα
a c) = 0, c ∈ R.

(c) cDα
a (cDβ

af(t)) = (cDα+βf)(t) =c Dβ(caD
α
a f(t)) ,où f ∈ C1[a, b] , 0 < α < 1 , 0 < β < 1 et

0 < α+ β < 1

.

Preuves : On a

cDα
a (Iαa f)(t) = In−αa Dn

a I
α
a f(t)

= In−αa Dn
a I

n
a I

α−n
a f(t)

= In−αa Iα−na f(t)

= f(t).

En eUet,

cDα
a c = In−αa Dn

a c

= In−αa 0

= 0.

En eUet,

cDα
a (cDβ

af(t)) = I1−α
a D1

aI
1−β
a D1

af(t)

= I1−α+β−β
a D1

aI
1−β
a D1

af(t).

On sait que Iβa (D1
af(t)) = (cD1−β)(t) , alors

I1−α−β
a IβaD

1
aD

1
aI

1−β
a D1

af(t) = I1−α−β
a D1−β

a I1−β
a D1

af(t)

= I1−α−β
a D1

af(t),

d’où ,

cDα
a (cDβ

af(t)) = cDα+β
a f(t)

= cDβ
a (cDα

a f(t)).
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1.5. QUELQUES PROPRIÉTÉS DE LA DÉRIVÉE DE CAPUTO :

1.5 Quelques propriétés de la dérivée de Caputo :

1.5.1 Linéarité

Lemme 1.1 Soit n− 1 < α < n , n ∈ N, α, λ ∈ C et soient les deux fonctions f(t) et g(t) telles que cDαf(t)
et cDαg(t) existent , la dérivée au sens de Caputo est un opérateur linéaire.
En eUet :

cDα(λf(t) + g(t) = λcDαf(t) +c Dαg(t).

Preuve : On a :
cDαf(t) = In−αDnf(t)

cDα(λf(t) + g(t)) = In−αDn
[
λf(t) + g(t)

]
= λIn−αDn

[
(f + g)(t)

]
.

Comme la dérivée n-ème et l’intégrale sont linéaires alors ,

cDα(λf(t) + g(t)) = λIn−αDnf(t) + In−αDng(t)

= λcDαf(t) +c Dαg(t).

1.5.2 Non-commutativité

Lemme 1.2 Soient n− 1 < α < n ,m,n ∈ N , α ∈ R et f(t) telle que cDαf existe , alors :

cDαDmf(t) =c Dα+mf(t) 6= Dm(cDαf(t)). (1.7)

Corollaire 1.1 Supposons que n − 1 < α < n, β = α − (n − 1), (0 < β < 1), n ∈ N, α, β ∈ R et soit la
fonction f(t) telle que cDαf(t) existe , alors

:
cDαf(t) =c DβDn−1f(t).

Preuve :
On remplace β par α et n− 1 parm dans (1.7) , alors

cDβDn−1f(t) = cDβ+n−1f(t)

= cDα−(n−1)+n−1f(t)

= cDαf(t). (1.8)

Remarque 1.2 De même l’opérateur de Riemann-Liouville est aussi non-commutative i.e :

RLDmDαf(t) =RL Dα+mf(t) 6=RL DαDmf(t). (1.9)
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1.6. TRANSFORMÉE DE LAPLACE D’UN OPÉRATEUR FRACTIONNAIRE

Remarque 1.3 Pour trouver la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre arbitraire α, (n − 1 < α < n) d’une
fonction f(t) , il suXt à trouver la dérivée de Caputo d’ordre β = α− (n−1), où α− (n−1) est un nombre réel
compris entre 0 et 1 . Par conséquent l’étude de dérivée de Caputo d’ordre β ∈ (0, 1) est suXsante pour trouver
la dérivée de Caputo d’ordre arbitraire .

Remarque 1.4 Les inégalités (1.7) et (1.9) deviennent des égalités dans les conditions additionnelles suivantes :
f (s)(0) = 0, s = n, n+ 1...m, pour cDα

et
f (s)(0) = 0, s = 0, 1, 2...m, pour Dα.
Il convient de noter que , dans le cas de la dérivée de Caputo , il n’y a pas de restriction sur les valeurs f (s)(0),
s = 0, 1, 2...n− 1, par exemple , pourm = 3, n = 2 la fonction

f(t) = a0 + a1t+ a4t
4 + a5t

5 + ...

Satisfait la condition de Caputo mais ne satisfait pas la condition de Riemann-Liouville.

1.6 Transformée de Laplace d’un opérateur fractionnaire

Lemme 1.3 Supposons que F (s) est la transformée de Laplace de f(t) alors :

(a) La transformée de Laplace de l’intégrale fractionnaire d’ordre α est donnée par :

L{Iαf(t)}(s) = s−αF (s).

(b) La transformée de Laplace du l’opérateur diUérentiel de Riemann-Liouville d’ordre α, n − 1 < α < n est
donnée par :

L{RLDαf(t)}(s) = sαF (s)−
n−1∑
k=0

sk[RLDα−k−1f(t)]t=0

= sαF (s)−
n−1∑
k=0

sn−k−1[RLDkIn−αf(t)]t=0. (1.10)

1.7 Comparaison entre l’opérateur de Riemann-Liouville avec l’opéra-
teur de Caputo

Une comparaison entre les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo sont donnée .

Lemme 1.4 Soit f(t) est une fonction tels que RLDαf(t) et cDαf(t) existent , avec n − 1 < α < n, n ∈ N ,
alors on a :

RLDαf(t) 6=c Dαf(t).
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1.8. RELATION ENTRE LES DÉRIVÉES DE CAPUTO ET RIEMANN-LIOUVILLE

1.7.1 Exemple

Exemple 1.1 La dérivée de la fonction constante au sens de Caputo est :

cDαc = 0, c = const

cDαc =
1

Γ(n− α)

∫ t

0
(t− x)n−α−1c(n)dx = 0.

Et au sens de Riemann-Liouville :

RLDαc =
c

Γ(1− α)
t−α 6= 0, c = const.

et
RLDαc = 0, c = 0.

Proposition 1.5 Soit n− 1 < α < n , alors :

lim
α→n

(RLDαf(t)) = lim
α→n

(cDαf(t)) = f (n)(t).

Remarque 1.5 (Commutativité)
Soit la fonction f(t) telle que f (s)(0) = 0, s = 0, 1, 2...,m, alors les deux dérivées fractionnaires de Riemann-
Liouville et Caputo sont commutatives avec la dérivée d’ordrem+−−,m ∈ N.

RLDmDαf(t) =RL Dα+mf(t) =RL DαDmf(t)

et
cDαDmf(t) =c Dα+mf(t) = Dm(cDαf(t)).

Proposition 1.6 Soit f(t) une fonction telle que f (s)(0) = 0, s = 0, 1, 2...n− 1, alors la dérivée fractionnaire
de Riemann-Liouville et de Caputo coincide , i.e :

cDαf(t) =RL Dαf(t).

1.8 Relation entre les dérivées de Caputo et Riemann-Liouville

Proposition 1.7 Soientm− 1 < α < m,m ∈ N∗ , et f ∈ Cn[a, b] alors

cDα
a = (RLDα

a )(f(t)−
m−1∑
i=0

(t− a)i

i!
f (i)(a)).

Preuve : On a

Ima D
m
a f(t) = f(t)−

m−1∑
i=0

(t− a)i

i!
f (i)(a).

On applique RLDα
a , on obtient :

RLDα
a I

m
a D

m
a f(t) = Dm

a I
m−α
a Ima D

m
a f(t)

= Dm
a I

m
a I

m−α
a Dm

a f(t)

= Im−αDm
a f(t)

= cDα
a f(t). (1.11)
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1.9. L’INTÉGRALE AU SENS HADAMARD :

D’autre part , on a

RLDα
a (Ima D

m
a f(t)) = Dα

a (f(t)−
m−1∑
i=0

(t− a)i

i!
f (i)(a)) =c Dα

a f(t).

1.9 L’intégrale au sens Hadamard :

DéVnition 1.6 [4, 1] Soit f une fonction continue sur [a, b] à valeurs dans R avec 0 < a ≤ b ≤ ∞ et α > 0.
L’intégrale au sens de Hadamard d’ordre α de f déVnie par :

Jαa f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a
(log

x

t
)α−1 f(t)

t
dt, a < x < b, (1.12)

où : Γ est la fonction Gamma d’Euler .

Proposition 1.8 [8] (La linéarité)
Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] à valeurs dans R. ∀λ1, λ2 ∈ R,∀α > 0 on a :

Jαa (λ1f(x) + λ2g(x)) = λ1J
α
a f(x) + λ2J

α
a g(x).

Pour la preuve on utilisant la linéarité de l’intégrale classique.
Proposition 2 :[8] (Propriété de semi groupe)
Soit f : [a, b] 7−→ R une fonction continue , f ∈ LP ([a, b]). ∀α, β ∈ R∗+, on a :

Jαa J
β
a f(x) = Jα+β

a f(x)

= Jβa J
α
a f(x).

Preuve.
∀α, β ∈ R∗+ on a

Jαa J
β
a f(x) =

1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

∫ t

a
(log

x

t
)α−1(log

t

s
)β−1f(s)

ds

s

dt

t
. (1.13)

On remarque que :
a ≤ t ≤ x, a ≤ s ≤ t.

Donc , on prend s ≤ t ≤ x .
Puis , on fait le changement de variable :

y =
log( ts)

log(xs )
. (1.14)

On obtient alors :

Jαa J
β
a f(x) =

1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

[ ∫ t

s
(log

x

t
)α−1(log

t

s
)β−1f(s)

dt

t

]ds
s
. (1.15)
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1.10. LA DÉRIVÉE AU SENS DE HADAMARD

On remplace (1.14) dans (1.15),on obtient :∫ t

s
(log

t

s
)α−1(log

t

s
)β−1f(s)

dt

t
=

∫ 1

0

[
log x− y log

x

s
− log s

]α−1

[
y log

x

s
+ log s− log s

]β−1
log(

x

s
)dy

=

∫ 1

0

(
(1− y)α−1yβ−1

)(
log

x

s

)α+β−1
dy

= B
(
α, β

)(
log

x

s

)α+β−1

=
Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)

(
log

x

s

)α+β−1

égalité (1.13) devient :

Jαa J
β
a f(x) =

B(α, β)

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

(
log(

x

s
)
)α+β−1 f(s)

s
ds

=
1

Γ(α+ β)

∫ x

a

(
log(

x

s
)
)α+β−1 f(s)

s
ds

= Jα+β
a f(x).

De la même manière on trouve :

Jβa J
α
a f(x) = Jα+β

a f(x).

D’où le résultat.

1.10 La dérivée au sens de Hadamard

DéVnition 1.7 [1] Soient f ∈ ACnδ [a, b] et α > 0, δ = x d
dx .

La dérivation fractionnaire au sens de Hadamard de la fonction f est déVnie par :

Dα
a f(x) = δnJn−αa f(x)

= (x
d

dx
)nJn−αf(x)

=
1

Γ(n− α)

(
x
d

dx

)n ∫ x

a

(
log

x

t

)n−α−1
f(t)

dt

t
. (1.16)

Où n− 1 < α < n, n = [α] + 1.

Proposition 1.9 Pour α > 0 et f ∈ C[a, b] , on a :

DαJαf(t) = f(t). (1.17)

La propriété (1.17) signiVe que l’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Hadamard est un inverse
gauche de l’opérateur d’intégration fractionnaire au sens de Hadamard du même ordre .

Proposition 1.10 Pour α > 0 et f ∈ C[a, b], on a

JαDαf(t) 6= f(t). (1.18)
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1.11. RELATION ENTRE LA DÉRIVÉE DE CAPUTO ET DE HADAMARD

1.11 Relation entre La dérivée de Caputo et de Hadamard

Soient y ∈ ACnδ [a, b], α > 0 et n = [α] + 1 , Alors :

cDα
a y(x) = Dα

a

[
y(x)−

n−1∑
i=0

δiy(a)

i!

(
log

x

a

)]
.

Cas particulier, si 0 < α < 1 , on a :

cDα
a y(x) = Dα

a

[
y(x)− y(a)

]
.

1.12 Quelques théorèmes de point Vxe

DéVnition 1.8 (Espace de Banach)
On dit qu’un espace vectoriel normé complet si toute suite de Cauchy converge dans cet espace.

Théorème 1.1 (Théorème de contraction de Banach)
Soit (B, d) un espace métrique complet , et soit f : B → B une application qui pour tout y, z ∈ B , vériVé :

d(f(y)− f(z)) ≤ kd(y − z) , 0 < k < 1.

Alors , f admet un point Vxe unique.

Théorème 1.2 (Théorème du point Vxe de Leray-Schauder)
Soient B un espace de Banach et C un sous -ensemble convexe de B . On suppose que U est un sous-ensemble
ouvert de C avec u0 ∈ U et T : U → C un opérateur continu et compact alors :
l’un des énoncés suivantes a lieu .
1. T admet un point Vxe .
2. Il existe u ∈ ∂U et λ ∈ [0, 1] avec u = λT (u) + (1− λ)u0.

Théorème 1.3 (Théorème du point Vxe du Covitz et Nadler)
Soit (X, d) un espace métrique complet , si N : X → Pcl(X) est une contraction , alors N admet au moins un
point Vxe .

Théorème 1.4 (Théorème du point Vxe de Krasnoselski )
Soit C un sous-ensemble non vide , convexe et compact d’un espace de Banach (E, ‖.‖) et T : C → C une
application continue .
Alors , T possède un point Vxe.

Théorème 1.5 [2] (Théorème du point Vxe de Schaefer)
Soit F : X → X complètement opérateur continu , si l’ensemble

E(F ) = {x ∈ X : x = λFx, λ ∈ [0, 1]}

est borné,alors F admet au moins des points Vxes.
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1.13. THÉORÈME D’ASCOLI-ARZELA

1.13 Théorème d’Ascoli-Arzela

Théorème 1.6 (Ascoli-Arzela)
Soit X espace compact et C(X) un espace de Banach des fonctions continues sur X à valeurs complexe , muni
de la norme du sup . Alors , un sous ensemble H de C(X) est relativement compact si et seulement si :
1. H est équicontinue.
2. H est borné dans C(X).

1.14 Inégalité de Hölder

Lemme 1.5 [3] Soient Ω ⊂ R un ensemble mesurable , f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω)avec 1 ≤ p < +∞, et
1
p + 1

q = 1 alors :
f.g ∈ L1 et

∫
Ω | f.g | dx ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω).
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CHAPITRE 2

PROBLÈME NON LOCAL VIA LA DÉRIVÉE DE CAPUTO-HADAMRD

Soit le problème fractionnaire de Caputo-Hadamard suivante :

C
HD

α1y(t) = h(t, y(t), ψy(t)), t ∈ [1, T ], 0 < α1 ≤ 1, (2.1)

Avec les conditions aux limites multipoints non locales :

y(1) = 0, c
HD

ry(t) =

n∑
i=1

ρi(
C
HD

ry(ωi)), 0 < r < 1, (2.2)

où c
HD

α1 et CHD
r sont les dérivées fractionnaires de Caputo-Hadamard d’ordre α1 et r respectivement .

h : [1, T ]× R× R→ R est une fonction donnée , ρi ∈ R, 1 < ωi ≤ T, i = 1, ..., n, n ≥ 2.

Où ψy(t) =
∫ T

0 t(t, s, x(s))ds , et t : ∆× [1, T ]→ R,∆ = {(t, s) : 1 ≤ s ≤ t ≤ T}.

Nous avons besoin des hypothèses suivantes pour prouver les résultats principaux [9].
(A1) : h est une fonction continue et il existe une constante L1,L2 > 0 telle que :

| h(t, u, v)− h(t, u, v) |≤ L1 | u− u | +L2 | v − v | .

Pour tout u, v, u, v ∈ R et t ∈ J.
(A2) : Il existe une constanteM > 0 telle que :

| k(t, s, u)− k(t, s, v) |≤M | u− v | .

(A3) : Il existe p(t) ∈ L1(J,R) , et ψ : [0,∞[→ [o,∞[ est continue et croissante tel que :

| h(t, u, v) |≤ p(t)ψ(‖u‖+ ‖v‖).

(A4) : Il existe une constante Lf > 0 telle que | f(t, u, v) |≤ Lf pour chaque t ∈ J et chaque u, v ∈ R.

Théorème 2.1 Supposons que les conditions (A1),(A2) et l’inégalité suivante :
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(logT)

Γ(α1) | Ω |
(L1 + L2M)

( n∑
i=1

| ρi |
(logωi)

α1−r

α1 − r
(2.3)

+
(logT)α1−r

α1 − r

)
+ (L1 + L2M)

1

Γ(α1 + 1)
(logT)

α1
< 1.

Alors le problème (2.1)-(2.2) admet une unique solution.
Preuve : Transformons le problème (2.1)-(2.2) au problème de point Vxe .
On déVnit l’opérateur N.

(Ny)(t) =
(log t)

Γ(α1)Ω
(
n∑
i=1

ρi

∫ ωi

1

∫ ωi

1
(log

ωi
s

)α1−r−1h(s, y(s), ψy(s))
ds

s

−
∫ T

1
(log

T

s
)α1−r−1h(s, y(s), ψy(s)

ds

s
)

+
1

Γ(α1)

∫ T

1
(log

t

s
)α−1h(s, y(s), ψy(s))

ds

s
.

Observons que N est une contraction , en eUet x, y ∈ ACv1 ([1, T ],R) , et t ∈ J on a

| (Nx)(t)− (Ny)(t) |

≤ (logT)

Γ(α1) | Ω |

( n∑
i=1

| ρi |
∫ ωi

1
(log

ωi
s

)α1−r−1

| h(s, x(s), ψx(s))− h(s, y(s), ψy(s)) | ds
s

)
+

∫ T

1
(log

T

s
)α1−r−1 | h(s, x(s), ψx(s))− h(s, x(s), ψx(s)) | ds

s

+
1

Γ(α1)

∫ t

1
(log

t

s
)α1−1 | h(s, x(s), ψx(s))− h(s, y(s), ψy(s)) | ds

s

≤ (L1 + L2M) | x(s)− y(s) | (logT)

Γ(α1) | Ω |

( n∑
i=1

| ρi |
∫ ωi

1
(log

ωi
s

)α1−r−1ds

s

+

∫ T

1
(log

T

s
)α1−r−1ds

s

)
+

(L1 + L2M | x(s)− y(s) |
Γ(α1)

∫ t

1
(log

t

s
)α1−1ds

s

≤ (logT)(L1 + L2M) | x(s)− y(s) |
Γ(α1) | Ω |

( n∑
i=1

| ρi |
(logωi)

α1−r

α1 − r
+

(logT)α1−r

α1 − r

)
+

(L1 + L2M) | x(s)− y(s) |
Γ(α1)

(log T )α1

≤
[(logT) + (L1 + L2M)

Γ(α1) | Ω |

( n∑
i=1

| ρi |
(logωi)

α1−r

α1 − r
+

(logT)α1−r

α1 − r

)
+

(L1 + L2M)

Γ(α1)
(log T )α1

]
| x− y |∞ .
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Ainsi

‖N(x)−N(y)‖∞ ≤
[ (logT)

Γ(α1) | Ω |
(L1 + L2M)(

n∑
i=1

| ρi |
(logωi)

α1−r

α1 − r

+
(logT)α1−r

α1 − r
) + (L1 + L2M)

1

Γ(α1 + 1)
(logT)α1

]
‖x− y‖∞.

Par la condition (2.3) , nous concluons que l’opérateur N est la contraction , qui est le solution unique du
problème (2.1)-(2.2).
Maintenant , nous prouvons le premier résultat d’existence en utilisant l’alternative non linéaire de type
Leray-Schauder .

Théorème 2.2 Supposons que (A1) et (A3) tiennent , alors le problème (2.1)-(2.2) admet au moins une solution.

Preuve :
Etape 1 : Montrons que N transforme les ensembles bornés en ensembles bornés dans Cδ1(J,R)pour un
nombre positive µ∗ , Soit

Br1 = {x ∈ C([1, T ],R) : ‖Z∗‖ ≤ r1},

où
‖Z∗‖ = sup

t∈J
(‖x‖+ ‖h‖).

Puis

| N(y)(t) |

≤ (log t)

Γ(r)Ω

( n∑
i=1

ρi

∫ ωi

1

∫ ωi

1
(log

ωi
s

)α1−r−1h(s, y(s), ψy(s))
ds

s

−
∫ T

1
(log

T

s
)α1−r−1h(s, y(s), ψy(s))

ds

s

)
+

1

Γ(α1)

∫ T

1
(log

t

s
)α−1h(s, y(s), ψy(s))

ds

s

≤ (log t)

Γ(r)Ω

( n∑
i=1

ρi

∫ ωi

1
[logωi − ωi + 1]

ψ(‖Z∗‖)‖p‖
s

ds

−
∫ T

1
(log

T

s
)α1−r−1ψ(‖Z∗‖)‖p‖

s
ds
)

+
1

Γ(α1)

∫ T

1
(log

t

s
)α−1ψ(‖Z∗‖)‖p‖

s
ds.

C’est
| N(y)(t) |

≤
[ (log t)

Γ(α1) | Ω |
×

n∑
i=1

| ρi |
((logωi)

α1−r

α1 − r
+

(logT)α1−r

α1 − r

)

+
1

Γ(α1 + 1)
(logT)α1

]
ψ(r)‖p‖ = µ∗.
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Etape 2 : Montrez que N transforme les ensembles bornés en équicontinues dans C(J,R) , soit µ1, µ2 ∈
[J,R], µ1 < µ2 puis.

‖N(µ1)−N(µ2)‖

≤ 1

Γ(α1)

∫ µ1

1

[(
log

µ2

s

)α1−1
−
(

log
µ1

s

)α1−1]
| h(s, y(s), ψy(s)) | ds

s

+
1

Γ(α1)

∫ µ1

µ2

(
log

µ2

s

)α1−1
| h(s, y(s), ψy(s)) | ds

s

+
(logµ2)α1−1 − (logµ1)α1−1

Γ(α1) | Ω |

×
( n∑
i=1

| ρi |
∫ ωi

1

(
log

ωi
s

)α1−r−1
| h(s, x(s), ψx(s)) | ds

s

+

∫ T

1
(log

T

s
)α1−r−1 | h(s, x(s), ψx(s)) | ds

s

)
≤ 1

Γ(α1)

[ ∫ µ1

1

[(
log

µ2

s

)α1−1
−
(

log
µ1

s

)α1−1]ψ(‖z∗‖)‖p‖
s

ds

+

∫ µ1

µ2

(
log

µ2

s

)α1−1ψ(‖z∗‖)‖p‖
s

ds
]

+
(logµ2)α1−1 − (logµ1)α1−1

Γ(α1) | Ω |

×
( n∑
i=1

| ρi |
∫ ωi

1

(
log

ωi
s

)α1−r−1ψ(‖z∗‖)‖p‖
s

ds

+

∫ T

1
(log

T

s
)α1−r−1ψ(‖z∗‖)‖p‖

s
ds
)
.

De toute évidence , le membre droit de l’inégalité ci -dessus tend à zéro indépendamment de u, v ∈ Br1
comme µ2 − µ1 → 0 , et N satisfait les hypothèses ci-dessus donc , par le théorème d’Arzela-Ascoli , il
s’ensuit que N : C([1, T ],R) −→ C([1, T ],R) est complètement continue , soit x une solution , alors pour
t ∈ [J,R] et suivantes les calcules similaires à ceux de la première étape , nous avons

| x(t) | = λ | Nx(t) |

≤ λ
[(log t)

Γ(r)Ω

( n∑
i=1

ρi

∫ ωi

1

∫ ωi

1
(log

ωi
s

)α1−r−1h(s, y(s), ψy(s)
)ds
s

−
∫ T

1
(log

T

s
)α1−r−1h(s, y(s, ψy(s))

ds

s
)

+
1

Γ(α1)

∫ T

1
(log

t

s
)α1−1h(s, y(s), ψy(s))

ds

s

]
≤ Γ(α1 − r)ψ(‖x‖)(log T )α1−1

Γ(α1) | Ω |

( n∑
i=1

| ρi | Iα1−rφf (µi)

+ Iα1−rφf (T ) + ψ(‖x‖)Iα1φf (T )
)
.

Ainsi ,

(Γ(α1) | Ω | ‖y‖)/(Γ(α1) | Ω | ψ(‖x‖)Iα1φf (T ) + Γ(α1 − r)ψ(‖x‖)(log T )α1−1( n∑
i=1

| ρi | Iα1−rφf (µi) + Iα1−rφf (T )
)
≤ 1.
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Il existeM∗ tel que ‖x‖∞ 6= M∗.
On déVnit

U = {x ∈ C([1, T ],R) : ‖x‖ < M}.

On note l’opérateur N : U −→ C([1, T ],R) est continu et complètement continu, a partir du choix de U , il
n’y a pas de x ∈ ∂U tel que

x = λNx, 0 ≤ λ ≤ 1.

Par conséquent , par l’alternative non linéaire de type Leray-Schauder , on déduit queN admet un point Vxe
x ∈ U qui est la solution du problème (2.1)-(2.2).
En suite , le deuxième résultat d’existence est basé sur la théorème du point Vxe de Krasnoselki

Théorème 2.3 Supposons que la condition (A1) et (A4) soit vériVée , puis le problème (2.1) − (2.2) admet au
moins une solution.

Preuve : On choisit

r ≥ 2
[
Lf (logT)
Γ(α1)|Ω|

(∑n
i=1 |ρi|

(logωi)
α1−r

α1−r + (log t)α1−r

α1−r

)
+ 1

Γ(α1+1)(logT)α1

]
.

On Considère
Br = {x ∈ C(J,R) : |x| ≤ r}.

Soit D et R les deux opérateurs déVnis sur Br par :

(Dx)(t) =
1

Γ(α1)

∫ t

1
(log

t

s
)α1−1h(s, y(s), ψy(s))

ds

s
.

(Rx)(t) =
(logT)

Γ(α1)

[
(logT)−

∑n
i=1 |ρi|[logωi − ωi + 1]

]

×
( n∑
i=1

|ρi|
∫ ωi

1
(log

ωi
s

)α1−r−1h(s, y(s), ψy(s))
ds

s

−
∫ T

1
(log

T

s
)α1−r−1h(s, y(s), ψy(s))

ds

s

)
.

Pour x, y ∈ Br , on a
Dx+ Ry ∈ Br.
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On considère :

‖Dx+ Ry‖ = | 1

Γ(α1)

∫ t

1
(log

t

s
)α1−1h(s, y(s), ψy(s))

ds

s

+
(logT)

Γ(α1)
[
(logT)−

∑n
i=1 | ρi | [logωi − ωi + 1]

]
×

( n∑
i=1

| ρi |
∫ ωi

1
(log

ωi
s

)α1−r−1h(s, y(s), ψy(s))
ds

s

−
∫ T

1
(log

t

s
)α1−r−1h(s, y(s), ψy(s)

ds

s

)
|

≤ 1

Γ(α1)

∫ t

1
(log

t

s
)α1−1‖h(s, y(s), ψy(s))‖ds

s

+
(logT)

Γ(α1)
[
(logT)−

∑n
i=1 | ρi | [ωi(logωi−1)+1]

]
×

( n∑
i=1

| pi |
∫ ωi

1
(log

ωi
s

)α1−r−1‖h(s, y(s)ψy(s))‖ds
s

−
∫ T

1
(log

T

s
)α1−r−1‖h(s, y(s), ψy(s))‖ds

s

)
et

‖Dx+ Ry‖ ≤ 1

Γ(α1)

∫ t

1
(log

t

s
)α1−1Lf

ds

s

+
(logT)

Γ(α1)

[
(logT)−

∑n
i=1 |ρi|[logωi − ωi + 1]

]

×

(
n∑
i=1

|ρi|
∫ ωi

1
(log

ωi
s

)α1−r−1Lf
ds

s
−
∫ T

1
(log

T

s
)α1−r−1Lf

ds

s

)

≤

[
Lf (logT)

Γ(α1)|Ω|

( n∑
i=1

|ρi|
(logωi)

α1−r

α1 − r

+
(log t)α1−r

α1 − r

)
+

1

Γ(α1 + 1)
(logT)α1

]
≤ r.

Ainsi

Dx+ Ry ∈ Br.

Par A4,R est une contraction , et par A1 l’opérateur (Dx)(t) est continue , nous observons également que :

‖(Dx)(t)‖ ≤ 1

Γ(α1)

∫ t

1
(log

t

s
)α1−1‖h(s, y(s), ψy(s))‖ds

s

≤
Lf

Γ(α1 + 1)
.
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Donc D est uniformément bornée sur Br , nous pouvons dire maintenant que (Dx)(t) est équicontinue .
Soit t1, t2 ∈ J, t2 ≤ t1 et x ∈ Br , puisque h est borné sur l’ensemble compact

sup
(t,x,y)∈J×Br

‖h(s, y(s), ψy(s))‖ := C0 <∞.

On a :

‖(Dx)(t2)− (Dx)(t1)‖

=
∥∥∥ 1

Γ(α1)

∫ t1

1
(log

t1
s

)α1−1h(s, y(s), ψy(s))
ds

s

− 1

Γ(α1)

∫ t1

1
(log

t2
s

)α1−1h(s, y(s), ψy(s))
ds

s

∥∥∥
≤ 1

Γ(α1)

∥∥∥∫ t1

1

[
(log

t1
s

)α1−1 − (log
t2
s

)α1−1
]
h(s, y(s), ψy(s))

ds

s

+

∫ t2

t1

(log
t2
s

)α1−1h(s)
ds

s

∥∥∥
≤ C0

Γ(α1)

(∫ t1

1
| (log

t1
s

)α1−1 − (log
t2
s

)α1−1 | ds
s

+

∫ t2

t1

(log
t2
s

)α1−1ds

s

)
→ 0 −→ t2 → t1.

Ainsi,D(Br) est relativement compact, par conséquent, d’aprés le théorème Arzela-d’Ascoli,D est compact.
Ainsi, le problème considérer (2.1)− (2.2) admet au moins un point Vxe .

Exemple 2.1 Considérons le problème suivante

cD
1
2 y(t) =

cos2 t

(e−t+2)2|y(t)|
+

∫ t

0

(s+ |y(s)|)
(2 + t)2(1 + |y(s)|)

ds, (2.4)

y(1) = 0, D
1
2 y(e) = 2D

1
2 y(e) +D

1
2 y(e), (2.5)

f(t, u, v) =
cos2 t

(e−t+2)2|y(t)|
,

k(t, s, y) =

∫ t

0

(s+ |y(s)|)
(2 + t)2(1 + |y(s)|)

ds,

d’où α = 1
2 ,L1 = L2 = 1

9 ,L3 = 1
9 , r = 1

2 , T = e, n = 2, ρ1 = 2, ρ2 = 2, ω1 = 2, ω2 = 1.
D’où l’hypothèse (A2) est vraie . Nous vériVent l’état :

(logT)

Γ(α1)|Ω|
(L1 + L2M)

(
n∑
i=1

|ρi|
(logωi)

α1−r

α1 − r
+

(logT)α1−r

α1 − r

)
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+(L1 + L2M)
1

Γ(α1 + 1)
(logT)α1 < 1 ≈ 0, 12025.

Par conséquent , le problème (2.4)-(2.5) admet une solution unique .
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CHAPITRE 3

PROBLÈMES AUX LIMITES IMPLIQUANT LA DÉRIVÉE DE CAPUTO DANS
LES ESPACES DE BANACH

A notre connaissance , les problèmes au valeurs limites pour les équations diUérentielles fractionnaires
impliquant la dérivée de Caputo dans les espaces de dimension inVnie n’a pas été étudiée largement. Nous
étendons les travaux antérieurs sur la valeur limite du problème de premier ordre , pour les équations diUé-
rentielles fractionnaires en dimension Vnie des espaces aux espaces de dimension inVnie du type

{
cDαy(t) = f(t, y(t)), 0 < α < 1, t ∈ J = [0, T ],

ay(0) + by(T ) = c,
(3.1)

Où cDα est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre α, f : J ×X → X ,où X est un espace de Banach et
a, b, c sont des constantes réelles avec a+ b 6= 0.

Lemme 3.1 [5] Une fonction mesurable f : J → X est Bochner intégrable si f est intégrable de Lebesgue.

Lemme 3.2 [5](Lemme de Mazur)
SiK un sous-ensemble compact de X alors la fermeture convk est compacte.

Lemme 3.3 Soit S = {s(t)} une famille de fonction d’applications continues s : [a, b] → X . Si S est unifor-
mément borné et équicontinue , et pour tout t∗ ∈ [a, b] , l’ensemble {s(t∗)}est relativement compact , alors il
existe un uni-suite de fonctions convergent {sn(t)}(n = 1, 2, ..., t ∈ [a, b]) dans S.

Lemme 3.4 Soit y ∈ C(J,X) vériVant l’inégalité suivante :

‖y(t)‖ ≤ a+ b
∫ t

0 (t− s)α−1‖y(s)‖λds+ c
∫ T

0 (T − s)α−1‖y(s)‖λds,
où α ∈ (0, 1), λ ∈ [0, 1− 1

p ] pour certains 1 < p < 1
1−α , a, b, c ≥ 0 sont constantes. alors il existe une constante

M∗ > 0 telle que
‖y(t)‖ ≤M∗.

Avant d’énoncer et de prouver les résultats principaux, nous introduisons les hypothèses suivantes :
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(H1) La fonction f : J ×X → X est fortement mesurable par rapport a t sur J

(H2) Il existe une constante α1 ∈ (0, α) et une fonction réellem(t) ∈ L
1
α1 (J,R)tel que :

‖f(t, u1)− f(t, u2)‖ ≤ m(t)‖u1 − u2‖ pour chaque t ∈ J , et tout u1, u2 ∈ X.

(H3) Il existe une constante α2 ∈ (0, α) et une fonction a valeur réelle h(t) ∈ L
1
α2 (J,R) tel que :

‖f(t, y)‖ ≤ h(t), pour chaque t ∈ J , et tout y ∈ X.

Par souci de concision , soitM = ‖m‖
L

1
α1 (J,R)

, H = ‖h‖
L

1
α2 (J,R)

.

Notre premier résultat est basé sur le principe de contraction de Banach .

Théorème 3.1 Supposons que (H1)-(H3) tiennent, si

Ωα,T =
MTα−α1

Γ(α)(α−α1
1−α1

)1−α1

(
1 +

| b |
| a+ b |

)
< 1. (3.2)

Alors le problème (3.1) admet une unique solution .
Preuve : Pour chaque t ∈ J , on a∫ t

0
‖(t− s)α−1f(s, y(s))‖ds ≤

(∫ t

0
(t− s)

α−1
1−α2 ds

)1−α2
(∫ t

0
(h(s))

1
α2 ds

)α2

≤ Tα−α2H

(α−α2
1−α2

)1−α2
.

Ainsi , ‖(t−s)α−1f(s, y(s))‖ est Lebesgue intégrable par rapport a s ∈ [0, t] pour tout t ∈ J et y ∈ C(J,X)
. Alors (t− s)α−1f(s, y(s)) est Bochner intégrable par rapport a s ∈ [0, t] pour tout t ∈ J a cause de lemme
3.1.
Par conséquent , le problème fractionnaire (3.1) est équivalent a l’intégrale fractionnaire suivante :

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s, y(s))ds

− 1

a+ b

[ b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1f(s, y(s))− c

]
, t ∈ J.

Soient

r ≥ Tα−α2H

Γ(α)(α−α2
1−α2

)1−α2
+
| b |
| a+ b |

× Tα−α2H

Γ(α)(α−α2
1−α2

)1−α2
+
| c |
| a+ b |

.

Nous déVnie maintenant l’opérateur F sur Br = {y ∈ C(J,X) : ‖y‖ ≤ r} comme suite :

(Fy)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s, y(s))ds

− 1

a+ b

[ b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1f(s, y(s))ds− c

]
, t ∈ J. (3.3)

Par conséquent , l’existence d’une solution du problème fractionnaire (3.1)est équivalent a celle l’opérateur
F admet un point Vxe sur Br , nous utilisons le principe de contraction de Banach pour prouver que F a un
point Vxe , la preuve est divisée en deux étapes.
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Etape1 : Fy ∈ Br pour chaque y ∈ Br
pour tout y ∈ Br et tout δ > 0, par (H3) et l’inégalité de Hölder , on obtient

‖(Fy)(t+ δ)− (Fy)(t)‖

≤
∥∥∥ 1

Γ(α)

∫ t

0
[(t+ δ − s)α−1 − (t− s)α−1]f(s, y(s))ds

∥∥∥
+

∥∥∥ 1

Γ(α)

∫ t+δ

t
(t+ δ − s)α−1f(s, y(s))ds

∥∥∥
≤ 1

Γ(α)

∫ t

0
[(t− s)α−1 − (t+ δ − s)α−1]‖f(s, y(s))‖ds

+
1

Γ(α)

∫ t+δ

t
(t+ δ − s)α−1‖f(s, y(s))‖ds

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0
[(t− s)α−1 − (t− δ − s)α−1]h(s)ds

+
1

Γ(α)

∫ t+δ

t
(t+ δ − s)α−1h(s)ds

≤ 1

Γ(α)

(∫ t

0
[(t− s)

α−1
1−α2 − (t+ δ − s)

α−1
1−α2 ]ds

)1−α2
(∫ t

0
(h(s))

1
α2 ds

)α2

+
1

Γ(α)

(∫ t+δ

t
(t+ δ − s)

α−1
1−α2 ds

)1−α2
(∫ t+δ

t
(h(s))

1

α2
ds
)α2

≤ H

Γ(α)

( tα−α21−α2

α−α2
1−α2

+
δ
α−α2
1−α2

α−α2
1−α2

− (t+ δ)
α−α2
1−α2

α−α2
1−α2

)1−α2

+
H

Γ(α)

(δ α−α21−α2

α−α2
1−α2

)1−α2

≤ H

Γ(α)(α−α2
1−α2

)1−α2

[(
t
α−α2
1−α2 − (t+ δ)

α−α2
1−α2 + δ

α−α2
1−α2

)1−α2

+ δα−α2

]
≤ 2Hδα−α2

Γ(α)(α−α2
1−α2

)1−α2
.

Lorsque δ −→ 0 , le membre droit de l’inégalité ci-dessus tend vers zéro , par conséquent , F est continue
sur J , c’est-a-dire : Fy ∈ C(J,X).
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De plus , pour y ∈ Br et tout t ∈ J , on obtient

‖(Fy)(t)‖

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1‖f(s, y(s))‖ds

+
| b |

| a+ b | Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1‖f(s, y(s))‖ds+

| c |
| a+ b |

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds

+
| b |

| a+ b | Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1h(s)ds+

| c |
| a+ b |

≤ 1

Γ(α)

(∫ t

0
(t− s)

α−1
1−α2 ds

)1−α2
(∫ t

0
(h(s))

1
α2 ds

)α2

+
| b |

| a+ b | Γ(α)

(∫ T

0
(T − s)

α−1
1−α2 ds

)1−α2
(∫ T

0
(h(s))

1
α2 ds

)α2

+
| c |
| a+ b |

≤ Tα−α2H

Γ(α)(α−α2
1−α2

)1−α2
+
| b |
| a+ b |

× Tα−α2H

Γ(α)(α−α2
1−α2

)1−α2
+
| c |
| a+ b |

≤ r.

Ce qui implique que ‖Fy‖∞ ≤ r, ainsi , on peut conclure que pour tout y ∈ Br, Fy ∈ Br i.e , F : Br −→ Br

Etape2 : F est une application de contraction sur Br.
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Pour x, y ∈ Br et tout t ∈ J , en utilisant (H2) et l’inégalité de Hölder , on obtient

‖(Fx)(t)− (Fy)(t)‖

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1‖f(s, x(s))− f(s, y(s))‖ds

+
| b |

| a+ b | Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1‖f(s, x(s))− f(s, y(s))‖ds

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1m(s)‖x(s)− y(s)‖ds

+
| b |

| a+ b | Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1m(s)‖x(s)− y(s)‖ds

≤ ‖x− y‖∞
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1m(s)ds

+
| b | ‖x− y‖∞
| a+ b | Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1m(s)ds

≤ ‖x− y‖∞
Γ(α)

(∫ t

0
(t− s)

α−1
1−α1 ds

)1−α1
(∫ t

0
(m(s))

1
α1 ds

)α1

+
| b | ‖x− y‖∞
| a+ b | Γ(α)

(∫ T

0
(T − s)

α−1
1−α1 ds

)1−α1
(∫ T

0
(m(s))

1
α1 ds

)α1

≤ ‖x− y‖∞
Γ(α)

Tα−α1

(α−α1
1−α1

)1−α1
‖m‖

L
1
α1 (J,R+)

+
| b | ‖x− y‖∞
| a+ b | Γ(α)

Tα−α1

(α−α1
1−α1

)1−α1
‖m‖

L
1
α1 (J,R+)

≤
[ MTα−α1

Γ(α)(α−α1
1−α1

)1−α1

(
1 +

| b |
| a+ b |

)]
‖x− y‖∞.

Alors on obtient :
‖Fx− Fy‖∞ ≤ Ωα,T ‖x− y‖∞.

Ainsi , F est une contraction a cause de la condition (3.2).
Par la contraction de Banach , on peut déduire que F admet un unique point Vxe unique qui est juste la
solution unique de problème (3.1).
Notre deuxième résultats est basé sur le théorème du point Vxe bien connue de Schaefer.
Nous faisons les hypothèses suivantes :

(H4) La fonction f : J ×X −→ X est continue.

(H5) Il existe des constantes λ ∈ [0, 1− 1
p ] pour quelques 1 < p < 1

1−α et N > 0 tel que :

‖f(t, u)‖ ≤ N(1 + ‖u‖λ).

Pour chaque t ∈ J, et tout u ∈ X.
(H6) Pour tout t ∈ J , l’ensemble K = {(t − s)α−1f(s, y(s)) : y ∈ C(J,X), s ∈ [0, t]} est relativement

compact.

Théorème 3.2 Supposons que (H4)-(H6) tiennent , alors le problème (3.1) admet au moins une solution sur J .
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Preuve :Transformons le problème (3.1) admet un problème a point Vxe , prendre en compte opérateur
F : C(J,X) −→ C(J,X) déVnie comme (3.3) , il est évident que F est bien déVnie en raison de (H4).
Pour des raisons de commodité , nous subdivisions la preuve en plusieurs étapes .

Etape1 : F est continue , soit {yn} une suite telle que yn −→ y dans C(J,X), alors pour chaque t ∈ J , on
a

‖(Fyn)(t)− (Fy)(t)‖

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1‖f(s, yn(s))− f(s, y(s))‖ds

+
| b |

| a+ b | Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1‖f(s, yn(s))− f(s, y(s))‖ds

≤ ‖f(., yn(.))− f(., y(.))‖∞
Γ(α)

[ ∫ t

0
(t− s)α−1ds+

| b |
| a+ b |

∫ T

0
(T − s)α−1ds

]
≤ Tα

Γ(α+ 1)

(
1 +

| b |
| a+ b |

)
‖f(., yn(.))− f(., y(.))‖∞.

Si f est continue , on a

‖Fyn − Fy‖∞

≤ Tα

Γ(α+ 1)

(
1 +

| b |
| a+ b |

)
‖f(., yn(.))− f(., y(.))‖∞ → 0, n→∞.

Etape2 : F transforme les ensembles bornées en ensembles bornées en C(J,X)
En eUet , il suXt de montrer que pour tout η∗ > 0 , il existe un ` > 0 tel que
pour chaque y ∈ Bη∗ = {y ∈ C(J,X) : ‖y‖ ≤ η∗}, on a ‖Fy‖∞ ≤ `, pour chaque t ∈ J on obtient :

‖(Fy)(t)‖

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1‖f(s, y(s))‖ds

+
| b |

| a+ b | Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1‖f(s, y(s))‖ds+

| c |
| a+ b |

≤ N

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1(1 + ‖y(s)‖λ)ds

+
| b | N

| a+ b | Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1(1 + ‖y(s)‖λ)ds+

| c |
| a+ b |

≤ N

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1ds+

| b | N
| a+ b | Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1ds+

| c |
| a+ b |

+
N

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1‖y(s)‖λds+

| b | N
| a+ b | (α)

∫ T

0
(T − s)α−1‖y(s)‖λds

≤ NTα

Γ(α+ 1)
+

| b | NTα

| a+ b | Γ(α+ 1)
+
| c |
| a+ b |

+
NTα(η∗)λ

Γ(α+ 1)
+
| b | NTα(η∗)λ

| a+ b | (α+ 1)
.

Ce qui implique que :

‖Fy‖∞ ≤ NTα

Γ(α+1)

(
1 + |b|

|a+b|

)
+ |c|
|a+b| + NTα(η∗)λ

Γ(α+1)

(
1 + |b|

|a+b|

)
= `.
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Etape3 : F transforme les ensembles bornées en ensembles équicontinues de C(J,X).

Soit 0 ≤ t1 < t2 ≤ T, y ∈ Bη∗ . En utilisant (H5) , nous avons :

‖(Fy)(t2)− (Fy)(t1)‖

≤ 1

Γ(α)

∫ t1

0
[(t1 − s)α−1 − (t2 − s)α−1]‖f(s, y(s))‖ds

+
1

Γ(α)

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1‖f(s, y(s))‖ds

≤ N

Γ(α)

∫ t1

0
[(t1 − s)α−1 − (t2 − s)α−1](1 + ‖y(s)‖λ)ds

+
N

Γ(α)

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1(1 + ‖y(s)‖λ)ds

≤ N(1 + (η∗)λ)

Γ(α)

∫ t1

0
[(t1 − s)α−1 − (t2 − s)α−1]ds

+
N(1 + (η∗)λ)

Γ(α)

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1ds

≤ N(1 + (η∗)λ)

Γ(α+ 1)
(| tα1 − tα2 | +2(t2 − t1)α)

≤ 3N(1 + (η∗)λ)(t2 − t1)α

Γ(α+ 1)
.

Comme t2 −→ t1, la membre droit de l’inégalité ci -dessus tends vers zéro , donc F est équicontinue .
Maintenant , soit {yn}, n = 1, 2, ... une suite sur βη∗ , et

(Fyn)(t) = (F1yn)(t) + (F2yn)(T ), t ∈ J.

Où
(F1yn)(t) = 1

Γ(α)

∫ t
0 (t− s)α−1f(s, yn(s))ds, t ∈ J,

(F2yn)(T ) = − 1
a+b

[
b

Γ(α)

∫ T
0 (T − s)α−1f(s, yn(s))ds− c

]
.

Au vu de la condition (H6) et du lemme 3.2 , nous avons que convK est compact pour tout t∗ ∈ J .

(F1yn)(t∗) =
1

Γ(α)

∫ t∗

0
(t∗ − s)α−1f(s, yn(s))ds

=
1

Γ(α)
lim
k→∞

k∑
i=1

t∗

k

(
t∗ − it∗

k

)α−1
f
( it∗
k
, yn

( it∗
k

))
=

t∗

Γ(α)
ξ̃n.

Où

ξ̃n = lim
k→∞

k∑
i=1

1

k

(
t∗ − it∗

k

)α−1
f
( it∗
k
, yn

( it∗
k

))
.

Puisque convK est convexe et compact , nous savons que ξ̃n ∈ convK , donc pour tout t∗ ∈ J , l’ensemble
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{(F1yn)(t∗)} est relativement compact . D’après le lemme 3.3, chaque {(F1yn)(t)}contient une sous -suite
uniformément convergente
{(F1ynk)(T )}, k = 1, 2, ...sur J , ainsi l’ensemble{F1y : y ∈ Bη∗} est relativement compact.de même,
on peut obtenir {(F2yn)(T )} contient une sous-séquence uniformément convergente {(F2ynk)(T )}, k =
1, 2, ..ainsi, l’ensemble {F2y : y ∈ Bη∗} est relativement compact .
En conséquence des étapes 1 à 3 , nous pouvons conclure que f est continue et complètement continue.

Etape 4 : Limites bornée
il reste maintenant a montrer que l’ensemble

E(F ) = {y ∈ C(J,X) : y = λFy, pourλ ∈ (0, 1)}
est délimité.
Soit y ∈ E(F ) , alors y = λFy , pour certains λ ∈ (0, 1) , ainsi pour chaque t ∈ J , on a

y(t) = λ
( 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s, y(s))ds− 1

a+ b

[ b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1f(s, y(s))ds− c

])
.

Pour chaque t ∈ J , on a

‖y(t)‖ ≤ NTα

Γ(α+ 1)
+

| b | NTα

| a+ b | Γ(α+ 1)
+
| c |
| a+ b |

+
N

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1‖y(s)‖λds

+
| b | N

| a+ b | Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1‖y(s)‖λds.

D’aprés le lemme 3.4, il existe unM∗ > 0 tel que

‖y(t)‖ ≤M∗, t ∈ J.

Ainsi pour tout t ∈ J , on a
‖y‖∞ ≤M∗.

Cela montrer que l’ensemble E(F ) est bornée , en conséquent le théorème du point Vxe de Schaefer , on
déduit que F admet un point Vxe qui est une solution de problème (3.1)
Dans le théorème suivante , nous appliquons l’alternative non linéaire de type Leray-Schauder dans lequel
la condition (H5) est aUaiblie.

(H5’) Il existe un λ ∈ [0, 1− 1
p ] pour quelque 1 < p < 1

1−α et une fonctionN(t) ∈ L
1
α3 (J,R), α3 ∈ (0, α)

tel que
‖f(t, u)‖ ≤ N(t)(1 + ‖u‖λ).

Pour chaque t ∈ J , et tout u ∈ X.

Théorème 3.3 Supposons que (H4)-(H5’)-(H6) maintenons ,alors le problème fractionnaire (3.1) a au moins une
solution sur J .

Preuve : Considérons l’opérateur F déVnis dans le théorème 3.2, on peut facilement montre que F est
continue et complètement continue, on répète le même processus à l’étape 4 de théorème 3.2, utilisant (H5’)
et encore une fois l’inégalité de Hölder , on a pour chaque t ∈ J , il existe unM∗ > 0 tel que ‖y‖∞ ≤M∗.
Soit

U = {y ∈ C(J,X) : ‖y‖∞ < M∗ + 1}.
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3.1. EXEMPLES :

L’opérateur F : U −→ C(J,X) est continue et complètement continue , du choix de U , il n ’ya pas de
y ∈ ∂U tel que y = λF (y), λ ∈ (0, 1), en conséquence de l’alternative non linéaire de type Leray -Schauder
on en déduit que que F a une point y ∈ U, ce qui implique que le problème fractionnaire (3.1) admet au
moins une solution y ∈ C(J,X).

3.1 Exemples :

Dans cette section , nous donnons deux exemples pour illistre l’utilité de nous principaux résultats .

Exemple 3.1 Considérons le problème suivant des valeurs au limites fractionnaires ,


cDαy(t) = e−vt|y(t)|

(1+et)(1+|y(t)|) , α ∈ (0, 1), t ∈ J1 = [0, 1],

y(0) + y(1) = 0 ,

(3.4)

où v > 0 est constante .
L’ensemble

f(t, y) =
e−vty

(1 + et)(1 + y)
, (t, y) ∈ J1 × [0,∞[.

Soit y1, y2 ∈ [0,∞[ et t ∈ J1, en suite nous avons

| f(t, y1)− f(t, y2) | =
e−vt

(1 + et)
| y1

1 + y1
− y2

1 + y2
|

=
e−vt | y1 − y2 |

(1 + et)(1 + y1)(1 + y2)

≤ e−vt

1 + et
| y1 − y2 |

≤ e−vt

2
| y1 − y2 | .

Pour tout y ∈ [0,∞[ et chaque t ∈ J1,

| f(t, y) | =
e−vt

1 + et
| y

1 + y
|

≤ e−vt

1 + et

≤ e−vt

2
.

Pour t ∈ J1, β ∈ (0, α), on a m(t) = h(t) = e−vt

2 ∈ L
1
β (J1, R),M = ‖ e−vt2 ‖L

1
β (J1,R)

. En choisissant un

v > 0 reste grand et convenable β ∈ (0, α), on peut arriver au suite à l’inégalité

Ωα,1 =
M1α−β

Γ(α)(α−β1−β )1−β
× 3

2
< 1.
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3.1. EXEMPLES :

Ainsi , toutes les hypothèses du théorème 3.1 sont satisfaits nos résultats peuvent être appliqués à le problème
(3.4).

Exemple 3.2 Considérons un autre problème de valeur limité


cDαy(t) = tϑ|y(t)|λ

(1+et)(1+|y(t)|) , α ∈ (0, 1), ϑ > −α, t ∈ J1,

y(0) + y(1) = 0.

(3.5)

L’ensemble

f1(t, x) =
tϑxλ

(1 + et)(1 + x)
, (t, x) ∈ J1 × [1, 2].

Evidemment , pour tout y ∈ [1, 2] et chaque t ∈ J1

| f1(t, y) | =
tϑ

(1 + et)
| yλ

1 + y
|

≤ 1

(1 + et)
× | y |

λ

2

≤ 1

4
| y |λ .

Puisque ϑ > −α , il n’est pas diXcile de voir

∫ t

0
(t− s)α−1 sϑ | y(s) |λ

(1 + es)(1+ | y(s) |)
ds ≤

∫ t

0
(t− s)α−1sϑds

≤ Γ(α)Γ(ϑ+ 1)

Γ(α+ ϑ+ 1)
tα+ϑ

≤ Γ(α)Γ(ϑ+ 1)

Γ(α+ ϑ+ 1)
.

En conséquent , l’ensemble

K1 =
{

(t− s)α−1 sϑ | y(s) |λ

(1 + es)(1+ | y(s) |)
: y ∈ C(J1, [1, 2]), s ∈ [0, t]

}
est borné et fermé ce qui implique que K1 est compact , ainsi toutes les hypothèses de théorème 3.2 sont
satisfaits , nos résultats peuvent être appliqués au problème (3.5).
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CHAPITRE 4

PROBLÈMES NON LINÉAIRES ET INCLUSIONS DIFFÉRENTIELLES

Pour les inclusions diUérentielles d’ordre fractionnaire, nous considérons le problème de la valeur limite.

cDαy(t) ∈ F (t, y), t ∈ J = [0, T ], 1 < α ≤ 2, (4.1)

y(0) = y0, y(T ) = yT , (4.2)

Où cDαest la dérivée fractionnaire de Caputo , F : J×R→ P(R)est un multiapplication transforme (P(R)
est la famille de tous les sous-ensembles non vides de R), y0, yT sont des constantes réelles.
Cette problème de inclusions diUérentielles d’ordre fractionnaire avec conditions non locales [7].

CDαy(t) ∈ F (t, y), t ∈ J = [0, T ], 1 < α ≤ 2, (4.3)

y(0) = g(y), y(T ) = yT . (4.4)

Où F, yT sont comme dans le problème (4.1)-(4.2), et g : C(J,R)→ R est une fonction continue.

Lemme 4.1 Soit (X, d) un espace métrique complet , siN : X → Pcl(X) est une contraction, alors l’ensemble
de point Vxe N 6= ∅.

Dans cette section nous intéressons a l’existence des solutions pour le problème (4.1)-(4.2) lorsque le membre
droite a des valeurs convexes et non convexes , au départ nous supposons que F est une carte a valeurs
compacte et convexe.

DéVnition 4.1 Une fonction y ∈ AC1(J,R) est dite être une solution de (4.1)-(4.2) s’il existe une fonction
v ∈ L1(J,R) avec v(t) ∈ F (t, y(t)), pour t ∈ J tel que

cDαy(t) = v(t), t ∈ J, 1 < α < 2

et la fonction y satisfait la condition (4.2) pour l’existence de solution pour le problème (4.1)-(4.2) nous avons
besoin des lemmes auxiliaires bas :

Lemme 4.2 Soit α > 0, alors l’équation diUérentielle

38



cDαh(t) = 0

à des solutions h(t) = c0 + c1t+ c2t
2 + ...+ cnt

n−1, ci ∈ R, i = 0, ..., n, n = [α] + 1.

Lemme 4.3 Soit α > 0 , alors

IαcDαh(t) = c0 + c1t+ c2t
2 + ...+ cnt

n−1 + h(t).

Pour certains ci ∈ R, i = 0, ..., n, n = [α] + 1.

Comme conséquence des lemmes 4.2 et 4.3 nous avons le résultat suivante qui est utile dans ce qui suite :

Lemme 4.4 Soit 1 < α ≤ 2 et soit h : J −→ R continue , une fonction y est une solution de l’équation
intégrale fractionnaire.

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1h(s)ds−

( t
T
− 1
)
y0 +

t

T
yT .

(4.5)

Si et seulement si y est une solution du problème fractionnaire.

cDαy(t) = h(t), t ∈ J (4.6)

y(0) = y0, y(T ) = yT (4.7)

Preuve :
Supposons que y satisfait (4.5), alors le lemme 4.3 implique que :

y(t) = c0 + c1t+
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds.

D’après (4.7), un simple calcule donne

c1 =
−1

TΓ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1h(s)ds− 1

T
y0 +

1

T
yT .

Par conséquence nous obtenons l’équation (4.3) inversement , il est clair que si y satisfait l’équation (4.3) ,
alors les équations (4.6)-(4.7) sont vériVées.

Théorème 4.1 Supposons que les hypothèses suivantes soient valables :

(H1) F : J × R −→ Pcp,c(R) est une application a valeurs multiples de Carathéodory.

(H2) Il existe p ∈ C(J,R+) et ψ : [0,∞[−→]0,∞[ continue et non-plissant tel que
‖F (t, u)‖P ≤ p(t)ψ(| u |) pour t ∈ J et chaque u ∈ R ,
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(H3) Il existe l ∈ L1(J,R+), avec Iαl <∞, tel que pour tout

Hd(F (t, u), F (t, u)) ≤ l(t) | u− u | , u, u ∈ R,
et
d(0, F (t, 0)) ≤ l(t), avec t ∈ J.

(H4) Il existe un nombreM > 0 tel que

M

ψ(M)‖Iαp‖∞ + ψ(M)(Iαp)(T )+ | y0 | + | yT |
> 1. (4.8)

Alors le problème (4.1)-(4.2) admet au moins une solution .
Preuve : Transforme le problème (4.1)-(4.2) en un problème à point Vxe , considérer l’opérateur à plusieurs
valeurs .

N(y) =
{
h ∈ C(J,R) : y(t) =

1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1v(s)ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1v(s)ds−

( t
T
− 1
)
y0 +

t

T
yT , v ∈ SF,y

}
(4.9)

Remarque 4.1 Il est clairement à partir du lemme 4.4 , les points Vxe de N sont du solution à (4.1)-(4.2).
Nous montrons que N satisfait les hypothèses de l’alternative non linéaire de type Leray- Schauder ,le preuve
sera donnée en plusieurs étapes.

Etape 01 : N(y) est convexe pour chaque y ∈ C(J,R).
En eUet, si h1, h2 appartiennent N(y) , alors il existe v1, v2 ∈ SF,y tel que pour chaque t ∈ J on a

hi(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1vi(s)ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1vi(s)ds−

( t
T
− 1
)
y0 +

t

T
yT .

Pour i = 1, 2 , soit 0 ≤ d ≤ 1 , alors, pour chaque t ∈ J , on a

(dh1 + (1− d)h2)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1[dv1(s) + (1− d)v2(s)]ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1[dv1(s) + (1− d)v2(s)]ds

−
( t
T
− 1
)
y0 +

t

T
yT .

Puisque SF,y est convexe (par ce que F a des valeurs convexes), on a

dh1 + (1− d)h2 ∈ N(y).

Etape 02 : N transforme bornée en ensemble bornée en C(J,R).
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Soit Bη∗ = {y ∈ C(J,R) : ‖y‖∞ ≤ η∗} être bornée en C(J,R). et y ∈ Bη∗ .alors pour chaque h ∈ N(y). il
existe v ∈ SF,y tel que

h(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1v(s)ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1v(s)ds−

( t
T
− 1
)
y0 +

t

T
yT .

Par (H2) on a, pour chaque t ∈ J,

| h(t) | =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 | v(s) | ds

+
t

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1 | v(s) | ds+ | y0 | + | yT |

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1p(s)ψ(| y(s) |)ds

+
1

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1p(s)ψ(| y(s) |)ds+ | y0 | + | yT |

≤ ψ(η∗)Iα(p)(t) + ψ(η∗)Iα(p)(T )+ | y0 | + | yT | .

Ainsi

‖h‖∞ ≤ ψ(η∗)‖Iα(p)‖∞ + ψ(η∗)Iα(p)(T )+ | y0 | + | yT |= `.

Etape 03 : N transforme les ensembles bornée en ensembles équicontinues de C(J,R).
Soit t1, t2 ∈ J, t1 < t2, Bη∗ un ensemble bornée de C(J,R) comme à l’étape 2 , soit y ∈ Bη∗ , et
h ∈ N(y) puis

| h(t2)− h(t1) | = | 1

Γ(α)

∫ t1

0
[(t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1]v(s)ds

+
(t2 − t1)

Γ(α)

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1v(s)ds |

+
(t2 − t1)

T
| y0 | +

(t2 − t1)

T
| yT |

≤ ‖p‖∞ψ(η∗)

Γ(α)

∫ t1

0
[(t1 − s)α−1 − (t2 − s)α−1]ds

+
(t2 − t1)‖p‖∞ψ(η∗)

Γ(α)

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1ds

+
(t2 − t1)

T
| y0 | +

(t2 − t1)

T
| yT |

≤ ‖p‖∞ψ(η∗)

Γ(α+ 1)
[(t2 − t1)α + tα1 − tα2 ]

+
(t2 − t1)‖p‖∞ψ(η∗)

Γ(α+ 1)
(t2 − t1)α

+
(t2 − t1)

T
| y0 | +

(t2 − t1)

T
| yT | .
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Lorsque t1 −→ t2 le membre droite de l’inégalité ci-dessus tend vers zéro comme une conséquence des
étapes 1 à 3 avec le théorème d’Arzela-Ascoli , nous pouvons concluent que N : C(J,R) −→ P(C(J,R))
est complètement continue .

Etape 04 : N admet un graphe fermé .

Soit yn −→ y∗, hn ∈ N(yn) et hn −→ h∗ , nos devons montre que h∗ ∈ N(y∗) .
hn ∈ N(yn) signiVe qu’il existe vn ∈ SF,yn tel que ,pour chaque t ∈ J

hn(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1vn(s)ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1vn(s)ds−

( t
T
− 1
)
y0 +

t

T
yT .

Il faut montre qu’il existe v∗ ∈ SF,y∗ tel que , pour chaque t ∈ J,

h∗(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1v∗(s)ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1v∗(s)ds−

( t
T
− 1
)
y0 +

t

T
yT .

Puisque F (t, .) est semi-continue supérieure , alors pour tout ε > 0 il existe n0(ε) ≥ 0 tel que , pour tout
n ≥ n0 on a

vn(t) ∈ F (t, yn(t)) ⊂ F (t, y∗(t)) + εB(0, 1), t ∈ J.

Puisque F (., .) a des valeurs compactes , alors il existe un sous-séquence vnm(.) telle cette

vnm(.) −→ v∗(.), m −→∞

et
v∗(t) ∈ F (t, y∗(t)), t ∈ J.

Pour tout w ∈ F (t, y∗(t)),on a

| vnm(t)− v∗(t) |≤| vnm(t)− w | + | w − v∗(t) | .

Puis
| vnm(t)− v∗(t) |≤ d(vnm(t), F (t, y∗(t)).

Par une relation analogue , obtenue en interchangeant les rôles de vnm et v∗, il suite que

| vnm(t)− v∗(t) |≤ Hd(F (t, yn(t)), F (t, y∗(t))) ≤ l(t) | yn − y∗ |∞ .

Puis

| hn(t)− h∗(t) | ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 | vnm(s)− v∗(s) | ds

+
1

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1 | vnm(s)− v∗(s) | ds

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1l(s)ds‖ynm − y∗‖∞

+
1

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1l(s)ds‖ynm − y∗‖∞
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d’où

‖hnm − h∗‖∞ ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1l(s)ds‖ynm − y∗‖∞

+
1

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1l(s)ds‖ynm − y∗‖∞ −→ 0.

Commem −→∞ .

Etape 05 : Limites a priori sur les solutions .

Soit y tel que y ∈ λN(y) avec λ ∈ [0, 1].alors il existe v ∈ SF,y tel que , pour chaque t ∈ J.

y(t) =
λ

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1α(s)ds

− λt

TΓ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1v(s)ds− λ

( t
T
− 1
)
y0 +

λt

T
yT .

Cela implique par (H2) que pour chaque t ∈ J , on a

| y(t) | ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 | v(s) | ds

+
1

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1 | v(s) | + | y0 | + | yT |

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1p(s)ψ(| y(s) |)ds

+
1

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1p(s)ψ(| y(s) |)ds+ | y0 | + | yT |

≤ ψ(‖y‖∞)

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1p(s)ds

+
ψ(‖y‖∞)

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1p(s)ds+ | y0 | + | yT |

≤ ψ(‖y‖∞)(Iαp)(t) + ψ(‖y‖∞)(Iαp)(T )+ | y0 | + | yT | .

Ainsi
‖y‖∞

ψ(‖y‖∞)‖Iαp‖+ ψ(‖y‖∞)(Iαp)(T )+ | y0 | + | yT |
< 1.

Alors par condition (4.8) , il existeM > 0 tel que ‖y‖∞ 6= M .
Soit U = {y ∈ C(J,R) : ‖y‖ < M}, l’opérateur N : U −→ P(C(J,R))est supérieure semi-continue et
complètement continue , du choix de U , l’à n’est pas y ∈ ∂U tel que y ∈ λN(y) pour certains λ ∈ (0, 1).en
conséquence de l’alternative non linéaire de type Leray-Schauder , on en déduit que N admet un point Vxe
y dans U qu’est un solution du problème (4.1)-(4.2) ceci complète le preuve.
Nous présentons maintenant un résultat pour le problème (4.1)-(4.2) avec un valeur non convexe du côté de
la main droite , nos considérations sont basées sur le théorème du point Vxe pour application à plusieurs
valeurs de contractions donnée par Covitz et Nadler .

Théorème 4.2 Supposons (H3) et l’hypothèse suivante est vraie :
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(H5) F : J × R −→ P (R) a la propriété que F (., u) : J −→ P (R) est mesuré pour chaque u ∈ R , si

(Iαl)(T ) <
1

2
. (4.10)

Alors le problème (4.1)-(4.2) a au moins une solution sur J .

Remarque 4.2 Pour chaque y ∈ C(J,R) l’ensemble SF,y est non vide puisque par (H5), F a une sélection
mesurable .

Preuve : Nous montrons que N satisfait les hypothèses du lemme 4.1 la preuve sera donnée en deux étapes
.

Etape 1 : N(y) ∈ P (C(J,R)) pour chaque y ∈ C(J,R).
En eUet , soit (yn)n≥0 ∈ SF,y tel que yn −→ ỹ dans C(J,R) , en suite ỹ ∈ C(J,R) alors il existe
vn ∈ SF,ytel que pour chaque t ∈ [0, T ];

yn(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1vn(s)ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1vn(s)ds−

( t
T
− 1
)
y0 +

t

T
yT .

En utilisant le fait que F a des valeurs compactes et de (H3) , on peut passer à un sous - séquence nécissaire
pour obtenir que vn converge faiblement vers v dans L1

w(J,R) ( l’espace doté de la topologie faible ), une
application du théorème de Mazur implique que vn converge fortement versv et v ∈ SF,y alors , pour chaque
t ∈ J.

yn(t) −→ ỹ(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1v(s)ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1v(s)ds−

( t
T
− 1
)
y0 +

t

T
yT .

Donc ỹ ∈ N(y).

Etape 2 : Il existe γ < 1 tel que

Hd(N(y), N(y)) ≤ γ‖y − y‖∞.

Pour chaque y, y ∈ C(J,R), soit y, y ∈ C(J,R) et h1 ∈ N(y) , alors il existe v1(t) ∈ F (t, y(t)) tel que pour
chaque t ∈ J.

h1(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1v1(s)ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1v1(s)ds−

( t
T
− 1
)
y0 +

t

T
yT .

De (H3) il s’ensuit que
Hd(F (t, y(t)), F (t, y(t))) ≤ l(t) | y(t)− y(t) | .

Il existe donc w ∈ F (t, y(t)) tel que

| v1(t)− w |≤ l(t) | y(t)− y(t) |, t ∈ J.
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4.1. PROBLÈME DE VALEUR LIMITE NON LOCALE :

Considérons U : J −→ P(R) donnée par :

U(t) = {w ∈ R :| v1(t)− w |≤ l(t) | y(t)− y(t) |}.

Puisque l’opérateur à valeurs multiples V (t) = U(t)
⋂
F (t, y(t))est mesurable , il existe une fonction v2(t)

qui est une sélection mesurable pour V , donc v2(t) ∈ F (t, y(t)) , et pour chaque t ∈ J.

| v1(t)− v2(t) |≤ l(t) | y(t)− y(t) | .

On déVnit pour chaque t ∈ J

h2(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1v2(s)ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1v2(s)ds−

( t
T
− 1
)
y0 +

t

T
yT .

Alors pour t ∈ J

| h1(t)− h2(t) | ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 | v1(s)− v2(s) | ds

+
1

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1 | v1(s)− v2(s) | ds

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1l(s) | y(s)− y(s) | ds

+
1

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1l(s) | y(s)− y(s) | ds.

Ainsi
‖h1 − h2‖∞ ≤ 2(Iαl)(T )‖y − y‖∞.

Par une relation analogique obtenue en interchangeant les rôles de y et y, il existe que

Hd(N(y), N(y)) ≤ 2(Iαl)(T )‖y − y‖∞.

Donc, N est un contraction par (3.5) et donc , par le lemme 4.1 , N a un point Vxe y qui est la solution de
(4.1)-(4.2), la preuve est complète .

4.1 Problème de valeur limite non locale :

On commence par déVnir ce que nous entondons par une solution de problème (4.3)-(4.4).

DéVnition 4.2 Soit y ∈ AC2(J,R) est dite être une solution de (4.3)-(4.4) , s’il existe une fonction v ∈ L1(J,R)
avec v(t) ∈ F (t, y(t)),pour presque tout t ∈ J , c’est à dire

cDαy(t) = v(t), t ∈ J, 1 < α ≤ 2,

et la fonction y satisfait la condition (4.4).

Lemme 4.5 Soit 1 < α ≤ 2 , et soit h : [0, T ] −→ R est continue , une fonction y est une solution de l’équation
intégrale.
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4.1. PROBLÈME DE VALEUR LIMITE NON LOCALE :

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1h(s)ds−

( t
T
− 1
)
g(y) +

t

T
y(T ), (4.11)

si et seulement si y est une solution du problème fractionnaire

cDαy(t) = h(t), t ∈ J, (4.12)

y(0) = g(y), y(T ) = yT , (4.13)

Théorème 4.3 Supposons (H1)-(H3) et les conditions suivante sont vériVée :

(H6) Il existe une constanteM1 > 0 avec

| g(y) |≤M1, y ∈ C(J,R).

(H7) Il existe un nombreM2 > 0 tel que

M2

ψ(M2)‖Iαp‖∞ + ψ(M2)(Iαp)(T ) +M1+ | yT |
> 1. (4.14)

Alors le problème (4.3)-(4.4) admet au moins une solution .

Preuve :Transformons le problème (4.3)-(4.4) en un problème de point Vxe , considérons l’opérateur à plu-
sieurs valeurs.

N1(y) =
{
h ∈ C(J,R) : y(t) =

1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1v(s)ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1v(s)ds−

( t
T
− 1
)
g(y) +

t

T
yT , v ∈ SF,y

}
.

Remarque 4.3 Il est claire que à partir du lemme 4.5 , les points Vxe deN sont des solutions à (4.3)-(4.4) comme
dans le théorème 4.1, nous pouvons montre que N1 est complètement continue et "supèrieure" semi continue .

Soit y tel que y ∈ λN1(y) avec λ ∈ [0, 1]. alors il existe v ∈ SF,y tel que , pour chaque t ∈ J.

y(t) =
λ

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1v(s)ds

− λt

TΓ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1v∗(s)ds− λ

( t
T
− 1
)
g(y) +

λt

T
yT .
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4.1. PROBLÈME DE VALEUR LIMITE NON LOCALE :

Cela implique par (H2)-(H6) que pour chaque t ∈ J , on a

| y(t) | ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 | v(s) | ds

+
1

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1 | v(s) | +M1+ | yT |

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1p(s)ψ(| y(s) |)ds

+
1

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1p(s)ψ(| y(s) |)ds+M1+ | yT |

≤ ψ(‖y‖∞)

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1p(s)ds

+
ψ(‖y‖∞)

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1p(s)ds+M1+ | yT |

≤ ψ(‖y‖∞)(Iαp)(t) + ψ(‖y‖∞)(Iαp)(T ) +M1+ | yT | .

Ainsi

‖y‖∞
ψ(‖y‖∞)‖Iαp‖∞ + ψ(‖y‖∞)(Iαp)(T ) +M1+ | yT |

< 1.

Alors par condition (4.14), il existeM2 tel que ‖y‖∞ 6= M2 .
Soit U1 = {y ∈ C(J,R) : ‖y‖∞ < M2}.l’opérateur N1 : U1 −→ P(C(J,R)) est supérieure semi -continue
et complètement continue , du choix de U1 , il n’est y pas y ∈ ∂U1 tel que y ∈ λN1(y) pour certains
λ ∈ (0, 1) , en conséquence de l’alternative non linéaire de type Leray-Schauder, on en déduit que N1 a un
point Vxe y dans U1 qui ’est un solution (4.3)-(4.4) , ceci complète le preuve .

Théorème 4.4 Supposons (H3)-(H6) et les hypothèses suivante est vraie :

(H8) Il existe k > 0 avec tel que
| g(u)− g(u) |≤ k | u− u |,

pour chaque t ∈ J et tout u, u ∈ C(J,R).
Si 2(Iαl)(T ) + k < 1 alors le problème (4.3)-(4.4) admet au moins une solution .

Remarque 4.4 Pour chaque y ∈ C(J,R), l’ensemble SF,y est non vide, puisque par (H6) , F a une sélection
mesurable .
Preuve : On utilisant des étapes similaire à celles des théorème 4.2 nous pouvons montre que N1 satisfait les
hypothèses d’un lemme 4.1 .
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CONCLUSION

Dans ce travail ,nous avons étudier la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et ce propriété ,et on im-
pliquant dans les problèmes des valeurs limites dans les espaces de dimension Vnie et inVnie et du valeurs
convexes et non convexes.
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