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RESUME

Le principe du point fixe a beaucoup d’application. Il intervient dans la résolution de plusieurs équa-
tions différentielles , dans I’étude de ’existence et de 'unicité.
Dans ce mémoire on aborde différentes applications de ce principe qui s’impliquent dans la résolution des
équations différentielles fractionnaires au sens de Caputo .Nous démontrons |'existence et I'unicité des solu-
tions en utilisant le principe de contraction de Banach , 'alternative non linéaire Leray-Schauder , Krasno-
selskii..., en utilisant le théoréme d’Ascoli-Arzela .
Mots clés : Dérivées fractionnaires au sens de Caputo . Principe de contraction de Banach,Alternative non
linéaire de type Leray-Schauder . Le théoreme de point fixe de Krasnoselskii , Théoréme d’Arzela-Ascoli.




ABSTRACT

The fixed principaux plays a crucial role in the large domain of application . It gives use the main tool
a more advanced study of different differential equation, particularly for problems of existence and unique-
ness.
In this memory ,we consider deffrent applications of this brincipal which are implied in the resolution of
Caputo fractional differential equation , we prove the existence and uniquness of solutions by using Banach
contraction principle , Leray-Schauder nonlinear alternative , Krasnoselskii ,...,by using Ascoli-Arzela theo-
rem.
keywords : Fractional Caputo derivative , Banach contraction principal , Leray-Schauder nonlinear alterna-
tive Krasnoselskii fixed point theorem , Ascoli-Arzela theorem .
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INTRODUCTION

Le calcul fractionnaire est une théorie des intégrales et des dérivées d’ordre arbitraire réel ou complexe
C’est une généralisation du calcul classique et par conséquent , conserve de nombreuses propriétés de base.
La dérivée fractionnaire est un sujet presque ancien que le calcul classique tel que nous le connaissons au-
jourd’hui . Ses origines remontons a la fin du 17"¢siécle , I'époque ot Newton et Leibniz ont développé les
fondements de calcul différentiel et intégral . En particulier,Leibniz a présenté le symbole %pour désigne 1a
n*"® dérivée d’une fonction f . Quand il a annoncé dans une lettre a 'Hopital (apparemment avec I’hypo-
these implicite que n € V), ’'Hopital a répondu :

Cette lettre de 'Hopital , écrite en 1695 est aujourd’hui admise comme le premier incident de ce que nous
appelons la dérivation fractionnaire , et le fait que I'Hépital a demandé spécifiquement pour n = %,c’est—é—
dire une fraction (nombre rationnel) a en fait donné lieu au nom de cette partie des mathématiques.

Le sujet principale de ce mémoire est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et leur application.
Ce mémoire est composé de quatre chapitre : Le premier chapitre est consacré a des notions préliminaires
concernant le calcul fractionnaire et quelques théorémes du point fixe.

Le deuxiéme chapitre est consacré a résoudre probléme de valeur limite multipoint non locaux pour Caputo-
Hadamrd fractionné (équations intgro-différentielles) , et dans le troisiéme chapitre sur probléme aux limites
pour équations différentielle de Caputo dans espace de Banach,et dans le dernier chapitre problemes de va-
leur limite non linéaire pour les inclusions différentielles avec dérivé fractionnel Caputo .

L’approche est basé sur I’alternative non-linaire de Leray-Schauder et la contraction de Banach.




INDEX DE NOTATIONS

Ensemble des nombres réels.

Ensemble des nombres réels positifs.

Ensemble des nombres complexes .

Ensemble des nombres entiers naturelles.

Espace des fonctions mesurables de puissance p € [0, +o0o[intégrables.
Espace des fonctions continues sur [a,b] a valeurs dans un espace de Banach .
L’espace des fonctions absolument continues sur [a, b] constitué des fonctions f .
La fonction Gamma .

La fonction Béta .

Intégrale fractionnaire d’ordre o > 0 au sens de Riemann-Liouville .

Dérivée fractionnaire d’ordre « > 0 au sens de Caputo .

Dérivée fractionnaire d’ordre o > 0 au sens de Riemann-Liouville .

Intégrale fractionnaire d’ordre o > 0. au sens de Hadamard.

Dérivée fractionnaire d’ordre o > 0 au sens de Hadamard.




CHAPITRE 1

NOTIONS DU CALCULE FRACTIONNAIRE

1.1 Fonctions spéciales

1.1.1 Fonction Gamma d’Euler

Définition 1.1 Soit z € C. On appelle fonction Gamma d’Euler la fonction définie par :

I'(z) = /+OO t* e tdt Re(z) >0 (1.1)
0 7 ‘

Proposition 1.1 Pour tout z > 0 et pour toutn € N, ona:
1-T'(z + 1) = 2I'(2).

2-T'(n+1) =nl

3-T(z+n+1) =[[L(z +)0(2).

1.1.2 Fonction Béta d’Fuler

Définition 1.2 Soient z,y € R’ . On appelle fonction Béta d’Euler la fonction définie par :
1
B(z,y) = / w11 — )Y L. (1.2)
0

*

Proposition 1.2 Soient x,y € RY :
1- B(x7 y) - B(ya .T)

2 Ble.y) = e,

10



1.2. INTEGRALE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

1.2 L’intégrale au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.3 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a(ov > 0) d’une fonction f € Cla,b]
est définie par :

U21) = e [ o= 0 e (13

1.3 La dérivée au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.4 Soit f € L'([a,b]), la dérivée au sens de Riemann-Liouville d’ordre o« € C(R(c) > 0) de la
fonction f notée "L D f est définie par :

DI = 1=y () [, e -0 o .9

Ou

n—1<[R(a)] <netzx > a.

En particulier, pour « = m € N,ona:
Poura=m =0,

(DL = w5 (55) | e = r@) (19
m+1 dm
(D7) = 555 dde ) [ s = T r@) 10

Par suite la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coincide avec la dérivée classique pour o € N

Remarque 1.1
(" Dg ) = ()" (e ) @)

avecn = [R(a)]+ 1, etz > a

Proposition 1.3

(@) Sia>0etB >0, alors
(ISIL )(8) = 1P f (1) = (I3 f)(8)-
(b) Soita > 0 et f € Cla,b), alors
I FEDZ )W) # f(1).
(c) Soitw > 0 et f € Cla,b], alors

("DYIZf)(t) = f(2).

11



1.4. LA DERIVEE AU SENS DE CAPUTO

1.4 La dérivée au sens de Caputo

Définition 1.5 Pour une fonction f € C"[a,b], et « > 0, la dérivée fractionnaire au sens du Caputo d’ordre
a > 0 de f est définie par :

(“Da f)(t) = (I3~ "Dy f)(t) = Tln—a) / t(t — )" (s)ds,
oun = [a] + 1, ([« est la partie entiére de o).
Proposition 1.4 Soit v > 0
(@  (“DIZf)(t) = f(b).
() (°D%) =0, ceR.
() D2(CDEf(t)) = (cD**Bf)(t) =¢ DP(CDf(¢)) oi f € Cla,b],0<a<1,0<B<1et

O<a+p<1

Preuves: Ona

Dy(I3 1)) = I DIy f(t)
137D 137" £ (1)
I f(1)

= f(t).
En effet,
‘Dic = I'"*Dlc
= 17770
= 0.
En effet,

‘DY(*Df(t)) = I, “Daly "Daf(t)
= LD (1),

On sait que I (D1 f(t)) = (“D'~P)(t) , alors

1o AIIDIDLL DL () = 1 DL I DL
= I}7PDLr),

d’ou,
‘DI(“DJf(t)) = °DPf(t)
= “DJ(°Dg f(t)).

12



1.5. QUELQUES PROPRIETES DE LA DERIVEE DE CAPUTO :

1.5 Quelques propriétés de la dérivée de Caputo :

1.5.1 Linéarité

Lemme 1.1 Soitn — 1 < a <n,n € N,a, \ € C et soient les deux fonctions f(t) et g(t) telles que D f(t)
et *D%g(t) existent , la dérivée au sens de Caputo est un opérateur linéaire.
En effet :

CDUNf(E) +g(t) = XD f(t) +° Dg(t).

Preuve : On a:
“DEf(t) = " D" f(1)
“DUAS(L) +g() = IUD A+ g(0)]
= AeD[(f 4+ 9)(1)].
Comme la dérivée n-éme et 'intégrale sont linéaires alors ,
DYAf() +g(t) = A"TODUf() + 1" D"g(t)
= XDUF(1) +° D ().

1.5.2 Non-commutativité

Lemme 1.2 Soientn —1 < a <n,m,n € N,a € Ret f(t) telle que “D* f existe, alors :

cDXD™Mf(t) =¢ DT™ f(£) £ D™(CD f(t)). (1.7)

Corollaire 1.1 Supposons quen —1 < a<n,f=a—(n—1),(0< < 1),n € Nya,5 € R et soit la
fonction f(t) telle que D f(t) existe , alors

‘Df(t) =" DP D" f(t).
Preuve :
On remplace 3 par « et n — 1 par m dans , alors

“DPD"TNf(t) = DI
_ cDa—(n—l)—l-n—lf(t)
— DS, (1.8)

Remarque 1.2 De méme lopérateur de Riemann-Liouville est aussi non-commutative i.e :

RLDmDaf(t) _RL Da+mf(t) %RL DaDmf(t). (1‘9)

13



1.6. TRANSFORMEE DE LAPLACE D’UN OPERATEUR FRACTIONNAIRE

Remarque 1.3 Pour trouver la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre arbitraire o, (n — 1 < o < n) d’une
fonction f(t), il suffit a trouver la dérivée de Caputo d’ordre § = av— (n—1), ot v — (n — 1) est un nombre réel
compris entre 0 et 1. Par conséquent I’étude de dérivée de Caputo d’ordre B € (0, 1) est suffisante pour trouver
la dérivée de Caputo d’ordre arbitraire .

Remarque 1.4 Les inégalités et deviennent des égalités dans les conditions additionnelles suivantes :
f&(0)=0,5s=n,n+ 1..m, pour °D*

et

f)(0)=0,5=0,1,2...m, pour D?.

1l convient de noter que , dans le cas de la dérivée de Caputo , il n’y a pas de restriction sur les valeurs (5 (0),
s =0,1,2...n — 1, par exemple , pour m = 3,n = 2 la fonction

ft)=ao+ a1t + ast* + ast® + ...

Satisfait la condition de Caputo mais ne satisfait pas la condition de Riemann-Liouville.

1.6 Transformée de Laplace d’un opérateur fractionnaire

Lemme 1.3 Supposons que F'(s) est la transformée de Laplace de f(t) alors :
(a)  La transformée de Laplace de ’intégrale fractionnaire d’ordre v est donnée par :
L{I®f(t)}(s) = s F (s).
(b)  La transformée de Laplace du I'opérateur différentiel de Riemann-Liouville d’ordre cv,n — 1 < v < m est

donnée par :

1
L{FEDf(0)}(s) = s*F(s) — > $"F“D* 1 £ (1))

3
I

1T
= O

= $%F(s) =) s"TRHRLDR e r (). (1.10)
0

b
Il

1.7 Comparaison entre 'opérateur de Riemann-Liouville avec 1’opéra-
teur de Caputo

Une comparaison entre les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo sont donnée .

Lemme 1.4 Soit f(t) est une fonction tels que *V D f(t) et °D* f(t) existent, avecn —1 < a < n,n € N,
alorson a :

RLDC f(1) £° DO f(2).

14



1.8. RELATION ENTRE LES DERIVEES DE CAPUTO ET RIEMANN-LIOUVILLE

1.7.1 Exemple

Exemple 1.1 La dérivée de la fonction constante au sens de Caputo est :
‘D% = 0,c = const

c o 1 ! n—a—1,(n) _

Et au sens de Riemann-Liouville :

RLpoe = ﬁf‘l # 0, ¢ = const.

et

RLpee =0, c=0.

Proposition 1.5 Soitn — 1 < a < n, alors :

lim (**D* f(1)) = lim ("D f(t)) = f™(1).

a—n a—n

Remarque 1.5 (Commutativité)
Soit la fonction f(t) telle que f(*)(0) = 0,5 = 0,1,2...,m, alors les deux dérivées fractionnaires de Riemann-
Liouville et Caputo sont commutatives avec la dérivée d’ordre m + ——,m € N.

RLDmDaf(t) _RL Da+mf(t) _RL DaDmf(t)
et

‘DYD™f(t) = D> f(t) = D™(“DVf(1)).

Proposition 1.6 Soit f(t) une fonction telle que f*)(0) = 0,s = 0,1,2...n — 1, alors la dérivée fractionnaire
de Riemann-Liouville et de Caputo coincide , i.e :

‘DOf(t) =" DO f(t).

1.8 Relation entre les dérivées de Caputo et Riemann-Liouville

Proposition 1.7 Soientm — 1 < a < m,m € N* et f € C"[a,b] alors

m—1

Dy = ("DY)(F) - Y

=0

(t—a)
il

F(a)).

Preuve: Ona

—_

m—

t—a) .
opsn = 10 -y L 0
i=0 '
On applique D2 , on obtient :
FEDRITDIf(t) = Dy I Dy f(1)

D13 Dy f(1)
I"=Dg' f(t)
= °D2f(1). (1.11)

15



1.9. INTEGRALE AU SENS HADAMARD :

D’autre part,ona

—_

m—

RLDS (I DR f(1)) = De(f(t) = 3

1=

(t -

i!

1.9 L’intégrale au sens Hadamard :

)" 0 (a)) =¢ DE f(1).

Définition 1.6 [4,[1] Soit f une fonction continue sur [a, b] a valeurs dans R avec0 < a < b < co et > 0.

L’intégrale au sens de Hadamard d’ordre o de f définie par :

Jo f(z) = F(la)/ (logf)al‘fit)dt, a<z<b

ou : I' est la fonction Gamma d’Euler .

Proposition 1.8 [8] (La linéarité)

Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b] a valeurs dans R. VA1, A2 € R,Va > 0ona:

Jo Af(2) + Aog(a)) = MJg f () + Ao g g ().

Pour la preuve on utilisant la linéarité de I’intégrale classique.
Proposition 2 :[8] (Propriété de semi groupe)
Soit f : [a,b] — R une fonction continue, f € L¥ ([a,b]). Vo, 3 € RY, ona:

JOTPf(x) = JStPf(a)
= JLISf().

Preuve.
Va, 3 € RY ona

o B 1 z ot T, t oo
T = s | s T e ) 9 2

On remarque que :

Donc,onprends <t < x.
Puis, on fait le changement de variable :

On obtient alors :

5@ = | L (o 22 tog 1yt 1) ) &

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

16



1.10. LA DERIVEE AU SENS DE HADAMARD

On remplace (1.14) dans (1.15),on obtient :
t 1
t t dt -1
[ g tos e = [ng-ymgf-—bgﬂa
s S S t 0 s

B—
[y log z + log s — log s] Iog( )dy
s

= [ (a0t (1 "
I
B

I'(a)'(B) <log 7>a+ﬂ—1

I'(a+5)
égalité devient :
a 168 T _ B(a>ﬁ) v o f atp- 1f(8) ds
@) = s [ (o)
B 1 x N x a+B— 1f(5) .
N F(OH—ﬁ)/a (1 g(s)> s ¢
= Ji (@)

De la méme manieére on trouve :

JOI () = JgHP f ().

D’ou le résultat.

1.10 La dérivée au sens de Hadamard

Définition 1.7 [1] Soient f € AC}[a,b] etax > 0,6 = m%.
La dérivation fractionnaire au sens de Hadamard de la fonction f est définie par :
Dgf(z) = "Jf(z)
d
— Z\n gn-a
(e T ()

= o ) [ (ee) 0 (119

Oun—1<a<n,n=][al+1.

Proposition 1.9 Poura > 0 et f € Cla,b],ona:

DYJYf(t) = f(t). (1.17)

La propriété (1.17) signifie que 'opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Hadamard est un inverse
gauche de Popérateur d’intégration fractionnaire au sens de Hadamard du méme ordre .

Proposition 1.10 Pour > 0 et f € Cla,b], ona
JDOS() £ F0) (1.18)

17



1.11. RELATION ENTRE LA DERIVEE DE CAPUTO ET DE HADAMARD

1.11 Relation entre La dérivée de Caputo et de Hadamard

Soient y € AC§[a,b],a > 0etn = [a] + 1, Alors:

& (6% (0% y a z
Dgy(e) = D5 [ufw) ~ 30 7Y (105 7)].
, t! a
Cas particulier,si0 < o« < 1,o0na:

“Dgy(x) = D [y(2) — y(a)].

1.12 Quelques théorémes de point fixe

Définition 1.8 (Espace de Banach)
On dit qu’un espace vectoriel normé complet si toute suite de Cauchy converge dans cet espace.

Théoréme 1.1 (Théoréme de contraction de Banach)
Soit (B, d) un espace métrique complet , et soit f : B — B une application qui pour touty, z € B, vérifié :

d(f(y)— f(2) <kdly—z) ,0<k<l.

Alors, f admet un point fixe unique.

Théoréme 1.2 (Théoréme du point fixe de Leray-Schauder)

Soient B un espace de Banach et C' un sous -ensemble convexe de B . On suppose que U est un sous-ensemble
ouvert de C avecug € U etT : U — C un opérateur continu et compact alors :

P’un des énoncés suivantes a lieu .

1. T admet un point fixe .

2. Ilexisteu € OU et A € [0,1] avecu = AT (u) + (1 — N)ug.

Théoréme 1.3 (Théoréme du point fixe du Covitz et Nadler)
Soit (X, d) un espace métrique complet , si N : X — P, (X) est une contraction , alors N admet au moins un

point fixe .
Théoréme 1.4 (Théoréme du point fixe de Krasnoselski )
Soit C' un sous-ensemble non vide , convexe et compact d’un espace de Banach (E, ||.|) et T : C — C une

application continue .
Alors, T posséde un point fixe.

Théoréme 1.5 [2] (Théoréme du point fixe de Schaefer)
Soit F' : X — X complétement opérateur continu , si ’ensemble

E(F)={zeX:z=\Fz,)A€[0,1]}

est borné,alors F' admet au moins des points fixes.

18



1.13. THEOREME D’ASCOLI-ARZELA

1.13 Théoréme d’Ascoli-Arzela

Théoréme 1.6 (Ascoli-Arzela)
Soit X espace compact et C(X) un espace de Banach des fonctions continues sur X a valeurs complexe , muni
de la norme du sup . Alors, un sous ensemble H de C'(X) est relativement compact si et seulement si :

1. H est équicontinue.
2. H est borné dans C'(X).

1.14 Inégalité de Holder

Lemme 1.5 [3] Soient @ C R un ensemble mesurable , f € LP(2) et g € LI(Q)avec 1 < p < +oo, et
L1 _ 1 glors:

> + q alors :

fgeLlet [ fglde <|fllLr@lglleq-

19



CHAPITRE 2

LPROBLEME NON LOCAL VIA LA DERIVEE DE CAPUTO-HADAMRD

Soit le probléme fractionnaire de Caputo-Hadamard suivante :
GDMy(t) = b(ty(t), vy(1)),  te[LT]0<a <1, (2.1)

Avec les conditions aux limites multipoints non locales :

n

y(1) =0, §D"y(t) =Y pi(ED y(w)), 0<r<1, (22)
=1

o ¢, D et & D" sont les dérivées fractionnaires de Caputo-Hadamard d’ordre «; et 7 respectivement .
h:[1,T] x R x R — R est une fonction donnée , p; € R, 1 <w; <T,i=1,....,n,n > 2.
OuPy(t) = [i t(t,s,2(s))ds, et t: Ax [1,T] = R,A={(t,s): 1 <s <t <T}

Nous avons besoin des hypotheses suivantes pour prouver les résultats principaux [9].
(A1): b est une fonction continue et il existe une constante £1, £o9 > 0 telle que :

|h(t7uav)_h<tvﬂaﬁ) ’S £1 |u_ﬂ‘ +£2‘2}—@‘ :

Pour tout u,v,u,v € Rett € J.
(A2): 1l existe une constante 9t > 0 telle que :

et s,u) — ¥(t,5,0) [< M | u—v]|.

(A3): Tlexiste p(t) € LY(J,R), et : [0, 00[— [0, 00] est continue et croissante tel que :

|5t w, 0) [< p(E)P(([ull + [|o]])-

(A4) : 1l existe une constante £¢ > 0 telle que | f(¢,u,v) |< £f pour chaque ¢t € J et chaque u,v € R.

Théoréme 2.1 Supposons que les conditions (A1),(A2) et 'inégalité suivante :
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a1—rT

(log¥) - ‘ (log w;)
F(a1)|Q](£1+£2£m)<;’pl‘ ap—r

log T~
n (log T)

£1 4 LM
P )—I—( 1+ £2M)

1 oy
log ¥ 1
F(al + 1)( & ) <

Alors le probleme (2.1)-(2.2) admet une unique solution.

Preuve : Transformons le probleme (2.1)-(2.2) au probléme de point fixe .
On définit 'opérateur .

O Zm [ o e st v

T
N /1 (log §>“1‘T‘1h(s,y(s>,wy(8>*>

1

T tia1 ds
el A AR TR OIE

Observons que 91 est une contraction , en effet z,y € ACY([1,T],R) ,ett € Jona
| () (1) — (W) (1) |
1ogzm Z!pz\/ (log =)=
(s, w(s), () — (s, y(s), v(s)) | )
b [ o Ty () ate) — o) vate) | 2
1

' toqfl s.17(s 2(s)) — h(s < 5 @
r<a1>/1“°gs> | B(s, 2(s), ba(s)) — b(s, y(s), by(s)) |

l %) - d
< (S L) | a(s) — yls) | o (Zrm/ (log Zyen=r1 &2

D(ar) [ Q]
T
. s (041
(log T)(s1 + LoM) | x = logw yer=r (log f:)al r
< i +
- (041)](2\ (;’ i ap—r o —r
(£1+ £9M) | (s) —y(s) |
+ log T')*
(log®) + (L1 + L29M) (logw;)**~"  (log %)™~ "
<
- [ I(ay) | Q] (Z|Z‘ oy —r * oy —r )
(L1 + Lo29M) o
t Ty e | le—ylee

21

)



Ainsi

(log %) " ' (log w;)t—"
9U(z) = NW)eo < m(ﬁl + 2293?)(; | pi | e 1
(log ®)>1—r

a7 )+(£1+£2§)ﬁ)r

1 o
a7 1oe Dl = vl

Par la condition (2.3) , nous concluons que 'opérateur 91 est la contraction , qui est le solution unique du

probleme (2.1)-(2.2).
Maintenant , nous prouvons le premier résultat d’existence en utilisant I’alternative non linéaire de type
Leray-Schauder .

Théoréme 2.2 Supposons que (A1) et (A3) tiennent, alors le probléme (2.1)-(2.2) admet au moins une solution.

Preuve :
Etape 1: Montrons que N transforme les ensembles bornés en ensembles bornés dans C¢(.J, R)pour un
nombre positive p* , Soit
By ={z c C([LLTL,R) : |27 <71},
ou
1271 = sup([l[ + [[B]])-
teJ

Puis

IN

Fo (e [ s 2m syt v T
i=1

T S
- [ oS (). un(e) )
ds
+

T -

o ) 0o D e e, vy

(logt)(Zpi/wi[logwi—wﬁuw(”Z*”W”ds
i 1

S
rog 7+
— /1 (log g)on—r—l Mds)

S

LT a2 Dl
oy /. 0o83) s -

IN

Clest
| N(y)(t) |

(logt) zn: | ps | ((10gwi)°‘1_r n (logf)o‘l_r)

a1 —7T a1 — T

1 o .
TSI Kl
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Etape 2 :  Montrez que N transforme les ensembles bornés en équicontinues dans C'(J,R) , soit p1, po €
[J,R], 1 < 2 puis.

[19(pe1) = N(p2) |

IN

e L (08%2) ™ v e |

s (Zml / (108 ) T (s, als)v(s) | 2

S
T

b [ (tog Dy (s, a(s), wats)) | )

1

F(ll)[/’“ KlogHz)al ! <logu1>a1—1} Ll Dlel
@ 1 5

/’“ /m a1yl Dlipll ] (log p2)** ™! — (log pu1)**
T log 2= WP 76| 4
o s la1) | Q|

n wi al r— 11/) HZ*H)HPH
E | pi | log
( — /
T T
+ /1 (log 8)041—7°—1¢(H2H)Hpud8)

S

IN

De toute évidence , le membre droit de I'inégalité ci -dessus tend a zéro indépendamment de u,v € B,
comme po — 1 — 0, et N satisfait les hypothéses ci-dessus donc , par le théoréme d’Arzela-Ascoli , il
s’ensuit que N : C([1,T],R) — C([1,T],R) est complétement continue , soit x une solution , alors pour
t € [J,R] et suivantes les calcules similaires a ceux de la premiére étape , nous avons

lz(t) | = A[Na() ]
- A[(Fl<g)g(z;’” /1% /1%(10% %Wr*lh(s,y(s),wy(s))%

T S
[ gy syt (s S)

1Tt
o [ e )™ (s wu()

ap —r z||)(lo a-1,
Ko = r)ilel)og ) (35 1001770

b I O(T) ()T 64(T) ).

i

IN

Ainsi ,
(C(en) 12| lyl)/(T(ar) | | (|21 ¢5(T) + T(er — r)o(||z[|) (log T)**

(D2 1o 17 (i) + 1 760(T)) <1,

=1
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Il existe M* tel que ||z||co # M™*.
On définit
U= {z e C(LTLR) : o] < M}.

On note l'opérateur 0N : U — C([1,T],R) est continu et complétement continu, a partir du choix de U , il
n'y a pas de x € OU tel que
xr = )z, 0< A<,

Par conséquent , par l’alternative non linéaire de type Leray-Schauder , on déduit que 91 admet un point fixe
x € U qui est la solution du probléme (2.1)-(2.2).
En suite , le deuxiéme résultat d’existence est basé sur la théoréme du point fixe de Krasnoselki

Théoréme 2.3 Supposons que la condition (A1) et (A4) soit vérifiée , puis le probléeme (2.1)) — (2.2)) admet au
moins une solution.

Preuve : On choisit

£ (log T) n (logw;)*1—" (logt)*1—" o
2 2[R (S I (B GBIt o).

On Consideére
B, ={z € C(J,R) : |z]| <r}.

Soit © et R les deux opérateurs définis sur B, par :

ds

(®0)(8) = g7y [ Qo2 )" 705,00 v(s)

Oa)(t) = (log)

[(a1) [(log %) — 270 |pil[logwi — w;i + 1]

Zmr/ (log <)%= s, y(s), ()

T S
- [ gy sy, () )

Pour z,y € B,,on a
Dx + Q{y S Br-
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On consideére :

ds
|z + Ry =

| [ o 0 (s u().vn()
(log ¥)
[(ar)|(10g ) = Y7y | pi | flogeos — wi + 1]

S OITY I Rt CRTOR OIS

T S
S G AR CTORCTOES §

1 ! 3 a1—1 @
o [ e ™ e u(). (o)1
(log %)

D(ar) [ (10g5) = S0y | i | Wigoges—1y+1]

(; | pi | /;w‘(log %)Oél—r—luh(s,y(s)¢y(s))“%

IN

X

T S
A S AR ORI

et

1 t t ds

Dx+ R < / log —)1—1g, =2
| Y| e 1( g - ) Yy
(logT)

I'(o)
X Z| \/%lo alrlﬂds—/T(lo ‘I)alrlﬁﬁ
Pi g — B . g S

E log‘Z long -

(logt) ) n
oy —r o+ 1)

(logT) = 321y pilllog wi — wi +1]

IN

Oél’!‘

(log T)™

—_

IN
<

Ainsi

Dz + Ry € B,.

Par A4, R est une contraction , et par A; I'opérateur (Dx)(t) est continue , nous observons également que :

1(D)(#)]]

IN

1 ¢ a1 ds
F(Oél)/l (1og ) (s, y(s). dy(s)]|

_ &
F(a1 + 1) '
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Donc D est uniformément bornée sur B, , nous pouvons dire maintenant que (Dz)(t) est équicontinue .
Soit t1,te € J,to < t1 etx € B, , puisque h) est borné sur 'ensemble compact

sup  [6(s,y(s), vy(s))| = € < oo.
(tyx,y)EJ X By

Ona:

[(D2)(t2) — (D) (1)

1 t o, ds
S e / (log 1) (s, y(s), vy(s)
1 ds

! 2ym-1 s,y(s s
o [ or D (su(s) vus)

S
ds
S

IN

F(iu) H /tl {(log %)”1_1 — (log %)al_l} s y(s), 9y(s))

Qt() t fl 1 f2 1 ds
< v L\l . _“\a1 _
< )(/1 | (log ) (log =)™~ |

S

U d
+ /(logg)o‘l_13>—>0 — by — 1.
51

Ainsi, ©(B,) est relativement compact, par conséquent, d’aprés le théoréme Arzela-d’Ascoli, © est compact.

Ainsi, le probléme considérer (2.1)) — (2.2)) admet au moins un point fixe .

Exemple 2.1 Considérons le probléme suivante

ept oy cos’t Gty
D) = ez ) @3 s b @4
y(1) = 0, D3y(e) = 2D2y(e) + D2y(e), (2.5)
COS2
flt,u,v) = ¢

(e~ 2)2[y(1)]’

[ G
ks = [ oy b

d’ofloz:%,Sl:22:%,83:%,r:%,T:e,n:zpl:2,p2:2,w1:2,w2:1.

D’ou ’hypotheése (A2) est vraie . Nous vérifient I’état :

og T) (L1 + £20M) (i |pil (logwy)™ + (log Q)al’“>

F(041)|Q| im1 a1 — 7T oy —r
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1
+(£1 + 22m)m

Par conséquent , le probléme (2.4)-(2.5) admet une solution unique .

(log )™ < 1~ 0,12025.
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CHAPITRE 3

LPROBLEMES AUX LIMITES IMPLIQUANT LA DERIVEE DE CAPUTO DANS
LES ESPACES DE BANACH

A notre connaissance , les problémes au valeurs limites pour les équations différentielles fractionnaires
impliquant la dérivée de Caputo dans les espaces de dimension infinie n’a pas été étudiée largement. Nous
étendons les travaux antérieurs sur la valeur limite du probléme de premier ordre , pour les équations diffé-
rentielles fractionnaires en dimension finie des espaces aux espaces de dimension infinie du type

°Dy(t) = f(t,yt),0<a<1,teJ=10,T], (3.1)
ay(0) +by(T) =c, ‘

Ou “D® est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre v, f : J x X — X ,ou X est un espace de Banach et
a, b, c sont des constantes réelles avec a + b # 0.

Lemme 3.1 [5] Une fonction mesurable f : J — X est Bochner intégrable si f est intégrable de Lebesgue.

Lemme 3.2 [5](Lemme de Mazur)
Si K un sous-ensemble compact de X alors la fermeture convk est compacte.

Lemme 3.3 Soit S = {s(t)} une famille de fonction d’applications continues s : [a,b] — X. Si S est unifor-
mément borné et équicontinue , et pour tout t* € [a,b] , I'ensemble {s(t*)}est relativement compact , alors il
existe un uni-suite de fonctions convergent {s,(t)}(n = 1,2,...,t € [a,b]) dans S.

Lemme 3.4 Soity € C(J, X) vérifiant I'inégalité suivante :
t _ T _
[y < a+b [yt =) Hy(s)Ms +c fy (T —s)*Hly(s) [ ds,
ona € (0,1),A€[0,1— %] pour certains 1 < p < ﬁ, a, b, c > 0 sont constantes. alors il existe une constante

M* > 0 telle que
ly()]] < M*.

Avant d’énoncer et de prouver les résultats principaux, nous introduisons les hypothéses suivantes :
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(H1) Lafonction f : J x X — X est fortement mesurable par rapport a ¢ sur J

1
(H2) 1l existe une constante a;; € (0, @) et une fonction réelle m(t) € L1 (J, R)tel que :
| f(t,ur) — f(t u2)|| < m(t)||ur — uz pour chaque t € J , et tout ug, us € X.

1
(H3) Il existe une constante a € (0, @) et une fonction a valeur réelle h(t) € L2 (J, R) tel que :

It )|l < h(t), pour chaque t € J , et touty € X.
Par souci de concision , soit M = ||m|| 1 JH=|h| 1 .
L3I (J,R) L%2 (J,R)

Notre premier résultat est basé sur le principe de contraction de Banach .

Théoréme 3.1 Supposons que (H1)-(H3) tiennent, si

MT> > | b
Qa7 = T()(2=21)l-an (1 + |a+b |) <L (3:2)
1—a;

Alors le probleme (3.1) admet une unique solution .

Preuve : Pour chaquet € J,on a
t a—1 1—a2 3 1 a2
(t —s)T-22ds / (h(s))2ds
(] ) (), )

T |

S ()i

IN

t
/0 It — )2 (s, 9(s)) |ds

Ainsi, ||(t—s)*"1 f(s,y(s))]|| est Lebesgue intégrable par rapporta s € [0, ] pour toutt € J ety € C(J, X)
. Alors (t — s)*~1 f(s,y(s)) est Bochner intégrable par rapport a s € [0, ] pour tout ¢ € J a cause de lemme

Par conséquent , le probléme fractionnaire (3.1)) est équivalent a 'intégrale fractionnaire suivante :

t
WO = g =9 s
1 b T
B M[F(a)/o (T —s)* ' f(s,y(s) —c|, t € J.
Soient
r Toa—a2 ff n ’ b ‘ y Ta—az ff . ’ c ‘
P@)(F=e2)  latb] " T(a)(82)1 o~ atb]

Nous définie maintenant 'opérateur F' sur B, = {y € C(J, X) : ||y|| < r} comme suite :

(Fy)(t) = P(lod)/o (t _ S)Q_lf(é’,y(s))ds
T
o —11— b [I‘(ba) /0 (T~ S)a_lf(sa y(s))ds — C} ,t € J. (3.3)

Par conséquent , existence d’une solution du probleme fractionnaire (3.1)est équivalent a celle I'opérateur
F admet un point fixe sur B, , nous utilisons le principe de contraction de Banach pour prouver que F'a un
point fixe , la preuve est divisée en deux étapes.
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Etapel:  Fy € B, pour chaque y €
pour tout y € B, et tout § >

I(Fy)(t +6) = (Fy) ()]

<

+

IN

IN

IN

<

<

Lorsque § — 0, le membre droit
sur J , c’est-a-dire : F'y € C(J, X).

B,
0, par (H3) et 'inégalité de Holder , on obtient

e [T+ = =917 1ot

7/ e 8- 90 (oo

e /ot[u — )77 — (145 — )7 f (s, y(s))lds

o/ 5 8 (s, uls) s

r<1a> /Oth — 99 (= 6 — 80 (s)ds

1 t+0

vl | (t+6—s5)*""'h(s)ds

F(la)(/ot[(t—s) = (t+5—s)1a“12]ds)l_a2(/ot h(s)ezds)"

(v ([ wion g a)”

H ties §ias (t+5)%222 lmar  H §1ed 1

e E e ) rwlEn)

g (5 o ) ]
2H 52

[(a) (222102

de linégalité ci-dessus tend vers zéro , par conséquent , I’ est continue
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De plus, pour y € B, et tout ¢t € J, on obtient

T
_— — )7 f(s,y(s))||ds
+ o L @ s s +

[(Fy) @]
1“(100/() (t = )" I f(s,y(5))llds
| b
la+b|T
< F(loz)/O (t — 8)* " h(s)ds
T
T, T s

IN

F(la)(/ot(t—s)falzds)la2(/0t(h(s))

| b | T
+ ya+byr(a)</0 (T =)

) /O R0

L el
la+b|
a—a
. To—o2 g b |
1—ao
< T.

Dla)(=22)-oz " [a+b] " T(a)(5=2)i—o

Ce qui implique que || F'y||oc < 7, ainsi, on peut conclure que pour touty € B,, F'y € B,ie,F : B, — B,

Etape2:  F est une application de contraction sur B,.
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Pour z,y € B, ettoutt € J, en utilisant (H2) et 'inégalité de Holder , on obtient

[(Fz)(2) = (Fy) ()]

L t — ) f(s,2(s)) — f(s,u(s s

+¢Tl—s“*1 s, z(s)) — f(s,y(s s
|a b|F(a)/0( ) Hf(a ()) f(7y( ))Hd
71 t — ) Im(s)||z(s) — y(s)|ds

T
St [ @ T () - uo)lds

IN

Hm_yHOO ! — ) Lm(s)ds
4 A(t Jelin(s)d

bl vl [T et
e He ), @ med

|$f‘_(o?j)’oo</0 (t—s)ﬂds)l_al(/o (m(s))ales)al
L — Ylloo 4 a=1 N1-ar o (T 1o\

2 = ylloo T

IN

<
- Pla)  (f=5D)t b7l ey
L bl =yl T

1—

e (1 e ol

= [F(Oé)(am)l_a1 la+b|
1—ay

la+b]T(e) ($=51)1 HmHLﬁ(J,RJr)

Alors on obtient :
[F2 — Fylloo < Qarll2 — ylloo-

Ainsi, F est une contraction a cause de la condition .

Par la contraction de Banach , on peut déduire que F' admet un unique point fixe unique qui est juste la
solution unique de probleme (3.1).

Notre deuxiéme résultats est basé sur le théoréme du point fixe bien connue de Schaefer.

Nous faisons les hypothéses suivantes :

(H4) Lafonction f : J x X — X est continue.
(H5) Il existe des constantes A € [0,1 — %] pour quelques 1 < p < ﬁ et N > 0 tel que:

IF (@)l < N+ [lull*).

Pour chaque t € J, et tout u € X.

(H6) Pour toutt € J, lensemble K = {(t — s)* L1 f(s,y(s)) : y € C(J, X),s € [0,t]} est relativement
compact.

Théoréme 3.2 Supposons que (H4)-(H6) tiennent , alors le probléme admet au moins une solution sur J.
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Preuve :Transformons le probleme (3 admet un probléeme a point fixe , prendre en compte opérateur
F:C(J,X) — C(J,X) définie comme , il est évident que F est bien définie en raison de (H4).
Pour des raisons de commodité , nous subdivisions la preuve en plusieurs étapes .

Etapel:  F est continue, soit {y,} une suite telle que y,, — y dans C'(J, X), alors pour chaque t € J , on
a

1(Fyn) (@) = (Fy) @)

1 t o
< g = ) = sy s
b e [ = 5 un(s) — Fs, v s
[a+5]T(a) Jo s |
1 Com() = Gy lso T [ o e a-
< I'(a) [/O(ts) 1ds+|a+b|/0(Ts) 1ds]
e 0]
S a6 = 76O
Si f est continue , on a
1FYyn — Fyllo
e 0]
Fa s (U Tag g )G = £y e = 0 = oo,
Etape2:  F transforme les ensembles bornées en ensembles bornées en C'(J, X)

En effet , il suffit de montrer que pour tout n* > 0, il existe un ¢ > 0 tel que
pour chaque y € B,» = {y € C(J, X) : |ly|| < n*}, ona ||Fy|ls < ¢, pour chaque ¢ € J on obtient :

IFy) @) t
< g =0 s ) s
b o istsatentas + L
< o5 [ s
b [ s + L
< F](Va)/ot(t—s)a1ds+m_|i_l)l)“];:m)/OT(T—s)a1ds+ ’a‘fb’
b [ + L et yoas
. T b] NT® el NT()* | |b| NT*()®

Fa+1) |a+b|T(a+1) Ja+b| T(ae+1) |a+b]|(a+1)

Ce qui implique que :

NT® || |e] NT*(n*)* L]
[ Fyl[oo <r T(a+1) (1 + \a+b|) + [a+0] + T(a+1) (1 T |a+b|) L
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Etape3:  F transforme les ensembles bornées en ensembles équicontinues de C'(J, X).

Soit 0 <ty <ty < T,y € By . En utilisant (H5) , nous avons :

I(Fy)(t2) = (Fy)(t1)]

< [T = = ) s
o MR e

< s [Tt = = )P
b e [ P

< NUEOOD [ - - - o

+ N(1+(7)7*)A> /tQ(tQ—S)a—ldS

N1+ ("))
I'a+1)

BN(1+ (1)) (b2 — t1)”
Fa+1)

IN

(187 — 83 [ +2(t2 — 1))

<

Comme to — t1, la membre droit de 'inégalité ci -dessus tends vers zéro , donc F' est équicontinue .
Maintenant , soit {y, },n = 1,2, ... une suite sur 3,-, et

(Fyn)(t) = (Fiyn)(t) + (Fayn)(T),t € J.

Ou
(Frn)(8) = 1z Jo (¢ = )71 (5, ya())ds, t € J,

(Fayn)(T) = = [ ey Jo (T = 90 f(s.yn(5))ds — ]

Au vu de la condition (H6) et du lemme [3.2], nous avons que convK est compact pour tout t* € J .

Fuon)t) = g [0 =97 Fls.ns)s

(o ()

- F(la) kﬁngtl:(t* a %)“
.

T @

k

c -3 ().

Puisque conv K est convexe et compact , nous savons que &, € convK , donc pour tout t* € J , ensemble

34



{(F1yn)(t*)} est relativement compact . D’apreés le lemme [3.3] chaque {(F1y,)(t) }contient une sous -suite
uniformément convergente

{(Fiynk)(T)}, k = 1,2, ...sur J , ainsi U'ensemble{F1y : y € B} est relativement compact.de méme,
on peut obtenir {(Fyy,)(T)} contient une sous-séquence uniformément convergente {(Foy,x)(T)}, k =
1,2, ..ainsi, 'ensemble {F5y : y € By} est relativement compact .

En conséquence des étapes 1 a 3, nous pouvons conclure que f est continue et complétement continue.

Etape4: Limites bornée
il reste maintenant a montrer que 'ensemble
E(F)={yeC(J,X):y = AFy,pourX € (0,1)}
est délimité.
Soity € E(F'), alors y = AF'y , pour certains A € (0, 1) , ainsi pour chaque ¢t € J,on a

1

)= A (s [ (6= 5" s, -

I'(«) : [ :

p @ /OT(T —5)* (s, y(s))ds — CD

Pour chaquet € J,ona

ol < NT® + |b| NT | ¢ |
YOI = Ta+1) "Ja+bo|Tla+1)  Jatb]
N/t -1 A
+ = t—s)*" " y(s)|| ds
Fay /9 o)l

T
%/ (T = )™ ly(s)|Mds.

D’aprés le lemme [3.4] il existe un M™* > 0 tel que
ly@l < M*,t < J.

Ainsi pour toutt € J ,ona
[Ylloo < M*.

Cela montrer que ’ensemble E(F) est bornée , en conséquent le théoréme du point fixe de Schaefer , on
déduit que F' admet un point fixe qui est une solution de probléme
Dans le théoréme suivante , nous appliquons I’alternative non linéaire de type Leray-Schauder dans lequel
la condition (H5) est affaiblie.
(H5’) Ilexisteun A € [0,1— %] pour quelque 1 < p < - et une fonction N(t) € L%S(J, R), a3 € (0, )
tel que

£t )] < N+ [lul*)-

Pour chaque t € J , et tout u € X.

Théoréme 3.3 Supposons que (H4)-(H5’)-(H6) maintenons ,alors le probléme fractionnaire a au moins une
solution sur J.

Preuve : Considérons opérateur F' définis dans le théoréme on peut facilement montre que F' est
continue et complétement continue, on répéte le méme processus a ’étape 4 de théoréme utilisant (H5’)
et encore une fois I'inégalité de Holder , on a pour chaque ¢ € J, il existe un M™* > 0 tel que ||y|lcoc < M™.
Soit

U={yeC(J,X):|ylloc <M"+1}.
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3.1. EXEMPLES :

L’opérateur F' : U — (C(J, X) est continue et complétement continue , du choix de U , il n ’ya pas de
y € OU tel que y = AF'(y), A € (0, 1), en conséquence de I’alternative non linéaire de type Leray -Schauder
on en déduit que que F a une point y € U, ce qui implique que le probléme fractionnaire admet au
moins une solution y € C(J, X).

3.1 Exemples:

Dans cette section , nous donnons deux exemples pour illistre I'utilité de nous principaux résultats .

Exemple 3.1 Considérons le probléeme suivant des valeurs au limites fractionnaires ,

ef'ut
“Dy(t) :%706 (0,1), teJi=10,1],

y(0)+y(1) =0

ou v > 0 est constante .
L’ensemble

e—vty
flty) = A+ )1y (t,y) € J1 x [0,00][.
Soit y1, y2 € [0,00] et t € J1, en suite nous avons
e Y1 Y2
tn) — f(t, = -

e y1 —ya |
(IT+e)(1+y)(1+y2)

6—vt
< _
< 11 | y1 —y2 |
e—vt
< — .
< 5 ln-nl
Pour tout y € [0, 00| et chaque t € J,
e—vt y
t = — |-
10| =
e—vt
< -
- 1+4+e€t
e—vt
<
- 2
—v 1 —v
Pourt € Ji1,08 € (0,), onam(t) = h(t) = e2t € L5 (J1,R),M = HCQtHL%(J . En choisissant un
1,

v > 0 reste grand et convenable 5 € (0, «), on peut arriver au suite a I'inégalité

M1ef 3
D()(5)7 2
1-p

a,l —

<1
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3.1. EXEMPLES :

Ainsi, toutes les hypothéses du théoréme[3.1]sont satisfaits nos résultats peuvent étre appliqués a le probléme

(34).

Exemple 3.2 Considérons un autre probléeme de valeur limité

9 A
CDay(t) :%7a6(0,1)70>_a,t6<]1,
(3.5)
y(0) +y(1) =0.
L’ensemble
9 A
(1+et)(1+x)’

Evidemment , pour tout y € [1, 2] et chaque ¢ € J;

fi(t,z) = (t,x) € Jy x [1,2].

t’ﬂ y)\
t, =
P Ly [*
S Oty X2
1
< Z’Z/V\

Puisque ¥ > —a, il n’est pas difficile de voir

! _Sa—l Sﬂ‘y(s) ’/\ S ¢ Sa 1819 s
JAED T e) 1t o D™ = [ e=srsa
MNo)'w+1) .,
S Tarorn
_ Tr@+1)
= Tlat+d+1)

En conséquent , ’ensemble

s? [ y(s) A
(I+e)(1+ [ y(s) )

K = {(t—s)a_l cy e O, [L,2]),s € [O,t]}

est borné et fermé ce qui implique que K est compact , ainsi toutes les hypothéses de théoréme sont
satisfaits , nos résultats peuvent étre appliqués au probléme (3.5).
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CHAPITRE 4

PROBLEMES NON LINEAIRES ET INCLUSIONS DIFFERENTIELLES

Pour les inclusions différentielles d’ordre fractionnaire, nous considérons le probleme de la valeur limite.

‘DY%(t) € F(t,y),t € J=[0,T],1 <a <2, (4.1)

y(0) = vo,y(T) = yr, (4.2)

Ou “D%est la dérivée fractionnaire de Caputo, F' : J X R — P(R)est un multiapplication transforme (P(R)
est la famille de tous les sous-ensembles non vides de R), 49, 47 sont des constantes réelles.
Cette probléme de inclusions différentielles d’ordre fractionnaire avec conditions non locales [7].

CDY%(t) € F(t,y),t € J=1[0,T],1 < a <2, (4.3)

y(0) = 9(y),y(T) = yr. (4.4)

Ou F, yr sont comme dans le probléme (4.1)-(4.2), et g : C'(J,R) — R est une fonction continue.

Lemme 4.1 Soit (X, d) un espace métrique complet, si N : X — P, (X) est une contraction, alors [’ensemble
de point fixe N # ().

Dans cette section nous intéressons a I'existence des solutions pour le probleme (4.1)-(4.2)) lorsque le membre
droite a des valeurs convexes et non convexes , au départ nous supposons que F' est une carte a valeurs
compacte et convexe.

Définition 4.1 Une fonction y € AC'(J,R) est dite étre une solution de — s’il existe une fonction
v € LY(J,R) avecv(t) € F(t,y(t)), pourt € J tel que

‘D%(t) =v(t),teJ1<a<?2

et la fonction y satisfait la condition pour Uexistence de solution pour le probléme (4.1)-(4.2) nous avons

besoin des lemmes auxiliaires bas :

Lemme 4.2 Soit o > 0, alors I’équation différentielle
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°D%h(t) =0
a des solutions h(t) = co + c1t + cat> + ... + et L €ERi=0,...,n,n = [a] + 1.

Lemme 4.3 Soit v > 0, alors

I°°Dh(t) = co + c1t + cot® 4 ... + cut™ L + h(2).

Pour certains ¢; € R,i =0,...,n,n = [o] + 1.
Comme conséquence des lemmes [4.2) et [4.3| nous avons le résultat suivante qui est utile dans ce qui suite :

Lemme 4.4 Soit 1 < o < 2 et soit h : J — R continue , une fonction y est une solution de I’équation
intégrale fractionnaire.

I )
y(t = / t—s)*" "h(s)ds
(1) i | =
t r t t
- — T—s) ! —|=-1 —yr.
TT(a) /0 (T =) h(s)ds = (7 = )uo + ur
(4.5)
Si et seulement si y est une solution du probléme fractionnaire.
‘D%(t) = h(t),t € J (4.6)
y(0) = yo,y(T) = yr (4.7)

Preuve :
Supposons que y satisfait (4.5), alors le lemme [4.3implique que :

1 t
y(t :Co+01t+/ t — ) 'h(s)ds.
(1) i | =)
D’apreés (4.7), un simple calcule donne

-1 1

T
1
— T — a—1 - .
= 7rtay |, (= 9" hs)ds = o+ o

Par conséquence nous obtenons I’équation (4.3) inversement , il est clair que si y satisfait I'équation (4.3) ,

alors les équations (4.6)-(4.7) sont vérifiées.

Théoréme 4.1 Supposons que les hypothéses suivantes soient valables :

(H1) F:J xR — Pgpc(R) est une application a valeurs multiples de Carathéodory.

(H2) Texistep € C(J,RT)et1):[0,00[—>]0, 00| continue et non-plissant tel que
|E(t,u)||p < p(t)Y(] u|) pourt € J et chaque u € R,
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(H3) Tlexistel € LY(J,R"), avec I°l < oo, tel que pour tout

Hy(F(t,u), F(t,u)) <I(t) |lu—1u|,u,ueR,
Slt((),F(t,O)) <I(t),avect € J.
(H4) 1l existe un nombre M > 0 tel que
M

> 1. (4.8)
PM)Ploc +(M)(Ip)(T)+ [ o | + | yr |
Alors le probléme (4.1)-(4.2) admet au moins une solution .

Preuve : Transforme le probléme (4.1)-(4.2) en un probléme a point fixe , considérer 'opérateur a plusieurs
valeurs .

Nw = {hecUm) iy = F(la)/o (t — 5)°u(s)ds

t T o1 t t
(o) /0 (T — s)* "v(s)ds — (f - 1)y0 + TYTv € Sp7y}

Remarque 4.1 Il est clairement a partir du lemme[4.4), les points fixe de N sont du solution a (4.1)-(4.2).
Nous montrons que N satisfait les hypothéses de Ialternative non linéaire de type Leray- Schauder ,le preuve
sera donnée en plusieurs étapes.

Etape 01 : N (y) est convexe pour chaque y € C(J,R).
En effet, si hy, hy appartiennent N(y) , alors il existe v1, v2 € SF, tel que pour chaque t € J ona

h(t) = F(la) /0 (t — $)°Lui(s)ds

_ Trt(a) /OT(T — ) Luy(s)ds — (% ~1)yo + %yT-

Pouri =1,2,s0it0 < d <1, alors, pour chaque ¢ € J,on a

1

(dhi + (1 — d)h2)(1) o) /0 (t — 5)* Hdvi(s) + (1 — d)va(s)]ds

T
Trt(a) /0 (T — s)a—l[dm(é’) + (1 — d)va(s)]ds

(R
T Yo TZ/T-

Puisque S, est convexe (par ce que [ a des valeurs convexes), on a
dhi 4 (1 —d)hs € N(y).

Etape 02 : N transforme bornée en ensemble bornée en C'(J, R).
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Soit By = {y € C(J,R) : ||y|loc < n*} étre bornée en C(J,R). ety € By-.alors pour chaque h € N(y). il
existe v € Sg,, tel que

Wt = F;a)jg(ts)a_H(s)ds

— TFt(oz) /OT(T —5)* y(s)ds — <% - 1) Yo + %yT-

Par (H2) on a, pour chaque t € J,

()| = th/t—sallw)lﬁ
n F(a/ (T =) v(s) | ds+ | yo | + | yr |
< [T e uls) i
i r<a>/0 (T — )~ p(s)(| y(s) Dds+ | o | + | yr |
< BB + D)D)+ Lo |+ e |-

Ainsi

1Plloe < )T (D)oo + L) (NT)+ 9o | + | yr |= £

Etape 03: N transforme les ensembles bornée en ensembles équicontinues de C'(J, R).
Soit t1,ty € J,t1 < to, By~ un ensemble bornée de C(J,R) comme a Iétape 2 , soit y € B, , et
h € N(y) puis

W)~ ()| = | F(la) /O [t — )7L = (11 — 5)*YJu(s)ds

7@2_“) ? — ) Ly(s)ds
Lt [ttt |

t1
(t2 —t1) (t2 —t1)
7 vl 7 |y

||p||00w(77*) h 7504—17 75(1—1 s
P [0 = ) = (ta = 5100

+ (t2 - tl)”PHoo"‘ﬂ(U*) /t2 (ty — S)Q—lds
t1

[(a)
(t2 —t1) (tz;tl) Lz |

T |

IN

+ |+

”]1'1 ‘l:i(% ) [(to — 1) + t§ — 13
(t2 = t) Pl (")

Ia+1)
(t2 —t1)

+ T|y0|+

IN

(t2 = t1)"

(ta —t1)
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Lorsque t1 — t2 le membre droite de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro comme une conséquence des
étapes 1 a 3 avec le théoréme d’Arzela-Ascoli , nous pouvons concluent que N : C(J,R) — P(C(J,R))
est completement continue .

Etape 04 : N admet un graphe fermé .

Soit Yy, — Ys, b, € N(yy) et hy, — hy , nos devons montre que b, € N(y.) .
hn € N(yn) signifie qu’il existe v,, € Sp, tel que ,pour chaque t € J

() = F(la) /0 (t — $)° Lo (s)ds

_ Trt(a) /OT(T — ) Ly (s)ds — (% ~ 1)y + %yr

Il faut montre qu’il existe v, € Sp,, tel que, pour chaque ¢ € J,

hy(t) = F(la)/o (t — 5)* T, (s)ds

_ TI‘t(a) /0 (T = 5yt (s)ds — (% ~1)yo + %yT-

Puisque F'(t,.) est semi-continue supérieure , alors pour tout € > 0 il existe ng(¢) > 0 tel que , pour tout
n > ngona

un(t) € F(t,yn(t)) C F(t,yu(t)) +B(0,1),t € J.

Puisque F'(.,.) a des valeurs compactes , alors il existe un sous-séquence v,,,, (.) telle cette
U, (1) — vi (L), m — 00

et
v (t) € F(t,y«(t)), teld

Pour tout w € F(t,y.(t)),ona
| Vn (8) = v (8) |<[ 0ny, (8) —w [ + [0 = 0(2) | -

Puis
| U (8) — 0 (t) [< d(vn,,, (), F(2, 54 (1))

Par une relation analogue , obtenue en interchangeant les réles de v,,,, et v,, il suite que

| On (8) = va(8) |< Ha(F (8, yn (1)), F (2, 2 (1)) < UE) | Yn = Y oo -

Puis
— e t — S a-l (Y S) — U\ S S

T
+ 1/0 (T = )2 [ vy (5) — va(s) | ds

AN
’1‘
—
S~—
o\
—
~
VA
N—
7
—
o~
—~
VA
SN—
=¥
>
Ned
3
3
\
<
*
8
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d’ou

||hnm _h*Hoo a ll

IN

(8)ds||Yn, — Yslloo

ﬂ\

1 Oé
+ T / )N (s)ds gy, — alloo — 0.

Comme m — o0 .
Etape 05:  Limites a priori sur les solutions .

Soit y tel que y € AN (y) avec A € [0, 1].alors il existe v € Sp,, tel que , pour chaque t € J.

A

W= /O (t — 5)°La(s)ds

AT a1 t At
=TT /0 (T —s) v(s)ds—A(T - 1>y0+?yT

Cela implique par (H2) que pour chaque ¢ € J,on a

e < F(la)/o(t—s)a—1|u(s)yds
T
n F(la)/0 (T =51 u(s) | + | w0 | + | vr |
< F(la) /0 (t — )" Lp(s) (| y(s) )ds

1 T
+ F(Ck)/o (T - s)a—lp(sW(\ y(s) ’)d5_|- | Yo | + | yr |
< S e
T
+ %/ﬂ (T - S)aflp(S)dS—i— ’ 0 ’ + ’ YT ‘

< Dlylleo)TP)@) + Pllylloo) (LP)T)+ [ 9o [ + | yr | -

Ainsi vl
Ylloo
Y(llyllso) Pl + L (Iylloo) (TP)(T)+ [ vo | + | yr |

Alors par condition (4.8) , il existe M > 0 tel que ||y|loo # M .

Soit U = {y € C(J, R) . |lyll < M}, Popérateur N : U — P(C(J,R))est supérieure semi-continue et
complétement continue , du choix de U ,'a n’est pas y € U tel que y € AN (y) pour certains A € (0,1).en
conséquence de 'alternative non linéaire de type Leray-Schauder , on en déduit que N admet un point fixe
y dans U qu’est un solution du probléme — ceci complete le preuve.

Nous présentons maintenant un résultat pour le probléme (4.1)-(4.2) avec un valeur non convexe du coté de
la main droite , nos considérations sont basées sur le théoréme du point fixe pour application a plusieurs
valeurs de contractions donnée par Covitz et Nadler .

<1

Théoréme 4.2 Supposons (H3) et ’hypothése suivante est vraie :
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(H5) F:J xR — P(R) ala propriété que F(.,u) : J — P(R) est mesuré pour chaque u € R, si

(*D)(T) < (4.10)

N =

Alors le probleme (4.1)-(4.2) a au moins une solution sur J.

Remarque 4.2 Pour chaque y € C(J,R) I'ensemble S, est non vide puisque par (H5), F' a une sélection

mesurable .

Preuve : Nous montrons que [V satisfait les hypothéses du lemme [4.1|1a preuve sera donnée en deux étapes

Etape 1:

N(y) € P(C(J,R)) pour chaque y € C(J,R).

En effet , soit (yn)n>0 € Sk, tel que y, — y dans C(J,R) , en suite y € C(J,R) alors il existe
v, € Spytel que pour chaque ¢ € [0, T;

Yn (t) =

1 t —5)* Lo, (s)ds

i fy o= (=) o

En utilisant le fait que F' a des valeurs compactes et de (H3) , on peut passer a un sous - séquence nécissaire
pour obtenir que v;, converge faiblement vers v dans L., (J,R) ( I'espace doté de la topologie faible ), une
application du théoreme de Mazur implique que v,, converge fortement versv et v € Sg, alors , pour chaque

teJ

yn(t) — y(t)

Donc y € N(y).

Etape 2: Il existe v < 1 tel que

Ha(N(y), N(@)) <y = Ylloo-

Pour chaque v,y € C(J,R), soity,y € C(J,R) et hy € N(y), alors il existe v (t) € F(t,y(t)) tel que pour

chaquet € J.

hi(t) =

De (H3) il s’ensuit que

TSR CRES

Ha(F(t,y(1), F(t,5(t)) <U(t) [ y(t) —y(t) | -
Il existe donc w € F'(t,7(t)) tel que

[ o1(t) —w [< @) [y(t) —3(t) |,

teJ
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4.1. PROBLEME DE VALEUR LIMITE NON LOCALE :

Considérons U : J — P(R) donnée par :

Ut) = {w e R:[vi(t) —w [< () [ y(t) = () [}-

Puisque 'opérateur a valeurs multiples V' (t) = U(t)

F(t,7(t))est mesurable , il existe une fonction vy (t)
qui est une sélection mesurable pour V', donc va(t) € F(t,y(¢

t
)) , et pour chaque t € J.

[ or(t) —w2(t) |< () | y(t) —w(t) | -
On définit pour chaque t € J

ha(t) = T /0 (t — 5)* ug(s)ds

s /DT(T — 5)* Luy(s)ds — (% — 1>y0 + %Z/T-

Alorspourt € J

[ () —ha(t) | < F(la)/ot(t— $)* ! [ vi(s) = va(s) | ds

1 T a—1
+ F@‘)/o (T —5)* " | vi(s) —va(s) | ds

1 t — )27 Y(s s)—1y(s) | ds
e [ =97 L0 =500 | a

IN

1 T a—1 — (s S
N F(a)/oq_s) (s) | y(s) = T(s) | ds.

Ainsi
1P = halleo < 2(ID)(T) |y = Ylloo-

Par une relation analogique obtenue en interchangeant les roles de y et ¥, il existe que

Ha(N(y), N(@)) < 2(I°D(T)[ly = Ylloo-
Donc, N est un contraction par (3.5) et donc , par le lemme [4.1], N a un point fixe y qui est la solution de

(4.1)-(4.2), la preuve est compléte .

4.1 Probléme de valeur limite non locale :

On commence par définir ce que nous entondons par une solution de probléme (4.3)-(4.4).

Définition 4.2 Soity € AC?(J,R) est dite étre une solution de - , 8’il existe une fonctionv € L'(J,R)
avecv(t) € F(t,y(t)),pour presque toutt € J , c’est a dire

‘D(t) = v(t), teJ,l<a<2,

et la fonction y satisfait la condition (4.4).

Lemme 4.5 Soit1l < o < 2, et soith : [0,T] — R est continue , une fonction y est une solution de I’équation
intégrale.
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4.1. PROBLEME DE VALEUR LIMITE NON LOCALE :

1 t
yt) = [ =9 nis)as
I'(a) Jo
[ @ s — (1)t + L) (@.11)
- -5 s)ds — | = — — .
TT(a) J, T~ )W)
si et seulement si y est une solution du probléme fractionnaire
‘D%%(t) = h(t), ted, (4.12)
y(0) = g@),  ¥(T)=yr, (4.13)
Théoréme 4.3 Supposons (H1)-(H3) et les conditions suivante sont vérifiée :
(H6) 1l existe une constante M; > 0 avec
’ g(y) |S M,y e C(JvR)
(H7) 1 existe un nombre Ms > 0 tel que
M:
2 1. (4.14)

(M) [[Ioplloo + P (M2)(Ip)(T) + Mi+ | yr |
Alors le probléme (4.3)-(4.4) admet au moins une solution .

Preuve :Transformons le probleme (4.3)-(4.4) en un probléme de point fixe , considérons 'opérateur a plu-
sieurs valeurs.

M) = {heCUR) iy = F(la) /O (t — )% u(s)ds

a9 o= (- a4 oo )

Remarque 4.3 Il est claire que a partir du lemme[4.5, les points fixe de N sont des solutions a (4.3)-(4.4) comme
dans le théoréme[4.1} nous pouvons montre que Ny est complétement continue et "supérieure” semi continue .

Soit y tel que y € AN (y) avec A € [0, 1]. alors il existe v € S, tel que , pour chaque ¢t € J.

y(t) = F(Aa)/o (t— s)o‘*lv(s)ds

T
TI)‘\(ta) /0 (T — 5)* Lo, (s)ds — )\(% - 1)g(y) + %y{r.
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4.1. PROBLEME DE VALEUR LIMITE NON LOCALE :

Cela implique par (H2)-(H6) que pour chaque ¢ € J,on a

WO < e [ =9 e s
T
+ Fa L @ e 1 a0 |
< e €9 e ) s
1 T
+ Fo L@ =m0 ) s+ 2k Lo |
D) [y et o
O AGE AL
T
+ 1#({"’?0‘!;0)/0 (T —5)* Lp(s)ds + M1+ | yr |
< 0yl (I*P)(E) + 6 (lyllc) I°)(T) + Mty |.

Ainsi

Iyl 3

P(llylloo) 1Pl + ¢ ([[Ylloc) ToP)(T) + Mi+ [ yr |
Alors par condition (4.14), il existe M5 tel que ||y||oc # M2 .
Soit Uy = {y € C(J, ]R) :Jylloo < Ma}.Topérateur Ny : Uy — P(C(J,R)) est supérieure semi -continue
et complétement continue , du choix de U; , il n’est y pas y € OU; tel que y € AN;(y) pour certains
A € (0,1), en conséquence de I’ alternatlve non hnealre de type Leray-Schauder, on en déduit que /N7 a un
point fixe y dans U; qui ’est un solution (4.3 , ceci compléte le preuve .

Théoréme 4.4 Supposons (H3)-(H6) et les hypothéses suivante est vraie :

(H8) Il existe k > 0 avec tel que
[ g(u) —g(@) |[< K [u—7],
pour chaque ¢ € J et tout u,uw € C(J,R).
Si2(I*1)(T) + k < 1 alors le probléme (4.3)-(4.4) admet au moins une solution .

Remarque 4.4 Pour chaque y € C(J,R), I’ensemble S, est non vide, puisque par (H6) , F' a une sélection
mesurable .
Preuve : On utilisant des étapes similaire a celles des théoréme [4.2 nous pouvons montre que N1 satisfait les

hypothéses d’un lemmel[4.1].
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CONCLUSION

Dans ce travail ,nous avons étudier la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et ce propriété ,et on im-
pliquant dans les problémes des valeurs limites dans les espaces de dimension finie et infinie et du valeurs
convexes et non convexes.
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