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INTRODUCTION

En mathématiques ,le calcul fractionnaire est un branche de l’analyse
qui étudie la généralisation de la dérivation et d’intégration d’ordre

entier n à l’ordre non entier (fractionnaire).

La théorie de la dérivation fractionnaire est un sujet presque
aussi ancien que le calcul classique que nous le connaissons aujourd’hui
, ces origines remontent à la fin du 17ème siècle , l’époque où Newton ,
Wihelm et Leibniz sont développé les fondements du calcul différentiel
et intégral .

En particulier , Leibniz a introduit le symbole dnf
dxn pour désigner

la dérivée nème d’une fonction f quand il a annoncé dans une lettre à
l’Hôpital datée du 30 septembre 1695 , avec l’hypothèse implicite que
n ∈ N , l’Hôpital a répondu : Que signifie dnf

dxn si n = 1
2 .

Leibniz lui a répondu : "Cella conduirait à un paradoxe à partir
duquel un jour , on pourra tirer des conséquences utiles".

Cette lettre de l’Hôpital , est aujourd’hui admise comme le pre-
mier incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire , et le
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Introduction

fait que l’Hôpital a demandé spécifiquement pour n = 1
2 , c’est-à-dire une

fraction , a en fait donné lieu au nom de ce domaine des mathématiques .

L’inégalité

T (f, g) :=
1

b− a

∫ b

a

f(x)g(x)dx− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx
1

b− a

∫ b

a

g(x)dx ≥ 0

(1)
Où f et g sont deux fonctions intégrables synchrones sur [a, b] (i.e.(f(x)−
f(y))(g(x)− g(y) ≥ 0, pour tout x, y ∈ [a, b]) .
Nombreux chercheurs sont généralisé les opérateurs classiques et fraction-
naire en introduisant un paramèter k > 0 ,il y a une dizaine d’années
Mubeen et Habibullah [11] sont utilisé la théoriè spéciale des n-fonctions
en calcul fractionnaire pour la première fois dans la littérature sous la
forme d’une intégrale K-Riemann-Liouville .

Rècemment des nombreux chercheurs de présentent nouveaux opé-
rateurs différentiels et intégraux fractionnaires et ils ont généralisé par
procédure d’itération et en introduisant un nouveau paramètre k > 0 .

Dans [3] , Belarbi et Dahmani ont présenté des théorémes liés à
l’inégalité de Tchebyshev pour les opérateurs intégraux fracrionnaires de
Riemann-Liouville ([22],[23],[27]).

Dans le présent travail on etudie quelques intégralités de type Tche-
byshev pour opérateur intégral fractionnaire -K- conformable .
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Introduction

Ce mémoire comprend introduction, trois chapitres ,conclusion et
bibliographie.

dans le premiére chapitre nous présentons les notions de bases,
donnons une rappel l’espaces fonctionelles, puis nous présentons les fonc-
tions spécifiques importantes dans la théorie du calcul fractionnaire.

dans le deuxième chapitre donnons un rappel de l’intégral frac-
tionnaire au sens de Riemann-Liouville et dérivée fractionnaire au sens
Riemann-Liouville et quelques propriétés, en utilisant l’intégrale frac-
tionnaire K-Riemann-Liouville, l’intégral fractionnaire conformable et K-
conformable .

dans le troisiéme chapitre nous présentons certaines inégalités de
type Tchebyshev pour opérateur intégral fractionnaire K-conformable,
en utilisant l’intégral fractionnaire de Riemman-Liouville et opérateur
intégral fractionnaire conformable.
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Chapitre 1
NOTIONS DE BASES

On rappelle des notions et des résultats fondamentaux de la théo-
rie de l’analyse fonctionnelle .

−−−−−−−−−−−−−−−−−

1.1 Espace fonctionnels

1.1.1 Espaces des fonctions intégrales

Soit Ω = (a, b)(−∞ ≤ a < b ≤ ∞)un intervalle fini ou infini de
R.

Définition 1.1

Soit p ∈ R avec 1 ≤ p <∞ ,on note par Lp[a, b] l’espace des classes
d’équivalence de fonctions de puissance p-intégrables sur [a, b] à valeurs
C :

Lp([a, b]) = {f : [a, b]→ C;mesurable, et‖f‖Lp <∞}

6



1.1. ESPACE FONCTIONNELS

avec

‖f‖Lp([a,b]) =

(∫ b

a

|f(x)|pdx
) 1

p

l’espace Lp([a, b]) muni de la norme ‖.‖Lp est un espace de Banach .

1. Si p = 2 , alors L2([a, b]) est espace des classes d’équivalence de
fonctions mesurables de carré intégrable sur [a, b] .

2. Si p =∞ , L’espace L∞(Ω) est l’espace des (classes de ) fonctions
mesurables f bornées presque partout(p.p) sur Ω.

Théorème 1.1

Soit Ω = (a, b) un intervalle fini ou infini de R.
1. Pour 1 ≤ p < +∞ , L’espace Lp(Ω) est un espace de Banach muni

de la norme :

‖f‖ =

(∫ b

a

|f(x)|pdx
) 1

p

2. L’espace L∞(Ω) est un espace de Banach muni de la norme :

‖f‖∞ = inf{M ≥ 0 : |f(x) ≤M p.psurΩ}

.

1.1.2 Espaces des fonctions continues :
Définition 1.2

Soit Ω = [a, b](−∞ ≤ a < b ≤ ∞) et n ∈ N = 0, 1, ....
On désigne par Cn(Ω) l’espace des fonctions f qui ont leurs dérivées

7



1.1. ESPACE FONCTIONNELS

d’ordre inférieur ou égale à n continues sur Ω muni de la norme :

‖f‖Cn :=
n∑
k=0

‖f (k)‖C :=
n∑
k=0

max
x∈Ω
| f (k)(x) |, n ∈ N

En particulier si n = 0, C0(Ω) ≡ C(Ω) l’espace des fonctions f continues
sur Ω muni de la norme :

‖f‖C := max
x∈Ω
| f(x) |

1.1.3 Espaces des fonctions absolument continues :
Définition 1.3

Soit f : [a, b]→ R une fonction et([ak, bk])k∈N une suite finie de sous
intervalles disjoints de [a, b] , On dit que f est absolument continue sur
[a, b] si pour tout réel ε > 0 , il existe un δ(ε) > 0 telle que :

n∑
k=0

|bk − ak| < δ(ε) alors
n∑
k=0

|f(bk)− f(ak)| < ε

Définition 1.4

Pour n ∈ N = 0, 2, ..., on désigne par ACn([a, b]) l’espace des fonc-
tions f ayant des dérivées jusqu’à l’ordre (n−1) continues sur [a, b] telles
que f (n−1) ∈ AC([a, b]) c’est à dire

ACn([a, b]) = {f : [a, b] −→ C et f (n−1) ∈ AC([a, b])}

En particulier AC1([a, b]) = AC([a, b])

8



1.1. ESPACE FONCTIONNELS

Proposition 1.1

Soit Ω = [a, b](−∞ < a < b <∞) un intervalle fini.
On désigne parAC([a, b]) l’espace des fonctions primitives des fonctions
intégrables , c’est à dire :

AC([a, b]) =

{
f/∃ϕ ∈ L1([a, b]) : f(x) = c+

∫ x

a

ϕ(t)dt

}
et on appelle AC([a, b]) l’espace des fonctions absolument continues sur
[a, b].

1.1.4 Espaces des fonctions continues avec poids
Définition 1.5

Soient Ω = [a, b] un intervalle fini et λ ∈ C(0 ≤ <(λ) < 1).
On désigne par Cλ([a, b]) l’espace des fonctions f définies sur ]a, b] telles
que la fontion (x− a)λf(x) ∈ C([a, b])c’est à dire

Cλ([a, b]) = {f :]a, b] −→ C, (.− a)λf(.) ∈ C([a, b])} (1.1)
muni de la norme :

‖f‖Cλ = ‖(x− a)λf(x)‖C = max
x∈Ω
| (x− a)λf(x) | (1.2)

l’espaceCλ([a, b]) est appelè l’espace des fonctions continues avec poids.
En particulier , C0([a, b]) = C([a, b])

Définition 1.6 L’espace Lp,k([a, b]) : est l’espace des fonctions f me-
surables sur [a, b] c’est-à-dire :

f ∈ Lp,k([a, b])⇔
∫

[a,b]

|f (x)|pxk dx <∞, k ≥ 0 , 1 ≤ p <∞

9



1.2. INÉGALITÉ DE HÖLDER

1.1.5 Espace Xp
c

Définition 1.7

Soient a < b , c ∈ R et 1 ≤ p <∞ on désigne par Xp
c (a, b) l’espace

de fonctions définie par :

Xp
c (a, b) =

{
f : [a, b]→ R : ‖f‖Xp

c
=

(∫ b

a

|tcf(t)|pdt
t

) 1
p

<∞

}
• pour p =∞ , ‖f‖Xp

c
= sup essa≤t≤b [tc|f(t)|] .

1.2 Inégalité de Hölder

Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω) avec 1 ≤ p < +∞ et 1
p + 1

q = 1 alors :

∫
E

|fg|dx ≤
(∫

E

|f |pdx
) 1

p
(∫

E

|g|qdx
) 1

q

Proposition 1.2 (Inégalité de cauchy schwartz ) :
Soient f, g ∈ (C[a, b],R2) alors :(∫

E

|fg|
)
≤
(∫

E

|f |2
) 1

2
(∫

E

|g|2
) 1

2
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1.3. THÉORÈME DE FUBINI

1.3 Théorème de Fubini

Soit E un ensemble mesurable Rn((a, b) ⊂ Rn) et ((c, d) ⊂ Rn) un
ensemble mesurable et la fonction f(x, y) intégrable sur (a, b) × (c, d)
,alors pour presque tous les x ∈ (a, b) , f(x, y) est intégrable sur (c, d)
et :∫

(a,b)×(c,d)

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y)dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y)dx

)
dy

c-à-d : Si f(x, y) est une mesurable sur (a, b) × (c, d) et est finie l’une
des intégrales :∫

(a,b)

(∫
(c,d)

|f(x, y)|dy
)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a

|f(x, y)|dx
)
dy

1.4 Formule de Dirichlet

C’est un cas particulier de théorème de Fubini on a l’égalité suivante
avec comme hypothése la convergence absolue au moins de l’une des deux
intégrales , alors :∫ b

a

∫ x

a

f(x, y)dydx =

∫ b

a

∫ b

y

f(x, y)dxdy

11



1.5. FONCTIONS SPÉCIFIQUES

1.5 Fonctions spécifiques

Dans cette section , nous présentons les fonctions Gamma , Bêta ,
jouent un rôle très important dans la théorie du calcul fractionnaire et
ces application .

1.5.1 Fonction Gamma
L’un des outils de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma

qui prolonge naturellement la factorielle aux nombres réels positifs (et
même aux nombres complexes á partie réels positive.).

Définition 1.8 Pour z ∈ C , telle que <(z) > 0 la fonction Gamma
Γ(z) définie par l’intégrale :

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1e−tdt (1.3)

Cette intégrable est convergente pour tout x > 0

Proposition 1.3 Pour tout <(z) > 0 on a

Γ(z + 1) = zΓ(z)

Preuve:

Γ(z + 1) =

∫ ∞
0

tze−tdt

= [−tze−t]∞0 + z

∫ ∞
0

tz−1e−t

= zΓ(z)

12



1.5. FONCTIONS SPÉCIFIQUES

En particulier Γ(1) = 1

Proposition 1.4 Pour z = n+ 1
2 on a

Γ(n+
1

2
) =

(2n)!

22nn!

√
π

Proposition 1.5 Pour tout n ∈ N on a

Γ(n+ 1) = n!

Preuve:

D’après la proposition (1.3) on par récurence

Γ(n+ 1) = n.Γ(n)

= n.(n− 1).Γ(n− 1)

= n.(n− 1)...2Γ(1)

= n!

Proposition 1.6 Par le principe de prolongement analytique on peut
prolonge la fonction sur C/R− soit z > 0, z /∈ N on a

(−1)j
(
z
)

=
Γ(−z + j)

Γ(j + 1)Γ(−z)

Proposition 1.7 Pour tout <(z) > 0 on a

Γ(z) = lim
n→+∞

n!nz

z(z + 1)...(z + n)

13



1.5. FONCTIONS SPÉCIFIQUES

Proposition 1.8 Pour z = 1
2 on a

Γ(
1

2
) =
√
π

• Le graphe de la fonction Gamma

1.5.2 Fonction Bêta
Définition 1.9

Soient z, ω ∈ C , <(z) > 0 et <(ω) > 0 , la fonction Bêta est notée
β(z, ω) et définie par :

β(z, ω) =

∫ 1

0

tz−1(1− t)ω−1dt (1.4)

Proposition 1.9 La fonction Bêta est liée à la fonction Gamma par la
relation suivante

14



1.5. FONCTIONS SPÉCIFIQUES

β(z, ω) =
Γ(z)Γ(ω)

Γ(z + ω)

Preuve:

Γ(z)Γ(ω) =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

tz−1
1 e−t1tω−1

2 e−t2dt1dt2

=

∫ ∞
0

tz−1
1

(∫ ∞
0

e−(t1+t2)tω−1
2 dt2

)
dt1

En effectuant le changement de variable t′2 = t1 + t2 , on trouve

Γ(z)Γ(ω) =

∫ ∞
0

tz−1
1

∫ ∞
t1

(t′2 − t1)ω−1e−t
′
2dt′2dt1

=

∫ ∞
t1

e−t
′
2

∫ ∞
0

(t′2 − t1)ω−1tz−1
1 dt1dt

′
2

Si on pose t′1 = t1
t′2

, on obtient

Γ(z)Γ(ω) =

∫ ∞
0

e−t
′
2dt′2

∫ 1

0

(t′2 − t′1t′2)ω−1ω(t′1t
′
2)
z−1t′2dt

′1

=

∫ ∞
0

et
′
2dt′2

∫ 1

0

(t′2(1− t′1))ω−1(t′1t
′
2)
z−1t′2dt

′
2

=

∫ ∞
0

e−t
′
2dt′2

(
(t′2)

ω−1(t′2)
z−1t′2

∫ 1

0

(1− t′1)ω−1(t′1)
z−1dt′1

)
=

∫ ∞
0

e−t
′
2dt′2

(
(t′2)

z+ω−1β(z, ω)
)

=

∫ ∞
0

et
′
2(t′2)

z+ω−1dt′2β(z, ω)

= Γ(z + ω)β(z, ω)

Ce qui donne le résultat désiré.

15



1.5. FONCTIONS SPÉCIFIQUES

Propriétés 1.1
β(z, ω) = β(ω, z)

Preuve:

β(z, ω) =

∫ 1

0

tz−1(1− t)w−1dt

On utilise le changement de variable
Y = 1− t⇒ t = 1− Y ; dt = −dY

β(z, ω) =

∫ 0

1

(1− Y )z−1Y ω−1(−dY )

=

∫ 1

0

Y ω−1(1− Y )z−1dY

= β(ω, z)

Propriétés 1.2

zβ(z, ω + 1) = ωβ(z + 1, ω).

Exemple 1.1

Calculons β
(

1

2
,
1

2

)

β

(
1

2
,
1

2

)
=

Γ
(

1
2

)
Γ
(

1
2

)
Γ (1)

= π

16



1.5. FONCTIONS SPÉCIFIQUES

1.5.3 La fonction K-Gamma
Définition 1.10

Pour k > 0, la fonction k-Gamma donnée par :

Γk(x) = lim
n→+∞

n!(nk)
x
k−1

(x)n,k
x ∈ Cr kz−

Proposition 1.10 pour x ∈ C r kz− et n ∈ N∗ , ona les égalités sui-
vantes :

1. (x)n,s = ( sk)n(kxs )
n,k

2. Γs(x) = ( sk)
x
s−1Γk(

kx
s )

Proposition 1.11 pour x ∈ C, <(x) > 0 , on a :

Γk(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−
tk

k dt

Proposition 1.12 la fonction k-Gamma Γk(x) satisfait les propriétés
suivantes :

1. Γk(x+ k) = xΓk(x)

2. (x)n,k = Γk(x+nk)
Γk(x)

3. Γk(k) = 1

17



Chapitre 2
La dérivation et intégration
fractionnaire

2.1 L’intégrale fractionnaire sur un inter-
valle [a, b]

Soit f une fonction continue sur intervalle [a; b].On considère inté-
grale :

J (1)f(x) =

∫ x

a

f(t)dt.

J (2)f(x) =

∫ x

a

J (1)f(u)du.

=

∫ x

a

(∫ u

a

f(t)dt

)
du.

=

∫ x

a

(

∫ x

t

du)f(t)dt.

=

∫ x

a

(x− t)f(t)dt. (n ∈ N∗)

(2.1)

18



2.1. L’INTÉGRALE FRACTIONNAIRE SUR UN INTERVALLE [A,B]

Plus généralement la n-ième de l’opèrateurJ peut s’ècrire :

J (n)f(x) =

∫ x1

a

dx1

∫ x2

a

dx2

∫ xn−1

a

f(xn)dxn =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x−t)(n−1)f(t)dt

(2.2)
pour tout entier n .
Cette formule est appelèe formule de Cauchy,et depuis la gènèralisation
du factoriel par la fonction Gamma :Γ(n) = (n − 1)!,Riemann rendu
compte que le second membre de(2.2) paurait avoir un sens même quand
n prenant une valeur non-entière , il a dèfinit l’ntègrale fractinnaire de
la manière suivante :

Définition 2.1 [28][29] Soit f ∈ L1([a, b]) l’intégrale fractionnaire de
Riemann-Liouville et la fonction f d’ordre α ∈ C(<(α) > 0) notée Jαa f
est définie par :

J
(α)
a+ f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)(α−1)f(t)dt telleque x > a (2.3)

ast appelèe intègrale fractinnaire(à gauche) de Riemann-Liouville d’ordre
α ,et l’intè-grale :

J
(α)
b−
f(x) =

1

Γ(α)

∫ b

x

(x− t)(α−1)f(t)dt telleque x < b (2.4)

où Γ(α) est la fonction Gamma donné par (1.3).

Remarque 2.1 pour α = 0 On a : J0
af = f(x)

Remarque 2.2 Dans tout ce qui suit on va utiliser uniquement l’inté-
grale (à gauche).
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Théorème 2.1 [28][29] Si f ∈ L1([a, b]), alors Jαa f existe pour presque
tout x ∈ [a, b] et de plus Jαa f ∈ L1([a, b])

Démonstration

En introduisant la définition (2.1) puis an utilisant le théorème
de Fubini ,on trouve :∫ b

a

|(Jαa f)(x)|dx ≤ 1

Γ(α)

∫ b

a

∫ x

a

(x− t)α−1|f(t)|dtdx

≤ 1

Γ(α)

∫ b

a

|f(t)|
∫ b

t

(x− t)α−1dxdt

≤ 1

Γ(α + 1)

∫ b

a

|f(t)|(b− t)αdt

≤ (b− a)α

Γ(α + 1)

∫ b

a

|f(t)|dt

Puisque f ∈ L1([a, b]),la dernière quantité est fini ce qui établit le résul-
tat désiré.

Exemple 2.1 Soient α > 0, β > −1 et f(x) = (x− a)β, alors :

(Jαa f)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1(t− a)βdt (2.5)

En effectuant le changement de variable

t = a+ (x− a)y (0 ≤ y ≤ 1)

alors (2.5) devient
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(Jαa f) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1(t− a)βdt

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

(x− a− (x− a)y)α−1[x+ (x− a)y − x]β(x− a)dy

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

[(x− a)(1− y)]α−1(x− a)β+1yβdy

=
(x− a)β+1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− y)α−1yβdy

=
(x− a)a+β

Γ(α)

∫ 1

0

(1− y)α−1y(β+1)−1dy

En tenant compte de la fonction Bêta (1.4) puis de la relation (1.9) on
arrive à :

(Jαa f)(x) =
(x− a)α+β

Γ(α)
β(α, β + 1)

=
(x− a)α+β

Γ(α)

Γ(α)Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)

=
Γ(1 + β)

Γ(α + β + 1)
(x− a)α+β

Ainsi on obtient

(Jαa (t− a)β)(x) =
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
(x− a)α+β (2.6)

Exemple 2.2 Soitf(x) = xβ avec β > −1 On a :

(Jα0 f)(x) := Jαf(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

tβ(x− t)a−1dt (2.7)
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En posant : t = xu , (2.4) devient

Jαf(x) =
1

Γ(α)

∫ 1

0

(xu)β(1− u)a−1xdu

En utilisant la fonction bêta (1.4) puis de relation (1.9) on arrive à :

Jα =
xβ+a

Γ(α)

∫ 1

0

uβ(1− u)α−1du

=
xβ+α

Γ(α)
B(β + 1, α)

=
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
xα+β

Proposition 2.1 [28][29]

Soient α, β ∈ C telles que <(α),<(β) > 0, pour toute fonction f ∈
L1([a, b]), on a :

Jαa (Jβa f) = Jα+β
a f = Jβa (Jαa f)

pour presque tout x ∈ [a, b]. Si de plus f ∈ C([a, b]), alors cette identité
est vraie pour tout x ∈ [a, b]

Démonstration :

Supposons d’abord que f ∈ L1([a, b]), on a :

(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− s)α−1(Jβa f)(s)ds

=
1

Γ(β)

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− s)α−1

∫ s

a

(s− t)β−1f(t)dtds
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En vertu du théorème (2.1) les intégrale figurant dans l’égalité précédente
existent pour presque tout x ∈ [a, b], et le théorème de Fubini permet
donc d’écrire :

[Jαa (Jβa f)](x) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(t)[

∫ x

t

(x− s)α−1(s− t)β−1]dsdt

En effectuant le changement de variable

s = t+ (x− t)y (0 ≤ y ≤ 1)

on obtient

[Jαa (Jβa f)](x) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(t)(x− t)α+β−1

∫ 1

0

(1− y)α−1yβ−1dydt

Enfin,en tenant de la définition (1.4)puis de la relation (1.9) on obtient :

[Jαa (Jβa f)](x) =
1

Γ(α + β)Γ(β)

∫ x

a

f(t)(x− t)α+β−1dt = (Jα+β
a f)(x)

Supposons maintenant que f ∈ C([a, b]), alors(d’après les théorème sur
les intégrales dépendant de paramètres)Jβa f ∈ C([a, b]), et par suite

Jα+β
a f, Jαa J

β
a f ∈ C([a, b])

Ainsi ,d’après ce qui précède ,les deux fonctions continues Jα+β
α f, Jαa J

β
a f

coïncident presque partout sur [a , b] ,elle doivent donc coïncider partout
sur [a , b] .
Le théorème suivant fournit un résultat concernant l’inversion de la limite
et de l’intégrale fractionnaire .

Théorème 2.2 Soit α réel strictement positif, si (fn)n∈N∗ est une suite
de fonctions de [a, b] dans R converge uniformément vers une fonction
f continue sur [a, b] , alors on a

(Jαa (lim fn))(x) = lim(Jαa fn)(x)
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Démonstration :

Puisque(fn)n∈N∗ converge uniformément vers f on a :

lim
n→+∞

‖fn − f‖∞ = lim
n→+∞

sup
x∈[a,b]

|fn(x)− f(x)| = 0

Donc

|(Jαa+fn)(x)− (Jαa+f)(x)| ≤ 1

Γ(α)

∫ x

0

|fn(x)− f(x)|(x− t)α−1dt

≤ ‖fn − f‖∞
Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1dt

≤ ‖fn − f‖∞
αΓ(α)

(x− a)α.

D’où

‖Jαa+fn − Jαa+f‖∞ ≤
(b− a)α

Γ(α + 1)
‖fn − f‖∞ → 0, quand n→ +∞.

Donc (Jαa+fn)n converge uniformément vers Jαa+f .
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2.2 Dérivées fractionnaires

Dans la litération il existe plusieurs approches pour la dèrivation frac-
tionnaire , nous allons citer les approches qui sont fréquemment utilisées
dans les applications.

2.2.1 La dérivie fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville

Soit f une fonction intégrable sur [a; t] alors la dérivée fractionnaire
d’ordre α (avec n− 1 < α < n)au sens de Riemann-Liouville est définie
par :

RDαf(t) =
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t−τ)n−α−1f(τ)dτ =
dn

dtn
(Jn−αf(t)) (2.8)

Exemple 2.3

1. la dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de Riemann-
Liouville n’est pas nulle ni constante , mais ona :

RDpC =
C

Γ(1− p)
(t− a)−p

2. la dèrivée de f(t) = (t− a)α au sens de Riemann-Liouville :
Soit α non entier et 0 ≤ n− 1 < p < n et α > −1 , alors on a :

RDp(t− a)α =
1

Γ(n− p)
dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)αdτ
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En faisant le changement de variable τ = a+ s(t− a) , on aura :

RDp(t− a)α =
1

Γ(n− p)
dn

dtn
(t− a)n+α−p

∫ 1

0

(1− s)n−p−1sαds

=
Γ(n+ α− p+ 1)β(n− p, α + 1)

Γ(n− p)
(t− a)α−p

=
Γ(n+ α− p+ 1)Γ(n− p)Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− p+ 1)Γ(n+ α− p+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(α + 1)

Γ(α− p+ 1)
(t− a)α−p

A titre d’exemple :

RD0.5t0.5 =
Γ(1.5)

Γ(1)
= Γ(1.5)

Proposition 2.2 Composition avec l’intégrale fractionnaire :

1. l’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
est un inverse à gauche de l’opérateur d’intégration fractionnaire :

RDp(Jpf(t)) = f(t)

2. ona
RDp(Jqf(t)) =R Dp−qf(t)

3. La dérivation et l’intération fractionnaire ne commutent pas.

RD−p(RaD
q
t f(t))RDq−pf(t)−

m∑
k=1

[RDq−kf(t)]t=a
(t− a)p−k

Γ(p− k + 1)

(2.9)
avec m− 1 < q < m
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2.2.2 Dérivées fractionnaire au sens de Ca-
puto :

On va introduit une dérivée fractionnaire qui est plus restrictive que
celle de Riemann-Liouville.

Définition 2.2 Soit α > 0 avec n − 1 < α < n, (n ∈ N∗) et f une
fonction telle que dn

dtnf ∈ L1[a; b]
La dérivée fractionnaire d’ordre α de f au sens de Caputo est définie
par :

CDαf(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t−τ)n−α−1f (n)(τ)dτ = Jn−α(
dn

dtn
f(t)) (2.10)

Proposition 2.3
1. Relation avec la dérivée de Riemann-Liouville :

Soit p > 0 avec n− 1 < p < n, (n ∈ N∗), supposons que f est une
fonction telle que C

aD
p
t f(t) et RaD

q
t f(t) existent alors :

CDpf(t) =R Dp

(
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−p

Γ(k − p+ 1)

)
(2.11)

On déduit que si f (k)(a) = 0 pour k = 0, 1, 2, ..., n − 1, on aura
CDpf(t)

2. Composition avec l’opérateur d’intégration fractionnaire :
Si f est une fonction continue ona :

CDpJpaf = fetJpa(CDp)f(t) = f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k

k!
(2.12)

donc l’opérateue de dérivation de Caputo est un inverse gauche de
l’opérateur d’inté-grattion fractionnaire mais il n’est pas un inverse
a droite.
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Exemple 2.4
1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo :

La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle :

CDpC = 0 (2.13)

2. La dérivée de f(t) = (t− a)α au sens de Caputo :
Soit p un entier et 0 ≤ n− 1 < p < n avec α > n− 1,alors ona :

f (n)(τ) =
Γ(α + 1)

Γ(α− n+ 1)
(τ − a)α−n

d’ou

CDp(t−a)α =
Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

∫ t

a

(t−τ)n−p−1(τ−a)α−ndτ,

effectuant le changement de variable τ = a+ s(t− a) on obtient :

CDp(t− a)α =
Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)α−ndτ

=
Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)
(t− a)α−p

∫ 1

0

(1− s)n−p−1sα−nds

=
Γ(α + 1)β(n− p, α− n+ 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(α + 1)Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)Γ(α− p+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(α + 1)

Γ(α− p+ 1)
(t− a)α−p
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• Intégrale fractionnaire de k-Riemann-Liouville

Définition 2.3 [1] L’intégrale fractionnaire de k-Riemann-Liouville dé-
finie par :

Jαk,a+f(x) =
1

kΓk(α)

∫ x

a

(x− t)
α
k−1f(t)dt, x > 0, <(α) > 0

et

Jαk,b−f(x) =
1

kΓk(α)

∫ b

x

(t− x)
α
k−1f(t)ft, x < b, <(α) > 0

Où Γk fonction k-Gamma .

• Intégrale fractionnaire conformable

Définition 2.4 ([20],[21]) En remplaçant l’entier n par un nombre β ∈
C , <(β) > 0 , on définie l’opérateur intégrale fractionnaire(à gauche)
conformable par :

β
aJ

αf(x) =
1

Γ(β)

∫ x

a

(
(x− a)α − (t− a)α

α

)β−1

f(t)
dt

(t− a)1−α (2.14)

l’intégrale fractionnaire (2.14)est coïncide avec l’intégrale fractionnaire
de Riemann-Liouville définie dans (2.3) quand a = 0 et α = 1.

Définition 2.5 l’intégrale fractionnaire (à droite) conformable d’ordre
β ∈ C , <(β) > 0 est définie par :

βJαb f(x) =
1

Γ(β)

∫ b

x

(
(b− x)α − (b− t)α

α

)β−1

f(t)
dt

(b− t)1−α (2.15)
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l’intégrale fractionnaire (2.15) est coïncide avec l’intégrale fractionnaire
de Riemann-Liouville définie dans (2.4) quand b = 0 et α = 1.

• Intégrale fractionnaire k-conformable

Définition 2.6 [7]

L’intégrale fractionnaire k-conformable définie par :

β
kJ

α
a+f(x) =

1

kΓk(β)

∫ x

a

(
(x− a)α − (t− a)α

α

)β
k−1

f(t)
dt

(t− a)1−α

(2.16)
et

β
kJ

α
b f(x) =

1

kΓk(β)

∫ b

x

(
(b− x)α − (b− t)α

α

)β
k−1

f(t)
dt

(b− t)1−α

(2.17)

Où <(β) > 0
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Chapitre 3
Quelques Inégalités de type
Tchebyshev pour opérateur
intégral fractionnaire -K-
conformable

−−−−−−−−−−−−−−−−−

3.1 Inégalité de Tchebyshev pour les fonc-
tions synchrones(a synchrones)

Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b]
Si f , g sont synchrones (a synchrones)telles que :

(f(u)− f(v)) (g(u)− g(v)) ≥ (≤)0 pourtout x, y ∈ [a, b]
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Alors l’inégalité :

1

b− a

∫ b

a

f(x)g(x)dx−
(

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

)(
1

b− a

∫ b

a

g(x)dx

)
≥ (≤)0

est appelé l’négalité de Tchebyshev notée par : T (f, g) :

T (f, g) =
1

b− a

∫ b

a

f(x)g(x)dx−
(

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

)(
1

b− a

∫ b

a

g(x)dx

)

−− − − − − − − − − − −−

•Inégalité de type Tchebyshev pour les fonctions
synchrones au sens Riemann-Liouville :

Théorème 3.1 [3] Soient f et g deux fonctions synchrones sur [0,∞)
, alors pour tout t > 0,α > 0 :

Jα(fg) ≥ Γ(α + 1)

tα
Jαf(t)Jαg(t). (3.1)

Théorème 3.2 [3] Soient f et g deux fonctions synchrones sur [0,∞)
, alors pour tout t > 0,α et β > 0 :

tα

Γ(α + 1)
Jβ (fg) (t)+

tβ

Γ(β + 1)
Jα(fg)(t) ≥ Jαf(t)Jβg(t)+Jβf(t)Jαg(t).

(3.2)

Théorème 3.3 [3] Soient fi 1 ≤ i ≤ n des fonctions croissantes sur
[0,∞) , alors pour t > 0, α > 0

Jα

(
n∏
i=1

fi

)
(t) ≥ (Jα(1))1−n

n∏
i=1

Jαfi(t). (3.3)
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Théorème 3.4 [3] Soient f et gdeux fonctions définies sur [0,∞) , f
est croissante , g est différentiable etm = inft∈[0,∞[ g

′(t) , alors l’inégalité
est vérifié pour tout t > 0, α > 0

Jα(fg)(t) ≥ (Jα(1))−1Jαf(t)Jαg(t)− mt

α + 1
Jαf(t) +mJα(f(t)) (3.4)

−− − − − − − − − − − −−

Nouvelles inégalités de type Tchebyshev définies par :
1. L’intégral conformable fractionnaire :

Théorème 3.5 ([20] [21]) Soient f et g deux fonctions intégrables
synchrones sur [0,∞) alors :

(
βJαfg

)
(x) ≥ Γ(β + 1)

xαβ
(
βJαf

)
(x)
(
βJαg

)
(x) (3.5)

pour tout α, β > 0 , Γ La fonction Gamma d’Euler.

Preuve:
Soient f et g deux fonctions synchrones sur [0,∞) On a :

(f(u)− f(v)) (g(u)− g(v)) ≥ 0.

⇐⇒ f(u)g(u) + f(v)g(v) ≥ f(u)g(v) + f(v)g(u) (3.6)

On multiple (3.6) par :

1

Γ(β)u1−α

(
xα − uα

α

)β−1

(x ∈ R+, 0 < u < x)
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1

Γ(β)u1−α

(
xα − uα

α

)β−1

f(u)g(u)

+
1

Γ(β)u1−α

(
xα − uα

α

)β−1

f(v)g(v)

≥ 1

Γ(β)u1−α

(
xα − uα

α

)β−1

f(u)g(v)

+
1

Γ(β)u1−α

(
xα − uα

α

)β−1

f(v)g(u)

(3.7)

On intègre ( 3.7) par rapport à u sur [0, x]

1

Γ(β)

∫ x

0

(
xα − uα

α

)β−1
f(u)g(u)

u1−α du

+
1

Γ(β)

∫ x

0

(
xα − uα

α

)β−1
f(v)g(v)

u1−α du

≥ 1

Γ(β)

∫ x

0

(
xα − uα

α

)β−1
f(u)d(v)

u1−α du

+
1

Γ(β)

∫ x

0

(
xα − uα

α

)β−1
f(v)g(u)

u1−α du

(βJαfg)(x)+f(v)g(v)
1

Γ(β)

∫ x

0

(
xα − uα

α

)β−1

uα−1du ≥ g(v)(βJαf)(x)+f(v)(βJαg)(x)

(βJαfg)(x)+
1

Γ(β)

1

αβ−1

∫ x

0

(xα−uα)β−1uα−1f(v)g(v)du ≥ g(v)(βJαf)(x)+f(v)(βJαg)(x)
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(βJαfg)(x) + f(v)g(v)
1

Γ(β)

xα(β−1)

αβ−1

∫ x

0

(
1−

(u
x

)α)β−1

uα−1du

≥ g(v)(βJαf)(x) + f(v)(βJαg)(x)

On utilise le changement de variable t ∈ [0, 1] :

t =
uα

xα
=⇒ uα = xαt =⇒ uα−1du =

xα

α
dt

(βJαfg)(x)+f(v)g(v)
1

Γ(β)

xα(β−1)

αβ−1

∫ 1

0

xα

α
(1− t)β−1 dt ≥ g(v)(βJαf)(x)+f(v)(βJαg)(x)

(βJαfg)(x)+f(v)g(v)
1

Γ(β)

xα(β−1)

αβ−1

xα

α

∫ 1

0

(1−t)β−1dt ≥ g(v)(βJαf)(x)+f(v)(βJαg)(x)

(βJαfg)(x)+
1

Γ(β)

xαβ

αβ

[
−(1− t)β

β

]1
0

f(v)g(v) ≥ g(v)(βJαf)(x)+f(v)(βJαg)(x).

(βJαfg)(x)+
xαβ

Γ(β + 1)αβ
f(v)g(v) ≥ g(v)(βJαf)(x)+f(v)(βJαg)(x).

(3.8)
On multiple (3.8) par

1

Γ(β)v1−α

(
xα − vα

α

)β−1
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1

Γ(β)v1−α

(
xα − uα

α

)β−1

(βJαfg)(x)

+
1

Γ(β)v1−α

(
xα − uα

α

)β−1
xαβ

Γ(β + 1)αβ
f(v)g(v)

≥ 1

Γ(β)v1−α

(
xα − uα

α

)β−1

g(v)(βJαf)(x)

+
1

Γ(β)v1−α

(
xα − uα

α

)β−1

f(v)(βJαg)(x).

(3.9)
On intègre (3.9) par rapport à v sur (0, x) :

(βJαfg)(x)
1

Γ(β)

∫ x

0

(
xα − vα

α

)β−1
dv

v1−α

+
xαβ

Γ(β + 1)αβ
1

Γ(β)

∫ x

0

(
xα − vα

α

)β−1
f(v)g(v)

v1−α dv

≥ (βJαf)(x)
1

Γ(β)

∫ x

0

(
xα − vα

α

)β−1
g(v)

v1−αdv

+ (βJαg)(x)
1

Γ(β)

∫ x

0

(
xα − vα

α

)β−1
f(v)

v1−αdv

(βJαfg)(x)
1

Γ(β)

∫ x

0

(
xα − vα

α

)β−1

vα−1dv +
xαβ

Γ(β + 1)αβ
(βJαfg)(x)

≥ (βJαf)(x)(βJαg)(x) + (βJαg)(x)(βJαf)(x).
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(βJαfg)(x)
1

Γ(β)

1

αβ−1

∫ x

0

((xα − vα))β−1 vα−1dv +
xαβ

Γ(β + 1)αβ
(βJαfg)(x)

≥ (βJαf)(x)(βJαg)(x) + (βJαg)(x)(βJαf)(x).

(βJαfg)(x)
1

Γ(β)

xα(β−1)

αβ−1

∫ x

0

(
1−

(v
x

)α)β−1

vα−1dv +
xαβ

Γ(β + 1)αβ
(βJαfg)(x)

≥ (βJαf)(x)(βJαg)(x) + (βJαg)(x)(βJαf)(x).

On utilise le changement de variable t ∈ [0, 1] :

t =
vα

xα
=⇒ vα = xαt =⇒ vα−1dv =

xα

α
dt

(βJαfg)(x)
1

Γ(β)

xα(β−1)

αβ−1

∫ 1

0

xα

α
(1− t)β−1dt+

xαβ

Γ(β + 1)αβ
(βJαfg)(x)

≥ (βJαf)(x)(βJαg)(x) + (βJαg)(x)(βJαf)(x).

(βJαfg)(x)
1

Γ(β)

xα(β−1)

αβ−1

xα

α

∫ 1

0

(1− t)β−1dt+
xαβ

Γ(β + 1)αβ
(βJαfg)(x)

≥ (βJαf)(x)(βJαg)(x) + (βJαg)(x)(βJαf)(x).

(βJαfg)(x)
1

Γ(β)

xαβ

αβ

∫ 1

0

(1− t)β−1dt+
xαβ

Γ(β + 1)αβ
(βJαfg)(x)

≥ (βJαf)(x)(βJαg)(x) + (βJαg)(x)(βJαf)(x).

(βJαfg)(x)
1

Γ(β)

xαβ

αβ

[
−(1− t)β

β

]1
0

+
xαβ

Γ(β + 1)αβ
(βJαfg)(x)

≥ (βJαf)(x)(βJαg)(x) + (βJαg)(x)(βJαf)(x).
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(βJαfg)(x)
1

Γ(β)

xαβ

αβ
1

β
+

xαβ

Γ(β + 1)αβ
(βJαfg)(x)

≥ (βJαf)(x)(βJαg)(x) + (βJαg)(x)(βJαf)(x).

xαβ

Γ(β + 1)αβ
(βJαfg)(x) +

xαβ

Γ(β + 1)αβ
(βJαfg)(x)

≥ (βJαf)(x)(βJαg)(x) + (βJαg)(x)(βJαf)(x).

(βJαfg)(x) ≥ Γ(β + 1)αβ

xαβ
(βJαf)(x)(βJαg)(x). (3.10)

Corollaire 3.1

Si on prend α = 1 dans l’inégalité (3.5) on obtient l’inégalité (3.1).
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Théorème 3.6 ([20] [21]) Soient f et g deux fonctions intégrables
synchrones sur [0, x) alors :

xατ

Γ(τ + 1)ατ
(βJαfg)(x) +

xαβ

Γ(β + 1)αβ
(τJαfg)(x)

≥ (βJαf)(x)(τJαg)(x) + (βJαg)(x)(τJαf)(x).

(3.11)

pour α, β, τ > 0 , Γ fonction Gamma d’Euler.

Preuve:

On multiple (3.8) par :

1

Γ(τ)v1−α

(
xα − vα

α

)τ−1

On a :

1

Γ(τ)v1−α

(
xα − vα

α

)τ−1

(βJαfg)(x)

+
1

Γ(τ)vα−1

(
xα − vα

α

)τ−1
xαβ

Γ(β + 1)αβ
f(v)g(v)

≥ 1

Γ(τ)v1−α

(
xα − vα

α

)τ−1

g(v)(βJαf)(x)

+
1

Γ(τ)v1−α

(
xα − vα

α

)τ−1

f(v)(βJαg)(x).

(3.12)

On intègre (3.12 )par rapport à v sur (0.x) :
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(βJαfg)(x)

Γ(τ)

∫ x

0

(
xα − vα

α

)τ−1
dv

v1−α

+
xαβ

Γ(β + 1)αβ
1

Γ(τ)

∫ x

0

(
xα − vα

α

)τ−1
f(v)g(v)

v1−α dv

≥ (βJαf)(x)

Γ(τ)

∫ x

0

(
xα − vα

α

)τ−1
g(v)

v1−αdv

+
(βJαg)(x)

(τ)

∫ x

0

(
xα − vα

α

)τ−1
f(v)

v1−αdv.

Donc , on a :

(βJαfg)(x)

Γ(τ)

1

ατ−1

∫ x

0

(xα − vα)τ−1 vα−1dv +
xαβ

Γ(β + 1)αβ
(τJαfg)(x)

≥ (βJαf)(x)(τJαg)(x) + (βJαg)(x)(τJαf)(x).

(βJαfg)(x)

Γ(τ)

xα(τ−1)

ατ−1

∫ x

0

(
1− vα

xα

)τ−1

vα−1dv +
xαβ

Γ(β + 1)αβ
(τJαfg)(x)

≥ (βJαf)(x)(τJαg)(x) + (βJαg)(x)(τJαf)(x).

On utilise le changement de variable t ∈ [0, 1]

t =
vα

xα
=⇒ vα = xαt =⇒ vα−1dv =

xα

α
dt
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(βJαfg)(x)

Γ(τ)

xα(τ−1)

ατ−1

∫ 1

0

xα

α
(1− t)τ−1dt+

xαβ

Γ(β + 1)αβ
(τJαfg)(x)

≥ (βJαf)(x)(τJαg)(x) + (βJαg)(x)(τJαf)(x).

(βJαfg)(x)

Γ(τ)

xα(τ−1)

ατ−1

xα

α

∫ 1

0

(1− t)τ−1dt+
xαβ

Γ(β + 1)αβ
(τJαfg)(x)

≥ (βJαf)(x)(τJαg)(x) + (βJαg)(x)(τJαf)(x).

(βJαfg)(x)

Γ(τ)

xατ

ατ

[
−(1− t)τ

τ

]1

0

+
xαβ

Γ(β + 1)αβ
(τJαfg)(x)

≥ (βJαf)(x)(τJαg)(x) + (βJαg)(x)(τJαf)(x).

(βJαfg)(x)

Γ(τ)

xατ

ατ
1

τ
+

xαβ

Γ(β + 1)αβ
(τJαfg)(x)

≥ (βJαf)(x)(τJαg)(x) + (βJαg)(x)(τJαf)(x).

xατ

Γ(τ + 1)ατ
(βJαfg)(x) +

xαβ

Γ(β + 1)αβ
(τJαfg)(x)

≥ (βJαf)(x)(τJαg)(x) + (βJαg)(x)(τJαf)(x).

Corollaire 3.2

Dans théorème 3.6 , Si on pose α = 1 , l’inégalité (3.11) on obtient
l’inégalité (3.2) intégrales fractionnaire Riemann-Liouville .

Corollaire 3.3

Si τ = β, nous obtenons l’inégalité (3.5) .
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Théorème 3.7 t([20] [21]) Soient (fi)i=1,2,...,n fonction positive et
croissante sur [a, b] , pour α, β > 0 On a :(

βJα
n∏
i=1

fi

)
(x) ≥

[
Γ(β + 1)αβ

xαβ

]n−1 n∏
i=1

(βJαfi)(x). (3.13)

Preuve:
Nous prouvons ce théorème par récurrence sur n ∈ N , le cas n = 1
de(3.13) est valable .
pour n = 2 , soient f1 et f2 croissantes , On a :

[f1(x)− f1(y)] [f2(x)− f2(y)] ≥ 0.

la preuve a gauche de (3.13) pour n = 2 est le méme que celle
du théorème 3.5. Supposons que l’inégalité (3.13) est vraie pour
certains n ≥ 3 . Nous observons que , puis que fi est croissantes
, f =

∏n
i=1 fi est croissantes . soit g = fn+1 alors appliquer le cas

n = 2 aux fonctions fet g donne :(
βJα

n∏
i=1

fifn+1

)
(x) ≥

[
Γ(β + 1)αβ

xαβ

](
βJα

n∏
i=1

fi

)
(βJαfn+1)(x).

≥
[

Γ(β + 1)αβ

xαβ

]n(
βJα

n+1∏
i=1

fi

)
(x).

≥
[

Γ(β + 1)αβ

xαβ

]n−1
(
βJα

n∏
i=1

fi

)
(x).

Où l’hypothése récurrence pour l’instant est utilisé dans la déduc-
tion de la seconde inègalité , la preuve du théorème3.7 est complète
.
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Corollaire 3.4

Si nous prenons α = 1 dans le théorème 3.7 , alors l’inégalité (3.13)
se réduit à l’inégalité (3.3) .

Théorème 3.8 ([20] [21]) Soient f et g deux fonctions sur [0,∞[
dans R+

0 tel que f croissante , g différentiable et g′ admet un point
inférieure m = infx∈[0,∞[ g

′(x)

α, β ≥ 0

On a :

(βJαfg)(x) ≥ Γ(β + 1)αβ

xαβ
(βJαf)(x)(βJαg)(x)

− mxΓ(β + 1)

Γ( 1
α + β + 1)

(βJαf)(x) +m(βJαif)(x).
(3.14)

avec : i est une fonction d’identité .

Preuve:

Soit
h(x) = g(x)−mx.

et p(x) = mx.
On a g différentiable et

m = inf
x∈[0,∞[

g′(x)

⇒ g′(x) ≥ m

⇒ g′(x)−m ≥ 0

⇒ h′(x) ≥ 0
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Donc : h(x) est croissante .
On a : feth synchrones . alors :

(βJαfh)(x) ≥ Γ(β + 1)αβ

xαβ
(βJαf)(x)(βJαh)(x).

(βJαf(g − p))(x) ≥ Γ(β + 1)αβ

xαβ
(Jαf)(x)(βJα(g − p))(x).

=
Γ(β + 1)αβ

xαβ
(βJαf)(x)(βJαg)(x)− Γ(β + 1)αβ

xαβ
(βJαf)(x)(βJαp)(x).

D’aprés les hypothèses suivante :

(βJαf(g − p))(x) = (βJαfg)(x)−m(βJαif)(x). (3.15)

et

(βJαp)(x) =
mxαβ+1Γ( 1

α
+ 1)

Γ( 1
α

+ β + 1)αβ
.

On a :

(βJαfg)(x)−m(βJαif)(x) ≥ Γ(β + 1)αβ

xαβ
(βJαf)(x)(βJαg)(x)

− Γ(β + 1)αβ

xαβ
(βJαf)(x)(βJαp)(x).

(βJαfg)(x) ≥ Γ(β + 1)αβ

xαβ
(βJαf)(x)(βJαg)(x)

− Γ(β + 1)αβ

xαβ
(βJαf)(x)(βJαp)(x) +m(βJαif)(x).

(βJαfg)(x) ≥ Γ(β + 1)αβ

xαβ
(βJαf)(x)(βJαg)(x)

− Γ(β + 1)αβ

xαβ
mxαβ+1Γ( 1

α + 1)

Γ( 1
α + β + 1)αβ

(βJαf)(x) +m(βJαif)(x).

44



3.1. INÉGALITÉ DE TCHEBYSHEV POUR LES FONCTIONS SYNCHRONES(A SYNCHRONES)

(βJαfg)(x) ≥ Γ(β + 1)αβ

xαβ
(βJαf)(x)(βJαg)(x)

−
mxΓ(β + 1)Γ( 1

α + 1)

Γ( 1
α + β + 1)

+m(βJαif)(x).

Donc :

(βJαfg)(x) ≥ Γ(β + 1)αβ

xαβ
(βJαf)(x)(βJαg)(x)

−
mxΓ(β + 1)Γ( 1

α + 1)

Γ( 1
α + β + 1)

+m(βJαif)(x).

Corollaire 3.5

Si nous prenons α = 1 dans le théorème 3.8 , alors l’inégalité (3.14)
se réduit à l’inégalité (3.4) .

−− − − − − − − − − − −−

2. L’intégral K-conformable fractionnaire :

Théorème 3.9 [7] Soient f et g deux fonctions intégrables syn-
chrones sur [0,∞) alors

(
βJαk fg

)
(x) ≥ Γ(β + k)α

β
k

xαβk

(
βJαk f

)
(x)
(
βJαk g

)
(x) (3.16)

Preuve:
Soient f et g synchrones sur [0,∞) pour tout u, v ∈ [0,∞)

(f(u)− f(v)) (g(u)− g(v)) ≥ 0 (3.17)

f(u)g(u)− f(u)g(v)− f(v)g(u) + f(v)g(v) ≥ 0

⇔ f(u)g(u) + f(v)g(v) ≥ f(u)g(v) + f(v)g(u) (3.18)
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on multiple (3.18) par :

1

kΓk(β)u1−α

(
xα − uα

α

)β
k−1

, x ∈ R, 0 < u < x

On a

1

kΓk(β)u1−α

(
xα − uα

α

)β
k−1

f(u)g(u)

+
1

kΓk(β)u1−α

(
xα − uα

α

)β
k−1

f(v)g(v)

≥ 1

kΓk(β)u1−α

(
xα − uα

α

)β
k−1

f(u)g(v)

+
1

kΓk(β)u1−α

(
xα − uα

α

)β
k−1

f(v)g(u)

(3.19)

On intègre (3.19) par rapport à u sur (0 , x) :

1

kΓk(β)

∫ x

0

(
xα − uα

α

)β
k−1

f(u)g(u)

u1−α du

+
1

kΓk(β)

∫ x

0

(
xα − uα

α

)β
k−1

f(v)g(v)

u1−α du

≥ 1

kΓk(β)

∫ x

0

(
xα − uα

α

)β
k−1

f(u)g(v)

u1−α du

+
1

kΓk(β)

∫ x

0

(
xα − uα

α

)β
k−1

f(v)g(u)

u1−α du
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(βJαk fg)(x) + f(v)g(v)
1

kΓk(β)

∫ x

0

(
xα − uα

α

)β
k−1

uα−1du

≥ (βJαk f)(x)g(v) + (βJαk g)(x)f(v)

(βJαk fg)(x) + f(v)g(v)
1

kΓk(β)

1

α
β
k−1

∫ x

0

(xα − uα)
β
k−1 uα−1du

≥ (βJαk f)(x)g(v) + (βJαk g)(x)f(v)

(βJαk fg)(x) + f(v)g(v)
1

kΓk(β)

xα(βk−1)

α
β
k−1

∫ x

0

(
1−

(u
x

)α)
uα−1du

≥ (βJαk f)(x)g(v) + (βJαk g)(x)f(v

On utilise le changement de variable t ∈ [0, 1] :

t =
uα

xα
=⇒ uα = xαt =⇒ uα−1du =

xα

α
dt

(βJαk fg)(x) + f(v)g(v)
1

kΓk(β)

xα(
β
k
−1)

α
β
k
−1

∫ 1

0

xα

α
(1− t)

β
k
−1dt

≥ (βJαk f)(x)g(v) + (βJαk g)(x)f(v)

(βJαk fg)(x) +
1

kΓk(β)

xα(
β
k
−1)

α
β
k
−1

xα

α

∫ 1

0

(1− t)
β
k
−1dt

≥ (βJαk f)(x)g(v) + (βJαk g)(x)f(v)

(βJαk fg)(x) + f(v)g(v)
1

kΓk(β)

x
αβ
k

α
β
k

[
−(1− t)βk

β
k

]1
0

≥ (βJαk f)(x)g(v) + (βJαk g)(x)f(v)

(βJαk fg)(x) + f(v)g(v)
1

kΓk(β)

x
αβ
k

α
β
k

1
β
k

≥ (βJαk f)(x)g(v) + (βJαk g)(x)f(v)
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(βJαk fg)(x) + f(v)g(v)
1

kΓk(β)

kx
αβ
k

βα
β
k

≥ (βJαk f)(x)g(v) + (βJαk g)(x)f(v)

(βJαk fg)(x) +
x
α−β
k

Γk(β + k)α
β
k

f(v)g(v) ≥ (βJαk f)(x)g(v) + (βJαk g)(x)f(v)

(3.20)
On multiple (3.20) par :

1

kΓk(β)v1−α

(
xα − vα

α

)β
k−1

On a

1

kΓk(β)v1−α

(
xα − vα

α

)β
k−1

(βJαk fg)(x)

+
x
αβ
k

Γk(β + k)α
β
k

1

kΓk(β)v1−α

(
xα − vα

α

)β
k−1

f(v)g(v)

≥ (βJαk f)(x)
1

kΓk(β)v1−α

(
xα − vα

α

)β
k−1

g(v)

+ (βJαk g)(x)
1

kΓk(β)v1−α

(
xα − vα

α

)β
k−1

f(v)

(3.21)
On intègre (3.21) par rapport à v sur (0, x)
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(βJαk fg)(x)
1

kΓk(β)

∫ x

0

(
xα − vα

α

)β
k−1

dv

v1−α

+
x
αβ
k

Γk(β + k)α
β
k

1

kΓk(β)

∫ x

0

(
xα − vα

α

)β
k−1

f(v)g(v)

v1−α dv

≥ (βJαk f)(x)
1

kΓk(β)

∫ x

0

(
xα − vα

α

)β
k−1

g(v)

v1−αdv

+ (βJαk g)(x)
1

kΓk(β)

∫ x

0

(
xα − vα

α

)β
k−1

f(v)

v1−αdv

(βJαk fg)(x)
xα(βk−1)

α
β
k−1

∫ x

0

(
1−

(v
x

)α)β
k−1

vα−1dv

≥ (βJαk f)(x)(βJαk g)(x) + (βJαk g)(x)(βJαk f)(x)

On utilise le changement de variable t ∈ [0, 1] :

t =
vα

xα
=⇒ vα = xαt =⇒ vα−1dv =

xα

α
dt

(βJαk fg)(x)
1

kΓk(β)

xα(
β
k
−1)

α
β
k
−1

∫ 1

0

xα

α
(1− t)

β
k
−1 dt+

x
αβ
k

Γk(β + k)α
β
k

(βJαk fg)(x)

≥ (βJαk f)(x)(βJαk g)(x) + (βJαk g)(x)(βJαk f)(x)

(βJαk fg)(x)
1

kΓk(β)

xα(
β
k
−1)

α
β
k
−1

xα

α

[
−(1− t)

β
k

β
k

]1
0

+
x
αβ
k

Γk(β + k)α
β
k

(βJαk fg)(x)

≥ (βJαk f)(x)(βJαk g)(x) + (βJαk g)(x)(βJαk f)(x)
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(βJαk fg)(x)
1

kΓk(β)

x
αβ
k

α
β
k

k

β
+

x
αβ
k

Γk(β + k)α
β
k

(βJαk fg)(x)

≥ (βJαk f)(x)(βJαk g)(x) + (βJαk g)(x)(βJαk f)(x)

x
αβ
k

Γk(β + k)α
β
k

(βJαk fg)(x) +
x
αβ
k

Γk(β + k)α
β
k

(βJαk fg)(x)

≥ (βJαk f)(x)(βJαk g)(x) + (βJαk g)(x)(βJαk f)(x)

⇔ 2

[
x
αβ
k

Γk(β + k)α
β
k

(βJαk fg)(x)

]
≥ 2

[
(βJαk f)(x)(βJαk g)(x)

]

⇔ x
αβ
k

Γk(β + k)α
β
k

(βJαk fg)(x) ≥ (βJαk f)(x)(βJαk g)(x)

Donc :

(βJαk fg)(x) ≥ Γk(β + k)α
β
k

x
αβ
k

(βJαk f)(x)(βJαk g)(x) (3.22)

Corollaire 3.6

Soient f et g deux fonctions intégrables synchrones sur [0,∞) alors
pour α, β > 0

(
βJkfg

)
(x) ≥ Γ(β + k)

xβk

(
βJkf

)
(x)
(
βJkg

)
(x)

Si on prend α = 1 on obtient le théorème 3.5
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Corollaire 3.7

(a) Si k = 1 ,nous obtenons l’inégalité (3.5).

(b) Si k = 1 et β = 1 , nous obtenons l’inégalité (3.1) .

Théorème 3.10 [7] Soient f et g deux fonctions intégrables syn-
chrones sur [0,∞) alors :

x
ατ
k

Γk(β + k)α
τ
k

(βJαk fg)(x) +
x
αβ
k

Γk(β + k)α
β
k

(τJαk fg)(x)

≥ (βJαk f)(x)(τJαk g)(x) + (βJαk g)(x)(τJαk f)(x)

avec
α, β, τ > o

Preuve:

On multiple (3.20)par :

1

kΓk(τ)v1−α

(
xα − vα

α

) τ
k−1

;α, τ > 0

On a :

(βJαk fg)(x)
1

kΓk(τ)v1−α

(
xα − vα

α

) τ
k−1

+
x
αβ
k

Γk(β + k)α
β
k

1

kΓk(τ)v1−α

(
xα − vα

α

) τ
k−1

f(v)g(v)

≥
(
βJαk f

)
(x)

1

kΓk(τ)v1−α

(
xα − vα

α

) τ
k−1

g(v)

+ (βJαk g)(x)
1

kΓk(τ)v1−α

(
xα − vα

α

) τ
k−1

f(v)

(3.23)
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On intègre (3.23) par rapport à v sur (0, x) ;

(βJαk fg)(x)
1

kΓk(τ)

∫ x

0

(
xα − vα

α

) τ
k−1

dv

v1−α

+
x
αβ
k

Γk(β + k)α
β
k

1

kΓk(τ)

∫ x

0

(
xα − vα

α

) τ
k−1

f(v)g(v)

v1−α dv

≥ (βJαk f)(x)
1

kΓk(τ)

∫ x

0

(
xα − vα

α

) τ
k−1

g(v)

v1−αdv

+ (βJαk g)(x)
1

kΓk(τ)

∫ x

0

(
vα − vα

α

) τ
k−1

f(v)

vα−1
dv

(βJαk fg)(x)
1

kΓk(τ)

1

α
τ
k
−1

∫ x

0

(xα − vα)
τ
k
−1 v1−αdv +

x
αβ
k

Γk(β + k)α
β
k

(τJαk fg)(x)

≥ (βJαk f)(x)(τJαk g)(x) + (βJαk g)(x)(τJαk f)(x)

(βJαk fg)(x)
1

kΓk(τ)

xα(
τ
k
−1)

α
τ
k
−1

∫ x

0

(
1−

(v
x

)α) τk−1

vα−1dv+
x
αβ
k

Γk(β + k)α
β
k

(τJαk fg)(x)

≥ (βJαk f)(x)(τJαk g)(x) + (βJαk g)(x)(τJαk f)(x)

On utilise le changement de variable t ∈ [0, 1] ;

t =
vα

xα
⇐⇒ vα = xαt⇐⇒ vα−1dv =

xα

α
dt
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On a :

(βJαk fg)(x)
1

kΓk(τ)

xα(
τ
k
−1)

α
τ
k
−1

∫ 1

0

xα

α
(1− t)

τ
k
−1 dt+

x
αβ
t

Γk(β + k)α
β
k

(τJαk fg)(x)

≥ (βJαk f)(x)(τJαk g)(x) + (βJαk g)(x)(τJαk f)(x)

(βJαk fg)(x)
1

kΓk(τ)

xα(
τ
k
−1)

α
τ
k
−1

xα

α

∫ 1

0

(1− t)
τ
k
−1 dt+

x
αβ
k

Γk(β + k)α
β
k

(τJαk fg)(x)

≥ (βJαk f)(x)(τJαk g)(x) + (βJαk g)(x)(τJαk f)(x)

(βJαk fg)(x)
1

kΓk(τ)

x
ατ
k

α
τ
k

[
−(1− t) τk

τ
k

]1
0

+
x
αβ
k

Γk(β + k)α
β
k

(τJαk fg)(x)

≥ (βJαk f)(x)(τJαk g)(x) + (βJαk g)(x)(τJαk f)(x)

(βJαk fg)(x)
1

kΓk(τ)

x
ατ
k

α
τ
k

k

τ
+

x
αβ
k

Γk(β + k)α
β
k

(τJαk fg)(x)

≥ (βJαk f)(x)(τJαk g)(x) + (βJαk g)(x)(τJαk f)(x)

x
ατ
k

Γk(τ + k)α
τ
k

(βJαk fg)(x) +
x
αβ
k

Γk(β + k)α
β
k

(τJαk fg)(x)

≥ (βJαk f)(x)(τJαk g)(x) + (βJαk g)(x(τJαk f)(x)

alors :

x
ατ
k

Γk(τ + k)α
τ
k

(βJαk fg)(x) +
x
αβ
k

Γk(β + k)α
β
k

(τJαk fg)(x)

≥ (βJαk f)(x)(τJαk g)(x) + (βJαk g)(x)(τJαk f)(x)

(3.24)
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Corollaire 3.8

Soient f et g deux fonctions intégrables synchrones sur [0,∞) alors
pour α > 0 et β, τ > 0 :

x
τ
k

Γk(β + k)
(βJkfg)(x) +

x
β
k

Γk(β + k)
(τJkfg)(x)

≥ (βJkf)(x)(τJkg)(x) + (βJkg)(x)(τJkf)(x)

Si on prend α = 1

Corollaire 3.9

Si τ = β et k = 1 , nous obtenons l’inégalité (3.8) .

Corollaire 3.10

(a) Si k = 1, nous obtenons l’inégalité (3.11).
(b) k = 1 et β = 1 , nous obtenons l’inégalité (3.2).

Théorème 3.11 [7] Soit fi (1 ≤ i ≤ n) des fonctions positives et
croissantes sur [0,∞) , alors pour α, β > 0 :(

βJαk

n∏
i=1

fi

)
(x) ≥

[
Γk(β + k)α

β
k

x
αβ
k

]n−1 n∏
i=1

(βJαk fi)(x). (3.25)

Preuve:
Nous prouvons ce théorème par récurrence sur n ∈ N , le cas n = 1
de (3.25)est valable .
pour n = 2 , soient f1 et f2 croissantes , On a :

[f1(x)− f1(y)] [f2(x)− f2(y)] ≥ 0.

la preuve a gauche de (3.25) pour n = 2 est le méme que celle
du théorème 3.9. Supposons que l’inégalité (3.25) est vraie pour
certains n ≥ 3 . Nous observons que , puis que fi est croissantes
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, f =
∏n

i=1 fi est croissantes . soit g = fn+1 alors appliquer le cas
n = 2 aux fonctions fet g donne :(

βJαk

n∏
i=1

fifn+1

)
(x) ≥

[
Γk(β + k)α

β
k

x
αβ
k

](
βJαk

n∏
i=1

fi

)
(βJαk fn+1)(x).

≥

(
Γk(β + k)α

β
k

x
αβ
k

)n n+1∏
i=1

(βJαk fi)(x).

≥

(
Γk(β + k)α

β
k

x
αβ
k

)n−1 n∏
i=1

(βJαk fi)(x).

Où l’hypothése récurrence pour l’instant est utilisé dans la dé-
duction de la seconde inègalité , la preuve du théorème 3.11 est
complète .

Corollaire 3.11

Soit fi , (1 ≤ i ≤ n) ,des fonctions positives et croissantes sur
[0,∞) , alors pour α, β > 0 :(

βJk

n∏
i=1

fi

)
(x) ≥

[
Γk(ββ + k)

x
β
k

]n−1 n∏
i=1

(βJkfi)(x).

Si on prend α = 1 dans le théorème 3.11.

Corollaire 3.12

(a) On prend β = 1 et k = 1 dans l’inégalité , nous obtenons
l’inégalité (3.3).

(b) si k = 1, nous obtenons l’inégalité (3.13).
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Théorème 3.12 [7] Soient f et g deux fonctions sur [0,∞[ dans
R+

0 tel que f croissante , g différentiable et g′ admet un point
inférieurem = infx∈[0,∞[ g

′(x) , alors pour α, β > 0

On a :

(βJαk fg)(x) ≥ Γk(β + k)α
β
k

x
αβ
k

(βJαk f)(x)(βJαk g)(x)

− kmx

(β + k)
(βJαk f)(x) +m(βJαk if)(x).

(3.26)

avec : i est une fonction d’identité .

Preuve:

Soit p(x) = mx.
Soit h = g(x)−mx.
On a : g différentiable et

m = inf
x∈[0,∞[

g′(x)

⇒ g′(x) ≥ m

⇒ g′(x)−m ≥ 0

⇒ h′(x) ≥ 0

Donc : h est croissante .
On a : f et g synchrones . alors :

(βJαk fh)(x) ≥ Γk(β + k)x
β
k

x
αβ
k

(βJαk f)(x)(βJαk h)(x).
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(βJαk f(g − p))(x) ≥ Γk(β + k)α
β
k

α
αβ
k

(βJαk f)(x)(βJαk (g − p))(x).

=
Γk(β + k)α

β
k

x
αβ
k

(βJαk f)(x)(βJαk g)(x)

− Γk(β + k)α
β
k

x
αβ
k

(βJαk f)(x)(βJαk p)(x).

D’aprés les hypothèses suivante :

(βJαk (g − p))(x) = (βJαk fg)(x)−m(βJαk if)(x). (3.27)

et

(βJαk p)(x) =
mx

αβ
k +1Γk(2k)

Γk(β + 2k)α
β
k

.

On a :

(βJαk fg)(x)−m(βJαk if)(x) ≥ Γk(β + k)α
β
k

x
αβ
k

(βJαk f)(x)(βJαk g)(x)

−Γk(β + k)α
β
k

x
αβ
k

(βJαk f)(x)(βJαk p)(x).

(βJαk fg)(x) ≥ Γk(β + k)α
β
k

x
αβ
k

(βJαk f)(x)(βJαk g)(x)

− Γk(β + k)α
β
k

x
αβ
k

(βJαk f)(x)(βJαk p)(x) +m(βJαk if)(x).

(βJαk fg)(x) ≥ Γk(β + k)α
β
k

x
αβ
k

(βJαk f)(x)(βJαk g)(x)

− Γk(β + k)α
β
k

x
αα
k

mx
αβ
k +1Γk(2k)

Γk(β + 2k)α
β
k

(βJαk f)(x) +m(βJαk if)(x).
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puisque Γk(k) = 1 , voir [[5]], alors Γk(2k) = k . par conséquent
nous dérivons

(βJαk p)(x) =
kmx

αβ
k +1

Γk(β + 2k)α
β
k

. (3.28)

Donc :

(βJαk fg)(x) ≥ Γk(β + k)α
β
k

x
αβ
k

(βJαk f)(x)(βJαk g)(x)

− kmx

(β + k)
(βJαk f)(x) +m(βJαk if)(x).

Corollaire 3.13

Soient f et g deux fonctions sur [0,∞[ dans R+
0 tel que f croissante

, g différentiable et g′ admet un point inférieure m = infx∈[0,∞[ g
′(x)

α, β ≥ 0

On a :

(βJkfg)(x) ≥ Γk(β + k)

x
β
k

(βJkf)(x)(βJkg)(x)

− kmx

(β + k)
(βJkf)(x) +m(βJkif)(x).

avec i(x) est une fonction d’identité .
Si on prend α = 1 dans le théorème3.12.
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Corollaire 3.14

Si prend β = 1 et k = 1 dans l’inégalité (3.26) on obtient l’inégalité
(3.4).

Corollaire 3.15

Si on prend k = 1 dans l’inégalité (3.26) , nous obtenons l’inégalité
(3.14).
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Conclusion

L’objectif de ce travail est etudie plusieurs inégalités de type Tcheby-
shev pour K-opérateurs intégraux fractionnaires, en utilisant l’intégrale
fractionnaire au sens Riemann-Liouville ,l’intégrale fractionnaire confor-
mable et l’intégrale k-conformable .
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