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Résumé

L’objectif de ce mémoire est de présenter quelques résultats classiques d’existence et
d’unicité pour certaines équations abstraites a opérateurs monotones ou pseudo-monotones

avec quelques applications sur la résolution de problémes aux limites elliptiques.

Mots clés : Opérateurs monotones, existence, unicité, équations elliptiques.



Abstract

The objective of this thesis is to present some classical results of existence and uni-
queness for some abstract equations of monotonic operators or pseudo-monotonous, with

some applications to solve elliptic boundary value problems.

Key words : Monotonic operators, existence, uniqueness, elliptic equations.



NOTATIONS

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes

RY espace euclidien de dimension N, N un nombre naturel non nul.
x vecteur de RY z = (21, 29,...,2n5),2; € R, 1 < i < N.

dx mesure de Lebesgue N-dimensionnelle.

|E| ou mes(E) est la mesure de Lebesgue d’un ensemble E.

Q un ouvert de RY.

crochet de dualité entre X et son dual.

)
/ f(z)dx intégrale de f sur € par rapport a la mesure de Lebesgue.
Q

Suppu  Support de la fonction u , Supp u = {z € Q,u(x) # 0} .

: _ ou  Ou ou
Vu gradient de u, Vu = <_8m1 ' Besr _82:N)‘
: : : _ Ou ou ou
divu divergence du vecteur u, divu = o o T T e

fa— [ signifie que la suite (f,,) converge vers f.

fn— f  signifie que la suite (f,,) converge faiblement vers f.

LP(Q2) = u: 2 — R mesurable /|u(x)]p dr < oo tel que 1 < p < oo
0

5



lull, =

L=(Q)
.
D(Q)
Whe(Q)
p-p.

Wa ()

1/p

Q/ lu(z)[Pdx

= {u: Q — R mesurable, 3M > 0, ||u(z)||p~ < M p.p. }.
conjugué de Holder de p,p’ = p%l sip>letp =ocosip=1.
espace des fonctions de classe C'*° a support compact dans ().
={u e LP(Q)|Vu € LP(Q)}.

presque partout.

adhérence de D(€2) dans W'P(Q).

W17 (Q) dual de W, 7(Q).

H'(Q)
H(Q)
H(Q)

= Wh(Q).
= Wy (Q).
dual de H}(Q).



INTRODUCTION GENERALE

Le travail présent porte sur une méthode de résolution de certaines équations abs-
traites a opérateurs monotones ou pseudo-monotones, étayée par des applications sur des
problémes aux limites pour des équations aux dérivées partielles non linéaires.

Le mémoire est structuré en trois chapitres. Dans le premier chapitre nous donnons
quelques définitions et résultats préliminaires avec des outils d’analyse fonctionnelle es-
sentiels a l'atteinte des objectifs visés par le présent mémoire.

Dans le deuxiéme chapitre, on aborde dans sa premiére partie des notions importantes
pour la méthode des opérateurs monotones, puis on présente des théorémes principaux
d’existence pour des équations abstraites.

Le dernier chapitre est consacré a la résolution de deux problémes aux limites pour
des équations aux dérivées partielles non linéaire, en appliquant les résultats du chapitre

deux.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

L’objectif de ce chapitre est de rappeler 'essentiel des notions et résultats classiques
qui seront utilisés tout au long de ce travail. En premier lieu, on rappelle quelques défi-
nitions et résultats sur les espaces fonctionnels. On présentera ensuite quelques résultats

de compacité, des lemmes techniques et quelques inégalités élémentaires.

1.1 Quelques définitions

Définition 1.1. (ouvert Lipschitzienne)
Soit Q un ouvert borné de RY |, On dit que Q est Lipschitzienne s’il existe un application

Lipschitzienne f tell que leurs domaine définition inclus ) .

Définition 1.2. (Fonction de carathéodory)
Soit F': Q x R x RY — RY une fonction.F est dit de Carathéodory si est mesurable par

rapport & x € Q, continue par rapport a (s,£) € R x RN .



Définition 1.3. (Espace des fonctions tests)
L’espace D(Q2) (ou C§°(2)) est 'ensemble des fonctions ¢ : Q@ — R de classe C>®(Q) et a
support compact dans €2 .

D(Q) est un espace vectoriel et tout élément de cet espace s’appelle fonction test.

Définition 1.4. (Espace dual)
Le dual topologique d’un espace vectoriel E sur le corps K est l’ensemble des formes

linéaires continues de E dans K. On note cet ensemble par E' = L(E,K).

E’" muni de la norme ||.|| définie par
|f ()]
flle= sup |f(x)l= sup [f(x)]= sup .
z€B,|lz]=1 2€E, o] <1 veBalz0 ||Z]]

Définition 1.5. (Espace bidual)
Le bidual topologique d’un espace vectoriel E sur le corps K est l’ensemble des formes

linéaires continues de E' dans K. On note cet ensemble par E" = L(E',K).

E" muni de la norme ||.|| définie par
(P
leller = sup  Jo(f)l= sup |o(f)|= sup =
JeB |1 fl=1 DTS semifizo || fll

1. On note la valeur de f en z par f(x)
2. On note la valeur de ¢ en f par ¢(f)



Définition 1.6. (L’espace Séparable)
Soit (X;d) un espace métrique. On dit que X est séparable si X admet une partie dénom-

brable et dense.

Définition 1.7. (Espace réfiexif)
Soit E un espace vectoriel normé réel. Pour tout x € E, On défini l'application J, de E’

dans K par J.(f) = f(z) pour tout f € E'. On a

[ (D] = 1f @) < 1 flll]lz

et donc J, est une forme linéaire continue sur E', On dit que E est un espace réflexif si

Im(J)=E", ce qui revient a dire que J, est surjective.

1.2 Espaces fonctionnels classiques

Les outils d’analyse fonctionnelle sont les ingrédients quasiment essentiels a I’étude des
équations aux dérivées partielles, notamment les espaces de Lebesgue® et de Sobolev . Les
espaces de fonctions & valeurs vectorielles sont adaptés a I’étude de problémes d’évolution.
On rappelle dans cette partie des résultats fondamentaux pour I’étude des équations aux

dérivées partielles.

3. Henri Léon Lebesgue (1875-1941) est un mathématicien frangais. Il est reconnu pour sa théorie
d’intégration.

4. Serguei Lvovitch Sobolev (1908-1989) est un mathématicien et physicien atomique russe de ’époque
sovié- tique.

10



1.2.1 Espaces de Lebesgue

On suppose que €2 est un ouvert borné régulier (Lipschitzienne ou de classe C') de R™.
L’ensemble des fonctions de classe C'™ & support compact dans €2 est noté D(2). Pour
1 <p<oo,ondit que f € LP(Q) si f est mesurable et | f|P est intégrable. Cet espace est

mini de la norme suivante

RS

Jullrey = | [ 17 do
Q
On dit que f € L>(Q) si f est mesurable et
3C >0, |f(z)]<C, pp zdansQ.
L’espace L*°(Q2) est munit de la norme suivante
| flle () = inf{C tel que |f(z)] < C p.p x dans Q}.

Théoréme 1.1. (Inégalité de Hélder)
Soient p et q deux exposants conjugués tels que 1 < p,p/ < co. Si f € LP(Q) et g € L (),

alors fg € L*()) et on a

1Fgllr@) < I Fllr@llgll o (o)

Dans le cas particulier ot p = p' = 2, on obtient l'inégalité de Cauchy-Schwarz

1 fallzre) < I fllezollgllz@)

11



Théoréme 1.2.

L’espace (LP(Q), ”fHLp(Q)) est un espace de Banach® et il est de plus un espace de Hilbert®
stp=2.

Théoréme 1.3. (Théoréme de convergence dominée de Lebesque).
Soit (f,) une suite de fonctions de LP(Q)), avec 1 < p < 0o. On suppose que

a) fn— f p.p sur.

b) 1l existe une fonction g € LP(2) non négative telle que pour tout n,|fn.(x)| < g(x) p.p

sur §2.

Alors f € LP(Q) et || fn — fll oy — 0-

Théoréme 1.4. (Théoréme inverse de convergence dominée de Lebesgue)
Soient (fn) une suite de LP(SY) et f € LP() tels que || fo — fllppq) — 0. Alors il existe

une sous-suite extraite (fp,) telle que

a) fn, = f p.p sur€.

b) |fu.(x)] < h(x) VEk et p.p sur ), avec h € LP(Q), h non négative.

Réflexivité, séparabilité et dualité de LP(Q2).

Le tableau suivant récapitule les principales propriété de LP(S2)

Réflexif | Séparable Espace dual
LP(Q2) avec 1 < p < 00 oui oui L7 (Q) avec % + é =1
L) non oui L>(Q)
L>(Q) non non contient strictement L'(Q)

5. Stefan Banach (1892 - 1945) est un mathématicien polonais.
6. David Hilbert (1862 - 1943) est un mathématicien allemand.

12



Convergence faible dans les LP((2)

Proposition 1.1.

Soient (uy,) une suite bornée dans LP(€2) avec 1 < p < oo et p' tel que }D + % =1, alors

on peut extraire de la suite (u,) une sous-suite faiblement convergente, c’est-a-dire

A(uy, ), Ju € LP(Q), Vo € Lp/(Q),klim /unkgodx = /ugp dz.
—-+o00
Q Q
Proposition 1.2.
Soient (uy,) une suite bornée dans L>®()), alors on peut extraire de la suite (u,) une

sous-suite faiblement étoile convergente, c’est-a-dire

k—4o00

I(up, ), Ju € L=(Q),Vp € LY(Q), lim /unkgpdx = /ugpdx.
Q Q

Proposition 1.3.

Soient p,p’ et r trois réels dans [0,00] tel que zlo + 2% =1 (uy) est une suite de LF()
qui converge fortement vers u dans LP(Q), et (v,) est une suite de LP () qui converge
fortement vers v dans LP (Q) alors la suite produit (u,v,) converge faiblement vers uv
dans L" ().

En particulier, si u, — u fortement dans L*(Q) et v, — v fortement dans L*(Q) alors

Upvp, — uv converge faiblement dans L'(Q).
Proposition 1.4.

Si (uy,) est une suite de LP(S2), 1 < p < oo telle que
i) ||un|| < C < 400 pour tout n € N.

i) (un) posséde qu’un seul point adhérent faible w.

Alors la suite u,, — u faiblement dans LP(S).

13



Lemme 1.1.

Soit (uy,) une suite de LP(Q), 1 < p < o0, telle que
i) u, — u presque partout dans §.
i) |un| < C < +o0.

Alors u, — u dans LP(Q).

1.2.2 Espaces de Sobolev W""(Q))

Définition 1.8.
Soit Q un domaine non vide de RY, m est un entier naturel et p un réel de [1,+o0[. On

définit les espaces de Sobolev par

Wme(Q) = {f € L"(Q); |o] <m,D*f € L"()},

ot pour tout multi-indice o = (ay,an, -+ ,aq) € N on note |a| = a; +ag + -+ + g et
Def=031092 - 07

Dans cette définition, les dérivées partielles de f sont prises au sens faible des distri-

butions. L’espace W™P(Q) est muni de la norme naturelle

=

| llwmsey = | S UD ey | o si b <o,

laj<m

et pour p = o0,

[fllwmee = sup [|D*f[|L= (@)

la|<m

14



Proposition 1.5.

Pour la norme naturelle, ’espace
i) Wm™P(Q) est un espace de Banach.
i1) sip < oo, W™P(Q) est séparable.

i11) si 1 <p < oo, W™P(Q) est réflexif.

1.2.3 Lecasm=1

Définition 1.9.

Soit Q un ouvert de RY, et soit 1 < p < oo. L’espace de Sobolev WP est défini par
Whe(Q) = {u € LP(2),3g1,92,...,€ LP(Q) tel que

Oy .
/uaxi——/gigo Vo € D(Q) ‘v’z—l,2,...,N},
Q Q

pour u € WHP(Q), on note g; = g—; T, si p =2, alors nous notons
HY(Q) = W(Q)
L’espace WP est muni de la norme suivante

[ullwre@) = lullzr@) + IVullze @),

ou bien de la norme équivalente

/p
lullwro = (lully oy + IVulfq))  (si1<p <o)

7. La dérivée au sens de distribution

15



Remarque 1.1.

On a
N

IVl o) =

i=1

ou
8@

Lr(Q) .

Si p = 400, la norme de l'espace W1 est donnée par
[ullwree = [ullwre@) = Sup Jul + Sup [Vul.
L’espace H' est un espace de Hilbert ® muni du produit scalaire

(u, U)Hl(Q) = (u, U)L2(Q) + (VU, VU)L2(Q) .

La norme associée

)1/2

lullm = (lullZz + IVulz) ™,

est une norme équivalente a celle de W2,

Définition 1.10.
Etant donné 1 < p < oo, on désigne par Wy *(Q) la fermeture (I'adhérence) de D(Q) dans
Wie(Q) <W01’p(Q) - D))" ’p(”)).

L’espace I/VO1 P est muni de la norme induite par WP
p p v
ol = (fullqy + IVullzn) " (sit < p < o0). (1)
La norme (1.1) est équivalente a la norme
[ullyrr = [[Vull ey

On note HY(Q) = W,2(Q).

16



Proposition 1.6.

Siu € W"P(Q) et u est définie par

u sur S,

I~g1
I

0 sur QF°,
alors @ € WP (R?)

Théoréme 1.5. (de densité)
Si louvert ) est Lipschitzien, 'espace D(Q) est dense dans H'(Q) i.e. Pour tout élément

u de H'(Q) il existe une suite (u,) de D(Q) tel que ||u, — ull gy converge vers 0.

Proposition 1.7.
L’espace Wol’p est un espace de Banach séparable. De plus réflexif pour 1 < p < oo.

L’espace H} est un espace de Hilbert séparable.

Remarque 1.2.

On désigne par WP (Q) lespace dual de WyP(Q) avec 1 < p < oo et par H'(Q)
Vespace dual de H} (). Pour les résultats des espaces Wy (Q) et WP(Q) le lecteur pourra
trouver toutes les démonstrations dans les ouvrage [1, 2, 3, 0]. Citons cependant, que dans

la plupart des cas, les espaces Wol’p(Q) et WHP(Q) ne coincident pas sauf dans le cas ou

QO =RV,

Théoréme 1.6. (inégalité de Poincaré-Friedrichs)

Soit Q un ouvert borné de R?, alors il existe une constante positive C,(Q) telle que pour

tout u de H}(Q),

[ullz2@) < Co( [l g -

17



Théoréme 1.7. (inégalité de Poincaré)
Soit Q un ouvert borné de R? et 1 < p < oo, alors il existe une constante positive C,(2)

telle que pour tout u de Wy (Q),
[ull o) < CoQ)IVull Loy

Théoréme 1.8. (de Lax-Milgram)
Soient H un espace de Hilbert et a(-,-) une forme bilinéaire sur H, continue et coercive
(Ba >0, a(v,v) > alv]* Vv € H).

Alors pour tout ¢ de H', il existe u de H unique tel que
Vee H, a(u,v) = (o, V) m,

Papplication linéaire @ — u étant continue de H' dans H.

De plus, si a(-,-) est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

1 (1
well et atuo) ~ ()= win{ Ja(o0) (o) |

1.3 Les injections de Sobolev

Les injections de Sobolev sont trés utilisées lorsque nous étudions les EDP elliptiques.
Elles fournissent des inégalités entre les normes des espaces de Sobolev et les normes LP.
Ce résultat de compacité est un outil fort dans I’étude des EDP qui nous permet de passer

d’un espace de Sobolev & un espace de Lebesgue.

18



Théoréme 1.9. (Théoréme de compacité)

Soit Q un ouvert borné de RN avec N > 1 et 1 < p < co. Toute partie bornée de W, (1)
est relativement compact dans LP(S).

Ceci revient a dire de toute suite bornée de Wol’p(Q), on peut extraire une sous suite qui

converge dans LP(S).

1.4 Formules de Green dans les espaces de Sobolev

Théoréme 1.10. (Formule de Green)
Soit @ € RN un ouvert borné a frontiére Lipshitzienne. Alors si u,o € HY(Q) on a la

formule de Green suivante

augodx:—/ugwdx—l—/wpmds Vi=1,...N
. 7

Q Q o0

T o .
) est la normale extérieure a Q.

] n= (77177]2’ <o NN
Cette formule est la généralisation de I'intégration par parties dans RY.

Corollaire 1.1. (Formule de divergence)

Soit w € (HY(Q)Y et o € HY(Q) alors
/—div(w)gpdw = /chpdx - /wncp ds
) Q o9

Exemple 1.1.
Soient u € H*(Q) et o € HY(Q) alors

/—div(a(x,u)Vu)godx: /a(x,u)Vthpdx—/G(CL‘,U)?SOCLS;
n

Q Q o0

19



ol g_;; = (Vu,n).

Si p € Hi (), nous obtenons

/—div(a(x,u)Vu)gpd:v = /a(x,u)Vquoda:.

Q Q
1.5 Théorémes de points fixes

En analyse non linéaire, les théorémes de point fixes s’appliquent pour justifier I'exis-
tence d’une solution par une technique de passage au cas non linéaire a partir de cas
linéaires bien maitrisés. Il existe plusieurs théorémes de points fixes et leurs applications

varient selon le modele et les hypothéses.

Théoréme 1.11. (Théoréeme du point fize de Brouwer)
Toute application continue de la boule unité fermée de RN dans elle-méme admet un

point fize.

Théoréme 1.12. (Théoréme de points fizes de Schauder)
Soit E un espace vectoriel normé et C' une partie convexe fermée de E. Si T est une

application continue compacte de C' dans C, elle admet au moins un point fize dans C'.

Théoréme 1.13. (Théoréme de points fizes de Tikhonov)
Soit T : K C X — K une application continue laissant invariant un ensemble non vide,
conveze et compact d’un espace vectoriel topologique localement convexe séparé. Alors T

admet un point fize dans K.

20



Corollaire 1.2.
(Théoreme de points fizes de Schauder-Tikhonov). Soit X un espace de Banach réflexif

séparable. On suppose que
i) K est un ensemble non vide, fermé, borné et convere de X.

it) Uapplication T : K — K est faiblement séquentiellement continue, c’est-a-dire pour
toute suite (x,,) de K qui converge faiblement vers x, lorsque n — oo, la suite T'(z,,)

de K converge faiblement vers T'(x).
Alors, T admet au moins un point fize dans K.
Théoréme 1.14.
Soient E un espace vectoriel topologique séparé, C' un sous-ensemble convexe de E et f

une fonction continue de C' dans C. Si f(C) est continu dans un sous-ensemble compact

de C, alors f a un point fize.

1.6 Lemmes techniques

Lemme 1.2. (Inégalité de Cauchy)

Pour tout réel positif a et b et pour tout € strictement positif on a

b < ca? n b?
a/ — —
-2 2e
Lemme 1.3. (Inégalité de Young)
Soient p et p' deux réels strictement positifs tels que % + % = 1. Pour tout réel positif a et
b, on a
a? b
p p

21



Lemme 1.4. (de Gronwall)
Soient y € L*>(]0,T|) et g € L'(]0,T|) deux fonctions positives et yo une constante

positive, telles que

t
pour presque tout t €]0,T[,y(t) < yo + /g(s)y(s) ds.
0

Alors, on a

t

pour presque tout t €]0,T[, y(t) < ypexp /g(s) ds
0

22



CHAPITRE 2

METHODE DES OPERATEURS
MONOTONES

2.1 Meéthode des opérateurs monotones

2.1.1 Opérateurs monotones

Soit V' un espace de Banach réflexif, et A : V — V'’ un opérateur.

Définition 2.1.
On dit que

1) A est monotone si et seulement si

(Au— Av,u—v) >0, Yu,veV.

23



Chapitre 2 2.1 Méthode des opérateurs monotones

2) A est strictement monotone si et seulement si
(Au— Av,u—v) >0, Yu,v€eV, u#v.

Exemple 2.1.
Lopérateur A : Hy(Q2) — HY(Q) défini par Au = —Au est monotone, H}(Q) étant

muni de la norme du gradient. En effet, pour tout u,v € H}(Q), on a
(Au— Av,u —v) = /V(u—v)-V(u—U)dx
Q

= Jlu = 0l% 0

> 0.

2.1.2 Opérateurs bornés

Définition 2.2.
Soient V' et W deux espaces de Banach et soit A :'V — W un opérateur. On dit que A

est borné sl envoie tout borné de V dans un borné de W, c’est-a-dire
Vr>0, 3C,>0: A(By(0,7)) C Bw(0,C,).

Exemple 2.2.
Lopérateur A : H} () — H™Y(Q) défini par Au = —Au = —div(Vu) est Borné. Soient
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Chapitre 2 2.1 Méthode des opérateurs monotones

u € HY(Q) et r >0, pour tout o € Hy(Q) on a

(Au, p) = /Vu-chdx

Q
%
< /|Vu|2dx /|V<p|2dx
Q Q

= [lullvielly

2

<rlelv.

D’autre part

weV peVvV
el <1 llell <1 ] Q

| Aully: = sup [{Au, o) = sup / V- Ved .

ainst

||AU||V/ S r,
d’ot

A(By(0,7)) C By (0,71).

2.1.3 Opérateurs hémicontinus

Définition 2.3.

A est dit hémicontinu, si pour tous u,v,w € V, Uapplication
t— (A(u+ tv), w),

est continue de R dans R.

Exemple 2.3.

Lopérateur A : H}(Q) — H1(Q) défini par Au = —Au = —div(Vu) est hénicontinu.
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Chapitre 2 2.1 Méthode des opérateurs monotones

En effet, soient u,v,w € Hy(Q) et t € R, on a

(A(u+tv),w) = [ V(u+tv) - Vw
/

:/Vu-Vw+t/Vva
Q Q

=a+bt

ce qui montre que t — (A(u + tv),w) est continue.

2.2 Théoréme d’existence

Théoréme 2.1.

Soient V' un espace de Banach réflexif séparable et A -V — V' un opérateur
1) borné,

2) hemicontinu,

3) coercitif, au sens

(Av, v)

lollv =400 |||y

4) monotone.

Alors, A est surjectif .
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Chapitre 2 2.1 Méthode des opérateurs monotones

Définition 2.4. (Propriété de type (M))

On dit que 'opérateur A est de type (M) si

U, — u dans 'V
Au, — & dans V' = Au=¢.

lim Sup<z4un, un> < <€7 U>

2.2.1 Opérateurs pseudo-monotones

Définition 2.5.

Soit AV — V' un opérateur.

1) On dit que A est pseudo-monotone (au sens 1) si

U, —u dans 'V
= liminf(Au,, u, —v) > (Au,u — v),
lim sup(Au,, u, —u) <0 nreo
n—oo

2) On dit que A est pseudo-monotone (au sens 2) si

U, = u dans 'V

YveV.

Au,, — & dans V' = Au = ¢ et (Auy,, u,) — (Au,u).

lim sup (A, un) < (€, u)

n—oo

Proposition 2.1.

Si A est borné, alors A est pseudo-monotone au sens 1 si et seulement s’il est pseudo-

monotone au sens 2.

Démonstration.

Supposons d’abord que A soit pseudo-monotone au sens 1 (pas nécessairement borné).

Soit (u,) une suite telle que
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Chapitre 2 2.1 Méthode des opérateurs monotones

u, — u dans V|
Au,, — & dans V' |

lim sup (A, un) < (€, u).

n—oo

On déduit que

lim sup(Au,, u, — u) = limsup ((Au,, u,) — (Au,,u)) <0,

n—-+00 n—o0

par pseudo-monotonie au sens 1, il vient que pour tout v € V

lim inf(Au,, u, — v) > (Au,u — v),

n—-+oo

en développant le crochet de gauche, on trouve

liminf(Au,, u,) — (§,v) > (Au,u — v),

n—-+4oo

Prenant v = u, on obtient

lim inf(Au,, u,) > (€, u),

n—-+o0o
d’ou

(Atp, up) — (€, u).

Il résulte que

(& u—v) > (Au,u — v).

Prenant maintenant v = u 4+ w, on en déduit que £ = Au et que A est pseudo-monotone
au sens 2.

Supposons maintenant que A soit pseudo-monotone au sens 2 et borné.
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Chapitre 2 2.1 Méthode des opérateurs monotones

Soit v € V, (u,,) une suite telle que

Up — U,

lim sup(Au,, u, —u) < 0.

n—oo

Comme A est borné, on peut extraire une suite noté uq(,) telle que
Attgn) = € et (Atg(n), Uon) —v) = (Au,u —v).
Comme
<Au0(n)7u> — < v“)»
on a d’abord

lim Sup<Au0(n); ua(n)> < <€7 U>

n—-+o0o

Par pseudo-monotonie au sens 2, il vient que
§ = Au,
et
<Aug(n), ug(n)) — <Au, u>

On voit donc que

<Au0(n)a Ug(n) — U) — <AU, u — U>,
A est pseudo-monotone au sens 1 ]

Proposition 2.2.
Si AV — V' est borné, hémicontinu et monotone, alors A est pseudo-monotone (au

sens 1).
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Chapitre 2 2.1 Méthode des opérateurs monotones

Définition 2.6.
Soit X un espace de Banach séparable réflexif. Un opérateur T de X dans X' est dit du

type du "calcul des variations”, s’il est borné et si on peut le représenter par

Tv = A(v,v), (2.1)

ou A est un opérateur défini comme suite

A X x X=X
(u,v) — A(u,v)

et vérifie les propriétés suivantes

Vu € X,v— A(u,v) est hémicontinu borne de X — X',

(2.2)
(A(u,u) — A(u,v),u — vy > 0.
Vo € X, u— A(u,v) est borné hémicontinu de X — X', (2.3)
Si up, — u dans X faible et si (A(un, un) — Atn, w), uy, —u) — 0, (2.4)
alors NMv € X, A(uy,,v) — A(u,v) dans X' faible. .
st U, — u dans X faible et si A(uy,v) — 1 dans X' faible 2.5)

alors ,(A(up,v), uy) = (), u) .
Proposition 2.3.

T est du calcul des variations = T est pseudo-monotone.

Théoréme 2.2.
Soit T un opérateur pseudo-monotone coercif. Alors pour tout f € X', I’équation Tu = f

admet au moins une solution.
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2.2.2 Théoréme de la surjectivité

Lemme 2.1.
Soit T : RN — RN une application continue. Supposons qu’il existe p > 0 tel que T(£)-& >

0, pour tous & avec || = p. alors il existe & avec || < p tel que T'(€) = 0.

Démonstration.

Par contradiction , supposons que T'(§) # 0 sur B(0, p). Nous considérons I’application

définie sur B(0, p) dans elle-méme par

on déduire que [£| = p. D’autre part

T(§)-&=—plT(€)] <0,

contradiction avec le fait que T'(§) - £ > 0 vérifie || = p pour tout &. O

Théoréme 2.3. (Théoréme de la surjectivité)
Soit V' un espace de Banach réflexif et séparable. Soit A : V' — V' un opérateur borné,
coercitif, pseudo-monotone(au sens 1), alors A est surjectif, c¢’est-a-dire pour tout f € V'

il existe u € V tel que A(u) = f.

2.2.3 Théoréme de Leray-Lions
Théoréme 2.4. (Leray-Lions)
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Chapitre 2 2.1 Méthode des opérateurs monotones

Soit Q un ouvert borné de RY et p €]1,00[. Soit k : @ x R x RY — RN et f :
QxR xRY = R deux fonctions de Carathéodory. Suppososns que f et g vérifient les
propriétés suivants

(H1) Il existe b € LP(Q) et une constante 3 tels que

k(. 5, )] < bla) + B(sP + €Y, W(a,s,6) € QxR x RY.

(H2) I existe une constante a > 0 telle que
k(z,5,€).6 > al¢]P,VE € RY.

(H3) Pour x et s fixés, k est monotone par rapport a §.
(H4) fe W=t (Q).
Alors il existe u € W, P(Q) telle que

/k(az,u, Vu) - Vodr = /F(:c,u,Vu)v dz, Yve WyP(Q).

Q Q

Les opérateurs de la forme Lu = —div(F(z,u,Vu)) sont appelés opérateurs de Leray-

Lions .
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CHAPITRE 3

QUELQUES APPLICATIONS

3.1 Etude d’un probléme elliptique non linéaire

Dans cette section nous étudieront le probléme aux limites suivant

{ ~div(k(z,u,Vu)) = Flz,u,Va), dans Q (3.1)

u =0, sur 0f).

telle que k£ : @ x R x RY — R¥ et f: Q — R sont deux fonctions Carathéodory, vérifiant

les propriétés suivantes

(H1) 1l existe b € LP'(Q) et B > 0 telles que

[k, 5, )] < bla) + B [|sP " +1€P], Vs, € QxR x RV.
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Chapitre 3 5.1 Applications sur le p-Laplacian

(H2) 1l existe a > 0 telle que
k(z,5,6) - & > al¢l’, VEERY
(H3) Pour x et s fixés, k est monotone par rapport a £, c’est-a-dire
[k(z,5,8) = k(z,s,m)] - [ =n] >0, £Fn.

(H4) fe W=t (Q).

Théoréme 3.1.
Sous les hypothése (H1) — (H4), Uopérateur A(u) = —div(k(x,u, Vu)) est borné, pseudo-
monotone et coercif de Wy*(Q) dans W1 (Q)

Démonstration.
1) L’opérateur A est bien défini.

Pour tout u,v € W,*(Q2), on a
|(Au,v)| = —/div(k(x,u,Vu))vdx :
0

En utilisant la formule de Green, I'hypothése (H1) ensuite I'inégalité de Holder, on

obtient

|(Au, v)| / (x,u, Vu)Vodx

Q

/ z)||Vo|dz + 8 /yu|P1\vuydx+/\Vu\Pvadx
Q

Q

< ol @ lvllwg e + B |1l ooy 10w ey + lullly o o llwa ey
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Chapitre 3 5.1 Applications sur le p-Laplacian

par l'inégalité de Poincaré, on trouve

[Aully—1pr = sup [(Au,v)
oll<1

-1 -1

< bl oy + 8 Il + Il |

—1 —1

< bl ey + B [ellullyly gy + il |
-1

< bl oy + el g

ou C'=(14+C)p.
2) L’opérateur A est borné.

Soit u € B(ug,r), en utilisant (??7)50), on obtient

[Aullyy-1,r = sup [(Au,v)]

ol <1

< 0l + el

p—1
Wy (@)

_ -1
< bl oy + € (7 + ol )

pum R)

< 10l o () + Cllw = o + uol|

donc

A (ng,p(m(uo,r)) C By (0, R).

3) L’opérateur A est coercif.
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Chapitre 3 5.1 Applications sur le p-Laplacian

En utilisant la formule de Green et I'hypothése (H2), on obtient

(Au,u) = — [ div(k(z,u, Vu))udz
/
—/l{:(x,u, Vu)Vudz

Q
204/\Vu|p dz
Q

_ p
ainsi )
im <Au7 u> lm aHuHWOl,P(Q)
||| —+o0 Hu||W01’p(Q) T |lul| =40 ||u||WO1,p(Q)

> i p=l
el ||u|}gal~ma||U||W&’p(Q)

= 400 (car p > 1).

4) L’opérateur A est pseudo-monotone au sens 2 .

Soit (u,) une suite de W, (Q) telle que

p
Up — U,

—div(k(x, u,, Vuy,)) = &,
limsup/k(x,un,Vun)Vun < (&, u).

n—-+o0o
\ Q

Gréce a 'hypothése (H1), on a

(i, wa, V)| < Co (b(@) | + 57 (Junl? + [V |7))
< Co ([b(2) [P + Jual? + [Vun|P) .
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Par l'inégalité de Poincaré, on déduit que

/]k(a:,un,Vunﬂp/ e /|b<x>|p’+/|vunvo
<y (||b< W, +04)

Alors, on peut extraire une sous suite de u, note de méme telle que.

(2, u,, Vu,) — g dans LP'(Q), (3.2)

et
¢ = —div(g).

En utilisant (H3), pour tout ¢ € LP(2), on a

/ Ty U, VUug,) — k(T Up, @) - (Vu, —¢) > 0dz,
9)

Alors

/k’(w,un,Vun)Vun dr — /k:(a:,un,Vun)qux — /k(a:,un, ®) - (Vu, — ¢) do > 0.

Q Q Q

En posant k(z,u,, Vu,) = g,, on trouve

/gnVun dx — /gn¢dx — /k(x,un,¢) - (Vu, — ¢) de > 0. (3.3)

Q Q Q

u, — u fortement dans LP(Q)), par le théoréme 'inverse de convergence dominée de
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Chapitre 3 5.1 Applications sur le p-Laplacian

Lebesgue, on peut extraire une sous suite noté (u,) telle que
Uy —> U p.p dans 2,

et dominée par h € LP(1).

k est une fonction de Carathéodory, alors
k(z,un, ¢) = k(z,u,¢)  p.p dans (),

grace a (H1), on déduit que

(@) + B(lunlP~" + |(2)P~)
() + B(IA@)P~ + [g(z) 1),

alors d’apres théoreme de convergence dominée de Lebesgue
k(w, un, @) = k(z,u,¢)  dans L¥(9Q),

ainsi

/k(x,un, ®) - (Vu, —¢)de — /k(:v, u, @) - (Vu — ¢) dz,

Q
Q/gn¢dq:—>g/g¢d:c.

En passent a la limite supérieur dans (3.3), on déduit

d’aprés (3.2), on obtient

/gVudx—/ggbdx—/k:(x,u,gb)-(Vu—gb)dsz,

Q Q Q
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Chapitre 3 5.1 Applications sur le p-Laplacian

puis

/(9 — k(z,u,¢)) - (Vu—¢) de > 0.
Q
On prenant (astuce de minty), pour tout ¢ € D(2)
¢ =Vu—tp, t>0,
il vient

/(g— k(z,u, Vu —tp)) - pdx >0,
Q

lorsque ¢ — 0 , on déduit que

et

lg = k(z,u, Vu =)l o] < [gllel + [ol[o] + Blel[ul =" + Be|VulP~ el + Bele| [t~ o~
< lgllel + [ellbl + Blollul’~" + Be| VulP~ + Belol?

car |t| <1, d’ou

[ lallel + lello + BlelluP=! + 3elVul + elop
Q

< lgllzo @10l ey + 161 2o o) 9]l Lo ()

—1 —1
+ Bellullp o) 19l e + Bel VullLoo)lldllr@) + Bell@llLyq) < oo,
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Chapitre 3 5.1 Applications sur le p-Laplacian

d’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue
/(g — k(z,u, Vu)) - ¢ >0,
Q

donc

g —k(x,u,Vu) =0,
ce qui implique que
g = k(z,u, Vu),
c’est a dire
¢ = Au.

D’aprés (H3), on a

/(k;(m,un, Vu,) — k(x,u,, Vu)) - (Vu, — Vu) de > 0

Q
donc

/k(a:,un,Vun)-Vun dz > /k(x,un,Vun)-Vudx+/k(x,un,Vu)-(Vun — Vu) dz

’ ! "’ (3.4)

Comme précédent, on prouve que

k(x, up, Vu) - (Vu, — Vu) de — 0

D O

k(x, Uy, Vuy,) - Vu, dz — /k:(x,u, Vu)dz - Vu
Q
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Passant a la limite inférieure dans (3.4), il vient que

n—o0

Q Q

liminf/k;(m,un, Vu,) - Vu, dz > /k’(:p,u,Vu) -Vudz = (Au, u),

puisque £ = Au, alors

lim sup/k:(x,un, Vuy,) - Vu, de < (&, u) = (Au,u).
n—oo O

Ainsi

/k(a:,un, Vu,) - Vu, dz = (Aug,, un) — (Au, u).

Q

A est pseudo-monotone au sens (3.3).

3.2 Application sur le p-Laplacian

Théoréme 3.2.

Soit Q un ouvert borné de RN et soit l'opérateur
AV =WoP(Q) — V=W (Q),

défini par
Au = —div (|Vu[7*Vu), 1<p< .

Alors, lopérateur A vérifie toutes les hypothéses du théoréme 2.1, ainsi

Vie W (Q), JueWyP(Q) tel que Au=f.
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Démonstration.

D’apres la formule de green, on a

(Au, @) = / IVulP=2Vu - Vodz, Yo e WP (Q).

En effet, posant b = |[Vul|P2Vu = (b;)1<i<n-

—/div(\Vu\pQVu)wda: =—

Q

En utilisant le Théoréme 1.10 (de Green), on trouve

—/div(\Vu\p2Vu)<pdx = —/divbgpdx

Q Q

Qzl

:/b-wdx

Q

:/|Vu\p_2Vu-Vgoda:.

Montrons que l'opérateur A est borné de Wol’p(Q) dans W=7 soit » > 0, pour u €

42
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By (0,7), on peut écrire

| Aullyr = sup |(Au, @)

©
llell<1

= sup /|Vu|p_2Vu-Vgpdx :
peV
leli<t |§

D’autre part

/|Vu\p_2Vu-Vg0dx §/|Vu|p_1~|Vg0|dx
Q

pl

Q
< /|Vu|pdx /\Vgp|pdx
Q Q

= [lul el

=

< Pl

D'ou ||Aully < rP~1. Cela montre que A (By(0,7)) C By (0,7771).

Montrons que I'opérateur A est hémicontinu de V' dans V', i.e. 'application
t— (A(u + tv),w),

est continue de R dans R. Soit u,v,w € V, et (t,), oy une suite réelle qui converge vers [,

et montrons que

(A(u+tyw),w) — (Alu+ W), w).
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On a

(A(u+tw),w) = [ |V (u+t,0)" >V (u+ t,w) Vwdz

|(Vu+ t, Vo) [P (Vu + £, Vo) Vw da,

SR

et
|(Vu +t, V)" (Vu + t,Vv) Vo — |(Vu + IV0)[P~* (Vu + Vo) Vw,  p.p.

Il existe M > 0 tel que |t,| < M, alors

| (Vu+t,Vo) [P (Vu + t,Vv) Vu| = | (Vu + £, V) [P~ V|
< (IVul + [ta] [V [V
< (|Vu| + M|Vo|)’ ™ |Vuw|

< Gy (|Vul + |[Vo)P [V,

ou Cy = max(1, M).

On rappelle que

N @ N
(ZQZ) < max{l,No‘_l} Za?, Ya; > 0,a > 0. (3.5)

=1 =1

En utilisant (3.5), et I'inégalité de Young on trouve

D p
| (V4 ,V0) P72 (Vu + £, V) V| Gy (g ’V;” | (Vul+ [Ve) )

p/
C) max (1,2P71)

p/

< %Ww n (Vul” + Vo).
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Le fait que u, v, w € Wol’p(Q), implique que

max (1,2P71)
/

1
5|Vw|p+ (IVul” +[Vol) € L}(Q)

D’apres théoréeme de convergence dominée de Lebesgue

lim (A (u+t,w),w) =(A(u+tv),w)

n—-+0o0o

d’ott ’hémicontinuité de A.

L’opérateur A est coercitif puisque

/|Vv|pdx
A
lim —< U’U>: lim %
lly—+oe [0y llolv=too o]y
[vlly

T elv—too |||y

= lim v||Pt
HU||V—>+OOH I

= +00.

car 1 < p < 4o0.
Montrons que 'opérateur A est monotone.

On rappelle que

(|72 — |y|P%y) (x — y) > alz —yP, Yo,y e RN, a > 0.
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Alors Yu,v € V
(Au— Av,u —v) = / (|VuP=>Vu — |[VoP=*Vo) V(u —v) dz
Q
> /a]Vu — Vol dx
Q
> 0.
Alors, 'opérateur A vérifie toutes les hypothéses du théoréme 2.1 donc

VEe W P(Q), JueW,”(Q) tel que Au=f.
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