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Notation

R Ensemble des nombres réels.

J Jacobienne.

L Lagrangienne.

H Hessienne.

dk Direction de descente.

αk Pas de minimisation.

f(.) Fonction objective.

‖ · ‖ Norme d'un vecteur.

x = (x1, . . . , xn)t Vecteur d'éléments en colonne.

〈, 〉 Produit scalaire.

xt Transposée d'un vecteur x.

∇f Gradient de f .

Mm,n Matrice de m ligne et n colonne.

C (Rn,R) L'espace des fonctions continues de Rn dans R

x∗ Solution optimale.

H−1 Matrice inverse.

∂f
∂x

Dérivée de f suivant x.

∂2f
∂xi∂xj

Dérivée partielle seconde de f.

DFP Davidon-Fletcher-Powell.

BFGS Broydon-Fletcher-Goldfarb-Shanno.



Introduction

L'optimisation mathématique, regroupe un ensemble de sujets dans l'étude des problèmes

d'optimisation. Une fonction objectif est donnée, le problème consiste à trouver -caractériser-

calculer un point minimisant (ou maximisant) cette fonction, tous les points de l'espace sont

candidats, parfois des contraintes limitent le domaine de recherche.

Les fonctions utilisées sont continues, même di�érentiables. On utilise des résultats d'analyse

mathématique pour caractériser les points candidats, un premier pas consiste donc à obtenir des

conditions véri�ables satisfaites par les minimums ou maximums recherchés. Lorsqu'un point

ne satisfait pas ces conditions d'optimalité, on en déduit une manière de calculer un point

meilleur, et �nalement un algorithme itératif réduisant (pour la minimisation) progressivement

la fonction objectif.

Un e�ort important est consacré à relier l'étude des conditions d'optimalité au développe-

ment d'algorithmes de résolution. Ce lien entre la théorie et les algorithmes constitue le �l

conducteur du texte, ainsi que l'originalité de la présentation.

Dans ce mémoire, on va étudier la résolution d'un problème d'optimisation en utilisant les

méthodes Quasi-Newton, qui sont basées sur la méthode de Newton et les conditions nécessaires

d'optimalité .

Ce travail est réparti en trois chapitres, le premier chapitre est consacré à quelques dé�nitions



et résultats préliminaires qu'on va utiliser tout au long de ce mémoire .

Dans le deuxième chapitre, on va introduire les bases consernant l'optimisation en particu-

lier, classi�cation des problèmes d'optimisation et direction de descente, et schémas géméral

des algorithmes d'optimisation sans contraintes

min {f(x) : x ∈ Rn} (P )

Dans le troisième chapitre, on va commencer par la Recherches linéaires d'Armijo et de Wolfe.

Ensuite, on présentera la méthode de newton, puis on etendera à la nouvelle méthode nécessaire

"Quasi-Newton" dans le reste de ce chapitre.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on introduit les outils fonctionnels de base pour l'optimisation sans contraintes.

1.1 Dérivée partielle

Dé�nition 1.1.1 (Dérivées partielles en un point) Soient n ∈ N∗, U un ouvert de Rn et f

une fonction de Rn vers R dé�nie sur U . La fonction f est dite d'avoir une dérivée partielle à

a = (a1, . . . , an), par rapport à la ième variable si la limite

lim
t→ai

f (a1, . . . , ai−1, t, ai+1, . . . , an)− f(a)

t− ai
,

existe. On note cette limite par

∂f

∂xi
(a) ou ∂if(a) ou Dif(a).

1.2 Dérivée directionnelle

Les dérivées directionnelle sont des dérivées calculées en suivant une direction .

Dé�nition 1.2.1 (Dérivées directionnelles à un point) Soient n ∈ N∗, U un ouvert de Rn,

f : U −→ R , et v ∈ Rn. La fonction f est dite d'avoir une dérivée directionnelle au point
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a ∈ U dans la direction v si la limite suivante existe

lim
h→0

1

h
[f(a+ hv)− f(a)].

et on la note Dvf(a)

Proposition 1.2.1 Soient n ∈ N∗, U ⊂ Rn un ouvert de Rn, f : Rn −→ R di�érentiable sur

U . Alors

Dvf(a) = ∇f(a) · v.

1.3 Di�érentiabilité

Dé�nition 1.3.1 1) On dit que la fonction f : U ⊂ Rn → R est di�érentiable en a ∈ U s'il

existe une application L linéaire continue de Rn dans R telle que

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)− L(h)

‖h‖
= 0, (1.1)

où h = (h1, . . . , hn) .

2) Lorsque l'application L existe, elle s'appelle la di�érentielle de f en a ,On la note Df(a),

ainsi (1.1) devient

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)−Df(a)(h)

‖h‖
= 0.

3) Si f est di�érentiable en tout point de U on dit que f est di�érentiable surU .

Remarque 1.3.1 La di�érentiabilité de f en a est équivalente à l'existence d'une forme linéaire

L sur Rn telle que

f(a+ h) + f(a) +Df(a)(h) + o(h). (1.2)

Proposition 1.3.1 Soient U un ouvert et f : U ⊂ Rn → R, si f de classe C1 alors f est

di�érentielles sur U .
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1.4 Gradient

Si les dérivées partielles ∂f/∂xi exixtent pour tout i, le gradient de f est dé�ni de la façon

suivante.

Dé�nition 1.4.1 On note par

(∇f(x))T =

(
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn

)
(x)

,

le gradient de f au point x = (x1, . . . , xn) .

Le gradient jouera un rôle essentiel dans le développement et l'analyse des algorithmes d'opti-

misation.

Proposition 1.4.1 (Gradient de la composée) Supposons qu'on a deux ouverts Ω ⊂ Rn et

U ⊂ R et deux fonctions f : Ω→ R et g : U → R avec en plus f(Ω) ⊂ U (on peut alors dé�nir

g ◦ f : Ω→ R ).

Supposons que f et g sont de classe C1. Alors g o f est aussi de classe C1 avec

∇(g ◦ f)(x) = g′(f(x))∇f(x), ∀x ∈ Ω.

1.5 Matrice Hessienne

Si les dérivées parteilles (∂2f/∂xi∂xj) existent pour tout i, j ∈ N∗, la matrice hessienne

dé�nie comme suit

Dé�nition 1.5.1 On appelle Hessienne de f la matrice de Mn,n(R)

H(x) = ∇
(
∇Tf

)
(x) = ∇2f(x) =

(
∂2f

∂xi∂xj

)
(x), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n.
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Alors

H(x) =



∂2f
∂x1∂x1

∂2f
∂x1∂x2

· · · ∂2f
∂x2∂xn

∂2f
∂x2∂x1

∂2f
∂x2∂x2

· · · ∂2f
∂x2∂xn

...
...

. . .
...

∂2f
∂xn∂x2

∂2f
∂xn∂x2

· · · ∂2f
∂xn∂xn


.

Théorème 1.5.1 (Schwarz) soit Ω ⊂ Rn un ouvert.

Si f ∈ C2(Ω) alors ∇2f(x) est une matrice symétrique ∀x ∈ Ω.

Exemple 1.5.1 Soit f (x1, x2, x3) = ex1 − x1x2x3. L'hessienne de f est donné par

∇f(x) =


ex1 − x2x3

−x1x3

−x1x2

 .

Alors

H(x) =


ex1 −x3 −x2

−x3 0 −x1

−x2 −x1 0

 .

1.6 Formules de Taylor

Formule de Taylor avec reste intégrale

Théorème 1.6.1 Soit U un ouvert de Rn et a, h ∈ Rn tel que [a, a+ h] ⊂ U.

Soit f : Rn → R une fonction de C2(Rn). Alors on a

f(a+ h) = f(a) +
n∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(a) +

n∑
i,j=1

hihj

∫ 1

0

(1− t) ∂2f

∂xi∂xj
(a+ th)dt.

Formule de Taylor-Lagrange

Théorème 1.6.2 Soit U un ouvert de Rn et a, h ∈ Rn tel que [a, a+ h] ⊂ U.

Soit f : Rn → R une fonction deux fois di�érentiable sur U , la formule de Taylor-Lagrange
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d'ordre 2 est

f(a+ h) = f(a) +
n∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(a) +

1

2

n∑
i,j=1

hihj
∂2f

∂xi∂xj
(a+ θh) avec θ ∈]0, 1[.

Formule de Taylor-young

Théorème 1.6.3 Soit U un ouvert de Rn et a ∈ U . Soit f : Rn → R une fonction de classe

C2 de Rn dans R, la formule de Taylor-young se récrit

f(a+ h) = f(a) +
n∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(a) +

1

2

n∑
i,j=1

hihj
∂2f

∂xi∂xj
(a) + ε(h)‖h‖2.

Théorème 1.6.4 Soit f une application continue sur un segment [a, b] et dérivable sur ]a, b[.

S'il existe M ∈ R tel que f ′(x) ≤M pour tout x ∈] a, b[ alors

f(b)− f(a) ≤M(b− a).

Preuve : Soit ε > 0. Considérons la fonction h dé�nie sur [a, b] par

h(x) = f(x)− f(a)−M(x− a)− ε(x− a).

Si l'on montre que h(b) ≤ ε alors la proposition est démontrée. En e�et

h(b) ≤ ε⇔ f(b)− f(a)−M(b− a)

b− a+ 1
≤ ε

d'où, l'inégalité étant vraie pour tout ε > 0, f(b)−f(a)−M(b−a)
b−a+1

≤ 0. Où b − a + 1 > 0 et donc

f(b)− f(a) ≤M(b− a). Montrons donc que h(b) ≤ ε.

Soit A = {x ∈ [a, b] | h(x) ≤ ε}. Comme h(a) = 0, a ∈ A et, la fonction h étant continue en a,

il existe d ∈]a, b] tel que h(d̄) ≤ ε/2. Donc A 6= {a}. Soit c = sup A ∈]a, b]. Il existe une suite

(xn) d'éléments de A qui converge vers c. Pour tout n, h (xn) ≤ ε et donc, la fonction h étant

continue en c, h(c) ≤ ε d'où c ∈ A.
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supposons que c < b. Il existe t ∈]c, b] telque f(t)−f(c)
t−c ≤ f ′(c) + ε, car

lim
x→c,x>c

f(x)− f(c)

x− c
= f ′(c).

On a

f(t)− f(c) ≤ (t− c)f ′(c) + (t− c)ε ≤M(t− c) + (t− c)ε.

Comme c ∈ A,

f(c)− f(a) ≤M(c− a) + ε(c− a) + ε.

d'où, par addition,

f(t)− f(a) ≤M(t− a) + ε(t− a) + ε,

ce qui signi�e t ∈ A. C'est absurde et donc c = b et h(b) ≤ ε.

1.7 Convexité

1.7.1 Ensemble convexe

Dé�nition 1.7.1 un ensemble U ⊂ Rn est dit convexe si

∀x, y ∈ U, ∀t ∈ [0, 1] on a tx+ (1− t)y ∈ U.

Autrement dit U est convexe si pour tous points x, y de U , le segment [x, y] est inclus dans U

(c'est à dire, ∀x, y ∈ U on a [x, y] ⊂ U).

Dé�nition 1.7.2 Soit x1, x2, . . . , xn ∈ Rn et λj ≥ 0 tels que
∑k

j=1 λj = 1. Toute expression de

la forme
∑k

j=1 λjxj s'appelle combinaison convexe des points xj.

Proposition 1.7.1 i) Lintersection d'une famille quelconque de convexes est convexe.

ii) Le produit cartésien de deux ensembles convexes est convexe.
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iii) L'image directe d'un convexe par une application linéaire est convexe.

Ensemble convexe et ensemble non convexe

1.7.2 Fonction convexe

Dé�nition 1.7.3 Soit U ⊂ Rn un ensemble convexe et f : U → R une fonction. On dit que f

est convexe sur U si

∀x, y ∈ U, ∀t ∈ [0, 1]

f(ty + (1− t)x) ≤ tf(y) + (1− t)f(x).

Autrement dit pour tout α, β ∈ R+ tel que α + β = 1, on a

f(αx+ βy) ≤ αf(x) + βf(y).

Courbe représentative d'une fonction convexe

Exemple 1.7.1 Les fonctions a�nes f(x) = ax + b sont des fonctions convexes ou bien
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concaves. En e�et, soit α, β ∈ R+ tel que α + β = 1

on a

f(αx+βy) = a(αx+βy) + b = a(αx+βy) + (α+β)b = α(ax+ b) +β(ay+ b) ≤ αf(x) +βf(y).

- La somme de deux fonctions convexes est convexe.

- Le produit d'une fonction convexe par un scalaire n'est pas toujour convexe.

1.7.3 Fonction concave

Dé�nition 1.7.4 Une fonction f : Rn −→ R est dite concave si (−f) est une fonction convexe,

c'est a dire

∀x, y ∈ Rn, ∀λ ∈ [0, 1], f(λx+ (1− λ)y) ≥ λf(x) + (1− λ)f(y).

Courbe représentative d'une fonction concave

Dé�nition 1.7.5 Soit U ⊂ Rn un ensemble convexe et f : U → R une fonction.

1. On dit que f est strictement convexe sur U si

∀x, y ∈ U avec x 6= y,∀t ∈ [0, 1], f(ty + (1− t)x) < tf(y) + (1− t)f(x).
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2. On dit que f est fortement convexe sur U s'il existe α > 0 tel que

∀x, y ∈ U,∀t ∈ [0, 1], f(ty + (1− t)x) < tf(y) + (1− t)f(x)− αt(1− t)‖y − x‖2.

3. On dit que f est concave sur U (respectivement strictement concave, respectivement forte-

ment concave) si −f est convexe (respectivement strictement convexe, respectivement fortement

convexe).

Remarque 1.7.1 Il est facile de voir que

fortement convexe ⇒ strictement convexe ⇒ convexe.

Mais la reciproque n'est pas vraie en genéral, par exemple une application a�ne

f(x) = ax + b, a > 0 est convexe mais elle n'est pas strictement convexe donc elle n'est pas

fortement convexe.

Proposition 1.7.2 Soit U ⊂ Rn un ensemble convexe, p ∈ N∗, f1, f2, . . . , fp : U → R des

fonctions convexes et γ1, γ2, . . . , γn des constantes strictement positives. Posons

f = γ1f1 + γ2f2 + · · ·+ γnfn.

Alors

1. La fonction f est convexe (toute combinaison linéaire avec des coe�cients strictement posi-

tifs de fonctions convexes est convexe).

2. Si au moins l'une des fonctions f1, f2, . . . , fp est strictement convexe alors f est strictement

convexe.

3. Si au moins l'une des fonctions f1, f2, . . . , fp est fortement convexe alors f est fortement

convexe.
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Proposition 1.7.3 Nous avons

∇2f(x)h = ∇〈∇f(x), h〉, ∀x ∈ U, ∀h ∈ Rn.

où le premier gradient dans le membre droite de l'égalité est considéré par rapport à la variable

x.

Proposition 1.7.4 Soit Ω ⊂ Rn un ouvert, U ⊂ Ω avec U convexe et f : Ω→ R une fonction

de classe C1 alors

a) Les trois assertions suivantes sont équivalentes

1) f est convexe sur U .

2) f(y) ≥ f(x) + 〈∇f(x), y − x〉, ∀x, y ∈ U .

3) ∇f est monotone sur U , c'est a dire

〈∇f(y)−∇f(x), y − x〉 ≥ 0 ∀x, y ∈ U.

b) Si de plus f est de classe C2 sur Ω alors f est convexe sur U si et seulement si

〈
∇2f(x)(y − x), y − x

〉
≥ 0 ∀x, y ∈ U. (1.3)

Preuve : a) On montre l'équivalence .

1) ⇒ 2 )

supposons que f est convexe, la dé�nition de la convexité peut s'écrire

f(x+ t(y − x))− f(x) ≤ t[f(y)− f(x)].

En �xant x, y, en divisant par t et en faisant t tend vers 0 (ce qui est possible car t ∈ [0, 1] ),



1.7 Convexité 14

on obtient 2).

2) ⇒3)

De 2) on déduit

f(y) ≥ f(x) + 〈∇f(x), y − x〉, ∀x, y ∈ U.

et on a aussi (prendre y en x et x en y )

f(x) ≥ f(y) + 〈∇f(y), x− y), ∀x, y ∈ U.

On faisant la somme de ces 2 inégalités on obtient 3).

3)⇒ 1)

Soient x, y ∈ U �xés. On introduit la fonction g : I → R dé�nie par

t ∈ I 7−→ g(t) = f(ty + (1− t)x) ∈ R.

où I est un intervalle ouvert qui contient [0, 1].

Il est facile de voir que g est de classe C1 et on a

g′(t) = 〈∇f(ty + (1− t)x), y − x〉 ∀t ∈ I.

Soient t1, t2 ∈ [0, 1] avec t1 < t2, alors

g′ (t2)− g′ (t1) = 〈∇f (x+ t2(y − x))−∇f (x+ t1(y − x)) , y − x)

= 〈∇f (x+ t2(y − x))−∇f (x+ t1(y − x)) , (t2 − L1) (y − x))
1

t2 − t1
.

Par hypothèse 3) le dernier terme de l'égalité précédente supérieure ou égale à zéro , ce qui

montre que la fonction g′ est une fonction croissante. On déduit alors que g est une fonction

convexe sur [0.1], ce qui nous donne pour tout t ∈ [0, 1]

g(t(1) + (1− t)(0)) ≤ tg(1) + (1− t)g(0),
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c'est à dire

f(ty + (1− t)x) ≤ tf(y) + (1− t)f(x).

donc f est convexe.

b) On suppose ici f ∈ C2.

⇒ ” Supposons que f est convexe et montrons (1.3) Soit h ∈ Rn �xé et notons g : Ω 7→ R la

fonction donnée par g(x) = 〈∇f(x), h〉, ∀x ∈ Ω. En utilisant aussi la proposition 1.7.3

〈
∇2f(x)h, h

〉
= 〈∇g(x), h〉 =

∂g

∂h
(x) = lim

t→0

(∇f(x+ th), h)− 〈∇f(x), h)

t
,

ce qui nous donne 〈
∇2f(x)h, h

〉
= lim

t→0

〈
∇
∫

(x+ th)−∇f(x), th
〉

t2
.



Chapitre 2
Optimisation sans et avec contraintes

2.1 Classi�cation des problèmes d'optimisation

2.1.1 Forme générale d'un problème d'optimisation

Etant donné un ensemble X ⊂ Rn et une fonction f : X → R, la forme génerale d'un

problème d'optimisation est la suivante

min{f(x) : x ∈ X}. (2.1)

2.1.2 Problème d'optimisation sans contraintes

Si X = Rn, le problème d'optimisation (2.1) s'appelle problème d'optimisation sans contraintes

et aura donc la forme suivante

min {f(x) : x ∈ Rn} (P ).

Dé�nition 2.1.1 1) On dit que x̂ ∈ Rn est un minimum global de (P ) si et seulement si

f(x̂) ≤ f(x) ∀x ∈ Rn.
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2) on dit que x̂ ∈ Rn est un minimum local de (P ) si et seulement s'il existe un voisinage vε(x̂)

tel que

f(x̂) ≤ f(x) ∀x ∈ Vε(x̂).

3) on dit que x̂ ∈ Rn est un minimum local strict de (P ) si et seulement s'il existe un voisinage

Vε(x̂) tel que

f(x̂) < f(x) ∀x ∈ Vε(x̂), x 6= x̂.

Dé�nition 2.1.2 Le problème (P ) est dite problème d'optimisation sans contraintes non li-

néaire si f n'est pas a�ne.

Dé�nition 2.1.3 Le problème (P ) est dite problème d'optimisation sans contraintes non li-

néaire quadratique si

f(x) = xtAx− bx. (2.2)

où A est une matrice symétrique d'ordre (n, n).

2.1.3 Problème d'optimisation avec contraintes

Si l'ensemble X est dé�ni par des équations ou des inéquations, le problème (2.1) s'appelle

dans ce cas problème d'optimisation avec contraintes. De façon plus précise le problème d'op-

timisation avec contraintes par exemple s'écrit


min f(x)

cj(x) ≤ 0, j ∈ I

cj(x) = 0, j ∈ E,

(2.3)

où I et E sont deux ensembles disjoints d'entiers.
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2.2 Direction de descente

Dé�nition 2.2.1 Soit f : Rn → R, x̂ ∈ Rn, d ∈ Rn est dite direction de descente au point x̂

si et seulement s'il existe δ > 0 tel que

f(x̂+ λd) < f(x̂), ∀λ ∈]0, δ[.

Donnons maintenant une condition su�sante pour que d soit une direction de descente.

Théorème 2.2.1 Soit f : Rn → R di�érentiable au point x̂ ∈ Rn et d ∈ Rn une direction

véri�ant la condition suivante

∇f(x̂)t · d < 0.

Alors d est une direction de descente au point x̂.

Preuve : f est di�érentiable au point x̂. Donc

f(x̂+ λd) = f(x̂) + λ∇f(x̂)t · d+ λ‖d‖α(x̂, λd), avec α(x̂, λd) →
λ→0

0,

ceci implique que

f ′(x̂, d) = lim
λ→0

f(x̂+ λd)− f(x̂)

λ
= ∇f(x̂)t · d < 0.

La limite étant strictement négative, alors il existe un voisinage de zéro ,

V (0) =]− δ,+δ[ tel que

f(x̂+ λd)− f(x̂)

λ
< 0, ∀λ ∈]− δ,+δ[, (2.4)

la relation (2.4) est particulièrement vraie pour tout λ ∈]0,+δ[, en multipliant la relation (2.4)

par λ > 0. On obtient le résultat cherché.
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2.3 Schémas général des algorithmes d'optimisation sans

contraintes

Supposons que dk soit une direction de descente au point xk, ceci nous permet de considérer le

point xk+1, successeur de xk, de la manière suivante

xk+1 = xk + λkdk, λk ∈] 0,+δ[.

Vu la dé�nition de direction de descente, on est assuré que

f (xk+1) = f (xk + λkdk) < f (xk) .

Un bon choix de dk et de λk permet ainsi de construire une multitude d'algorithmes d'optimi-

sation.

Exemple 2.3.1 (choix de directions de descente) Par exemple, si on choisit dk = −∇f (xk) et

si ∇f (xk) 6= 0, on obtient la méthode du gradient. La méthode de Newton correspond à

dk = − (H (xk))
−1 · ∇f (xk).

Bien sur −∇f (xk) est une direction de descente car

∇f (xk)
t · dk = −∇f (xk)

t · ∇f (xk) = −‖∇f (xk)‖2 < 0.

Pour la deuxième direction, si la matrice hessienne H (xk) d'une fonction est dé�nie positive

alors dk = − (H (xk))
−1 · ∇f (xk). est aussi une direction de descente correspond à la méthode

de newton .

Exemple 2.3.2 (choix de pas λk) On choisit en général λk de façon optimale, c'est à dire que
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λk doit véri�er

f (xk + λkdk) ≤ f (xk + λdk) , ∀λ ∈ [0,+∞[.

En d'autres termes on est ramené à étudier à chaque itération un problème de minimisation

d'une variable réelle. C'est ce qu'on appelle recherche linéaire.

Matrice dé�nie positive

Soit M une matrice carrée symétrique d'ordre n. Soit x un vecteur colonne de Rn. On note xt

sa transposée. M est dite dé�nie positive si et seulement si

xtMx > 0 ∀x 6= 0.

Remarque 2.3.1 Les éléments diagonaux aii d'une matrice dé�nie positive sont tous stricte-

ment positifs.

Matrice semi-dé�nie positive

Soit M une matrice carrée symétrique d'ordre n. Soit x un vecteur de Rn, on note xt sa

transposée. Une matrice M est dite semi-dé�nie positive si et seulement si

xtMx > 0 ∀x ∈ R.

Remarque 2.3.2 Les éléments diagonaux aii d'une matrice semi-dé�nie positive sont tous

positifs.
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2.4 Conditions d'optimalité

2.4.1 Conditions nécessaires d'optimalité du premier ordre

Théorème 2.4.1 Soit f : Rn → R di�erentiable au point x̂ ∈ Rn. Si x̂ est un minimum local

de (P ) alors ∇f(x̂) = 0.

Preuve : C'est une conséquence directe du théorème 2.2.1 et de la relation (2.4). En e�et,

supposons que ∇f(x̂) 6= 0. Puisque la direction d = −∇f(x̂) est une direction de descente,

alors il existe δ > 0 tel que

f(x̂+ λd) < f(x̂), ∀λ ∈]0, δ[.

Ceci est contradiction avec le fait que x̂ est une solution optimale locale de (P ).

2.4.2 Conditions nécessaires d'optimalité du second ordre

Théorème 2.4.2 Soit f : Rn → R deux fois di�erentiable au point x̂ ∈ Rn. Si x̂ est un mini-

mum local de (P ) alors ∇f(x̂) = 0 et la matrice hessienne de f au point x̂, qu'on note H(x̂),

est semi dé�nie positive.

Preuve : Soit x ∈ Rn quelconque, f est une fonction deux fois di�érentiable au point x̂, donc

on a pour tout λ 6= 0

f(x̂+ λx) = f(x̂) +
1

2
λ2xtH(x̂)x+ λ2

∥∥x2∥∥α(x̂, λx), α(x̂, λx) →
λ→0

0.

Ceci implique

f(x̂+ λx)− f(x̂)

λ2
=

1

2
xtH(x̂)x+

∥∥x2∥∥α(x̂, λx), (2.5)

x̂ est un optimum local, il existe alors δ > 0 tel que

f(x̂+ λx)− f(x̂)

λ2
≥ 0, ∀λ ∈]− δ,+δ[.
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Si on prend en considération (2.5) et on passe à la limite quand λ→ 0, λ 6= 0, on obtient

xtH(x̂)x ≥ 0, ∀x ∈ Rn.

2.4.3 Conditions su�santes d'optimalité

Théorème 2.4.3 Soit f : Rn → R deux fois di�erentiable au point x̂ ∈ Rn. Si ∇f(x̂) = 0 et

H(x̂) est dé�nie positive alors x̂ est un minimum local de (P ).

Preuve : f est deux fois di�érentiable au point x̂, on aura pour tout x ∈ Rn

f(x) = f(x̂)+
1

2
(x−x̂)tH(x̂)(x−x̂)+‖(x−x̂)‖2α(x̂, (x−x̂)), α(x̂, (x−x̂)) →

x→x̂
0, (∇f(x̂) = 0).

(2.6)

Supposons que x̂ n'est pas un optimum local strict. Alors il existe une suite {xk}k∈N telle que

xk 6= x̂,∀k ∈ N, xk →
k→∞

x̂ et f (xk) ≤ f(x̂). (2.7)

Dans (2.6) prenons x = xk, divisons le tout par ‖(xk − x̂)‖2 et notons dk = (xk−x̂)
‖(xk−x̂)‖

, on obtient

f (xk)− f(x̂)

‖(xk − x̂)‖2
=

1

2
dtkH(x̂)dk + α (x̂, (xk − x̂)) , α (x̂, (xk − x̂)) →

k→∞
0. (2.8)

(2.7) et (2.8) impliquent

1

2
dtkH(x̂)dk + α (x̂, (xk − x̂)) ≤ 0, ∀k ∈ N.

D'autre part la suite {dk}k∈N est bornée (‖dk‖ = 1, ∀k ∈ N).

Donc il existe une sous suite {dk}k∈N1⊂N telle que

dk →
k→∞, k∈N1

d̃.
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Finalement lorsque k →∞, k ∈ N1, on obtient

1

2
d̃H(x̂)d̃ ≤ 0.

La dernière relation et le fait que d̃ 6= 0 (‖d̃‖ = 1) impliquent que la matrice hessienne H(x̂)

n'est pas dé�nie positive. Ceci est contradiction avec l'hypothèse.



Chapitre 3
Méthodes Quasi-Newton

3.1 Recherches linéaires D'Armijo et de Wolfe

Recherche linéaire

Considérons le problème d'optimisation sans contraintes

minimiser {f(x) : x ∈ Rn} (P ),

où f : Rn → R.

Les algorithmes qu'on étudie par la suite suivent les schémas généraux de la forme

xk+1 = xk + λkdk.

où λk est une solution optimale du problème d'optimisation unidimensionnel suivant

min
λ>0

f (xk + λdk) ,

c'est à dire que λk véri�e

f (xk + λkdk) ≤ f (xk + λdk) ,∀λ > 0.
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xk, dk sont �xes et la fonction a minimiser est une fonction d'une variable réelle dé�nie comme

suit

λ 7→ hk(λ) = f (xk + λdk) .

Il faut noter que dans les problème d'optimisation sans contraintes on a besoin de résoudre à

chaque itération xk, un problème d'optimisation dans R.

Objectifs de la recherche linéaire

Il s'agit de réaliser deux objectifs

Le premier objectif

Consiste à faire décroître f su�samment. Cela se traduit le plus souvent par la réalisation d'une

inégalité de la forme

f (xk + λdk) ≤ f (xk) + un terme négatif (∗∗)

Le terme négatif, disons νk, joue un rôle-clé dans la convergence de l'algorithme utilisant cette

recherche linéaire.

Largument est le suivant.

Si f (xk) est minorée (il existe une constante C telle que f (xk) ≥ C pour tout k ), alors ce

terme négatif tend nécessairement vers zéro : νk −→ 0. C'est souvent a partir de la convergence

vers zéro de cette suite que l'on parvient à montrer que le gradient lui-même doit tendre vers

zéro. Le terme négatif devra prendre une forme bien particulière si on veut pouvoir en tirer de

l'information. En particulier, il ne su�t pas d'imposer f (xk + λdk) ≤ f (xk).

Le second objectif

Consiste d'empêcher le pas λk > 0 d'être trop petit, trop proche de zéro.

Le premier objectif n'est en e�et pas su�sant car l'inégalité (∗∗) est en général satisfaite par

du pas λk > 0 arbitrairement petit.

Or ceci peut entrainer une "fausse convergence", c'est-à-dire la convergence des itérés vers un
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point non stationnaire, comme le montre l'observation suivante. Si on prend

0 < λk ≤
ε

2k ‖dk‖
.

la suite {xk} est de Cauchy, puisque pour 1 < l < k on a

‖xk − xl‖ =

∥∥∥∥∥
i=k−1∑
i=1

λidi

∥∥∥∥∥ ≤
i=k−1∑
i=1

ε

2i
→ 0, l→∞

Donc {xk} converge, disons vers un point x∗. En prenant l = 1 et k → ∞ dans l'estimation

ci-dessus, on voit que x∗ ∈ B̄ (x1, ε) et x
∗ ne soit pas une solution s'il n'y a pas de solution dans

B̄ (x1, ε).

On a donc arbitrairement forcer la convergence de {xk} en prenant des pas très petits.

Pour simpli�er les notations, on dé�nit hk : R+ → R comme suit

λ 7→ hk(λ) = f (xk + λdk)

But de la recherche linéaire

Dans le cas non-quadratique les méthodes de descente, nécessitent la recherche d'une valeur de

λk > 0 optimale ou non, véri�ant

f (xk + λkdk) ≤ f (xk) .

Rappelons que si f est di�érentiable, le pas optimal λ∗ peut être caractérisé par

h∗ (λ∗) = 0,

h (λ∗) ≤ h(λ), pour 0 < λ ≤ λ∗.

autrement dit, λ∗ est un minimum local de h qui assure de plus la décroissance de f .

En fait, dans la plupart des algorithmes d'optimisation modernes, on ne fait jamais de re-

cherche linéaire exacte, car trouver λ∗ signi�e qu'il va falloir calculer un grand nombre de fois
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la fonction f et cela peut être dissuasif du point de vue du temps de calcul. En pratique, on

recherche plutôt une valeur de λ qui assure une décroissance su�sante de f . Cela conduit a la

notion d'intervalle de sécurité.

Dans ce qui suit nous introduisons deux types de recherches linéaires.

3.1.1 Recherche linéaire d'Armijo

Dé�nition 3.1.1 (condition d'Armijo)

Soient f : Rn → R une fonction di�érentiable, xk ∈ Rn, une direction (de descente) dk ∈ Rn

telle que ∇f (xk)
T dk < 0. On dit que le pas αk > 0 véri�e la condition d'Armijo, si on a

f (xk + αkdk) ≤ f (xk) + αkβ1∇f (xk)
T dk+, 0 < β1 < 1. (Armijo)

Algorithme (règle d'Armijo)

Etape 0 (initialisation)

αg,1 = αd,1 = 0, choisir α1 > 0, ρ ∈] 0, 1[ poser k = 1 et aller à l'étape 1.

Etape 1

si ϕk (αk) ≤ ϕk(0) + ρϕ′k(0)αk : STOP (α∗ = αk)

si ϕk (αk) > ϕk(0) + ρϕ′k(0)αk, alors

αd,k+1 = αd, αg,k+1 = αk et aller à l'étape 2.

Etape 2

si αd,k+1 = 0 déterminer αk+1 ∈]αg,k+1,+∞[

si αd,k+1 6= 0 déterminer αk+1 ∈]αg,k+1, αd,k+1 |

remplacer k par k + 1 et aller à l'étape 1 .
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3.1.2 Recherche linéaire de Wolfe

αk est acceptable par la recherche linéaire inexacte de Wolfe si αk véri�e les deux conditions

(Wolfe1) et (Wolfe2) suivantes

ϕk (αk) ≤ ϕk(0) + ραkϕ
′
k(0), 0 < ρ <

1

2
. (Wolfe 1)

ϕ′k (αk) ≥ σϕ′k(0), 0 < σ < 1, σ > ρ. (Wolfe 2)

ou en remplaçant ϕk (αk) , ϕk(0), ϕ′k(0), ϕ′k (αk) par leurs expressions, on a

f (xk + αkdk) ≤ f (xk) + ραk∇f (xk)
T dk, 0 < ρ <

1

2
. (Wolfe 3)

∇f (xk + αkdk)
T dk ≥ σ∇f (xk)

T dk, 0 < σ < 1, σ > ρ. (Wolfe 4)

3.2 Méthode de Newton

Soit f : Rn → R. On supposera que f ∈ C2 (Rn).

Soit maintenant (P ) le problème d'optimisation sans contraintes que nous avons déjà rencontré

dans le chapitre 2

Minimiser {f(x) : x ∈ Rn}

La méthode de Newton est attribuée au mathématicien, physicien et astronome anglais Isaac

Newton (1642− 1727).

Le principe de la méthode de Newton consiste à minimiser successivement les approximations

du second-ordre d'une fonction f , plus précisément si

f(x) ' f (xk) +∇f (xk) (x− xk) +
1

2
(x− xk)tH (xk) (x− xk) = q(x), ∀x ∈ V (xk) .

H (xk) étant la matrice hessienne de f au point xk, alors une condition nécessaire de minimum

pour q est que ∇q(x) = 0, ou
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∇f (xk) +H (xk) (x− xk) = 0. (3.1)

Supposons que H est inversible, alors le successeur xk+1 de xk est donné par

xk+1 = xk −H−1 (xk)∇f (xk) . (3.2)

Cette équation donne la forme générale des points générés par l'algorithme de Newton.

Supposons que ∇f(x̄) = 0 et que H(x̄) est dé�nie positive (x̄ un minimum local), alors H (xk)

reste dé�nie positive en tout point voisin de x̄. Ceci assure que le seccesseur xk de xk est bien

dé�ni.

3.2.1 Algorithme

Etape initiale

Soit ε un paramètre qui détermine le critère d'arrêt. Choisir un point initial. Poser k = 1 et

aller à l'étape principale.

Etape principale

Si ‖∇f (xk)‖ < ε, stop ; sinon, poser xk+1 = xk −H−1 (xk)∇f (xk), remplacer k par k + 1 et

répéter l'étape principale.

Exemple 3.2.1 Nous allons appliquer maintenent cet algorithme sur un problème test très

classique du à Rosenbrock. La fonction de rosenbrock à minimiser dans Rn est la suivante

f (x1, x2) = (x1 − 1)2 + p
(
x21 − x2

)2
.

où p est un paramètre positif, ici égal à 100. Dans les lignes de niveau de cette fonction il y'a

une vallée très étroite, en forme de banane, d'où le surnom "Rosenbrock banana", conduisant

au minimum global x∗ = (1, 1), avec f (x∗) = 0. Donc seule une méthode e�cace permettra de
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trouver ce minimum ([4]).

Les résultats obtenus par un programme en fortran 90 sont illustrés dans le tableau 3.1, le point

initial est (−1.2, 1) et ε = 10−5.

tableau 3.2.1

k f(x) ‖∇f(x)‖

1 0.242000E + 02 0.232868E + 03

2 0.473188E + 01 0.463943E + 01

3 0.141185E + 04 0.137079E + 04

4 0.559655E− 01 0.473110E + 00

5 0.313189E + 00 0.250274E + 02

6 0.185274E− 10 0.860863E− 05

Pour atteindre la précision ε donnée, il nous a fallu 6 itérations.

la solution approchée est x6 = (x1, x2).

x1 = 9.999956956536786E− 1, x2 = 9.999913913257368E− 1.

avec f (x6) = f (x1, x2) = 1.852739725430225E− 11.

3.2.2 Etude de la convergence

En général la méthode de Newton ne converge pas à cause de la possibilité que H (xk) soit

singulière et donc que le point xk+1 ne soit pas bien dé�ni. Et même si H−1 (xk) existe, la

décroissance de f(x) n'est pas toujours assurée. Cependent ces problèmes peuvent être évites

si le point initial est assez voisin du point x̄, tel que ∇f(x̄) = 0 et H−1(x̄) existe. Dans ce

cas la méthode de Newton est bien dé�nie et elle converge vers le point x̄. C'est ce que nous

prouverons dans ce théorème.
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Théorème 3.2.1 Soit f : Rn → R trois fois continuement di�érentiable. Considérons l'algo-

rithme de Newton dé�ni par l'application A(x) = x−H−1(x)∇f(x). Soit x̄ tel que ∇f(x̄) = 0

et supposons que H(x̄)−1 existe. Soit x1 un point initial assez proche de x̄ de sorte que cette

proximité implique l'existence de k1, k2 > 0, avec k1k2 ‖x1 − x̄‖ < 1 et véri�ant les deux pro-

priétes suivantes

1. ‖H(x)−1‖ ≤ k1.

2. ‖∇f(x̄)−∇f(x)−H(x)(x− x̄)‖ ≤ k2‖x̄− x‖2.

pour tout x satisfaisant

‖x− x̄‖ ≤ ‖x1 − x̄‖ .

Alors, algorithme converge de façon superlinéaire vers x̄, avec une vitesse de convergence qua-

dratique.

Preuve : Soit l'ensemble de solutions Ω = {x̄} et l'ensemble

X = {x : ‖x− x̄‖ ≤ ‖x1 − x̄‖} .

Pour prouver la convergence, on utilise le corrolaire 1 du théorème 5. Notons que X est compact

et que l'application A dé�nie par

y ∈ A(x)⇔ y = x−H−1(x)∇f(x),

est fermée sur X.

Montrons maintenant que α(x) = ‖x − x̄‖ est une fonction de descente. Soit x ∈ X, et

supposons que x 6= x̄. Soit y ∈ A(x), donc

y − x̄ = (x− x̄)−H−1(x)[∇f(x)−∇f(x̄)]

= H−1(x)[∇f(x̄)−∇f(x)−H(x)(x̄− x)].
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D'apres (1), (2), on a

‖y − x̄‖ =
∥∥H−1(x)[∇f(x̄)−∇f(x)−H(x)(x̄− x)]

∥∥
≤
∥∥H−1(x)

∥∥ ‖∇f(x̄)−∇f(x)−H(x)(x̄− x)‖

≤
∥∥H−1(x)

∥∥ ‖∇f(x̄)−∇f(x)−H(x)(x̄− x)‖

< ‖x− x̄‖.

Donc on a prouvé que α(y) < α(x), ∀y ∈ A(x) et par suite α est une fonction de descente,

on conclut que l'algorithme converge vers x̄. De plus, pour tout xk ∈ X, son successeur xk+1

satisfait

‖xk+1 − x̄‖ ≤ k1k2‖x− x̄‖2 ⇒
‖xk+1 − x̄‖
‖xk − x̄‖2

≤ k1k2

⇒ lim sup
k→+∞

‖xk+1 − x̄‖
‖xk − x̄‖2

≤ k1k2.

puisque {xk} → x̄, donc la vitesse de convergence est quadratique.

3.2.3 Avantages et Inconvénients de la méthode de Newton

Avantages

Comme nous l'avons vu au théorème précédent, la méthode de Newton béné�ce d'une conver-

gence quadratique, et c'est son principal avantage.

Inconvénients

1. Cette méthode fonctionne très bien pour les problème de petite dimension, lorsqu'on peut

calculer facilement la matrice hessienne et son inverse. Cette procédure nécessite des itérations

plus nombreuses et couteuses dans les problèmes de grand taille.

2. Comme

xk+1 = xk −H−1 (xk)∇f (xk) ,

on voit que le successeur xk+1 de xk n'est pas toujours bien dé�ni.

3. Même si H−1 (xk) est inversible, la direction dk = −H−1 (xk)∇f (xk) n'est pas toujours une
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direction de descente. (Si H (xk) est dé�nie positive, alors dk est une direction de descente).

Conclusion : Ceci nous ramène à conclure que la méthode de Newton ne généré pas en gé-

néral une suite qui converge vers le minimum de la fonction. Mais sous certaines conditions

elle devient très intéressante (Hessien dé�ni positif, point initial assez proche de la solution

optimale,...).

Exemple 3.2.2

f(x) =100
(
x2 − x21

)2
+ (1− x1)2 + 90

(
x4 − x23

)2
+ (1− x3)2 + 101

[
(x2 − 1)2 + (x4 − 1)2

]
+ 198 (x2 − 1) (x4 − 1)

cette fonction est la fonction de Wood, elle admet le point (1, 1, 1, 1) comme un minimum et le

point (−1, 1,−1, 1) comme un point selle.

Nous allons appliquer la méthode de Newton pour minimiser cette fonction en prenant x0 =

(−3,−1,−3,−1) et ε = 10−4, que la méthode de Newton à converge vers le point (−1, 1,−1, 1)

qui est le point selle de cette fonction.

le nombre d'itérations est s = 15

la solution est x = (−9.679741E− 01.9.471393E− 01,−9.695163E− 01, 9.512478E -01)

la valeur de f(x) est 7.876967.
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tableau 3.2.2

itération f(x) ‖∇f(x)‖

1 1291.438 16397.13

2 295.9513 1679.932

3 67.68565 1003.095

4 17.33662 285.0620

5 8.689081 106.9116

6 7.892798 26.45835

7 7.876516 3.768905

8 7.877190 0.150338

9 7.876882 0.650068

10 7.876977 0.198463

11 7.876966 0.186190

12 7.876967 0.015349

13 7.876967 0.007221

14 7.876967 0.000112

A cause de ces inconvénients, il existe des modi�cations qui permettent d'assurer la convergence

globale de la méthode de Newton, alliant les avantages de la vitesse de convergence quadratique

prés de la solution, et ceux d'une méthode de descente. Parmi ces méthodes, on notera par

exemple les méthodes dites quasi-Newton discutées plus tard.

3.3 Méthodes Quasi-Newton

Ce chapitre est consacré aux méthodes dites Quasi-Newton pour la résolution des problèmes

d'optimisation non linéaires sans contraintes. Parmi ces méthodes, on s'étalera particulièrement

sur les trois plus importantes, la méthode de correction de rang un, la méthode DFP (Davidon,

Fletcher, Powell) et la méthode BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shano).
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3.3.1 Dérivation des méthodes

Ces méthodes s'inspirent de l'algorithme de Newton, mais sans calculer la matrice hessienne de

f , ni son inverse. L'itération de la méthode de Newton étant dé�nie par

xk+1 = xk −H−1 (xk)∇f (xk) ,

l'idée est de remplacer cette itération par

xk+1 = xk − λkSk∇f (xk) ,

où λk est un paramètre fourni par une recherche linéaire le long de la direction dk = −Sk∇f (xk) ,

Sk est une approximation symétrique, dé�nie positive, deH−1 (xk) . Bien sur, plus Sk sera proche

de H−1 (xk), plus l'algorithme convergera rapidement. L'objectif, est donc de trouver une bonne

suite de matrices Sk, faciles à construire, c'est à dire utilisant des informations seulement sur

le gradient et qui converge vite vers des approximations de plus en plus précises, de l'inverse

du hessien de f .

Pour réaliser cela, prenons f ∈ C2 (Rn), et faisons un développement de ∇f(x) au voisinage de

xk

∇f(x) = ∇f (xk) +H (xk) (x− xk) + o (‖x− xk‖) ,

∇f(x) ' ∇f (xk) +H (xk) (x− xk) , x ∈ V (xk) .

ou encore

H−1 (xk) [∇f(x)−∇f (xk)] ' (x− xk) .

Les approximations sont exactes si f est quadratique. En particulier, avec x = xk+1 et si Sk

était une bonne approximation de H−1 (xk), on devrait avoir
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Sk [∇f (xk+1)−∇f (xk)] ' (xk−1 − xk) . (3.3)

mais comme xk+1 est calculé après Sk, il est peu probable que cette équation soit satisfaite,

même approximativement. En revanche. on peut toujours imposer que Sk+1 satisfasse cette

équation exactement, d'où

Sk+1 [∇f (xk−1)−∇f (xk)] = (xk+1 − xk) . (3.4)

cette equation est dite" equation de la sécante" ou "condition quasi Newton".

A l'étape k, la remise à jour de la matrice Sk se fait avec une formule simple,

Sk+1 = Sk + Ck,

Ck étant une matrice de correction qui intègre au mieux la nouvelle information fournie par

xk+1 et ∇f (xk+1) de telle manière que Sk+1 satisfasse la condition (3.4). Basées sur ce principe,

les méthodes quasi - Newton di�èrent l'une par rapport à l'autre, d'aprés la dé�nition de la

matrice Ck.

Commençons par la méthode de correction de rang un qui est considérée comme une introduc-

tion élémentaire aux deux autres méthodes (DFP et BFGS) décrites par la suite.

3.3.2 Méthode de correction de rang un

Etant donné que H−1 (xk) est symétrique, il est naturel de construire des approximations suc-

cessives Sk symétriques. Par exemple, on peut exprimer Sk+1 en fonction de Sk de façon très

simple, en rajoutant à cette dernière une matrice de rang un de la forme suivante

akuku
t
k, où uk est un vecteur de Rn et ak est une constante. On obtiendra alors

Sk+1 = Sk + akuku
t
k.
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Montrons qu'il est facile de calculer ak et uk de telle sorte que la condition (3.4) soit satisfaite.

Posons

pk = xk+1 − xk

qk = ∇f (xk+1)−∇f (xk) ,

la condition (3.4) s'écrit donc

Sk+1qk = pk,

Soit en remplaçant par l'expression de Sk+1,

(
Sk + akuku

t
k

)
qk = pk,

ou encore

akuk
(
utkqk

)
= pk − Skqk.

d'ou l'on déduit que uk est proportionnel à pk − Skqk avec un facteur qui peut être pris en

compte dans ak. En particulier en prenant uk = pk − Skqk et ak tel que aij (utkqk) = 1, on

obtient

Sk+1 = Sk +
(pk − Skqk) (pk − Skqk)t

(pk − Skqk)t qk
.

Algorithme

Etape initiale

Soit ε > 0, determinant le critère d'arret. Choisir un point initial x1 et une matrice symétrique

dé�nie positive S1. Poser y1 = x1, k = 1 et aller aux étapes principales.

Etapes principales

Etape1 Si ‖∇f (yk)‖ < ε . stop ; sinon, poser dk = −Sk∇f (xk) et soit λk la solution optimale

du problème min f (yk + λdk) , λ ≥ 0.
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Etape2 Construire Sk+1 comme suit

Sk+1 = Sk +
(pk − Skqk) (pk − Skqk)t

(pk − Skqk)t qk
,

avec

pk = λkdk ≡ yk+1 − yk

qk = ∇f (yk+1)−∇f (yk) ,

remplacer k par k + 1, et répéter l'étape 1.

Il est utile de citer le théorème suivant qui montre que lorsque H est constante, la condition

(3.4) est non seulement véri�ée pour i = k, mais aussi pour tout i < k, et que dans ce cas la

convergence est obtenue dans au plus n étapes.

Théorème 3.3.1 Si f est quadratique, de matrice hessienne H dé�nie positive et si p1, . . . , pn

sont des vecteurs indépendants, alors la méthode de correction de rang un converge au plus dans

(n+ 1) itérations et (Sn+1)
−1 = H.

Preuve : La preuve se fait par récurrence. Montrons tout d'abord que

pi = Sk+1qi, pour i ≤ k. (3.5)

Pour k = 1 elle est évidente d'aprés la dé�nition de S2. Supposons qu'elle est vraie pour k > 1

et montrons qu'elle vraie pour k + 1. On a donc

Skqi = pi, ∀i ≤ k − 1.

Pour exploiter la dé�nition de Sk+1, calculons
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(pk − Skqk)t qi = ptkqi − qtkSkqi = ptkqi − qtkpi. (3.6)

En remarquant que qk = Hpk, on obtient

(pk − Skqk)t qi = ptkqi − ptkHpi = ptkqi − ptkqi = 0. (3.7)

Donc

Sk+1qi = Skqi + 0 = pi, ∀i ≤ k − 1.

Reste le cas i = k. La relation est vraie d'aprés la condition (3.4). Ce qui établit le résultat

voulu au rang k + 1. Pour terminer la preuve du théorème et puisque on a

pi = Sn+1qi = Sn−1Hpi, i = 1, . . . , n (3.8)

et comme les vecteurs pi sont indépendants, alors

Sn+1H = I ou encore, Sn+1 = H−1.

Exemple 3.3.1 Considérons le problème suivant

(P1)

 min 1
2
xtQx

x ∈ Rn

où
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Q =



1 0 1 2

0 3 1 1

1 1 2 0

2 1 0 1


,

Appliquons la méthode de correction de rang un sur cet exemple, en prenant ε = 10−5 et

y0 = (0, 1, 2, 3). Les résultats obtenues sont illustrés au tableau 3.3.1 , et la recherche linéaire

considérée est exacte.

tableau 3.3.1

itération xk f (xk) ‖∇f (xk)‖ λk

1 (0.000, 1.000, 2.000, 3.000) 15.000 13.000 0.250

2 (−2.005,−1.005, 0.746, 1.997) 6.187 4.357 0.842

3 (0.665,−0.548, 0.004, 0.113) 0.766 0.196 0.444

4 (0.000,−0.001, 0.004,−0.002) 0.002 0.087 0.003

5 (0.000, 0.000, 0.000, 0.000) 0.000 0.000 −

D'aprés le tableau, on voit bien que le minimum de f est atteint en 4 itérations.

Avantages et Inconvénients

Avantages

Cette méthode présente l'avantage que le point xk+1 n'a pas besoin d'être choisi comme le

minimum exact, c'est à dire qu'on n'a pas besoin d'e�ectuer des recherches linéaires exactes.

Inconvénients

Les inconvénients de cette méthode sont

1. Même si la fonction est quadratique, et même si son hessien est dé�ni positif, il se peut que

la matrice Sk ne soit pas dé�nie positive.
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2. Le dénominateur (pk − Skqk)t pk peut très bien devenir nul ou très petit, rendant le procédé

instable.

Dans ce qui suit, on présente les méthodes quasi-Newton, basées sur des formules de correction

de rang 2 (DFP. BFGS ), qui évitent ces inconvénients.

3.3.3 Méthode de Davidon-Fletcher-Powell(D.F.P)

Cette méthode a été proposée par Davidon en 1959 ([1]) et développée plus tard en 1963 par

Fletcher & Powell ([2]). C'est une méthode assez remarquable pour plusieurs raisons. Tout

d'abord, quand elle est appliquée à une fonction quadratique, non seulement les di�érentes

itérations aboutissent à l'inverse du hessien, mais en plus elle engendrent des directions conju-

guées. La mise à jour de Sk+1 en fonction de Sk se fait en ajoutant cette fois deux matrices

de rang un, d'où le nom "correction de rang deux". De façon plus précise construisons Sk+1 en

fonction de Sk, de la forme

Sk+1 = Sk + Ak +Bk,

avec Ak et Bk deux matrices de rang un chacune et de la forme suivante

Ak = akuku
t
k, Bk = bkvkv

t
k,

ak, bk sont des constantes, uk, vk sont deux vecteurs de Rn.Sk+1 doit satisfaire la condition (3.4),

c'est à dire (
Sk + akuku

t
k + bkvkv

t
k

)
qk = pk

Skqk + akuku
t
kqk + bkvkv

t
kqk = pk

akuku
t
kqk + bkvkv

t
kqk = pk − Skqk.

un choix évident pour satisfaire l'équation est de prendre

uk = pk, vk = Skqk, aku
t
kqk = 1 et bkv

t
kqk = −1, d'où
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SDFPk+1 = Sk +
pkp

t
k

pkqtk
− Skqkq

t
kSk

qtkSkqk
. (3.9)

Remarque 3.3.1 Il y'a aussi une formule DFP, pour approcher le hessien lui même, au lieu

de son inverse. Cette formule est donnée par

BDFP
k+1 = Bk +

[
1 +

ptkBkpk
ptkqk

]
qkq

t
k

ptkqk
−
[
qkp

t
kBk +Bkpkq

t
k

ptkqk

]
.

La procédure est la même que celle de correction de rang un, mais en général il est recomman-

dable d'implémenter les méthodes quasi-Newton avec une réinitialisation périodique pour des

raisons de convergence. L'algorithme suivant est donné sous cette forme.

Algorithme DFP

Etape initiale

Soit ε un scalaire d'arret, choisir un point initial x1 et une matrice symétrique dé�nie positive

S1. Poser y1 = x1, k = j = 1, et aller aux étapes principales.

Etapes principales

Etape1

Si ‖∇f (yj)‖ < ε. stop ; sinon, poser dj = −Sj∇f (yj) et soit λj la solution optimale du problème

min f (yj + λdj) telque λ ≥ 0. Soit yj+1 = yj + λjdj.

Si j < n aller à l'étape 2)

Si j = n, poser y1 = xk+1 = yn+1, remplacer k par k + 1, poser j = 1 et aller à l'étape 1)

Etape2

Construire Sj+1 comme suit

Sj+1 = Sj +
pjp

t
j

pjqtj
−
Sjqjq

t
jSj

qtjSjqj
.
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avec

pj = λjdj ≡ yj+1 − yj

qj = ∇f (yj+1)−∇f (yj)

remplacer j par j + 1, et répéter l'étape 1

Dé�nition 3.3.1 Soit H une matrice (n×n) symétrique. Les vecteurs d1, . . . , dn sont dits H−

conjugués s'ils sont linéairement indépendants et si dtiHdj = 0 pour i 6= j.

Théorème 3.3.2 Considérons la méthode DFP décrite par la relation

SDFPk+1 = Sk +
pkp

t
k

pkqtk
− Skqkq

t
kSk

qtkSkqk

1. A l'étape k, si Sk est symétrique dé�nie positive et si la recherche linéaire est exacte (ou bien

si pkq
t
k > 0), alors la matrice Sk+1 est symétrique dé�nie positive aussi.

2. Si f est quadratique de hessien H, avec en plus H dé�nie positive, alors la méthode DFP

véri�e

i) ptiHpj = 0 1 ≤ i < j ≤ k.

ii) Sk+1Hpi = pi 1 ≤ i ≤ k.

Théorème 3.3.3 Ces propriétés impliquent, dans le cas quadratique, la convergence de la mé-

thode en n itérations et la propriété Sn+1 = H−1.

Preuve : La méthode engendre des directions conjuguées, d'aprés le point 2. De plus, les

directions p1, . . . , pk sont des vecteurs propres (associés à la valeur propre 1) de la matrice

Sn+1H. Elles forment une famille libre, puisque ces vecteurs sont des directions conjuguées.

Notons P la matrice telle que ses colonnes sont ces directions, alors P est inversible et d'après

ii)

Sn+1HP = P ⇒ Sn+1H = I ⇒ Sn+1 = H−1.
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Exemple 3.3.2 Considérons le même problème que l'exemple 3.3.1 et appliquant la méthode

DFP, on trouve les résultats suivants

tableau 3.3.2

itération xk f (xk) ‖∇f (xk)‖ λk

1 (0.000, 1.000, 2.000, 3.000) 15.000 13.000 0.250

2 (−2.005,−1.005, 0.746, 1.997) 6.187 4.357 0.812

3 (0.665,−0.548, 0.004, 0.113) 0.766 1.969 0.483

4 (0.000,−0.001, 0.004,−0.002) 0.002 0.087 0.602

5 (0.000, 0.000, 0.000, 0.000) 0.000 0.000 −

(3.10)

Les matrices Sk obtenues à chaque itération sont :

S1 =



1.000 0.000 0.000 0.000

0.000 1.000 0.000 0.000

0.000 0.000 1.000 0.000

0.000 0.000 0.000 1.000


, S2 =



0.947 −0.136 0.117 0.134

−0.140 0.730 0.227 0.261

−0.123 0.227 0.811 −0.213

−0.149 −0.261 −0.213 0.761



S3 =



0.176 −0.495 0.129 0.567

−0.453 0.515 −0.101 0.112

0.129 −0.101 0.722 −0.469

0.567 0.112 −0.469 0.002


, S4 =



−0.129 −0.213 0.160 0.485

−0.213 0.328 −0.126 0.176

0.160 −0.126 0.720 −0.462

0.485 0.176 −0.462 0.002



Avantages et Inconvénients

Avantages

1. Pour des fonctions quadratique (avec une recherche linéaire exacte)

i) elle termine au plus en n étapes avec Sn+1 = H−1,

ii) elle engendre des directions conjuguées.

2. Pour des fonctions quelconques



3.3 Méthodes Quasi-Newton 45

iii) les matrices SK restent dé�nies positives. Ceci entraine que les propriétes de descente de la

fonction sont véri�ées,

iv) une convergence superlinéaire.

Inconvénients

Cette méthode est assez sensible à la précision de la recherche linéaire (la convergence dépend

du fait que la recherche linéaire est exacte ou non).

3.3.4 Méthode BFGS

Cette méthode a été développée de façon indépendante par Broyden ([6],1970), Fletcher ([9],1970),

Goldfarb ([7],1970) et Shanno ([8],1969). Pour construire une approximation de l'inverse du hes-

sien, elle utilise une formule de correction de rang deux qui dérive directement de la formule

(3.9) .

Plus précisément

Sk+1 = Sk +
pkp

t
k

ptkqk
+
qtkSkqkpkp

t
k

(pkqtk)
2 − pkq

t
kSk + Skqkp

t
k

ptkqk
. (3.11)

Cette formule est moins sensible aux erreurs dans les recherches linéaire, et elle est considérée

comme la meilleure actuellement. On peut se demander ce qui justi�e l'introduction d'une telle

formule. Une des réponses est que si l'on note Bk = (Sk)
−1, c.à.d, Bk approxime Hk et non pas

son inverse, la condition quasi-Newton (voir formule (3.4) ) sera dans ce cas

Bk+1pk = qk, (3.12)

et

Bk+1 = Bk +
qkq

t
k

qtkpk
− Bkpkp

t
kB

ptkBpk
. (3.13)

Comme l'a remarqué Fletcher ([9]), si l'on interverti les rôles de pk et de qk dans (3.9), on

obtient les matrices véri�ant (3.12), qui est la relation inverse de (3.11). On voit alors que la

formule (3.13) permet de construire une approximation de la matrice hessienne elle même (et
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non pas son inverse). Posons

Ck =
qkq

t
k

qtkpk
− Bkpkp

t
kB

ptkBpk
,

d'aprés la relation

Sk+1 = Sk + Ck = B−1k+1 = (Bk + Ck)
−1 , (3.14)

et par application de la formule de Sherman - Morrison - woodbury suivante

(
A+ atb

)−1
= A−1 − A−1abtA−1

1 + btA−1a
, (3.15)

où A est une matrice (n× n), b est un vecteur de Rn, en supposant que

(
1 + btA−1a

)
6= 0,

on obtient

[Bk+1]
−1 = [Bk]

−1 +

[
1 +

qtk [Bk]
−1 qk

ptkqk

]
pkp

t
k

ptkqk
− pkq

t
k [Bk]

−1 + [Bk]
−1 qkp

t
k

ptkqk
.

Ce qui montre que [Bk+1]
−1 est exprimé directement en fonction de [Bk]

−1 et d'où la formule

de correction de rang (3.11).

Remarques importantes

1. la formule (3.11) a des propriétés analogues à celles de la formule (3.9). En particulier

i) Si ptkqk > 0, alors la dé�nie positivité des matrices Sk est préservée.

ii) Appliquée à une fonction quadratique (matrice hessienne H dé�nie positive), cette formule

permet d'obtenir en au plus n itérations, l'inverse H−1 du hessien de f . De plus les directions

pk engendrées par l'algorithme BFGS sont mutuellement conjuguées par rapport à H.

2. Lorsque l'algorithme BFGS ou DFP est appliqué à une fonction non linéaire quelconque (non

quadratique), il faut procéder à des réinitialisations périodiques, pour assurer la convergence

globale.
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3. Théoriquement, la condition ptkqk > 0 assure la dé�nie positivité des matrices Sk+1 ou Bk+1,

mais sur le plan pratique rien n'est garanti, a cause des erreurs d'arrondi, Sk+1 ou Bk+1 peuvent

devenir singulières ou non dé�nies.

4. La majorité des auteurs a�rme la supériorité de l'algorithme BFGS sur celui de DFP, soit

sur le plan théorique ou pratique (il est plus stable).

Exemple 3.3.3 Si on considère le même exemple traité par DFP et la méthode de correction

de rang un pour illustrer la remarque importante ii), on trouve les résultats si dessous

tableau 3.3.3

itération xk f (xk) ‖∇f (xk)‖ λk

1 (0.000, 1.000, 2.000, 3.000) 15.000 13.000 0.250

2 (2 : 005; 1 : 005; 0 : 746; 1 : 997) 6.187 4.357 0.732

3 (0.665,−0.548, 0.004, 0.113) 0.766 0.196 0.393

4 (0.000,−0.001, 0.004,−0.002) 0.002 0.087 0.601

5 (0.000, 0.000, 0.000, 0.000) 0.000 0.000 −

3.4 Convergence des méthode Quasi-Newton

Cas où la recherche linéaire est inexacte

Dans ce cas, le théorème (3.3.2), de convergence �nie, n'est plus valable pour les méthodes DFP

et BFGS car sa preuve nécessite les propriétés de la recherche linéaire exacte.

Pour les fonctions non quadratiques, sans utiliser une recherche linéaire exacte, et sous cer-

taines conditions, Powell, en 1976 ([3]) a montré qu'une version de la méthode metric-variable

( méthodes DFP et BFGS) converge vers la solution optimale, si la fonction objective f était

convexe. Il montra aussi dans le même contexe que si la matrice hessienne de f était dé�nie

positive au point x∗ (x∗ solution optimale), alors la convergence était superlinéaire.
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Dans notre mémoire on utilisé les méthodes DFP et BFGS avec les recherches linéaire inexactes

de Wolf et d'Armijo. Donc il est nécessaire de donner les théorème qui caractérisent la conver-

gence de ces méthodes.

Théorème 3.4.1 Soit l'algorithme xk+1 = xk−λkSk∇f (xk), où {Sk} est une suite de matrices

dé�nies positives dont les spectres sont uniformément bornes

(0 < c1 ≤ minmi (Sk) ≤ maxmi (Sk) ≤ c2) .

si f ∈ C1 (Rn), minorée, et à gradient Lipschitisien de constante L, et si les λk sont choisis

selon la méthode de sélection d'Amijo (voir recherche linéaire d'Armijo ), alors cet algorithme

converge vers un minimum local de f .

Preuve : L'algorithme est bien une méthode de descente, car

∇f (xk)
t dk = −‖∇f (xk)‖2Sk

≤ −c1 ‖∇f (xk)‖2 .

par ailleurs, en appliquant la formule de la moyenne à la fonction λ 7→ f (xk+ λdk), on obtient

f (xk + λdk) = f (xk) +∇f (ξk)
t (λdk) , ξk ∈ [xk, xk + λdk] .

On peut donc écrire

f (xk + λdk)− f (xk) = (∇f (ξk)−∇f (xk))
t (λdk) ,

ce qui, en utilisant le caractère lipschitisien du gradient de f et la dé�nition de dk.

f (xk + λdk)− f (xk) ≤ L ‖λdk‖2 + (∇f (xk))
t (λdk)

≤ Lλ2 ‖Sk∇f (xk)‖2 − λ∇f (xk)
t Sk∇f (xk) .
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Le premier terme du membre de droite étant majore par Lλ2c2 ‖∇f (xk)‖2Sk
, on peut conclure

que

f (xk + λdk)− f (xk) ≤ λ (Lλc2 − 1) ‖∇f (xk)‖2Sk
. (3.16)

Rappelons que la méthode de sélection d'armijo, dans le cas d'une direction de descente

dk = −Sk∇f (xk) est

f (xk + λdk)− f (xk) ≤ −λε ‖∇f (xk)‖2Sk
.

La constante ε étant �xée, il su�t de choisir λk tel que Lαc2 − 1 ≤ −ε, c-à-d, λk ≤ 1−ε
c2L

donc

( 3.16) pour remplir la condition d'Armijo. Par ailleurs, compte-tenu du principe de sélection,

on aura λk ≥ 1−ε
2c2L

.

On en déduit d'une part qu'avec ce choix, on a f (xk+1) = f (xk + λkdk) < f (xk), et donc que

la suite {f (xk)}k∈N converge, puisqu'elle est minorée, et d'autre part que

‖∇f (xk)‖2Sk
≤ f(xk)−f(xk+1)

ε
. Le terme de droite convergeant vers 0 , donc ‖∇f (xk)‖ → 0,

puisque tous les Sk ont un spectre strictement positif. La méthode proposée converge donc vers

un minimum local de f .



Bibliographie

[1] Y. H. Dai and Y. Yuan, An e�cient hybrid conjugate gradient méthode for unconstrained

optimisation, Ann. Oper. Res., 103 (2001), pp. 33�47.

[2] Y. H. Dai and Y. Yuan,A class of globally convergent conjugate gradient méthodes , Sci.

China Ser. A, 46 (2003), pp. 251�261.

[3] Y. H. Dai and Y. Yuan, A class of globally convergent conjugate gradient méthodes

, Research report ICM-98-030, Institute of Computational Mathematics and Scienti-

�c/Engineering Computing, Chinese Academy of Sciences, 1998.

[4] Y. H. Dai and Y. Yuan, Convergence properties of the Fletcher-Reeves méthode, IMA J.

Numer. Anal., 16 (1996), pp. 155�164.

[5] R. Danchin" Cours de calcul di�éretiel Lecence de mathematique, 3éme année"(23 no-

vembre 2010).

[6] R. Fletcher, Practical Méthodes of Optimisation vol. 1 : Unconstrained Optimisation,

John Wiley Sons, New York, 1987.

[7] R. Fletcher and C. Reeves, Function minimisation by conjugate gradients, Comput. J.,

7(1964), pp. 149�154.

[8] R. Fletcher and M. J. D. Powell, A rapidly convergent descent méthode for minimisation

, Computer. J., 6 (1963), pp. 163-168.



BIBLIOGRAPHIE 51

[9] G. Fasano, Planar conjugate gradient algorithm for large-scale unconstrained optimiza-

tion. Part 1 : Applications, Journal of Optimization Theory and Applications 125(2005)

543�558.

[10] A. V. Fiacco and G. P. McCormick, Nonlinear Programming, John Wiley, New York,

(1968).

[11] A.A. Goldstein and J.F. Price, An e�ective algorithm for minimisation, Num.Math., 10

(1969), pp. 184-189.

[12] A. A. Goldstein, On steepest descent, SIAM J. on Control A, Vol. 3, No. 1 (1965), pp.

147-151.

[13] W. W. Hager and H. Zhang, A new conjugate gradient méthode with guaranteed descente

and an e�cient line search, Novembre 17, (2003) (to appear in SIAM J. Optima.).

[14] B. Rachid "Optimisation Convexe, Optimisation Sans Contraites", (2007).


	Notation
	Introduction
	Préliminaires 
	Dérivée partielle
	Dérivée directionnelle 
	Différentiabilité
	Gradient
	Matrice Hessienne
	Formules de Taylor
	Convexité
	Ensemble convexe
	Fonction convexe
	Fonction concave


	Optimisation sans et avec contraintes
	Classification des problèmes d'optimisation
	Forme générale d'un problème d'optimisation
	Problème d'optimisation sans contraintes
	Problème d'optimisation avec contraintes

	Direction de descente
	Schémas général des algorithmes d'optimisation sans contraintes
	Conditions d'optimalité
	Conditions nécessaires d'optimalité du premier ordre
	Conditions nécessaires d'optimalité du second ordre
	Conditions suffisantes d'optimalité


	Méthodes Quasi-Newton
	 Recherches linéaires D'Armijo et de Wolfe 
	 Recherche linéaire d'Armijo
	Recherche linéaire de Wolfe

	 Méthode de Newton 
	Algorithme
	Etude de la convergence
	Avantages et Inconvénients de la méthode de Newton

	Méthodes Quasi-Newton
	Dérivation des méthodes 
	Méthode de correction de rang un
	Méthode de Davidon-Fletcher-Powell(D.F.P)
	Méthode BFGS

	Convergence des méthode Quasi-Newton

	Bibliographie

