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INTRODUCTION

La théorie des équations intégrales intervient dans plusieurs domaines des
mathématiques, beaucoup des problémes dans le domaine des équations diffé-
rentielles ordinaires et partielles, la physique mathématique, les problémes des
contacts et de cinétique des gaz peut étre formulée comme une équation intégrale.
Ainsi, la théorie des équations intégrales a été un domaine de recherche actif dans
la mathématique appliquée et la physique mathématique. Dans la théorie des équa-
tions intégrales, la branche spéciale et exceptionnelle est créée par des systémes
finis ou infinis d’équations intégrales. D’une part de tels systémes sont un sujet
d’étude trés intéressant pour les chercheurs spécialisés dans la théorie des équa-
tions intégrales mais d’autre part les systémes d’équations intégrales jouent un role
trés crucial dans les applications nous référons [11, [4] [5].

L’objectif de ce mémoire est de présenter des résultats concernant ’existence
et la stabilité des solutions de certains systémes finis d’équations intégrales non
linéaires dans les espaces de fonctions continues, par utilisation de la technique
associée a la mesure de non-compacité et les théorémes du points fixes. Le concept
du mesures de non-compactité [en bref MNCs| a été introduit par Kuratowski
(1930), ces mesures sont des outils trés utiles dans le vaste domaine de 'analyse
fonctionnelle non linéaire. Le théoréme de Darbo (1955) qui assure I'existence du
point fixe est une application importante de ces mesures, puisqu’il généralise a la
fois le point fixe classique de Schauder et le principe de contraction de Banach. Ce
concept important en science mathématique a été défini par de nombreux auteurs
de différentes maniéres. Au cours des derniéres années, de nombreux articles sont
parus consacrés aux applications du MNCs pour établir des résultats d’existence et
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du stabilité pour divers types d’équations intégrales non linéaires voir |7, 8, 9] 10].
Ce mémoire comprend quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, nous avons collecté des notions de bases de ’analyse
fonctionnelle, ainsi les espaces des fonctions continues et quelque théorémes du
point fixe.

Le deuxiéme chapitre est consacreé & la théorie du MNCs surtout de Kuratowski
et de Hausdorff, et on a concentré sur un théoréme du point fixe pour les opérateurs
condensés due de Darbo.

Dans le troisiéme chapitre , on a présenter une étude d’existence des solutions
pour les équations intégrales couplées

o(t) = fi (&), y(E WD), [ ity s.2(m (), y(m(s)))ds ) |
y(t) = fo (£ 2 (&) y((&®), [ galt. s, x(na(s)), y(na(s)))ds ) |

ou f;, g:,&,mn; et B; satisfaire a certaines conditions. L’outil essentiel dans cette
étude est la technique du MNCs et le théoréme de point fixe couplé qui est une
conséquence directe du théoréme de Darbo.

Le quatriéme chapitre contient des résultats d’existence et du stabilité des
solutions pour un systéme fini d’équations intégrales quadratiques :

uy(z,y) = (x,y)—l— y) J3 [ g(t, s, u(t, s), ..., un(t, s)dsdt,
ua(x,y) = p(x,y) + ( y) [ fo (t,8,us(t, 8), ..., un(t, s),us (t, s))dsdt,

un(z,y) = p(z,y) + (Guy) (2, y) [y foy g(t, s, un(t,s), ..., Un—o(t, ), up_1)dsdt,
2)
ouzx,y € J=10,+00)x[0,b], ¢ : J — R est continue et bornée, G : BC' — BC est,
un opérateur linéaire, g : J X R™ — R est continue. Le choix du MNC utilisée nous
permet d’obtenir 'existence des solutions et méme de caractériser ces solutions
dans le terme de la stabilité.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions et résultats préliminaires
nous utiliserons dans la suite du mémoire.

1.1 Espaces métriques

Définition 1.1.1. [I7] Soit X un ensemble. Une distance sur X est une appli-
cation d : X x X — R vérifiant pour tous x,y,z € X :

1. (d(z,y) =0) & (z =y).
2. d(y,z) = d(x,y) (symétrie) .
3. d(z,z) < d(x,y) +d(y,z) (inégalité triangulaire) .

Définition 1.1.2. [i7] Un espace métrique est un couple (X,d) ot X est un
ensemble et d est une distance sur X.

Exemple 1.1.1. Soient z,y € R un espace métrique

n

di(z,y) = Z |z — yil.

=1

n

da(z,y) = (Z(xz —y)H)'2.

i=1
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doo<x7y) = Sup |x2_yz|

1<i<n

Proposition 1.1.1. [I7] On dit que deuz distances dy et dy sur le méme ensemble
X sont équivalentes s’il existe des constantes ki et ko telles que :

Va,y € X,di(z,y) < ki.de(x,y) et do(x,y) < koudi(,y).

Définitions 1.1.1. 1. Soit (X,d) un éspace métrique, soit x € X et soil r €
R’ .On appelle boule ouverte (resp. boule fermée) de centre x et de rayon
r ensemble

B(z,r) ={y € X,d(z,y) <r}.

Resp.
By(z,r) ={y € X,d(z,y) <r}.

Pour 0 < r < 11 les inclusions B(xz,r) C By(zx,r) C B(x,r!) sont des
conséquences directes de la définition.

2. On appelle spheére de centre a et de rayon r l’ensemble noté S(a,r) défini
dans X par :

S(a,r) ={z € X/d(x,a) =r}.

Exemples 1.1.1. a) R : La distance usuelle est donnée par d(x,y) = |x —
y|.Les boules sont des intervlles. Pour x € R et r € RY, on a B(x,r) =
lt —r,z+r[ et Be(x,r) =[x —r,z+7].

b) C : On remplace la valeur absolue par le module d(x,y) = |z — y|. La boule
ouverte de centre x € C et de rayon r > 0, B(x,r) est le disque ouvert de
centre x et de rayon v et By(x,r) est le disque fermé.

Définition 1.1.3. [I7] Soit (X, d) un espace métrique.On dit qu’une partie A de
X bornée s’il existe une boule fermée By(xo, 1) telle que A C By(xo,T).

Ve € A, d(zg,z) <.

Définition 1.1.4. [I7] Soient X un ensemble et (Y,d) un espace métrique. Si X
est un ensemble on dit qu’une fonction f : X — Y est bornée si son image f(X)
est bornée.On note Fo(X,Y) le sous -ensemble de F(X,Y) =YX des fonctions
bornées.
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Définition 1.1.5. [I7] Soit (X,d) un espace métrique. Soit A et B deuz parties
de X on appelle distance entre A et B la quantité

d(A,B) =inf{d(z,y),x € A,y € B}.

1

Exemple 1.1.2. Si on prend A = {0} C R et B = { 1
n

A#Bona

,n € N} tandis que

d(A, B) = 0.

Ainsi la distance entre les parties ne définit pas vraiment une distance sur P(R)
(ou P(X) en général). Il sdgit donc d’un abus de notation et il faut bien interpréter
d(A, B) comme Uinfimum de la distance entre les points de A et de B.

Définition 1.1.6. Soient E un espace métrique et A un sous ensemble de E .

1. Un ensemble A, C E est dit e-réseau de A si A C |J
boule unitée ouverte dans E.

B(zx,€), ou B la

TC€A

2. L’ensemble A est dit précompact si pour tout € > 0, il existe un e-réseau fini

de A.

3. L’ensemble A est dit relativement compact si A est compact.

1.1.1 Topologie des espaces métriques

Définition 1.1.7. [17] Soient X un ensemble quelconque non vide et P(X) [’'en-
semble des parties de X. On appelle topologie sur X toute partie T de P(X)
vérifiant les trois propriétés suivantes :

1) La réunion de toute famille d’éléments de T appartient 4 T .

2) L’intersection de toute famille finie d’éléments de T appartient o T .

3) L’ensemble vide O et X appartiennent o T .
Le couple (X, T) est appelé espace topologique de support X. Les éléments de T
sont appelés ouverts de (X, 7) ot de T .
Proposition 1.1.2. [I7] Une boule ouverte est un ouvert.

Corollaire 1.1.1. Un ouvert de (X,d) est l'union quelconque des boules ouvertes.

Définition 1.1.8. Dans un espace topologique (X, ). On appelle fermé toute
partie de X dont le complémentaire est un ouvert .
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Proposition 1.1.3. La famille F de tous les fermés vérifie :
(F1) Toute intersection des fermés est un fermé.
(F2) Une réunion finie des fermés est un fermé.
(F3) ¢ et X sont des fermés.

Proposition 1.1.4. [18] Toute boule fermée est un fermé.

Exemples 1.1.2. a) Les espaces mértiques sont des espaces topologiques.

b) Topologie discrete : tous les ensembles sont des ouverts et des fermés. C’est
la topologie associée a la distance triviale. Pour vérifier qu’une topologie est
discrete, il suffit de vérifier que tous les singletons sont des ouverts. C’est
le cas pour Z muni de la distance d(z,y) = |z — y|.

Définition 1.1.9. Soit (X, T) un espace topologique et soit x € X. On appelle
voistnage de x dans X, toute partie de X contenant un ouvert contenant x noté
V(x) Uensemble des voisinges de .

Propositions 1.1.1. i) Si (X,d) est un espace métrique et x € X, on a
V(z)={V e P(X),3r >0,B(z,r) C V}.

ii) Tout ensemble contenant un voisinage de x est un voisinage de .
iii) L’intersection de toute famile finie de voisinage de x est un voisinage de x.

vi) Tout voisinage de x conlient x.

Proposition 1.1.5. Dans un espace topologique (X, T). Un sous-ensemble O de
X est ouvert si et seulement st il est voisinage de chacun de ses points

(OeT)e (Ve 0,0 eV(x)).
Dans ce paragraphe on travaille avec un espace topologique (X, 7).

Définition 1.1.10. On appelle adhérence ou fermeture de A 'ensemble fermé
de tous les points adhérents de A noté A :

A={x e AVr>0B(z,r)NA#p}

Proposition 1.1.6. L’adhérence A d’une partie A de X est le plus petit fermé de
X contenant A.
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Corollaire 1.1.2. Une partie A de X est fermée si et seulement si A = A.

Remarques 1.1.1. Si A et B sont deux parties de X on a
1) AcCA.
2) A=A,
3) AUB=AUB.
4) AnNBC AnB.
Définition 1.1.11. On appelle intérieur de A ’ensemble de tous les points in-
térieurs de A noté A et :

A={zxe A Ir>0Bxr) C A}

Proposition 1.1.7. L’intérieur d’une partie A de X est le plus grand ouvert
contenu dans A i.e

A:OGTUO.
OcA

Corollaire 1.1.3. Une partie A de X est ouverte si et seulement si A = A.

Corollaire 1.1.4. Pour toute partie A de X on a :
C.A=C,A4 et 0, A=C,A

Remarques 1.1.2. Pour deux parties A et B de X on a :
1) Ac A.
9) A= A.
9) AnB=AnB.
yﬁuécﬁiﬁ
Définition 1.1.12. L’extérieur de A est l'intérieur du complémentaire de A noté

Ezt(A).
Ext(A) ={z|3V € V(z) /V N A = ¢}.

Définition 1.1.13. On appelle frontiére d’une partie A de X 'ensemble Fr(A) =
A\ A.
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Remarque 1.1.1. (A, Fr(A),CxA) forme une partition de X.

Déﬁniiion 1.1.14. Une partie A de X est dense dans X (ou partout dense dans
X)si A=X.

Proposition 1.1.8. A est dense dans X ssi tout ouvert non vide de X rencontre

A.

Exemple 1.1.3. Dans R muni de la topologie usuelle, [’ensemble des rationnels
Q et des irrationnels R \ Q est dense dans R.

Définition 1.1.15. On dit que = est un point d’accumulation de A si
YWV eV(x),VNA—-{z}#o.

Définition 1.1.16. On dit qu’un espace topologique (X, T) est séparable s’il ad-
met une partie dénombrable et dense.

Exemples 1.1.3. 1. Dans R, l’ensemble des rationnels Q est dénombrable et

Q=R.
2. L’espace métrique R est séparable (et on le rappelle non dénombrable).
Définition 1.1.17. On dit que X est séparé si pour tout v,y € X, v # vy, il

ewiste deux ouverts U, et Uy tels que v € U, y € Uy et U, NU, = ¢. On dit que
les ouverts U, et U, séparent les points x et y.

Exemple 1.1.4. L’espace topologique discret est séparé car si x # y alors V, et
V, sont deux voisinages de x et y disjoints.

Corollaire 1.1.5. Tout espace métrique compact est séparable.

Définitions 1.1.2. 1) Soit (X, 7) un espace topologique et soit A C X. On
appelle topologie induite par T sur A la topologie T4 dont la famille d’ou-
verts est

O.={0NA,0e 0}

2) On dit que (A,Ta) est un sous espace topologique de (X, 7).
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1.1.2 Complétude

Définition 1.1.18. [18] On appelle suite dans un espace métrique X toute appli-
cation de N dans X, notée (z,)nen -

Définition 1.1.19. On dit qu’une limate c’est Uapproximation des valeurs d’une
suite lorsque lindice tend vers Uinfini ot se raprroche d’un point au bord du do-
maine de définition .

Remarque 1.1.2. Si une telle limite existe dans ’ensemble d’arrivé. On dit que
la suite est convergente, si ce n'est pas le cas, elle est divergente.

Exemple 1.1.5.
lim v/n = +o0.

n—aoo

Définition 1.1.20. [I8]/ Soit (X,d) un espace métrique. Soit (x,),n € N une suite
de X. On dit que cette suite est convergente s’il existe v € X tel que :

Ve>0,dN eN: (VneN) ,n> N, = d(z,,z) <e.

Définition 1.1.21. Une partie F' de (X,d) est dite fermée si la limite de toute
suite convergente de F appartient a F'.

Définition 1.1.22. Soit ¢ une application strictement croissante de N dans N et
soit (xy)n une suite d’un espace métrique X alors :
On appelle sous suite ot suite extraite de la suite (x,), la suite (Ty(m))nen-

Définition 1.1.23. On dit qu’une suite (z,)nen d’un espace métrique (X, d) est
de Cauchy si elle vérifie

Ve > 0,dN. € N,Vm,n > N.,d(x,, z,) < €.

Proposition 1.1.9. :
1) Toute suite convergente est de Cauchy mais la réciproque est fausse .
2) Si une suite (x,), converge dans un espace métrique X sa limite est unique.
3) Une suite de Cauchy est toujours bornée.

4) Toute suite de Cauchy admettant une sous-suite convergente est converge.
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1

Exemple 1.1.6. La suite (x,,), = (=) est une suite de Cauchy de X =0, 1] mais
n

ne converge pas dans X, car

1
lim —=0¢ X.

n—oo 1

Définition 1.1.24. [18] Soit (x,), une suite d’un espace métrique .

Posons A, = {xg, k = n} il est évident que la suite (A,), est décroissante .

a € X est appelée valeur d’adhérence de la suite (x,), siVe >0 et Yn € N
B(a,e) N A, # 0 ot B(a,e) désigne la boule de centre a et de rayon ¢ .

Proposition 1.1.10. Soit a une valeur d’adhérence d’une suite (), alors il existe
une suile extraite (Tpm))n qui converge vers a .

Définition 1.1.25. Un espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite de
Cauchy dans (X, d) est convergente.

Théoréme 1.1.1. Soit X X Y est un espace métrique complet si et seulement si
X et'Y sont des espaces métriques complets.

Proposition 1.1.11. Soient (X, d) un espace métriqgue de X et'Y un sous espace
de X. On a les propriétés sutvantes :

1) Si (Y,d) est complet alors Y est fermé dans (X, d) .
2) Si (X,d) est complet et'Y est fermé dans (X, d), alors (Y, d) est complet.

Exemples 1.1.4.
i) X =R est un espace métrique complet pour la distance usuelle .

ii) X = Q n’est pas un espace métrique complet pour la distance usuelle .

Proposition 1.1.12. [18] Soit (X,d) un espace métrique
01) Les sous-espaces complets sont des fermés.
02) Une intersection quelconque de sous -espaces complets est compléte.
03) Une union finie de sous-espaces complets de (X, d) est compléte .
04) Toute partie compléte est fermée .

05) Dans un espace métrique complet, il y a identité entre les parties fermées
et les parties complétes .

06) Tous espace métrique compact est complet.
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1.1.3 Compacité

Définitions 1.1.3. 1. Soit (X, d) un espace métrique. Une famille d’ensemble
(Ay)ier est un recouvrement de X si U A =X.
iel
2. 80 J C1I, on dit que (Aj) ey est un sous-recouvrement de X si et seule-
ment si UAJ =X.
jed
Définition 1.1.26. On dit qu’un espace topologique (X, T) est compact s’il est
séparé et si de tous recouvrement d’ouverts on peut extraire un sous recouvrement

fini :

(X = UOZ-> — (1} c I, Jfini, X = U0i>.

iel ieJ
Définition 1.1.27. Un espace métrique(X,d) est compact si seulement si toute

suite des points de X admet une valeur d’adhérence (c’est o dire contient une sous
-suite convergente ).

Définition 1.1.28. Une partie A d’un espace métrique (X, d) sera dite compacte
si le sous espace métrique A est compact.

Définition 1.1.29. L’espace métrique (X, d) est dit pré-compact (ou totalement
borné) si pour tout € > 0, il existe un recouvrement (A;)icr fini par des ensembles
de diameétres inférieurs a e.

Définition 1.1.30. Soient X un espace métrique et A C X.
On dit que A est une partie pré-compacte de X siVe > 0, A peut étre recouverte
par un nombre fini d’ensemble de diamétre inférieur ou égal a € .

Proposition 1.1.13. Les propriétés suivantes sont équivalentes pour un espace
métrique X :

1. X est compact .

2. X est pré-compact et complet .

3. Toute suite de X admet une sous suite convergente (on dit que X est sé-

quentiellement compact).

Théoréme 1.1.2. 57 X est un espace métrique compact alors de toute suite de X
on peut extraire une sous suite convergente .
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Propriétés 1.1.1. :
01) Un compact est toujours fermé .
02) Un produit des compacts est un compact.
03) L’tmage d’un compact par une application continue est compact.
04) Toute réunion finie des parties compactes de X est une partie compacte .
05) Toute intersection de parties compactes des X est une partie compacte .

06) Tous espace métrique compact est séprable.
Théoréme 1.1.3. Tous intervalle fermé borné de R, [a,b], a,b € R, est compact.

Proposition 1.1.14. Soient X un espace métrique et A C X.S1 A est compacte
alors elle est bornée et compleéte .

Proposition 1.1.15. Soit X un espace topologique compact alors toute partie
fermé de X est compacte .

Définition 1.1.31. Soient X un espace topologique séparé et A une partie de X .
A est relativement compacte dans X si A est compacte.

Théoréme 1.1.4. Soient X un espace métrique complet et A C X.On dit que A
est relativement compacte si et seulement s’elle est pré-compacte .

Définitions 1.1.4. Soient X et Y deux espaces métriques et soit Q@ C X un
ouvert.

1. Une application continue f : Q2 — Y est dite compacte si f(Q2) est compacte.

2. FElle est dite complétement continue si ['tmage de toutes bornées est relati-
vement compacte.

Proposition 1.1.16. Une application f: X — Y est compacte si et seulement si
de toute suite (xy)nen de X, on peut extraire une sous-suite (xn, )ren telle que la
suite (f(xn,))ken converge dansY .
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1.1.4 Applications continues

Définition 1.1.32. Soient (X, d;) et (Y, ds) deux espaces métriques et f : X — Y
une application. On dit que f est continue au point a € X si :

Ve > 0,3 a tel que di(z,a) < a = do(f(z), f(a)) < e.
Définitions 1.1.5. Soient X, Y deux espaces topologiques et f une application de
X dans Y.

1. On dit que f est continue au point a € X si et seulement si f(a) est la
limite de f(x) quand x tend vers a.

2. f est continue sur X si f est continue en tout point de X.

Définition 1.1.33. Soient (X,d,),(Y,ds) deux espaces métriques et soit lappli-
cation f : X — Y entre deux espaces métriques X et'Y est dite uniformément
continue pour tous x et y dans X st

Ve > 0,36 > 0 tel que di(z,y) < 6 = do(f(2), f(y)) <e.

Théoréme 1.1.5. Soient X, Y deux espaces métriques et f une application de X
dans Y. On dit que toute fonction f continue sur un espace métrique compacte X
et @ valeurs dans un espace métrique Y est uniformément continue.

Proposition 1.1.17. Soient X et Y deux espaces métriques, vo € X et f une
application de X dans Y. On dit que f continue en xq <= f transforme toute
suite (x,)n qui converge vers xo en une suite (f(x,),) qui converge vers f(xg).

Lemme 1.1.1. Soient X, Y deux espaces métrique et f une application de X
dans Y. On dit que f uniformément continue sur X ssi :

Ve >0,3a >0/VAC X et 0(A) <a=0o(f(4)) <=

ot o désigne le diametre d’un ensemble.

Corollaire 1.1.6. Soient (X,dx), (Y,dy) deux espaces métriques alors les trois
conditions ci-dessous sont équivalentes.

i) f:X =Y est continue en tout point de X.
i) Pour tout ouvert v de (Y,dy), F~'(v) est un ouvert de (X, dx).
i1) Pour tout fermé w de (Y,dy), F~'(w) est un fermé de (X,dx).
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Remarque 1.1.3. Si [ est uniformément continue sur X alors f est continue sur
X, la réciproque est fausse.

Proposition 1.1.18. Soit (X,Y) un espace topologique, soit f,g € (X,Y) et soit
A €K, avece K=R ou C. Si f et g sont continues en a € X alors f+ g, \f, fg

sont continues en a et si g(a) # 0 alors = est continue en a .
g

Définition 1.1.34. Soient X etY deux espaces métriques et f une application de
X dans Y. On dit que f est ingective sur X si :

Vxl,xg S X,f(l’l) = f(l’g) = 1 = Ta.

Exemple 1.1.7. Soit f(z) = 2% est injective dans Ry car pour tous 1,1 € Ry si

JI% = x% alors T1 = xy 0 x4 = —Xo Mmais comme xy et xy sont positifs, forcément

Ir1 = T9g.

Définition 1.1.35. Soient X et Y deux espaces métriques et f une application de
X dans Y. On dit que f est surjective de X surY si:

VyeY,dv e X,y = f(x).
Ce qui revient & dire que :f(X) =Y.

Définition 1.1.36. Soient X et Y deux espaces métriques et f une application
de X dans Y. On dit que f est bigective de X surY si f est injective sur X et
surjective de X sur'Y :

VyeY, e e X,y = f(x).

Définition 1.1.37. Soient X et Y deux espaces topologiques et f une application
de X dans Y. On dit que f homéomorphisme si f et f~! sont deux applications
bijectives continues, (ou f~1:Y — X ).

Propriété 1.1.1. [3] S’il existe un homéomorphisme de X sur'Y', on dit que X
et Y sont homéomorphes.

Définition 1.1.38. Soient (dy, ds) deux distances. On dit que f est une isométrie
st pour tout (x,y) € X on a do(f(x), f(y)) = di(x,y).

Théoréme 1.1.6. Soit f une bijection continue d’un espace topologique compact
X dans un espace topologique séparé Y alors f est un homéomorphisme.
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Théoréme 1.1.7. Soient X un espace topologique compact, Y un espace topolo-
gique séparé et f une application de X dans Y. On dit que st f est continue alors
f(X) est une partie compacte de Y.

Définition 1.1.39. Une application f : (X,dy) — (Y, dsy) est dite lipschitzienne
s’il existe une constante k > 0 telle que, pour tout (z,y) € X2.

da(f(2), f(y)) < kdi(z,y).

Remarque 1.1.4. Toute application lipschitzienne est continue mais la réciproque
est fausse.

Théoréme 1.1.8. Toute application lipschitzienne est continue el en particulier,
uniformément continue en ce sens que pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que, pour
tout z,y € X} dX(x7y) <n—=— dY(f<$)7 f(y)) <e.

Définition 1.1.40. On dit que f : (X,d) — (X,d) est contractante s’il existe
k <1 tel que :

Vo,y € E,d(f(x), f(y) < kd(z,y) -

Proposition 1.1.19. L%image d’un espace métrique compact par une application
continue est compact .

1.2 Espaces vectoriels normés

1.2.1 [Espaces de Banach

Définition 1.2.1. Soit X un ensemble non vide . (+) et (.) deuz lois de composi-
tions respectivement interne et externe sur X. Le triplet (X,+,.) est appelé espace

vectoriel sur le corps K si les propriétés suivantes sont vérifiés : Vax,y € X et
a,B €K avece K=R ou C.

1. (X,+) est un groupe abélien .
2. alx+y)=ar+ay.

3. (a+pP)r=ax+ .

4. (aB).x = alBa) .
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Définition 1.2.2. [I8] On appelle norme sur E, toute application p de E dans
R, telle que pour tous x,y € E et A € A, on ait :

i) p(x) =0< x=0. (condition de séparation).
it) p(Azx) = |Mp(z). (condition d’homogénéité).
iii) p(r +vy) < plz)+py). (inégalité triangulaire).
Notation :On note p(x) = ||z|| ot encore p(x) = ||z||g. p(x) s’appelle norme de

x.
On dit alors le couple(E, p) est un espace vectoriel normé(e.v.n).

Exemple 1.2.1. [18] Dans K" on a trois normes usuelles.

n
lelh= 3"l
=1
n , %
s = (Zm) .
=1

2]l = max [a;].
1<i<n

Proposition 1.2.1. Soit X un espace vectoriel normé et soit H un sous espace
vectoriel de X. On dit que (H,|.||) est un sous espace vectoriel normé ot ||.|| est
la norme définie sur X.
Remarque 1.2.1. 1. si A =0, alors (it) = p(0) = 0. Donc i Uii équivaut &
p(0) =0 <= 2z =0.
2. Si on n’impose pas (i), on dit que p est une semi-norme.

Définition 1.2.3. Deuz normes ||.||1 et ||.||2 sur un méme espace vectoriel réel ot
complexe K sont équivalentes si et seulement s’il existe K1, Ko > 0 tels que :

Vo € K, Kyljzfly < [lzfls < Kol

Théoréme 1.2.1. Soit X un espace vectoriel de dimension finie,dimX =n < 0o :
a) Toutes les normes sont équivalentes .
b) Pour toute norme, les compacts sont les fermée bornés .

c) Si (X, |.]|e) est un autre espace vectoriel normé de dimension quelconque,
toute application linéaire de X dans Y est continue.
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Proposition 1.2.2. Un espace vectoriel normé est un espace métrique dont la
distance d définie par d(x,y) = ||z — y|| pour tout x,y € X sont invariants par

translation et vérifie d(\x, \y) = |[N|d(z,y), YA € R (o4 C) et Va,y € X .

Théoréme 1.2.2. (Riez) : Dans un espace vectoriel normé de dimension infinie,
la boule unitée fermée n’est jamais compacte.

Proposition 1.2.3. L’espace normé est complet en dimension finie.
L’espace normé n’est pas nécessairement complet en dimension infinie .

Définition 1.2.4. On appelle espace de Banach un espace vectoriel normé com-
plet.

Corollaire 1.2.1. Tout e.v.n de dimension finie est un espace de Banach.

Définition 1.2.5. Soient X un espace métrique et A une partie de X.0On appelle
diamétre de A noté diam(A) tel que :

diam(A) = sup d(z,vy).

z,y€A

Proposition 1.2.4. Un ensemble est borné si et seulement si son diamétre est
fini.
Proposition 1.2.5. Soient A,B C X et x € X alors :

1) d(z,A) =0z € A

2) A C B = diam(A) < diam(B).

3) diam(AA) = |\|diam(A), ¥\ € R.

4) diam(xo + A) = diam(A),Vxy € X désigne la converité dans e.v.n A.
5) diam(A + B) < diam(A) + diam(B).
(

6) diam(conv(A)) = diam(A) (conv(A) désigne la convexité dans e.v.n A) .

Dans ce qui suit K =R ou C.
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1-Espaces (P
Pour p > 1, on considére
P = {x = (z;) € K" telle que Z |z?] < oo}
i=0
pour p = 0o, on considére
0 =inf{M > 0:|f(z)] < M p.p sur K}.
¢t et (2 sont les espaces les plus importants ( usuels).

Proposition 1.2.6. :
1. L’espace (P est un espace vectoriel de dimension infinie.

2. Pour tout p > 1, l’espace P muni de l’application
x— ||lz|| = {Z || < oo}.
i=0

est un espace de Banach.

3-Espace C(B,K)

Soit. B un espace métrique compact et C'(B,K) I'espace vectoriel des applica-
tions continues définies de B dans K.

Corollaire 1.2.2. L’espace C(B,K) des fonctions continues de B a valeurs dans
K,muni de la norme

[f1loa= igﬂfg‘f@)'-

est un espace de Banach.

Définition 1.2.6. Soient X1, Xy deux espaces vectoriels normés et X = X1 x Xs
alors X est un espace vectoriel produit muni de la norme :

(1, 22)l] = [l llxy + (2]l x, -

Théoréme 1.2.3. (Ascoli-Arzéla) Soient X un espace métrique compact, Y un
espace de Banach et soit H C C(X,Y) un sous-espace muni de la norme ||.| .
On dit que H est relativement compact si et seulement si :
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1. H est uniformément borné, i.c : il existe une constante d > 0 telle que :
Vte X,Vf e H ona

[ flloo = sup | f(£)] < 0.
tex
2. H est équicontinu, i.e :

Ve>0,Jvev(t),Vse X,sev=|f(s)— f(t)|lly <eVfeH.

3. L’ensemble {f(t), f € M} est relativement compact pour tout t € X.

Théoréme 1.2.4. (Cordunuanu) Soit A C BC. Alors A est relativement com-
pact dans (BC) si :
— (a) A est uniformément borné dans BC
— (b) les fonctions appartiennent & A sont équicontinues sur R, i.e équi-
continues sur chaque compact de R.
— (¢) les fonctions de A sont équi-convergent, i.e pour

e>0,3T(e) telque : |u(t) — u(+o0)| < &gVt >T(e) et u € A.
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1.2.2 Algébres de Banach

Définition 1.2.7. Un espace vectoriel X s’appelle algébre, s’il muni d’une troiséme
opération, nommée multiplication et satisfait aux axriomes suivants
1. (zy)z = x(y=2).
2. x(y+z2)=zy+axz, (y+ 2)r =yx + zz.
3. a(zy) = (ax)y = x(ay).
4. Sl existe un élément e € X tel que ex = xe = x, quelque soit x € X, on
dit que e est unité de l'algebre X et que X est une algebre avec unité.
5. Si la multiplication est commutative, c-a-d si elle satisfait a 'axiome
Ty = yx
on dit que X est algebre commutative .
Ce sont les algébres commutatives avec unité qui feront I'objet principe de notre
étude. Toutes les algébres considérées dans ce completement seront des algébres
sur le corps C ( des nombres complexes).

Définition 1.2.8. Un espace normé X s’appelle algébre normée, s’il est une al-
gebre avec unité qui vérifier en plus des deux ariomes :

6. |le] =1.

7 zyll < llll-lyl -
Si une algébre normée X est compléte (c-a-d est un espace de Banach), on Uappelle
algébre de Banach. Une application F' : X — Y s’appelle homomorphisme de
Ualgebre X dans Ualgébre Y, si elle vérifie les conditions :

Fle+y) = Fx+ Fy. (1.1)
F(ax) = aF(x) (1.2)
F(zy) = Fuz.Fy (1.3)

Deuz algebres X et Y sont dites isomorphes, s’il existe une application bijective
F de X surY wvérifiant les condition et . Deux espaces normés X et'Y

sont dites isométriques, sl existe une application bijective F' : X — Y wvérifiant

les conditions et telles que

[Fzlly = [lo]x

Définition 1.2.9. Deux algébres de Banach X et'Y sont dites isométriquement
1somorphes, s’il existe un isomorphisme d’algébre F' : X — Y qui est en méme
temps une isométrie de X et'Y, considérés comme espaces normes .
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Exemples :

1. L’algébre C'r : soit T un espace topologique de Hausdorff compact. Dési-
gnons par Cr 'espace vectoriel constitué par ’ensemble des fonctions complexes
continues x(t) définies sur 7" muni des opérations habituelles donnant la somme
de deux fonctions et le produit d’une fonction par un nombre, ainsi que la norme

]| = max |z (t)].

[espace Cr est fourni par l'espace C™ = {(z1, ....... ,zn)} des vecteurs complexes
a n dimensions, c-a-d des fonctions sur un espace de n points. L’addition, la mul-
tiplication par un nombre et la multiplication des éléments de C™ se réalisent en
coordonnées, la norme sur C" est définie par la formule

121l = max |zi].
L’espace Cr est une algébre de Banach commutative ayant pour unité la fonction
e(t) = 1. la vérification du fait que tous les axiomes sont évidents .
2. L’algébre A des fonctions analytiques dans un disque : Désignons par A
'espace vectoriel des fonctions z(z) d’une variable complexes z définies et continues
sur le disque K = {z : |z] < 1} et analytiques a l'intérieure de ce disque.
On définit la multiplication et on introduit une norme par la formole

x| = max |z(2)].

o] = max a(2)]
Ceci fait de A une algébre de Banach commutative avec unité.
Tous les axiomes sont évidents.

1.2.3 Convexité

Définition 1.2.10. Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur R et x,y €
X. On appelle segment de X un ensemble noté et défini comme suite

[z, y] = {(1 =)z + ty,t € [0, 1]}.
Définition 1.2.11. C' C E est conveze si : Vx,y € C,Vt €]0,1]

(tz + (1 —t)y) € C.



24 Préliminaires

Exemple 1.2.2. Les boules ouvertes ou fermées sont convezes.

Définition 1.2.12. Soient C' un convere non vide de X et f: C — R.
1- f est dite conveze sur C si ¥t €]0,1[,Vx,y € C
fltz + (1 =t)y) <tf(x) + (1 —1)f(y).
2- f est dite strictement conveze sur C siVt €]0,1[,Vz,y € C,x #y
[tz + (1 =t)y) <tf(z)+ (1 =1)f(y).

3- [ est dite fortement convexe sur C s’il existe « > 0 tel que Vt €
]07 1[7vx7y e C?‘CE # y

it + (1= 1)) < t7(x) + (01— 1)7) — 5ot(1— )z — |
On dit ausst que [ est «a-convezxe.

Remarque 1.2.2. :
1. a-convexre = strictement convere = conveze.

2. [ est a-convexe sur C si et seulement si f — %oz||.||2 est conveze sur C.

Définition 1.2.13. Soit P une partie de X. On dit que ["intersection deS convezes
étant convexe. On peut parler du plus petit convexe contenant P qui est donc l'in-
tersection de tous les convexes contenant P, c’est ce que [’on appelle I’enveloppe
convezxe de P nolé :

convP = N{C,C est un convexe contenant P}.

Définition 1.2.14. On appelle combinaison convexe de X, un élément x de X

de la forme
i=1

Oun e N t=(t,...,t,) € R, et les vecteurs z; € X.

Proposition 1.2.7. :

1. Un ensemble est conveze si et seulement s’il contient toutes les combinaisons
convexes de ses éléments .
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2. 5t P C X, alors convP est ’ensemble des combinaisons converes des €élé-
ments de P :

convP = {itixi,t >0,x; € P,iti = 1}.
i=1 i=1

Définition 1.2.15. Soit X un ensemble. On dit qu’une partie M C P(Q) tribu
(0w o-algébre) sur X si, c’est une algébre fermée pour les réunions dénombrables :

i) X € M.
i) 8i A€ M, alors A® € M (o0 A® = X \ A est complémentaire de A dans
X ).
iii) Si A, € M,¥n €N, alors U A, e M.

neN

Lemme 1.2.1. Soit {M;}ier une famille quelconque de tribu sur X, alors M =

ﬂ./\/l,- est encore une tribu sur X.
icl

Définition 1.2.16. Les éléments de M sont appelés les parties mesurables de X
. On dit que (X, M) est un espace mesurable .

Définition 1.2.17. Soit (X, M) un espace mesurable .
On appelle mesure(mesure positive) sur X une application u : M — R véri-
fiant :

1. pw(@)=0.
2. Si {A,nen C M est une suite disjointe, alors

u( U An) =) u(An).

neN neN
On dit que (X, M, i) est un espace mesuré.

Proposition 1.2.8. ( Propriétés élémentaires d’une mesure positive).

1. Monotonie : S1 A,B € M et A C B, alors

1(A) < u(B).
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2. Sous-additivité : st A, € M,¥n € N alors

N(U An) < ZM(An)-

neN neN

3 St A, e M,VneNetsi A, CA,r1,Vn €N, alors

p(U An) = T pu(A,)

n—-o0
neN

4. Si A, € M,¥n €N et si A, D Apr1,Vn €N, avec pu(Ag) < 0o alors

u() An) = lim p(A,)

n—s00
neN

Définition 1.2.18. Soient (X, M) et (Y, M') deux espaces mesurables. On dit
qu’une application f: X — Y est mesurable (pour les tribus M et M’ ) si

VBe M, fHB)ec M.

Définition 1.2.19. Soit (X, M, ) un espace mesuré .
Un ensemble N € M est u-négligeable si ((N) = 0, i,e : s’il est de p-mesure
nulle.

Définition 1.2.20. Soit (X, M, u) un espace mesuré .
On dit qu’une propriété est vraie presque partout par rapport a p, (u-p.p) si elle
est vraie sur X\N, ot N est un ensemble p-négligeable.

Corollaire 1.2.3. Soient f,g : X — R deux fonctions mesurables,alors f +
g, fg,min(f,g) et max(f,g) sont mesurables.

Théoréme 1.2.5. ( La convergence dominée de Lebesgue)
Soit (f)n une suite des fonctions de L'. On suppose que

1. fu(z) = f(z) p.p sur Q.
2. Il emiste une fonction g € L telle que pour chaque n,

|fu(2)] < g(x) pp sur Q

Alors f € LY(Q) et || fn — fllzr — 0.
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Définition 1.2.21. On dit qu’une fonction mesurable f : {2 — R est intégrable

au sens de Lebesgue si :
/|f| < 0.
Q

Définition 1.2.22. Soit 2 un ouvert de R", l'espace L'(02) est l’ensemble des
fonction mesurable et intégrable sur 2 noté :

1 fllzre) = /QHf(x)]dx.

On définit en suite pour tout 1 < p < oo, [’espace :
LP(2)={f: 2 — R, f mesurable et || f||P € L'(Q)}.

Que 'on munit de la norme :

1/p
I fllze()= (/Qlf(x)|pdx) .

Lorsque p = 0o, on a la définition suivante :
L>(2)={f: 2 = R, f mesurable et Ic € R telle que : |f| < ¢ p.p}.

Que l'on munit de [ norme :

[fllze(£2) = inf{c, [f(z)| < ¢ pp}.

Théoréme 1.2.6. Soient X C R un ensemble mesurable, f,g : X — R des
fonctions intégrables sur X et a, 8 € R, alors af + Bg est intégrable sur X et

/Eaf+ﬁg=a/Ef+6/Eg.

Proposition 1.2.9. 1) Si f <g, alors [y fdu < [y gdp.
2) Si AC B alors [, fdu < [, fdu.
8) Si C est une constante 0 < C' < o0 alors [, Cfdp=C [, fdpu.
4) Si f(z) =0 pour tous x € X, alors [, fdu =0, méme si u(X) = oo.
5) St (X) =0, alors [ fdpu =0 méme si f = oco.
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6) Si f est une fonction intégrable, alors |f| est aussi intégrable et on a :

[ fdu| < [|f|dp.

Définition 1.2.23. Une fonction f : Q) x R — R est dite de carathéodory si :
i) t — f(t,y) est mesurable Yy € R.
ii) y — f(t,y) est continue Vt € R.

Définition 1.2.24. Soit p € [1,+0o0]. On appelle exposant conjugué de p (noté
q dans toute la suite ) le nombre q € [1,400] tel que % + % =1.

Proposition 1.2.10. Soit 1 < p < co. Alors Uespace LP(§2) muni de ||.||, est un
espace norme .

Théoréme 1.2.7. (Fischer-Riesz)
L? est un espace de Banach pour tout 1 < p < oo.

Proposition 1.2.11. (Inégalité de Hdélder)[13] 1 < p < 0o

Soient f € LP(02), g € LY, %+% = 1. alors f,g € L'
gl <l f el g o -

Corollaire 1.2.4. Soit f € LP(X), g € LY(X), alors f.g € L"(X) avec i—l—% =1

T

Corollaire 1.2.5. (Inégalité de Minkowski)
Pour f,g mesurables :

1+ gl < [[f1lp + llgllp-

Corollaire 1.2.6. (Inégalité de Cauchy Schwarz)
Soit f,g € L*(X, M, ), alors f.g € L*(X, M, )

1/2 1/2
.gldu < 2d 24
/leglu<(/x|f| u) (/X|g| u)

Lemme 1.2.2. (Inégalité de Fatou)
Soit (fu)n, fn: X — Ry une suite des fonctions mesurables, alors

/( lim inf f,)du < hm mf/fndu

n—-+4o00o
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Théoréme 1.2.8. (Fubini)
On suppose que F € L'(Qy x ), alors pour presque par tout x € Oy

Ploy) € Ly(@) et | Ploy)dy e L)
Qo
De méme, pour presque par tout y € €y
F(z,y) € L} (Q1) et/ F(z,y)dx € L;(Qg).
951

De plus on a :

/ da:/ F(x,y)dy:/ dy/ F(a:,y)dx:// F(z,y)dxdy.
Q1 QQ QQ Ql leﬂz

1.3 Espaces des fonctions continues

1.3.1 Espace des fonctions continues sur [a, 0]

Définition 1.3.1. Soit [a,b] un intervalle dans R. Notons Uespace C([a,b]) est
l’espace vectoriel des fonctions continues telle que :

C(la,b]) ={f : [a,b] = R; continue}.

muni de la norme

[fllee = sup [f()].

z€[a;b]

Proposition 1.3.1. On definit le produit (f.g)(z) = f(x).g(x), soit f,g € C(la, b)),
alors

1/-glloe < {[fllsc-llgloc-
Et (C([a,b]),]].]|lo0) est une algébre de Banach.

1.3.2 Espace des fonctions continues bornées sur [a, +o0]

Définition 1.3.2. soit [a, +oo[ un intervalle dans R, soit a € R,.. Notons l’espace
C([a,4+00]) est Uespace vectoriel des fonctions continues bornée telle que :
C(la, +oo]) = {f : [a,+00[— R; continue bornée}.

muni de la norme

[fllee = sup [f(z)].

x€la,+oo|
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Théoréme 1.3.1. L’espace C([a,+00[) est un espace de Banach.

1.4 Quelque théorémes du point fixe

1.4.1 Théoréme de Banach

Théoréme 1.4.1. Soit E un espace de Banach et soit A : E — E une application
contraction i.e Ve, x € E,dk,0 < k < 1 telle que

|Az — AZ|| < k||lz —Z||.

Alors dx* tel que Ax* = x* ou x* est un unique point fize de A.

1.4.2 Théoréme de Schauder

Théoréme 1.4.2. [25] Soit C' un sous-ensemble convexe, fermé, borné, non vide
d’un espace de Banach E et T : C — C une application compacte, alors T admet
au moins un point fize.

Corollaire 1.4.1. Soit C un sous-ensemble convere, compact, non vide d’un es-
pace de Banach E et f : C — C une application continue, alors f admet au moins
un point fize.

Corollaire 1.4.2. Soit C' un sous-ensemble convexe, fermé, non vide, C non néces-
sarrement borné d’un espace de Banach E et f: C — C une application continue
telle que f(C) inclus dans un compact de C, alors f admet au moins un point fize.

1.4.3 Théoréme de Krasnoselskii

Théoréme 1.4.3. [2]] Soit M une partie fermée, conveze, non vide d’un espace
de Banach E, el
A:M — FE, B: E— E deuz opérateurs tels que :
(i) B est condensé avec constant k < 1.
(i) A est continu, et A(M) inclus dans un compact de E.
(11i) [x = Bx + Ay,y € M] =z € M.
Alors Jy € M/ Ay+ By =1y.

Théoréme 1.4.4. Soit S une partie fermée, bornée, convexe, non vide de [’algébre
de Banach E et soit A, B : S — FE deuz opérateurs tels que :
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(a) A est lipschitzien avec constant k.

(b) B est complétement continu.

(¢c) kM <1 ot M = ||B(S)| = sup{||Bu|,u € S}.
Alors Uéquation AuBu = u admet au moins une solution et l’ensemble de toutes
les solutions est compact dans S.



CHAPITRE 2

MESURES DE NON COMPACITE

Dans ce chapitre on présente quelque définitions et notions préliminaire sur
la mesure de non compacité comme la mesure de Kuratowski et Hausdorff sur
les ensembles bornés et les opérateurs condensés, nous présenterons également
quelques propriétés fondamentales ainsi que quelque théoremes associés a la mesure
de non compacité.

2.1 Mesures de non compacité

2.1.1 Notion générale du mesure de non compacité

Définition 2.1.1. [22] Soit 'application p : M — [0, 00|, on dit que p est mesure
de non compacité (MNC) dans Uespace de Banach E si elle satisfait les conditions
suivantes :

1. L’ensemble ker (u) = {X € M : u(X) = 0} est un ensemble borné, non
vide et ker (u) C M et comme u(X) =0 alors X est relativement compact

Si X CY = u(X) < puly).

(X)) = p(X).

pAX + (1= NY) < Ap(X)+ (1 —)uY), YA € [0,1].
pconv(X)) = p(X).
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6. Si (Xn)nen est un ensemble des suites de M telle que X, 1 C X, pour
n=1,2,... , et lim pu(X,) =0, alors Xoo = N2, X,, # & et X € ker(p).
n—oo

Exemple 2.1.1. [22] Soit E un espace de Banach, les fonctions :

0 st 2 est totalement borné
P1(82) = {

1, autrement

et
Yy = diamf).

Sont des MNC au sens de la définition générale.

Exemple 2.1.2. Soient 1, ...,¢, des MNCy dans E a valeurs dans Qq, ..., Q,
respectivement et soit ’application F : Q1 X ... X Q, — Q la fonction ¢ : E — Q)
définie par (Y(2) = F(11(Q), ..., 1, (Q)), appelée produit de MNC est une MNC.
Ses propriétés sont déterminées par les propriétés de 1, ...,1, et de la fonction F.

2.1.2 Mesure de non compacité de Kuratowski et de Haus-
dorff

Définition 2.1.2. [22] La mesure de non compacité(MNC) de Kuratowski o ()
d’un ensemble borné Q) est la borne inférieur des nombres d > 0 tel que € soit
recouvert par un nombre fini d’ensemble de diamétre inférieur ou égala a d.

a() =inf{d > 0,Q C U ,Q;, diam(§;) < d}.

Définition 2.1.3. [22] La mesure de non compacité de Hausdorff x(2) d’un
ensemble borné Q) est la borne inférieur des nombres e > 0 tel que [’ensemble () ait
un e-réseau fini dans F.

X(Q) =inf{e>0,3(z;)",Q C UL B(z;,€),n € N}.
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Propositions 2.1.1. [22] Soient E un espace de Banach et Q, Qq, QoC E des
ensembles bornés . On note ¥ la MNC de Kuratowski ou de Hausdorff, alors 1
vérifie les propriétés suivantes :

@)
b)
¢)
d)
¢)

f)

g)
h)
i)

Régularité : () = 0 si et seulement si Q est relativement compact.
Non-singularité : () =0 si Q0 est un singleton.
Momnotonie : si Q0 C Qy alors Y(Q1) < ¥(9,).
Semi-additivité : V{Q U Q} = max{(21),1(Q) }.
Propriété Lipschitzienne : |1(21) — (Q22)| < Lyp(€h — Q2), ot
L,=2L,=1 etp désigne la distance de Hausdorff :
p(Q1, ) =infle>0:Q CQ +eB,Q CQy+eB}.

Continuté : pour tout QQ C E et pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tels que
[V(2) — ()| < € pour tout Qy satisfaisant p(€2, 1) < 9.
Semi-homogénéité : (tQ)) = [t|(Q) pour tout réel t.
Semi-additivité algébrique : (2 + Qo) < P(Q) + P (Qa).

Invariance par translation (2 + zo) = () pour tout xo € E.

Preuve : On démontre cette proposition seulement pour la MNC «, la preuve
est similaire pour x :

a)

Supposons que {2 est relativement compact, alors d’aprés le théoréme (1.1.1),
Ve > 0, il existe une famille finie {z1,...,xy.} d’élément de E telle que
QC Uj-vzle(xj,e) alors «(£2) = 0. Réciproqument , si a(Q2) = 0 d’aprés le
méme théoréme, on conclut que €2 est relativement compact.

Tout singleton est relativement compact.

Soit {Q2,...,922} un recouvrement de 2, tel que diam(Q?) < d,i =1,..,n
alors il est claire que c’est un recouvrement de €y et par suite a(§2;) <
Oé(QQ).

Posons Q@ = Q3 U Qy et a = max{a(Q),a(2)}, comme Q; C Qi =
1,...,n, d’aprés la monotonie de a on aura a(€;) < a(Q2), donc a < ().
Réciproquement, montrons que «(f2) < a. Pour tout €7, il existe un
recouvrement {Qf, ..., } de Q; tel que diam(Q}) < a(Q) + € < a+e,
pour i = 1,2, et j = 1,...,n;, on remarque que ces ensembles (2% forment un
recouvrement de €, alors a(£2) < a+ ¢, et par suite a(2) < a puisque € est
arbitraire .
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e) Posons p(€2, ) = e. Comme Q; C Qy + €B alors diam(2;) < diam(Qy +
2¢), d’ou diam(Q1) < a(Qy) + 2¢, et par suite (1) < () + 2¢. De la
méme maniére, nous obtenons a(€s) < () + 2¢. Et par suite obtient
| (1) — ()] < 2e.

f) On sait que toute fonction Lipschitzienne est continue.

g) Est trivial pour ¢ = 0.

Sit =0, alors :

a(tQ)

h) Soit {Q, ...,

inf{d>0:tQ c U",Q;, diam(§;) < d}
1 1
inf{d>0:QcC U;’llgﬂi, ]t|diam(;Qi) < d}
1 1 1
. ! m 1 . 1 / / 1
inf{lt|d >0:Q C Ui:leiﬂ dzam(gQi) <d},d = —d.

t]
It ().

QL } un recouvrement de Q; et {Q? ....Q2} un recouvrement

de Q, alors les ensembles Q} + Q? forment un recouvrement de Q; + 5 de
plus diam(Qy + Qs) < diam(y) + diam(Qy) et par suite a(Q; + Qy) <

a(Q) + a(Qs).

i) La propriété se déduite du fait que diam(S2 + xo) = diam(€2).

Théoréme 2.1.1. [22] Soient E un espace de Banach et B sa boule unité.
- Si E est de dimension finie, alors a(B) = x(B) = 0.
- Si dimE = 0o, a(B) =2 et x(B) = 1.

Preuve : - Si dimFE < oo, B(0, 1) est relativement compacte = elle est totalement
bornée = x(B(0,1)) =0

-Soit dimFE = oo :

On doit montrer que x(B(0,1)) =177

On a x(B(0,1)) <1
Car B(0,1) C B(0,1)

Supposons que x(B(0,1)) =¢ <1
Et soit e > 0 tel que ¢ +€ < 1

I(z;),,B(0,1) C

U;L:IB(‘TZ'? q + 6)
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11 résulte :

q = x(B(0,1)) X(ULy B(wi, q + €))
maz<i<n X (B(Ti, ¢ + €))
maxa<i<n)X (i + B(0,q + €))
xB(0,q +¢€)

(¢ +€)x(B(0,1))

(q+¢€)q

VAN VAN VAR VAN VAR VAN

Il résulte ¢ < q(q + €) = g = 0 contraction car dimE = oo
Ainsi : x(B(0,1)) = 1.

Théoréme 2.1.2. [22] Les MNC; « et x sont invariantes par passage & l’adhé-
rence et a [’enveloppe conveze i.e :

»(Q) = »(Q) = P(co?).

Preuve

() = () est évident .

Si S est un e-réseau totalement borné de co(2) done :

X(€) = x(coQ).

Pour prouver que a(2) = a(cof)), on suppose que 2 = U, et diam$Qy, < d,Vk
il est claire que co(2) = U L Apeo(Q) ot Ay < 0 et D", Ay = 1, avec une
précision arbitraire d(e) au sens de la métrique de Hausdorff

(lim 6(e) = 0)

e—0

I'union de toutes les sommes peut-étre approchée par union finie des sommes de
méme forme, dans les quelle A parcourt un e-réseau fini J(e).
D’aprés les propriétés de MNC « on obtient :

a(cof)) = a(Uyes, Z Acofd) < a(Unes, Z AkcoSd) + 26 ()
k=1 k=1

= max a(z AkcoQ) + 20(€) < max Z AkcoS) + 20(e).

k=1 k=1
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Puisque diam(co€Y;) = diam§); < d, on conclus que :
a(coQ)) < d+20(e).

Donc :
a(cof)) < a(9).

Théoréme 2.1.3. [22] Les MNC de Hausdorff et Kuratowski sont liées par la
formule

X(2) < a(R2) < 2x(9)

Dans la classe de tous les espaces de dimension infinie, ces inégalités sont nettes.

Preuve :
Soit {Q" , } un recouvrement de  avec diam(€);) < d et siz; € €, alors {xy, ..., x,}
est un d-réseau de ).
La deuxiéme inégalité se déduit du fait que si {x1, ..., 2, } est un e-réseau fini de €
alors {Q N (x; + eB)}, est un recouvrement de €2 par des ensembles de diamétre
2¢, alors a()) < 2e.

2.2 MNCs dans les espace des fonctions continues

2.2.1 MNC; dans Cla,b]
Théoréme 2.2.1. [22] Soit Q) ensemble borné dans Cla,b] alors :

1.
X(@) = 5 lim {ilelg {ggggé |z — xﬂl} } :
Jort+r),a<t<b—r
w(t) = { z(b) b—r<t<b
Preuve :
Soit € > 0, on construire un fini de [y(Q) + €¢]— net E de ensemble Q, soit z € Q)

et y € E tel que ||z — y|| < x(Q) + ¢, on pose 6 > 0 tel que r € [0, d] alors

e = 2|l <z =yl + lly — vell + lly — 2|
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<2z =yl +lly — |
<2 2 -
< 2x(Q) + 2¢ + max [ggggs ly yTH}

Par conséquent :

_ < _
Sup [gggg%Hx er} < 2x(Q) + 2¢ + max [Org% ly yTH}

Lorsque 0 — 0 et comme E famille finie et équicontinue, on obtient :

lim {sup [max |z — xr||} } <2x(Q) + 2¢

6—0 z€Q 0<r<é

Donc

%lim {sup {max ||z — %H} } <x(Q) +e

50 | zeg [0<r<o
€ étant arbitraire on a 'inégalité

% lim {sup [max Iz — xr||] } < X(Q).

00 | zeQ [0<r<s

Pour I'inégalité inverse, nous assurrons que les fonctions x € () sont prolongées du
segment [a, b] de R par
z(a),t <a
t) =
e (t) { z(b),b < t
Définissons les opérateurs Ry, et P, (h > 0) par les formules respectives

(Rpx) () = %(max{x(s) :s €[t —h,t+ h]} +min{x(s): s € [t — h,t + hl]}).

Et

1 t+h
(Ppx) (t) = o /t_h x(s)ds.
Alors I'ensemble P, R (Q) est relativement compact en C(|a,b]), nous prétendons
que il constitue un (go,/2) — net de 'ensemble @) ou

Gon, = sup (max ||z —x,| .

z€Q
0<r<s
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En fait

1 t+h 1 t+h
IPR(@I = mas |7 | (Raa) (s)s = 5 [ty

Si |t—s|§h,alorsona

< 1 max /t_h (Ruz) (s) — 2(t)] ds

min{x(r) : r € [t — s,t + 5]} < z(t) <max{x(r):r et —s,t+s]}

Par conséquent

1
(o) () = a(t)] < 5 mmass [lo = 2| < g

De ceci (2.2.1), il s’ensuit que x(Q) < = lorsque h — 0

(@) = 3 iy fsup [ o 1] |

EQ 0<r<

Cela la preuve est compléte.

2.3 Opérateurs condensés

Définition 2.3.1. [22] Soient E; et Ey deux espaces de Banach, et soient 1 et
Yo deur MNCy dans Ey et Ey respectivement,a valeurs dans un ensemble partiel-
lement ordonné (Q, <).
1. Un opérateur continu f : D(f) C Ey — Ey est dit (11,12)- condensé si
QC D(f), () <o f(2)) implique Q est relativement compact.

2. Supposons que sur @) est définit une opération de multiplication par un
scalaire non négatif. Un opérateur continu [ est dit (q,11,12)-borné si
pour tout Q C D(f) :

Ua(f(2) < g1 ().
Quand Ey = Fy et 11 = 1y nous dirons 1;-condensé et (q,11)-borné.
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Exemples 2.3.1. [22]

1. Tout opérateur complétement continu défini sur un ensemble borné de Ba-
nach E est 1-condensé, ot 1y est définie par :

0, st est relativement compact
(@) =
1, autrement

2. Une contraction définit sur des ensembles bornés est 1g-condensé ot 1o
est définie du méme exemple par : ¥9(Q2) = diam(S2). En effet, soit )
tel que diam(Q) > 0, puisque f est contractante alors Ik € [0,1] tel que
1f(z) = f)ll < kllz —yll,Vo,y € Q, par suite

diam[f ()] < kdiam(Q2) < diam(£2).

L opérateur f est ainsi Y9-condonsé.

3. Les opérateurs complétement continus et les contractions sont a-condensés.
De plus un opérateur completement continu est x-condensé.

4. Plus généralement, si 1) est une MNC réguliére, tout opérateur complétement
continu est W-condensé.

5. Sotent deux opérateurs f,q : E1 — FEy tel que [ est compétement continu et
g est contractante, alors la somme h = f + g est un opérateur a-condensé.
En effet, soit Q un ensemble borné dans Ey. On a d’un part, a(g(Q2)) <
a(QY), d’autre part, comme [ est complétement continu, o(f(2)) = 0, par
conséquent :

a(h(2)) < aff(Q) +9(Q)] < alf(Q)] + alg(Q)] < a().

Définition 2.3.2. [22]
a) Soit T : D(T) C X — X un opérateur continu et o(.) la mesure de non
compacité de kuratowsk: dans X, pour tout k > 0 .

1) On dit que T est un k— ensemble — contraction (opérateur contractive),
si pour tout ensemble borné A de D(T), T(A) est un sous-ensemble borné
de X
o(T(4)) < ka(A).

2) On dit que T' est non expansive, si pour tout sous-ensemble borné A de
D(T), tel que a(A) > 0, T(A) est un sous ensemble borné de X et

a(T(A)) < a(A).
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b) Soit T : D(T) C X — X un opérateur continu et soit x(.) la mesure de
non compacité de Hausdorff dans X. Pour tout k > 0, on dit que T est k—
boule -contraction si pour tout sous ensemble borné A de D(T), T(A) est
un sous-ensemble borné dans X, el

X(T(A)) < kx(A).

Propositions 2.3.1. [22]

(a) Sila MNC v est réguliere, alors tout opérateur (q, v, 1q)-borné avec q < 1
est (11,19)-condonsé.

(b) Soient fi un opérateur (qi,11,12)-borné et fo un opérateur (qq,wq,1)s3)-
borné alors lopérateur fo o f1 est (q1qa, Y1, Y3)-borné.

(c) Soient fi un opérateur (qui)y1,12)-borné et fo est un opérateur (qaiby,1s)-
borné, de plus la MNC 1), est algébriquement semi -additive et monotone,
alors la somme f1 + fo est un opérateur (qiqa, 1, 102)-borné.

(d) Si f1 est un opérateur (11,1)-condonsé, fy est un opérateur (g, 13)-condensé
qui transforme les ensembles relativement compacts en des ensembles com-
pacts, Py et 1y sont des MNC' régulieres et 'ensemble Q = [0,00) alors
Popérateur composé fy o fi est (11, 1)3)-condensé.

(e) SiQ =[0,00) et 1y est semi-additive alors l'ensemble des opérateurs (1y,1)s)-
condensées est convere.

Preuve :

(a) Les inégalités ¢ (Q) < ¥o(Q) < qip1(R2),¢ < 1, impliquent ¢4 (Q2) = 0. Par
régularité de 1y, () est relativement compact .
(b) Tl claire que ¥3[(f2 0 f1)(Q)] < qua[f1(2)] < q1g2101 ().

(c) Comme (fi1(Q) + f2(Q2)) C f1(2) + f2(€2), de la monotonie et de la semi-
additivité algébrique de ¥ nous obtenons :

Vo[ (f1+f2) ()] < ol f1(Q)+f2(Q)] < ol f1(Q)]+2[fo(Q)] < (q1+q2)Y1(2).

(d) Pour montrer que fyo fi est (1, 13)-condonsé, nous utilisons la contraposée
de la définition des opérateurs condonsés. Supposons {2 n’est pas relative-
ment compact alors o[ f1(2)] < 11(£2).
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e Si f1(€2) n’est pas relativement compacte alors ¥3[(f20f1)(Q)] < ¥o[f1(Q)] <

().
e Si f1(Q) est relativement compacte, par hypothéses, fo[f1(€2)] est aussi re-
lativement compacte, et par régularité de s, 1¥9{ fo[f1(Q2)]} = 0. D’autre

part 11(€) > 0, car {2 n’est pas relativement compacte et 1; est réguliére,
dans ce cas aussi

Y3[(f2 0 f1)(Q)] < P1(Q).

(e) Soient fi et fy deux opérateurs (¢, 1,)-condensés et soit A € [0, 1]. Consi-
dérons l'opérateur fy = Af; + (1 — A\)fa, nous devons montrer que fy est
(11, 19)-condensé, pour cel, considérons un ensemble 2 tel que

Vo[ ()] = 1 (). (2.1)

Par définition de fy, nous obtenons l'inclusion f)(Q) C co{f1(Q) U f2(Q)},
alors ¥o[ 2 ()] < ¥2lco{/1(2) U f2()}] = ¥[/1() U f2(Q)]. Et puisque ¢,

est semi-additive, on aura

Yo f()] < max{aha[f1 ()], 2 f2()]}. (2.2)

Comme [0,00) est totalement ordonné, la coté droite de (2,2) est soit
o[ f1(q)] ou soit s f2(£2)]. Supposons que c¢’est o[f2(2)] donc (2,1) et
(2,2) impliquent

o[ f2 ()] = 1 (€2).

Le fait que fy est (11, 12)-condensé nous entraine que ) est relativement
compact.

2.3.1 Théoréme du Darbo

Théoréme 2.3.1. [22] Soit Q un sous-ensemble borné non vide, fermé et conveze
d’un espace de Banach E, et'T : (Q — @ un opérateur continu tel que

V(TX) < kp(X).

Pour toute partie non vide de QQ ou k € [0,1[. alors T admet au moins un point
fize dans Q. [y désigne la MNC' définie sur E|

Remarque 2.3.1. [22] Notons par FixT [’ensemble de tous les points fizes de
Uopérateur T qui appartiennent a (). L’ensemble FixT appartient a la famille

keri.
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2.3.2 Théoréme du point fixe couplé

Définition 2.3.3. [1/ Un élément (x,y) € X x Xest appelé un point fize couplé
d’une application F': X x X — X si F(x,y) =x and F(y,z) = y.

Théoréme 2.3.2. [1 Soit X1, Xo, ..., X, des espaces de Banach et py, fia, ..., fin
des mesures de non-compacité dans X1, Xo, ..., X,, respectivement. Supposons que
la fonction £ : R — Ry est conveze avec &(aq,as, ...,a,) = 0 si et seulement si
a; =0 pouri=1,2,3,...,n alors

M(D) = £(MI(D1)7H2(D2>7 7:“71(Dn>>

Définit a une mesure de non-compacité dans l’espace produit X1 X Xo X ... x Xn
avec D; la projection naturelle de D dans X, pouri=1,2,....n.

Remarque 2.3.2. [/ I est clair que l'espace produit BC' x ... x BC' devient un

-~
n

espace de Banach s’il muni de la norme

n
(s )| = Y ill e
i=1

Théoréme 2.3.3. [I] Soit C' un sous-ensemble non vide, borné et fermé d’un
espace de Banach E et p une mesure de la non-compacité arbitraire sur E. Si
EF, : CxC — C pour i = 1,2 sont des opérateurs continus et il eriste une
constante k € [0;1) tel que

p(Fi(X1 x Xz)) <k maz{p(X1), n(X2)} (2.3)

Alors pour tout sous-ensemble X1, Xy de C, il existe x*,y* € X telle que
F LY
{ l(x Y ) ) (24)

preuve(l]
On considérons 'opérateur continu F' : C'x C' — C' définit par Fy(z,y) = F(z,y)
et Fy(x,y) = F(y,x) et un opérateur F': C' x C' — C x C définit par

Fa,y) = (Fi(z,y), Fa(z,y)).
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Montre que g = mazx{u(X1),u(Xs)} est une mesure de la non-compacité dans
Iespace C' x C', ot on note X;,7 = 1,2 les projections naturelles de X. Soit X
sous-ensemble non vide de C' x C' alors on obtient

A(F(X) < H(F(X) x X3) x Fy(X1 x X3))

maz{p(F1(X1 x X2)), p(F2(X1 x X3))}

max{k maz{p(X1), u(X2)}, k maz{p(Xa), p(X1)}}
KRI(X).

Puisque zi est aussi une mesure de non-compacité, donc toutes les conditions de
théoréme (2.3.2) sont satisfaits. D’ott F' admet un point fixe, i.e, il existe 2*, y* € X
tels que

VANVAN

($*7y*) = F(x*ay*) = (Fl(x*vy*)7F2(x*ay*))7
Donc (x*, y*) est la solution de (2.4).
Corollaire 2.3.1. [1] Soit C un sous-ensemble non vide, borné et fermé d’un
espace de Banach sur E, p une mesure de non-compacité arbitraire sur E et F :
C x C — C un opérateur continu. Supposons que :

(I) 1l existe des constantes positives ki, ky avec ki + ky < 1 telle que
p(F (X1 x X2)) < kip(Xq) + kap(X2)
ot
(IT) 11 existe une constante k € [0,1) telle que
p(F (X1 x Xo)) < k max{p(X1), n(X2)}
Alors pour tout sous-ensemble X1, Xo de C, F admet un point fize couplé.

Théoréme 2.3.4. [J]] Soit C' un sous-ensemble non vide, borné et fermé d’un
espace de Banach E et u une mesure arbitraire de non-compacité sur E. Si F
C™ — C' est un opérateur continu et qu’il existe une constante k € [0,1) telle que

p(F (X1 x Xo x ... x X)) < kmax(pu(Xy), w(Xa), ..., u(Xp))

Pour tout Xy, Xs, ..., X,, de C, alors l'opérateur F admet un multiple point fize
dans C, c’est-a-dire qu’il existe x3, 25, ...,z € C tels que

F(at, x5, ..., 2%) = a7,

F(ab, of, ..., xk, x]) = x5,

cey ns

* 0k % * * %
F(xt, xf,xy, . a5k )=k,



CHAPITRE 3

LEXISTENCE DES SOLUTIONS POUR UN SYSTEME
D'EQUATIONS INTEGRALE COUPLEES

Dans cette section, nous énoncons et prouvons certains résultats d’existence des
solutions des systémes d’équations intégrale couplé (1).Appliquons des opérateurs
de condensation dans les espaces de Banach.

Définition de la MNC
Soit X € BC(R") et T > 0, pour z € X et € > 0, on désigne par w’ (z,¢)
le module de continuité de la fonction X sur Uintervalle [0, 7] i.e

wl(z,e) = sup[|z(t) — z(s)|, t,s €[0,T], |t —s| <¢]
En suite, nous mettons :
w'(X,e) = sup [w'(z,¢);2 € X]
W (X) = lm " (X ¢)
wo

E—

X) = Jim «f(X)

En plus, on pose :
506) = i {supfsuple(o) e > 7]} }

Finalement, on définis la fonction p sur la famille Mpc) par la formule :

p(X) = wo(X) + B(X)
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3.1 Résultats d’existence

Théoréme 3.1.1. [1] Supposons que les conditions suivantes sont remplies :

(1) &,mi, Bi - Ry — Ry (i = 1,2) sont continus et & — oo quand t — oo pour
i=1,2.

(i) fi : Ry X RXxR XR — R pour i = 1,2,....,n sont continus. De plus,
il existe une constante k € [0,1) et des fonctions continues croissantes
®,: Ry — R, avec ©,(0) =0,i=1,2,....n, telle que

|fi(t, 2,y 2) = filt, u, 0, w)| < k maz{le—ul, ly—v|}+Pi(mi(t)|z—w]) (3.1)
Ot m;(t) : Ry — Ry sont des fonctions continues.
(iii) Les fonctions | f;(t,0,0,0)| pour i = 1,2 sont bornées sur R, c’est a dire

M; = sup{fi(t,0,0,0) : t € R, } < 0. (3.2)

(iv) g =Ry xR, xR XR — R pour i = 1,2 sont continus et il existe une
constante positive D telle que

sup{m;(t)
(3.3)
De plus
Bi(t)
B ons0)| [ a5 5)) w0 (30) = g5 5)). o)) =

(3.4)
Uniformément par rapport & x,y,u,v € BC(R) pour i =1,2.
Alors le systéme d’équations (1) admet au moins une seule solution dans
Uespace BC(R;) x BO(Ry).

Preuve
[I] La preuve se fait en deux étapes.

étape 1 : G; : BO(Ry) x BC(Ry) — BC(Ry) définit par

Bi(t)
Gi(z,y)(t) = mi(t)/o g9i(t, s, x(mi(s)), y(mi(s)))ds (3.5)

Bi(t)
/ ailt, s, 2(ns(s)) y(m(s))ds| : t € Ry, 2,y € BO(R,),1 < < 2} < D.
0
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Pour i = 1,2 des opérateurs continus et compacts .

On fixe 1 <1< 2.

Notez que la continuité de G;(z,y)(t) pour tout = € BC(R;) x BC(Ry)
est évident.

De plus, par (3.3), G; est un opérateur sur BC(R,) x BC(R;) en BC(R,).
Maintenant, nous montrons que G; est continue, pour cela nous prennons
z,y € BC(R,) et € > 0 arbitraire, nous considérons u,v € BC(R,) avec
|z —ul|| < eet|lv—1yl| <e, alors on obtient

Bi(t)
|Gi@, y)(t) — Gi(u,v)(1)] S‘mi(t)/o 9i(t, s, x(ni(s)), y(mi(s)))ds

Bi(t)
mit) / gi(t, 5, u(i(s)), (mi(s)))ds

Bi(t) (3.6)
Smxt)\ [ ottt o))

—gi(t, s, u(ni(s)), v(ni(s)))]ds|.

De plus, on considérant la condition (iv), il existe T' > 0 tel que pour ¢t > T
on a

|Gi(2, y)(t) — Giu, v)(1)] < e
Donc si t € 0,77, alors de (3.6) il s’ensuit que

|Gz, y)(t) = Giu, v)(8)] < mrbri(e)

Br = sup{fi(t) : t € [0,T],1 <i <2},
my = sup{m;(t) : t € [0,T],1 <i <2},
b= maz{|[z]], [lyl[} + e,
d(e) = sup{|gi(t, s, z,y) — gi(t,s,u,v)| : t € [0,T],s € [0, Br],
x,y,u,v € [=b,b], |x —ul < e |y —v| < e}

En utilisant la continuité de g; sur l’ensemble compact[0,7] x [0, 87| x
[—b,b] x [—b,b], on obtient ¥(e) — 0,quand € — 0. Ainsi, G; est une fonc-
tion continue de BC'(R) x BC(R,) sur BC(R).
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Soit X7, Xo deux sous-ensembles non vides et bornés de BC(R,) et suppo-
sons que 1" > 0 et € > 0 sont choisissent arbitrairement.
Soit t1,ts € [0,T], avec |ty — t1] < € et x,y € X, on obtient

Bi(t2)
|Gi(z,y)(t2) — Gi(z,y)(t1)] S‘mi(tl)/o‘ 9i(ta, s, 2(mi(s)), y(ni(s)))ds

Bi(t1)
—milts) / gi(tr. 5. 2(1i()). y(mi(s)))ds

<mr

Bi(t2)
/0 (9s(te, 5, 2(1(5)), 400 (5)))

—9i(t1, 5, 2(ni(s)), y(mi(s)))]ds

Bi(t2)
e /ﬁ ., Gt (), vin)ds
i (t1

SmTﬁT‘ug(gia €) + mTUfWT(ﬁu €),

(3.7)
Ou
r = max{sup{||z| : x € Xy}, sup{||z| : € X>}}

w' (Bi,€) = {IBi(t1) — Bi(ta)] : ta, b2 € [0,T], |t — ta| < €},
WrT(gz',f) = Sup{|gl(t27 Sax>y) - gi(tbS?may)’ : t1>t2 € [O>T]7 ’t2 - tl‘ < €,
T,y € [_Tv T],S € [07BT]}7
Uy = sup{lgit,s,z,y)| : t € [0,T],s € [0, Br], x,y € [-r,7]}.
Comme (x,y) est un élément arbitraire de X; x X, dans (3.7) donc on

obtient
WG (X, x X3),€) < mpBiw! (i, €) +mpUrw” (B, €). (3.8)

D’autre part par la continuité uniforme de g; sur [0,7] x [0, Br] x [—r, 7] X
[—r, 7], on obtient w!(g;,€) — 0 quand ¢ — 0 et a cause de la continuité
uniforme de 3 sur [0, 7], on déduit que w?(3,€) — 0 quand € — 0.

Donc on obtient

mTBTw7T<gia 6) + mTUfwT(ﬁ7 6) — Oa
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étape 2

Quand € — 0 et
wd (Gi( X, x X3)) =0,

On obtient
WQ(GZ‘(Xl X X2)> =0 (39)

Enfin, pour (z,y), (u,v) € X; X X5 arbitraire et ¢ € R, on a

Bi(t)
\Gxx,y)(w—@(u,v)@)\Smxt) [ ottt (5

—gi(t, s, u(ni(s)),v(n:(s))))ds (3.10)

<m;(t)0i(t),

Ou
0i(t) = sup{' SO, 5, 2(mi()), y(0:())) = ga(t, 5, u(mi(s)), v(mi(s))]ds|
z,y,u,v € BC(R;)}

Comme (z,y), (u,v) et t sont choisissent arbitrairement dans (3.10).
On conclut que

diamG;( X1 x Xo)(t) < m(t)0(t). (3.11)
On prenant ¢t — oo dans l'inégalité (3.11), en utilisant (iv).
On en déduit que

lim sup diamG;(X; x X3)(t) = 0. (3.12)

t—o00

De plus, on combinant (3.9) et (3.12).
Nous obtenons

lim sup dmel(Xl X Xg)(t) + UJO(GZ‘(Xl X XQ)) =0

t,s—00

Ou équivalent
/,L(Gl(Xl X XQ)) =0

Ainsi, GG; est un opérateur continu et compact .

. 11 existe ry € Ry tel que les opérateurs T} : B,, X B,, — B,,(i = 1,2)
définiS par

B(t)
(3.13)
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sont bien définit ou G; sont donnés par (3.5) et

Fi(z,y)(t) = k max{z(t),y(t)},

Pour i=1,2.
On utilisant les conditions (i) - (iv), on fixe t € R, arbitraire et i = 1, 2.
On obtient

T3z, y) ()]
<

Bi(t)
fi(t> I’(&(t)), y(ﬁz(ﬂ)? /O gi(t> S, x(nz(s))v y(nz(‘s»d‘s) - fi(ta 07 07 0)

+|fz(t70a070)|
Sk max{‘x<§z(t>>|7 ’y<§z(t>>|} + ’fi(t7 07 07 0)|

Bi(t)
+o; (mz(t) /0 9i(t, s, x(ni(s)), y(mi(s)))ds )
<k maz{|z|, ly|} + M; + ®;(D).
(3.14)
Donc
1 Ti(z, )l <k maz{||z|, lyl[} + M; + (D). (3.15)

D’aprés (3.15), on a T3(B,, x B,,) C B,, pour

Ensuite, d’aprés la condition (ii) du théoréme 3.2.1, il est évident que F; et
F;(x) pour x € BC(R,) sont des fonctions continues sur BC(R,) et (R,),
respectivement, et pour i = 1,2, x,y,u,v € BCO(R,) et t € (Ry).
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On obtient

T3z, y)(t) — Ti(u, 0) ()] =

Bi(t)
fi (t,fﬁ(fi(t)%y(&(t))’/o gi(t,3733(771'(8))&(7%(8))%))

Bi(t)
— fi (t,u(&,-(t)),v(fi(t)),/o gi(t, S>U(77i(5))’v(77i(5))d3)> ‘
< k maz{|z(t) — u(t)], [y(t) —v(t)[}

Bi(t)
T @y (mi(t) / gi(t, 5, 2(1:(5)), y(ms(s)))ds

Bi(t)
- [ sttt omonas

< [Fi(z, y)(t) = Fi(u, 0) ()] + S(|Giz, y)(t) — Gi(u, v)(#)])
< |Fi(z,y) = Fi(w, 0)[ + ([|Gi(2,y) = Gi(u, v)]]),

Donc,
1Ti(z,y) — Ti(u,v)|| < |Fi(z,y) — Fi(uw, v)|| + 2(|Gi(z, y) — Gi(u, v)|)).

évidament, F; satisfait a le corollaire (3.1.1), il existe zg,y9 € BC(Ry)
sont des solutions du systéme d’équations intégrales (1), et la preuve est
compléte.

De la méme maniére on pouvant d’aprés le théoréme 3.2.1.

Pour définit le systéme d’équation intégrale non linéaire

Bi(t)
Z'Z(t) = fl (t’xl(fi(t))a 7xn<§l(t))7/0 gi(t> 37351(01(3)), "'7$n(772'(s)>>d3> :

Ou f;, g;, &, m; et B satisfait certaines conditions. D’aprés le théoréme 3.2.1,
on obtient les résultats.
Corollaire 3.1.1. [1] Supposons que

(i) f: Ry xR xR — R est continue et la fonction t — f(t,0,0) est membre
de U'espace BC(R,).

(i) Il existe k € [0,1) telle que

o |

[tz y) = ftu,0)| <

Pour toute t > 0 et pour toutes x,y,u,v € R.

(lr —ul + [y —vl). (3.16)
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(111) Les fonctions £,1,q : Ry — Ry sont continues et {(t) — 0o quand t — 0.

w) h: X X R xR est une fonction continue et il existe xg,yo € R et une
v) h: R xR, x RxR est une foncti tinue et il exist R et
constante positive d telle que

q(t)
/ |h(t, s, x0,y0)|ds < d. (3.17)
0

Pour toute t € R, de plus

q(t)
lim |h(t, s, z(n(s)),y(n(s))) — h(t,s,u(n(s)),v(n(s))|ds = 0. (3.18)

t—o00 0

q(t)
/0 h(t, s, x(n(s)),y(n(s))) — h(t, s, u(n(s)),v(n(s))|ds < oco.  (3.19)

Pour toute t € Ry est uniformément par rapport o x,y,u,v € BC(R,)
donc le systéme d’équations

{x(t) = [(a€0)y(E@) + [ bt szl yn(s))ds. oo
y(t) = F(t,y(€@), 2(€D)) + [X h(t, s, y(n(s)), x(n(s)))ds.

Admet au moins une seule solution dans espace BC(R,) x BC(R})

Preuve On prenant

filt,z,y, 2) [tz y) + =,
fltz,y,z) = flty,z)+
gi1(t,s,x,y) = h(t, s x y)
g1(t, s,z y) = h(t s,y x)

dans le théoréme (3.2.1)

3.2 Exemple

[I] On considére le systéme d’équations intégrales

o +y(t)) 2 s3cos(sz(y/3))+es (2+sin(zt(v/3)+y*(V/3)))
o(t) = SSEHY + 2+sm(x4(f>+y R, (3.21)
" .

_ sin(t2(x(t)+y(1)) A/ 1+sy(s)+tstt (1424 (s)+y(s))
y(t) = Rz )‘7; + arctan fo T 0] ds,
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Out e [0,00).

Equation (3.21) est un cas particulier de Péquation (1).

On

&) = &(t) =m(t) =1, B1(t) = 12, Ba(t) = m(t) = Vt

t2(z +y)
t = —"
fl(axvyﬂz) 2(1+t4) +Za
. t2
folt,z,y,2) = W + arctanz,
s3cos(sz) + e*(2 + sin(x? + y*
gl(t787$7y> - t2) . 4 4 ))7
et (2 + sin(xt + y4))
LT+ sy +tst (1 + a2t + ot
gl(t,S,QJ,y): y ( y)

T+ + T +a +y)

Maintenant on vérifiant toutes les conditions du théoréme (3.2.1). Il est clair que
la condition (i) est satisfait.
Supposons que t € Ry et z,y, z,v,w € R. On obtient alors

Et

|z —ul+ly—ol
1+t 2

‘fl(taxayaz)_fl(tauavvw)|S —|—’Z—’LU’

< gmaz{|r —ul, [y —vl} + |z — w|.

2

|sin(t*(z —u+y —v))|
2(1 + t4)
+ |arctan(z) — arctan(w)|

|fo(t,x,y, 2) — folt,u,v,w)| <

1
< gmazi|z —ul, |y —of} + [z — wl|.
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Donc f et f, satisfait la condition (ii) du théoréme (3.2.1) avec k =

%. Donc il est
clair que f; et g; sont continues alors on obtient

B 2(0+0)
M, = Sup{ﬁ+0 t€R+}—0
_ sin(t?(0 + 0)) _ _
MQ—SUP{W+O.t€R+}—O,
stcos(sz(v/s)) + € (2 + sin(z*(v/s) + y*(V/9))) ‘ o |stt2e '
R PG || e |

| T sa(s) + s (L) Hy'(s) |1
EQW/ L+ 1) + (L+29(s) + ' (5)) d%

253
2
et?’

10,2 (5)), 9 () — g1 (0. 5,um(5)), vl (5))] <
(0,5, 2(m(5) 9 m () — 9a(t 5 (), wma(s))| < 2L
Donc, D < oo on obtient

Bi(t)
s | [ 00060 (61 = 85,0 wle))s | =0

Par conséquent, d’aprés le théoréme (3.2.1), le systéme d’équations intégrales (3.21)
admet au moins une solution dans l'espace BC'(R,) x BC(R4).



CHAPITRE 4

LEXISTENCE ET STABILITE DES SOLUTIONS POUR
UN SYSTEME D’EQUATIONS INTEGRALES
QUADRATIQUES

Considérons le systéme suivante d’équations intégrales fractionnaires quadra-
tiques (2). Soit z,y € J = [0,00[x[0,b],71,79 > 1, : J — R est une fonction
continue et bornée, G : BC' — BC' est un opérateur linéaire, g : J x R” — R est
une fonction continue.

4.1 MNC, dans C([0,+o0[x]0,b]) [4]

Supposons que (X, |.]]) est un espace de Banach de dimension infinie avec
zéro élément 0. Notez que B(x,r) la boule fermée de centre x et de rayon r et
B, la boule B(o,7). Si U est un sous-ensemble de X alors U, convU représentent
respectivement la fermeture et I'enveloppe convexe fermée de U. Notez diamU le
diamétre d’un ensemble U et ||U|| la norme de U définit par ||U|| = sup{||u| :
u € U}. De plus, on note Mxla famille de tous les sous-ensembles non vides et
bornés de X et Nx sa sous-famille constituée de tous les ensembles relativement
compacts.

Nous définissons quelques notions de base concernant les mesures de non-compacité
de maniére axiomatique en fonction de certaines conditions naturelles. Pour définit
une mesure de non-compacité dans I’espace BC, fixons un sous-ensemble borné non
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vide Y de BC et T > 1. Pour u € Y et €1, e, > 0 notons w’ (u, €, €5) le module de
la fonction continue u sur le rectangle [0,77] x [0, b].
C’est-a-dire

WT(U>€1>€2) = SUP{\U(JUQ,?M) - U(flf17y1)| : (351,3/1)7 (37273/2) € [O,T] X [O>b]>
|z — x| < ey — 1 < e}
Wl (Yer,e) = sup{w’ (u,e1,6) uecY);
wg(Y) = lim wT(Y, €1, €2);
61,62%0
wo(Y) = lim (V).
T—o0

Si (t,s) est un élément fixe de J, on note Y'(¢,s) = {u(t,s),u € Y} et
diamY (t, s) = sup{||u(t,s) — v(t,s)| : u,v € Y}.
Enfin, on définie la fonction 1 sur la famille My par la formule
V(Y) =wo(Y) + sh—>1£10 sup diamY (t,s).

On peut montrer que la fonction 1) est une mesure de non-compacité dans ’espace
BC. Le noyau ker v est constitué d’ensemble Y non vides et bornés tels que les
fonctions de Y sont localement équi-continues sur J .

Remarque 4.1.1. Observons que ’ensemble d’intersection A, de (A6) est membre
de la famille keri alors pour tout n on obtient V(Ax) < ¥(A,), on déduit que
¥(Aw) = 0.

Dans la suite nous supposons que l’espace X a la structure d’une algébre de Ba-
nach, dans un tel cas nous notons u X v le produit des éléments u,v € X de
meéme, nous notons U X V le produit de sous -ensemble U,V de X défini par
UxV=A{w:uelUwveV}.

Définition 4.1.1. [/ On dit que la mesure de non -compacité u définie sur une
algébre de Banach X satisfait la condition (m) si pour des ensembles arbitraires
U,V € Mx linégalité suivante est satisfait :

pUV) < [JU[[u(V) + [V [|(U)- (m)

Remarque 4.1.2. [J|/ La condition (m) définie ci-dessus est trés pratique en consi-
dération liée a l'utilisation de la technique des mesures de non-compacité dans les
algébres de Banach. De plus la majorité des mesures de non-compacité satisfont a
cette condition.
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4.2 Notion du stabilité

Supposons que {2 est un sous-ensemble non vide de 'espace BC' et F' est un
opérateur sur 2" avec des valeurs dans BC™. considérez I’équation suivante

(Ugy ooy p) (2, y) = F(ug, ...y upn) (2, 9), (r,y) € J. (%)

Définition 4.2.1. [J] La solution v* = (ui(x,y), ..., un(z,y)) de équation (*) est
globalement attractif si pour chaque solution v* = (vi(z,y), ..., vn(x,y)) de (*) on
a

lim sup (uz(xay) - Ui(xvy)) = 0.

T—r00 1<i<n

Si la limite est uniforme, c’est-a-dire pour chaque € > 0 il existe T > 0 tel que

sup |(Uz(l',y) - Uz(xvy)” <€ X Z T.

1<i<n

On dit que les solutions de (*) sont globalement uniformément attractives.

4.3 Reésultats principaux

On va donnent le résultat d’existence et de stabilité de systéme [2] appliquant
le Théoréme sous les hypothéses suivantes :

(Hy) Lafonction g est continue et il existe des fonctions p; : J - Ry, i =1,....n
continues et bornées telle que

pz z,y ’ul B ’Ul‘
|g($7y7u17“'aun)_g(x7y77)17"" | < Z max|u +U’+1
=1 1<i<n ! ’

Pour tous u;,v; e R,i=1,...,n

(Hy) G : BC — BC est un opérateur linéaire borné avec le rayon spectral
ro(G) < 1.

(H3) Il existe n > 0 tel que

Ty
/ / p*+g(t,s,0,...,0)dsdt| =n < 1.
0o Jo

sup
2>0; 0<y<b

avec

ou p* =sup|pil; 1 <i<n.
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Théoréme 4.3.1. [} Sous Uhypothése (Hy) — (Hs) le systéme (1) a admet au
motns une seule solution u* = (ui, ..., u}). De plus, les solutions du systeme [ sont
globalement attractifs.

Preuvel4] Considérons 'opérateur I : BC' x ... x BC défini par

-~

(F'(u1y ..., up)) (2, y) = p(x,y) + (Gui) (2, y) /0:6 /Oyg(t, S,uq(t, 8), ..., un(t, s))dsdt.

(4.1)
Remarquons d’aprés nos hypothéses, pour toute fonction u = (uq, ..., u,) de l'es-
pace BC' x ... x BC' la fonction F'(uy,...,u,) est continue sur J x ... X J.
Ensuite, supposons qu’une fonction arbitraire u = (uy, ..., u,) € BC' X ... x BC et
en utilisant nos hypothéses, on fixe (z,y) € J, on obtient

|(F(u, ..., un)) (7, y)|
§\g0(:1:,y)\+\(Gu1)(:c,y)|/0 /0 gt 5,01 (£, 8),s ot (£, 5)) st

z v 1 - pi|ui(tvs)|
S\%O($,y)\+|u1<5‘fvy)’/o/o [ﬁzmaX\ui(t73)|+1

=1 1<i<n

+lg(t, 5,0, ..., O)q dsdt
<llell + lel,

On obtient
[ (s oy un) || < ol + nllul.

Donc la fonction F'(u,...,u,) est bornée sur J x ... x J et Fu € BC.
On pose

¢l

r=qo - p
On en déduit que l'opérateur F transforme I’ensemble B, x ... x B, a la boule B,.
De plus, s0it (ty,) = (U1, ...; Up)m C By X ... X By, telle que

lim Ui, = U
m—oo
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Pour i =1, ...,n, on obtient

[(F (U, tng ) (2, y) = (Fun, oy un)) (2, )]

= ‘gp(m,y)+(Gu1m)(m,y) /Oz/0y|g(t,s,u1m(t,s),...,unm(t,s))|dsdt
— oz, y) + (Guy)(z,y) /Ox/0y|g(t,s,u1(t,s),...,un(t,s))|d8dt

< G [ [l i, 05) ot ¢ s

= (Gu)(ay) /Ox/0y|g(t,s,u1(t,s),...,un(t,s))|dsdt

L (Gu)(xy) /Ox/oy]g(t,s,ulm(t,s),...,unm(t,s))|dsdt

— (Gu)(y) /OI/Oy]g(t,s,ulm(t,s),...,unm(t,s))\dsdt‘

< lGu, = Gul + Gl sup fus, —wl [ ["asa

oy
< nosup ||ug, — wl| + nl|Gua|| sup ||u,, —u,H/ / dsdt.
1<i<n 0 0

1<i<n

Puisque lim sup ||u;,, —w;]| = 0,, on obtient
m—0o0 ISZSTL

lm || F(uy,,, s Un,) — F(ug, ..;upn)|| =0

m— 00

alors l'opérateur T est continu sur B, X ... X B,. Maintenant, on considére I'opé-
rateur T défini sur BC' x ... x BC par

T pry
T(uy, ..., up) = / / g(t,s,ui(t,s), ..., un(t, s))dsdt.
o Jo

Pour la fonction arbitraire u = (uq,...,u,) de 'espace BC' x ... x BC' et on fixe
(z,y) dansJ, on utilisant nos hypothéses, On obtient
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T (uy, ..., up)(x,y)]

g(t, S, ur(t, 8), ..oy un(t, s))dsdt

yl pilug|(t, s)
dsdt
// Zmax\ultSH-lS

=1 1<

IN

< 0 sup |ug(t, ).

1<i<n

Donc

1T (us, -y ua) | <1 sup [
1<i<n
Clairement que 'opérateur 1" transforme 'ensemble B, x ... X B, a la boule B, et
F(B, x ..xB,) Co+G(B,).T(B, x ... x B;).

Ensuite, nous prenons un Y C B, non vide, on utilisant la définition (4.1.2).
On obtient

Y(FY x..xY)) < P(GY)TY x..xY))
< NGWET(Y x o x V) + [TV x oo x V) [(G(Y))
< ) +n1”“’”n v)
Par conséquent
1 +7}

PEY x ... xY)) < || [ (Y).

Enfin, d’aprés le théoréme (2.2.2) on en déduit que F' a admet au moins un point
fixe multiple dans B, qui est la solution du systéme (1). De plus, avec que I’en-
semble Fiz F' € ker 1 et la caractérisation des ensembles appartenant a ker ¢ on
conclut que toutes les solutions du systéme (1) sont globalement attractifs au sens
de la définition (4.1.3).
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4.4 Exemples

Nous considérons le systéme d’équations intégrales suivantes [4]

(

_ 1 72y7$ T y n716735t
uy(z,y) = te ui(z,y) fo fo llga<><|ui(t, s)|+1
<i<n

dsdt,

n—1€—3st

v
Jo max |u;(t, s)| + 1
1<i<n

up(x,y) = 52 + e ug(x,y) dsdt,

1 —1g—3st

—Qy—=x T ry n
Uy (z,y) = 5ori T € 2 U (7, Y) fo fO max |u;(t, )| + ldet'
1<i<n

\

. 1
Ou (z,y) € J = [0,+00) x [0, 7], et p(z,y) = ﬁ: el = 6 (Guy)(z,y) =
e~y (x, y)
et 1,-3st
1 -3sty, (4
g(t, 5, 1(1 ), ot ) = - BS).  ge

max u;(t, s)| + 1

Il est clair que le systéme (3) peut étre écrit comme le systéme (1).
Montrons que les conditions (H1) - (H3) sont vérifiées, nous avons aussi

nflef?)st n71673st

t — t = —
’(g( y Sy Uly, s ,Un))<x,y) <g< y S, U1, ,Un))<l’,y)| max|uz~| +1 max|vl-| +1
1<i<n 1<i<n

—1,—3st | .
n” e (max [ui| — max [v])

(lrgggluil + 1)(11gg§>;lvil +1)

n~te 3% max|u; — v

1<i<n

IN

max |u; + v;| + 1
1<i<n

n
nle3st Z|Uz — v
i—1

max |u; + v + 1
1<i<n

1 i e 3% u; — vy
n 1 max1§i§n|ui + Ui’ +1

IN
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: —3st
Donc pour tout i = 1, ...,n, nous avons p;(t,s) = e,

g(t,s,0,---,0) =n"le " et sup ||p;]| = e,
1<i<n

Evidemment, opérateur G est linéaire et pour chaque u de BC.

On obtient
|G|

a0 |ul]

Ensuite, fixe (x,y) dans J, on obtient

Yy
p*+g(t,s,0,...,0)dsdt‘ = // (14+nh _3Stdsdt‘
0
-1 1
< 1 —1 —3ty dt
< /0 +n” )(St +3) ’
< /(1—|—n1) (efgt—l—l)dt
0
< (1+n1)(/ e3tdt+/ 1dt)‘
0 0
1 e 1
_ 1 N 1.2
(I+n )(3 3 +2x)
1 e 1
< 2|=-— —z?
= ‘3 3 —|—2a:

Par conséquence d’aprées le théoréme précédent le systéme (3) admet au moins
une seule solution dans BC' et ces solutions sont globalment attractives.



CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a une étude qui a porté sur l'exis-
tence et la stabilité des solutions de certaines systémes d’équations intégrales non
linéaires par utilisation de la technique du MNCs combinées avec les théorémes du
point fixe. Au début, on a donné la notion générale du MNCs et ses propriétés,
et on a présenté des MNCs sur les espaces de fonctions continues, ces MNCs nous
permet de caractériser les solutions sur le terme du stabilité dans certain sens.
D’autre part, ce travail est une application du théoréme du point fixe couplé pour
les opérateurs condensés qui est un résultat intéressant de théoréme de Darbo.
Aprés, on a ajouté des résultats d’existence et du stabilité des solutions pour des
systémes finis d’équations intégrales sous des hypothéses suffisantes, et nous avons
également donné des exemples illustratifs.

Nous mentionnons qu’on peut généraliser cette études sur des espaces vecto-
riels topologiques quelconques, ou bien considérer des systémes infinis d’équations
différentielles ou intégrales.
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