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INTRODUCTION

La théorie des équations intégrales intervient dans plusieurs domaines des
mathématiques, beaucoup des problèmes dans le domaine des équations di�é-
rentielles ordinaires et partielles, la physique mathématique, les problèmes des
contacts et de cinètique des gaz peut être formulée comme une équation intégrale.
Ainsi, la théorie des équations intégrales a été un domaine de recherche actif dans
la mathématique appliquée et la physique mathématique. Dans la théorie des équa-
tions intégrales, la branche spéciale et exceptionnelle est créée par des systèmes
�nis ou in�nis d'équations intégrales. D'une part de tels systèmes sont un sujet
d'étude très intéressant pour les chercheurs spécialisés dans la théorie des équa-
tions intégrales mais d'autre part les systèmes d'équations intégrales jouent un r�ôle
très crucial dans les applications nous référons [1, 4, 5].

L'objectif de ce mémoire est de présenter des résultats concernant l'existence
et la stabilité des solutions de certains systèmes �nis d'équations intégrales non
linéaires dans les espaces de fonctions continues, par utilisation de la technique
associée à la mesure de non-compacité et les théorèmes du points �xes. Le concept
du mesures de non-compactité [en bref MNCs] a été introduit par Kuratowski
(1930), ces mesures sont des outils très utiles dans le vaste domaine de l'analyse
fonctionnelle non linéaire. Le théorème de Darbo (1955) qui assure l'existence du
point �xe est une application importante de ces mesures, puisqu'il généralise à la
fois le point �xe classique de Schauder et le principe de contraction de Banach. Ce
concept important en science mathématique a été dé�ni par de nombreux auteurs
de di�érentes manières. Au cours des dernières années, de nombreux articles sont
parus consacrés aux applications du MNCs pour établir des résultats d'existence et
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du stabilité pour divers types d'équations intégrales non linéaires voir [7, 8, 9, 10].

Ce mémoire comprend quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, nous avons collecté des notions de bases de l'analyse
fonctionnelle, ainsi les espaces des fonctions continues et quelque théorèmes du
point �xe.

Le deuxième chapitre est consacrè à la théorie du MNCs surtout de Kuratowski
et de Hausdor�, et on a concentré sur un théorème du point �xe pour les opérateurs
condensés due de Darbo.

Dans le troisième chapitre , on a présenter une étude d'existence des solutions
pour les équations intégrales coupléesx(t) = f1

(
t, x(ξ1(t)), y((ξ1(t)),

∫ (β1(t)

0
g1(t, s, x(η1(s)), y(η1(s)))ds

)
,

y(t) = f2

(
t, x(ξ2(t)), y((ξ2(t)),

∫ (β2(t)

0
g2(t, s, x(η2(s)), y(η2(s)))ds

)
,

(1)

où fi, gi, ξi, ηi et βi satisfaire à certaines conditions. L'outil essentiel dans cette
étude est la technique du MNCs et le théorème de point �xe couplé qui est une
conséquence directe du théorème de Darbo.

Le quatrième chapitre contient des résultats d'existence et du stabilité des
solutions pour un système �ni d'équations intégrales quadratiques :

u1(x, y) = ϕ(x, y) + (Gu1)(x, y)
∫ x

0

∫ y
0
g(t, s, u1(t, s), ..., un(t, s)dsdt,

u2(x, y) = ϕ(x, y) + (Gu2)(x, y)
∫ x

0

∫ y
0
g(t, s, u2(t, s), ..., un(t, s), u1(t, s))dsdt,

...
...

un(x, y) = ϕ(x, y) + (Gun)(x, y)
∫ x

0

∫ y
0
g(t, s, un(t, s), ..., un−2(t, s), un−1)dsdt,

(2)
où x, y ∈ J = [0,+∞)× [0, b], ϕ : J → R est continue et bornée, G : BC → BC est
un opérateur linéaire, g : J×Rn → R est continue. Le choix du MNC utilisée nous
permet d'obtenir l'existence des solutions et même de caractériser ces solutions
dans le terme de la stabilité.



CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

Dans ce chapitre nous rappelons quelques dé�nitions et résultats préliminaires
nous utiliserons dans la suite du mémoire.

1.1 Espaces métriques

Dé�nition 1.1.1. [17] Soit X un ensemble. Une distance sur X est une appli-
cation d : X ×X → R véri�ant pour tous x, y, z ∈ X :

1. (d(x, y) = 0)⇔ (x = y).

2. d(y, x) = d(x, y) (symétrie) .

3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire) .

Dé�nition 1.1.2. [17] Un espace métrique est un couple (X, d) où X est un
ensemble et d est une distance sur X.

Exemple 1.1.1. Soient x, y ∈ R un espace métrique

d1(x, y) =
n∑
i=1

|xi − yi|.

d2(x, y) = (
n∑
i=1

(xi − yi)2)1/2.
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d∞(x, y) = sup
16i6n

|xi − yi|.

Proposition 1.1.1. [17] On dit que deux distances d1 et d2 sur le même ensemble
X sont équivalentes s'il existe des constantes k1 et k2 telles que :

∀x, y ∈ X, d1(x, y) ≤ k1.d2(x, y) et d2(x, y) ≤ k2.d1(x, y).

Dé�nitions 1.1.1. 1. Soit (X, d) un éspace métrique, soit x ∈ X et soit r ∈
R∗+.On appelle boule ouverte (resp. boule fermée) de centre x et de rayon
r ensemble

B(x, r) = {y ∈ X, d(x, y) < r}.

Resp.

Bf (x, r) = {y ∈ X, d(x, y) ≤ r}.

Pour 0 < r < r′ les inclusions B(x, r) ⊂ Bf (x, r) ⊂ B(x, r′) sont des
conséquences directes de la dé�nition.

2. On appelle sphère de centre a et de rayon r l'ensemble noté S(a, r) dé�ni
dans X par :

S(a, r) = {x ∈ X/d(x, a) = r}.

Exemples 1.1.1. a) R : La distance usuelle est donnée par d(x, y) = |x −
y|.Les boules sont des intervlles. Pour x ∈ R et r ∈ R∗+, on a B(x, r) =
]x− r, x+ r[ et Bf (x, r) = [x− r, x+ r].

b) C : On remplace la valeur absolue par le module d(x, y) = |x− y|. La boule
ouverte de centre x ∈ C et de rayon r > 0, B(x, r) est le disque ouvert de
centre x et de rayon r et Bf (x, r) est le disque fermé.

Dé�nition 1.1.3. [17] Soit (X, d) un espace métrique.On dit qu'une partie A de
X bornée s'il existe une boule fermée Bf (x0, r) telle que A ⊂ Bf (x0, r).

∀x ∈ A, d(x0, x) ≤ r.

Dé�nition 1.1.4. [17] Soient X un ensemble et (Y, d) un espace métrique. Si X
est un ensemble on dit qu'une fonction f : X −→ Y est bornée si son image f(X)
est bornée.On note Fb(X, Y ) le sous -ensemble de F(X, Y ) = Y X des fonctions
bornées.
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Dé�nition 1.1.5. [17] Soit (X, d) un espace métrique. Soit A et B deux parties
de X on appelle distance entre A et B la quantité

d(A,B) = inf{d(x, y), x ∈ A, y ∈ B}.

Exemple 1.1.2. Si on prend A = {0} ⊂ R et B = { 1

n+ 1
, n ∈ N} tandis que

A 6= B on a
d(A,B) = 0.

Ainsi la distance entre les parties ne dé�nit pas vraiment une distance sur P(R)
(ou P(X) en général). Il ságit donc d'un abus de notation et il faut bien interpréter
d(A,B) comme l'in�mum de la distance entre les points de A et de B.

Dé�nition 1.1.6. Soient E un espace métrique et A un sous ensemble de E .

1. Un ensemble Aε ⊂ E est dit ε-réseau de A si A ⊂
⋃
x∈Aε B(x, ε), où B la

boule unitée ouverte dans E.

2. L'ensemble A est dit précompact si pour tout ε > 0, il existe un ε-réseau �ni
de A.

3. L'ensemble A est dit relativement compact si A est compact.

1.1.1 Topologie des espaces métriques

Dé�nition 1.1.7. [17] Soient X un ensemble quelconque non vide et P(X) l'en-
semble des parties de X. On appelle topologie sur X toute partie τ de P(X)
véri�ant les trois propriétés suivantes :

1) La réunion de toute famille d'éléments de τ appartient à τ .

2) L'intersection de toute famille �nie d'éléments de τ appartient à τ .

3) L'ensemble vide ∅ et X appartiennent à τ .

Le couple (X, τ) est appelé espace topologique de support X. Les éléments de τ
sont appelés ouverts de (X, τ) où de τ .

Proposition 1.1.2. [17] Une boule ouverte est un ouvert.

Corollaire 1.1.1. Un ouvert de (X, d) est l'union quelconque des boules ouvertes.

Dé�nition 1.1.8. Dans un espace topologique (X,O). On appelle fermé toute
partie de X dont le complémentaire est un ouvert .
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Proposition 1.1.3. La famille F de tous les fermés véri�e :

(F1) Toute intersection des fermés est un fermé.

(F2) Une réunion �nie des fermés est un fermé.

(F3) φ et X sont des fermés.

Proposition 1.1.4. [18] Toute boule fermée est un fermé.

Exemples 1.1.2. a) Les espaces mértiques sont des espaces topologiques.

b) Topologie discrète : tous les ensembles sont des ouverts et des fermés. C'est
la topologie associée à la distance triviale. Pour véri�er qu'une topologie est
discrète, il su�t de véri�er que tous les singletons sont des ouverts. C'est
le cas pour Z muni de la distance d(x, y) = |x− y|.

Dé�nition 1.1.9. Soit (X, T ) un espace topologique et soit x ∈ X. On appelle
voisinage de x dans X, toute partie de X contenant un ouvert contenant x noté
V(x) l'ensemble des voisinges de x.

Propositions 1.1.1. i) Si (X, d) est un espace métrique et x ∈ X, on a

V(x) = {V ∈ P(X),∃r > 0, B(x, r) ⊂ V }.

ii) Tout ensemble contenant un voisinage de x est un voisinage de x.

iii) L'intersection de toute famile �nie de voisinage de x est un voisinage de x.

vi) Tout voisinage de x contient x.

Proposition 1.1.5. Dans un espace topologique (X, T ). Un sous-ensemble O de
X est ouvert si et seulement si il est voisinage de chacun de ses points

(O ∈ T )⇔ (∀x ∈ O,O ∈ V(x)).

Dans ce paragraphe on travaille avec un espace topologique (X, T ).

Dé�nition 1.1.10. On appelle adhérence où fermeture de A l'ensemble fermé
de tous les points adhérents de A noté A :

A = {x ∈ A, ∀r > 0, B(x, r) ∩ A 6= φ}.

Proposition 1.1.6. L'adhérence A d'une partie A de X est le plus petit fermé de
X contenant A.
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Corollaire 1.1.2. Une partie A de X est fermée si et seulement si A = A.

Remarques 1.1.1. Si A et B sont deux parties de X on a

1) A ⊂ A.

2) A = A.

3) A ∪B = A ∪B.
4) A ∩B ⊂ A ∩B.

Dé�nition 1.1.11. On appelle intérieur de A l'ensemble de tous les points in-
térieurs de A noté Å et :

Å = {x ∈ A, ∃r > 0, B(x, r) ⊂ A}.

Proposition 1.1.7. L'intérieur d'une partie A de X est le plus grand ouvert
contenu dans A i.e

Å = O ∈ T
⋃
O∈A

O.

Corollaire 1.1.3. Une partie A de X est ouverte si et seulement si A = Å.

Corollaire 1.1.4. Pour toute partie A de X on a :

{xÅ = {xA et {xA = ˚{xA.

Remarques 1.1.2. Pour deux parties A et B de X on a :

1) Å ⊂ A.

2)
˚̊
A = Å.

3)
˚̂

A ∩B = Å ∩ B̊.

4) Å ∪ B̊ ⊂ ˚̂
A ∪B.

Dé�nition 1.1.12. L'extérieur de A est l'intérieur du complémentaire de A noté
Ext(A).

Ext(A) = {x|∃V ∈ V(x)�V ∩ A = φ}.

Dé�nition 1.1.13. On appelle frontière d'une partie A de X l'ensemble Fr(A) =
A \ Å.
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Remarque 1.1.1. (Å, Fr(A), ˚CXA) forme une partition de X.

Dé�nition 1.1.14. Une partie A de X est dense dans X(ou partout dense dans
X) si A = X.

Proposition 1.1.8. A est dense dans X ssi tout ouvert non vide de X rencontre
A.

Exemple 1.1.3. Dans R muni de la topologie usuelle, l'ensemble des rationnels
Q et des irrationnels R \ Q est dense dans R.

Dé�nition 1.1.15. On dit que x est un point d'accumulation de A si

∀V ∈ V(x), V ∩ A− {x} 6= φ.

Dé�nition 1.1.16. On dit qu'un espace topologique (X, τ) est séparable s'il ad-
met une partie dénombrable et dense.

Exemples 1.1.3. 1. Dans R, l'ensemble des rationnels Q est dénombrable et
Q = R.

2. L'espace métrique R est séparable ( et on le rappelle non dénombrable).

Dé�nition 1.1.17. On dit que X est séparé si pour tout x, y ∈ X, x 6= y, il
existe deux ouverts Ux et Uy tels que x ∈ Ux, y ∈ Uy et Ux ∩ Uy = φ. On dit que
les ouverts Ux et Uy séparent les points x et y.

Exemple 1.1.4. L'espace topologique discret est séparé car si x 6= y alors Vx et
Vy sont deux voisinages de x et y disjoints.

Corollaire 1.1.5. Tout espace métrique compact est séparable.

Dé�nitions 1.1.2. 1) Soit (X, τ) un espace topologique et soit A ⊂ X. On
appelle topologie induite par τ sur A la topologie τA dont la famille d'ou-
verts est

OA = {O ∩ A,O ∈ O}.

2) On dit que (A, τA) est un sous espace topologique de (X, τ).
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1.1.2 Complétude

Dé�nition 1.1.18. [18] On appelle suite dans un espace métrique X toute appli-
cation de N dans X, notée (xn)n∈N .

Dé�nition 1.1.19. On dit qu'une limite c'est l'approximation des valeurs d'une
suite lorsque l'indice tend vers l'in�ni où se raprroche d'un point au bord du do-
maine de dé�nition .

Remarque 1.1.2. Si une telle limite existe dans l'ensemble d'arrivé. On dit que
la suite est convergente, si ce n'est pas le cas, elle est divergente.

Exemple 1.1.5.

lim
n−→∞

√
n = +∞.

Dé�nition 1.1.20. [18] Soit (X, d) un espace métrique. Soit (xn), n ∈ N une suite
de X. On dit que cette suite est convergente s'il existe x ∈ X tel que :

∀ε > 0, ∃N ∈ N : (∀n ∈ N) , n > N,⇒ d(xn, x) ≤ ε.

Dé�nition 1.1.21. Une partie F de (X, d) est dite fermée si la limite de toute
suite convergente de F appartient à F .

Dé�nition 1.1.22. Soit ϕ une application strictement croissante de N dans N et
soit (xn)n une suite d'un espace métrique X alors :
On appelle sous suite où suite extraite de la suite (xn)n la suite (xϕ(n))n∈N.

Dé�nition 1.1.23. On dit qu'une suite (xn)n∈N d'un espace métrique (X, d) est
de Cauchy si elle véri�e

∀ε > 0,∃Nε ∈ N,∀m,n ≥ Nε, d(xm, xn) ≤ ε.

Proposition 1.1.9. :

1) Toute suite convergente est de Cauchy mais la réciproque est fausse .

2) Si une suite (xn)n converge dans un espace métrique X sa limite est unique.

3) Une suite de Cauchy est toujours bornée.

4) Toute suite de Cauchy admettant une sous-suite convergente est converge.
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Exemple 1.1.6. La suite (xn)n = (
1

n
) est une suite de Cauchy de X =]0, 1] mais

ne converge pas dans X, car

lim
n−→∞

1

n
= 0 /∈ X.

Dé�nition 1.1.24. [18] Soit (xn)n une suite d'un espace métrique .
Posons An = {xk, k > n} il est évident que la suite (An)n est décroissante .
a ∈ X est appelée valeur d'adhérence de la suite (xn)n si ∀ε > 0 et ∀n ∈ N
B(a, ε) ∩ An 6= ∅ où B(a, ε) désigne la boule de centre a et de rayon ε .

Proposition 1.1.10. Soit a une valeur d'adhérence d'une suite (xn)n alors il existe
une suite extraite (xϕ(n))n qui converge vers a .

Dé�nition 1.1.25. Un espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite de
Cauchy dans (X, d) est convergente.

Théorème 1.1.1. Soit X × Y est un espace métrique complet si et seulement si
X et Y sont des espaces métriques complets.

Proposition 1.1.11. Soient (X, d) un espace métrique de X et Y un sous espace
de X. On a les propriétés suivantes :

1) Si (Y, d) est complet alors Y est fermé dans (X, d) .

2) Si (X, d) est complet et Y est fermé dans (X, d), alors (Y, d) est complet.

Exemples 1.1.4.

i) X = R est un espace métrique complet pour la distance usuelle .

ii) X = Q n'est pas un espace métrique complet pour la distance usuelle .

Proposition 1.1.12. [18] Soit (X, d) un espace métrique

01) Les sous-espaces complets sont des fermés.

02) Une intersection quelconque de sous -espaces complets est complète.

03) Une union �nie de sous-espaces complets de (X, d) est complète .

04) Toute partie complète est fermée .

05) Dans un espace métrique complet, il y a identité entre les parties fermées
et les parties complètes .

06) Tous espace métrique compact est complet.
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1.1.3 Compacité

Dé�nitions 1.1.3. 1. Soit (X, d) un espace métrique. Une famille d'ensemble

(Ai)i∈I est un recouvrement de X si
⋃
i∈I

Ai = X.

2. Si J ⊂ I, on dit que (Aj)j∈J est un sous-recouvrement de X si et seule-

ment si
⋃
j∈J

Aj = X.

Dé�nition 1.1.26. On dit qu'un espace topologique (X, τ) est compact s'il est
séparé et si de tous recouvrement d'ouverts on peut extraire un sous recouvrement
�ni : (

X =
⋃
i∈I

Oi

)
=⇒

(
∃J ⊂ I, Jfini,X =

⋃
i∈J

Oi

)
.

Dé�nition 1.1.27. Un espace métrique(X, d) est compact si seulement si toute
suite des points de X admet une valeur d'adhérence (c'est à dire contient une sous
-suite convergente ).

Dé�nition 1.1.28. Une partie A d'un espace métrique (X, d) sera dite compacte
si le sous espace métrique A est compact.

Dé�nition 1.1.29. L'espace métrique (X, d) est dit pré-compact (ou totalement
borné) si pour tout ε > 0, il existe un recouvrement (Ai)i∈I �ni par des ensembles
de diamètres inférieurs à ε.

Dé�nition 1.1.30. Soient X un espace métrique et A ⊂ X.
On dit que A est une partie pré-compacte de X si ∀ε > 0, A peut être recouverte
par un nombre �ni d'ensemble de diamètre inférieur où égal à ε .

Proposition 1.1.13. Les propriétés suivantes sont équivalentes pour un espace
métrique X :

1. X est compact .

2. X est pré-compact et complet .

3. Toute suite de X admet une sous suite convergente (on dit que X est sé-
quentiellement compact).

Théorème 1.1.2. Si X est un espace métrique compact alors de toute suite de X
on peut extraire une sous suite convergente .
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Propriétés 1.1.1. :

01) Un compact est toujours fermé .

02) Un produit des compacts est un compact.

03) L'image d'un compact par une application continue est compact.

04) Toute réunion �nie des parties compactes de X est une partie compacte .

05) Toute intersection de parties compactes des X est une partie compacte .

06) Tous espace métrique compact est séprable.

Théorème 1.1.3. Tous intervalle fermé borné de R, [a, b], a, b ∈ R, est compact.

Proposition 1.1.14. Soient X un espace métrique et A ⊂ X.Si A est compacte
alors elle est bornée et complète .

Proposition 1.1.15. Soit X un espace topologique compact alors toute partie
fermé de X est compacte .

Dé�nition 1.1.31. Soient X un espace topologique séparé et A une partie de X .
A est relativement compacte dans X si Ā est compacte.

Théorème 1.1.4. Soient X un espace métrique complet et A ⊂ X.On dit que A
est relativement compacte si et seulement s'elle est pré-compacte .

Dé�nitions 1.1.4. Soient X et Y deux espaces métriques et soit Ω ⊂ X un
ouvert.

1. Une application continue f : Ω→ Y est dite compacte si f(Ω) est compacte.

2. Elle est dite complètement continue si l'image de toutes bornées est relati-
vement compacte.

Proposition 1.1.16. Une application f : X → Y est compacte si et seulement si
de toute suite (xn)n∈N de X, on peut extraire une sous-suite (xnk)k∈N telle que la
suite (f(xnk))k∈N converge dans Y .
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1.1.4 Applications continues

Dé�nition 1.1.32. Soient (X, d1) et (Y, d2) deux espaces métriques et f : X → Y
une application. On dit que f est continue au point a ∈ X si :

∀ε > 0,∃ a tel que d1(x, a) ≤ a⇒ d2(f(x), f(a)) < ε.

Dé�nitions 1.1.5. Soient X, Y deux espaces topologiques et f une application de
X dans Y .

1. On dit que f est continue au point a ∈ X si et seulement si f(a) est la
limite de f(x) quand x tend vers a.

2. f est continue sur X si f est continue en tout point de X.

Dé�nition 1.1.33. Soient (X, d1),(Y, d2) deux espaces métriques et soit l'appli-
cation f : X → Y entre deux espaces métriques X et Y est dite uniformément
continue pour tous x et y dans X si

∀ε > 0,∃ δ > 0 tel que d1(x, y) < δ =⇒ d2(f(x), f(y)) < ε.

Théorème 1.1.5. Soient X, Y deux espaces métriques et f une application de X
dans Y . On dit que toute fonction f continue sur un espace métrique compacte X
et à valeurs dans un espace métrique Y est uniformément continue.

Proposition 1.1.17. Soient X et Y deux espaces métriques, x0 ∈ X et f une
application de X dans Y . On dit que f continue en x0 ⇐⇒ f transforme toute
suite (xn)n qui converge vers x0 en une suite (f(xn)n) qui converge vers f(x0).

Lemme 1.1.1. Soient X, Y deux espaces métrique et f une application de X
dans Y . On dit que f uniformément continue sur X ssi :

∀ε > 0,∃α > 0/∀A ⊂ X et σ(A) 6 α⇒ σ(f(A)) 6 ε.

où σ désigne le diamètre d'un ensemble.

Corollaire 1.1.6. Soient (X, dX), (Y, dY ) deux espaces métriques alors les trois
conditions ci-dessous sont équivalentes.

i) f : X → Y est continue en tout point de X.

ii) Pour tout ouvert v de (Y, dY ), F−1(v) est un ouvert de (X, dX).

iii) Pour tout fermé w de (Y, dY ), F−1(w) est un fermé de (X, dX).
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Remarque 1.1.3. Si f est uniformément continue sur X alors f est continue sur
X,la réciproque est fausse.

Proposition 1.1.18. Soit (X, Y ) un espace topologique, soit f, g ∈ (X, Y ) et soit
λ ∈ K, avec K = R où C. Si f et g sont continues en a ∈ X alors f + g, λf , fg

sont continues en a et si g(a) 6= 0 alors
f

g
est continue en a .

Dé�nition 1.1.34. Soient X et Y deux espaces métriques et f une application de
X dans Y . On dit que f est injective sur X si :

∀x1, x2 ∈ X, f(x1) = f(x2)⇒ x1 = x2.

Exemple 1.1.7. Soit f(x) = x2 est injective dans R+ car pour tous x1, x2 ∈ R+ si
x2

1 = x2
2 alors x1 = x2 où x1 = −x2 mais comme x1 et x2 sont positifs, forcément

x1 = x2.

Dé�nition 1.1.35. Soient X et Y deux espaces métriques et f une application de
X dans Y . On dit que f est surjective de X sur Y si :

∀y ∈ Y, ∃x ∈ X, y = f(x).

Ce qui revient à dire que :f(X) = Y .

Dé�nition 1.1.36. Soient X et Y deux espaces métriques et f une application
de X dans Y . On dit que f est bijective de X sur Y si f est injective sur X et
surjective de X sur Y :

∀y ∈ Y, ∃!x ∈ X, y = f(x).

Dé�nition 1.1.37. Soient X et Y deux espaces topologiques et f une application
de X dans Y . On dit que f homéomorphisme si f et f−1 sont deux applications
bijectives continues, (où f−1 : Y → X).

Propriété 1.1.1. [3] S'il existe un homéomorphisme de X sur Y , on dit que X
et Y sont homéomorphes.

Dé�nition 1.1.38. Soient (d1, d2) deux distances. On dit que f est une isométrie
si pour tout (x, y) ∈ X on a d2(f(x), f(y)) = d1(x, y).

Théorème 1.1.6. Soit f une bijection continue d'un espace topologique compact
X dans un espace topologique séparé Y alors f est un homéomorphisme.
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Théorème 1.1.7. Soient X un espace topologique compact, Y un espace topolo-
gique séparé et f une application de X dans Y . On dit que si f est continue alors
f(X) est une partie compacte de Y .

Dé�nition 1.1.39. Une application f : (X, d1)→ (Y, d2) est dite lipschitzienne
s'il existe une constante k > 0 telle que, pour tout (x, y) ∈ X2.

d2(f(x), f(y)) 6 kd1(x, y).

Remarque 1.1.4. Toute application lipschitzienne est continue mais la réciproque
est fausse.

Théorème 1.1.8. Toute application lipschitzienne est continue et en particulier,
uniformément continue en ce sens que pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que, pour
tout x, y ∈ X, dX(x, y) < η =⇒ dY (f(x), f(y)) < ε.

Dé�nition 1.1.40. On dit que f : (X, d) → (X, d) est contractante s'il existe
k < 1 tel que :

∀x, y ∈ E, d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y) .

Proposition 1.1.19. L'image d'un espace métrique compact par une application
continue est compact .

1.2 Espaces vectoriels normés

1.2.1 Espaces de Banach

Dé�nition 1.2.1. Soit X un ensemble non vide . (+) et (.) deux lois de composi-
tions respectivement interne et externe sur X. Le triplet (X,+,.) est appelé espace
vectoriel sur le corps K si les propriétés suivantes sont véri�és : ∀x, y ∈ X et
α, β ∈ K avec K = R où C.

1. (X,+) est un groupe abélien .

2. α(x+ y) = α.x+ α.y .

3. (α + β).x = α.x+ β.x .

4. (αβ).x = α(βx) .
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Dé�nition 1.2.2. [18] On appelle norme sur E, toute application p de E dans
R+ telle que pour tous x, y ∈ E et λ ∈ A, on ait :

i) p(x) = 0⇔ x = 0. (condition de séparation).

ii) p(λx) = |λ|p(x). (condition d'homogénéité).

iii) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y). (inégalité triangulaire).

Notation :On note p(x) = ‖x‖ où encore p(x) = ‖x‖E. p(x) s'appelle norme de
x.
On dit alors le couple(E, p) est un espace vectoriel normé(e.v.n).

Exemple 1.2.1. [18] Dans Kn on a trois normes usuelles.

‖x‖1=
n∑
i=1

|xi|.

‖x‖2 =

( n∑
i=1

|xi|2
) 1

2

.

‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|xi|.

Proposition 1.2.1. Soit X un espace vectoriel normé et soit H un sous espace
vectoriel de X. On dit que (H, ‖.‖) est un sous espace vectoriel normé où ‖.‖ est
la norme dé�nie sur X.

Remarque 1.2.1. 1. si λ = 0, alors (ii) =⇒ p(0) = 0. Donc i∪ ii équivaut à
p(0) = 0⇐⇒ x = 0.

2. Si on n'impose pas (i), on dit que p est une semi-norme.

Dé�nition 1.2.3. Deux normes ‖.‖1 et ‖.‖2 sur un même espace vectoriel réel où
complexe K sont équivalentes si et seulement s'il existe K1, K2 > 0 tels que :

∀x ∈ K, K1‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ K2‖x‖1.

Théorème 1.2.1. Soit X un espace vectoriel de dimension �nie,dimX = n <∞ :

a) Toutes les normes sont équivalentes .

b) Pour toute norme, les compacts sont les fermée bornés .

c) Si (X, ‖.‖∞) est un autre espace vectoriel normé de dimension quelconque,
toute application linéaire de X dans Y est continue.
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Proposition 1.2.2. Un espace vectoriel normé est un espace métrique dont la
distance d dé�nie par d(x, y) = ‖x − y‖ pour tout x, y ∈ X sont invariants par
translation et véri�e d(λx, λy) = |λ|d(x, y), ∀λ ∈ R (où C) et ∀x, y ∈ X .

Théorème 1.2.2. (Riez) : Dans un espace vectoriel normé de dimension in�nie,
la boule unitée fermée n'est jamais compacte.

Proposition 1.2.3. L'espace normé est complet en dimension �nie.
L'espace normé n'est pas nécessairement complet en dimension in�nie .

Dé�nition 1.2.4. On appelle espace de Banach un espace vectoriel normé com-
plet.

Corollaire 1.2.1. Tout e.v.n de dimension �nie est un espace de Banach.

Dé�nition 1.2.5. Soient X un espace métrique et A une partie de X.On appelle
diamètre de A noté diam(A) tel que :

diam(A) = sup
x,y∈A

d(x, y).

Proposition 1.2.4. Un ensemble est borné si et seulement si son diamètre est
�ni.

Proposition 1.2.5. Soient A,B ⊂ X et x ∈ X alors :

1) d(x,A) = 0⇔ x ∈ A.

2) A ⊂ B ⇒ diam(A) 6 diam(B).

3) diam(λA) = |λ|diam(A),∀λ ∈ R.

4) diam(x0 + A) = diam(A),∀x0 ∈ X désigne la convexité dans e.v.n A.

5) diam(A+B) ≤ diam(A) + diam(B).

6) diam(conv(A)) = diam(A) (conv(A) désigne la convexité dans e.v.n A) .

Dans ce qui suit K = R où C.
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1-Espaces `p

Pour p ≥ 1, on considère

`p =

{
x = (xi) ∈ KN telle que

∞∑
i=0

|xpi | <∞
}
.

pour p =∞, on considère

`∞ = inf{M ≥ 0 : |f(x)| ≤M p.p sur K}.

`1 et `2 sont les espaces les plus importants ( usuels).

Proposition 1.2.6. :

1. L'espace `p est un espace vectoriel de dimension in�nie.

2. Pour tout p ≥ 1, l'espace `p muni de l'application

x −→ ‖x‖ =

{ ∞∑
i=0

|xpi | <∞
}
.

est un espace de Banach.

3-Espace C(B,K)

Soit B un espace métrique compact et C(B,K) l'espace vectoriel des applica-
tions continues dé�nies de B dans K.

Corollaire 1.2.2. L'espace C(B,K) des fonctions continues de B à valeurs dans
K,muni de la norme

‖f‖∞= sup
x∈K
|f(x)|.

est un espace de Banach.

Dé�nition 1.2.6. Soient X1, X2 deux espaces vectoriels normés et X = X1 ×X2

alors X est un espace vectoriel produit muni de la norme :

‖(x1, x2)‖ = ‖x1‖X1 + ‖x2‖X2.

Théorème 1.2.3. (Ascoli-Arzèla) Soient X un espace métrique compact, Y un
espace de Banach et soit H ⊂ C(X, Y ) un sous-espace muni de la norme ‖.‖∞.
On dit que H est relativement compact si et seulement si :
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1. H est uniformément borné, i.e : il existe une constante δ > 0 telle que :
∀t ∈ X, ∀f ∈ H on a

‖f‖∞ = sup
t∈X
|f(t)| ≤ δ.

2. H est équicontinu, i.e :

∀ε > 0,∃v ∈ υ(t), ∀s ∈ X, s ∈ v =⇒ ‖f(s)− f(t)‖Y ≤ ε,∀f ∈ H.

3. L'ensemble {f(t), f ∈M} est relativement compact pour tout t ∈ X.

Théorème 1.2.4. (Cordunuanu) Soit A ⊂ BC. Alors A est relativement com-
pact dans (BC) si :

� (a) A est uniformément borné dans BC
� (b) les fonctions appartiennent à A sont équicontinues sur R+, i.e équi-

continues sur chaque compact de R.
� (c) les fonctions de A sont équi-convergent, i.e pour

ε > 0,∃T (ε) telque : |u(t)− u(+∞)| ≤ ε;∀t ≥ T (ε) et u ∈ A.
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1.2.2 Algèbres de Banach

Dé�nition 1.2.7. Un espace vectoriel X s'appelle algèbre, s'il muni d'une troisème
opération, nommée multiplication et satisfait aux axiomes suivants

1. (xy)z = x(yz).
2. x(y + z) = xy + xz, (y + z)x = yx+ zx.
3. α(xy) = (αx)y = x(αy).
4. S'il existe un élément e ∈ X tel que ex = xe = x, quelque soit x ∈ X, on

dit que e est unité de l'algèbre X et que X est une algèbre avec unité.
5. Si la multiplication est commutative, c-à-d si elle satisfait à l'axiome

xy = yx
on dit que X est algèbre commutative .

Ce sont les algèbres commutatives avec unité qui feront l'objet principe de notre
étude. Toutes les algèbres considérées dans ce complètement seront des algèbres
sur le corps C ( des nombres complexes).

Dé�nition 1.2.8. Un espace normé X s'appelle algèbre normée, s'il est une al-
gèbre avec unité qui véri�er en plus des deux axiomes :

6. ‖e‖ = 1 .
7. ‖xy‖ ≤ ‖x‖.‖y‖ .

Si une algèbre normée X est complète (c-à-d est un espace de Banach), on l'appelle
algèbre de Banach. Une application F : X −→ Y s'appelle homomorphisme de
l'algèbre X dans l'algèbre Y , si elle véri�e les conditions :

F (x+ y) = Fx+ Fy. (1.1)

F (αx) = αF (x) (1.2)

F (xy) = Fx.Fy (1.3)

Deux algèbres X et Y sont dites isomorphes, s'il existe une application bijective
F de X sur Y véri�ant les condition (1.1) et (1.3). Deux espaces normés X et Y
sont dites isométriques, s'il existe une application bijective F : X −→ Y véri�ant
les conditions (1.1) et (1.2) telles que

‖Fx‖Y = ‖x‖X
.

Dé�nition 1.2.9. Deux algèbres de Banach X et Y sont dites isométriquement
isomorphes, s'il existe un isomorphisme d'algèbre F : X −→ Y qui est en même
temps une isométrie de X et Y , considérés comme espaces normés .
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Exemples :

1. L'algèbre CT : soit T un espace topologique de Hausdor� compact. Dési-
gnons par CT l'espace vectoriel constitué par l'ensemble des fonctions complexes
continues x(t) dé�nies sur T muni des opérations habituelles donnant la somme
de deux fonctions et le produit d'une fonction par un nombre, ainsi que la norme

‖x‖ = max
t∈T
|x(t)|.

L'espace CT est fourni par l'espace Cn = {(z1, ......., zn)} des vecteurs complexes
à n dimensions, c-à-d des fonctions sur un espace de n points. L'addition, la mul-
tiplication par un nombre et la multiplication des éléments de Cn se réalisent en
coordonnées, la norme sur Cn est dé�nie par la formule

‖z‖ = max
1≤i≤n

|zi|.

L'espace CT est une algèbre de Banach commutative ayant pour unité la fonction
e(t) = 1. la véri�cation du fait que tous les axiomes sont évidents .
2. L'algèbre A des fonctions analytiques dans un disque : Désignons par A
l'espace vectoriel des fonctions x(z) d'une variable complexes z dé�nies et continues
sur le disque K = {z : |z| ≤ 1} et analytiques à l'intérieure de ce disque.
On dé�nit la multiplication et on introduit une norme par la formole

‖x‖ = max
|z|≤1
|x(z)|.

Ceci fait de A une algèbre de Banach commutative avec unité.
Tous les axiomes sont évidents.

1.2.3 Convexité

Dé�nition 1.2.10. Soient E un espace vectoriel de dimension �nie sur R et x, y ∈
X. On appelle segment de X un ensemble noté et dé�ni comme suite

[x, y] = {(1− t)x+ ty, t ∈ [0, 1]}.

Dé�nition 1.2.11. C ⊂ E est convexe si : ∀x, y ∈ C, ∀t ∈]0, 1[

(tx+ (1− t)y) ∈ C.



24 Préliminaires

Exemple 1.2.2. Les boules ouvertes ou fermées sont convexes.

Dé�nition 1.2.12. Soient C un convexe non vide de X et f : C → R.
1- f est dite convexe sur C si ∀t ∈]0, 1[,∀x, y ∈ C

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y).

2- f est dite strictement convexe sur C si ∀t ∈]0, 1[,∀x, y ∈ C, x 6= y

f(tx+ (1− t)y) < tf(x) + (1− t)f(y).

3- f est dite fortement convexe sur C s'il existe α > 0 tel que ∀t ∈
]0, 1[, ∀x, y ∈ C, x 6= y

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y)− 1

2
αt(1− t)‖x− y‖2.

On dit aussi que f est α-convexe.

Remarque 1.2.2. :

1. α-convexe ⇒ strictement convexe ⇒ convexe.

2. f est α-convexe sur C si et seulement si f − 1
2
α‖.‖2 est convexe sur C.

Dé�nition 1.2.13. Soit P une partie de X. On dit que l'intersection deS convexes
étant convexe. On peut parler du plus petit convexe contenant P qui est donc l'in-
tersection de tous les convexes contenant P , c'est ce que l'on appelle l'enveloppe
convexe de P noté :

convP = ∩{C,C est un convexe contenant P}.

Dé�nition 1.2.14. On appelle combinaison convexe de X, un élément x de X
de la forme

x =
n∑
i=1

tixi

Où n ∈ N∗, t = (t1, ..., tn) ∈ R, et les vecteurs xi ∈ X.

Proposition 1.2.7. :

1. Un ensemble est convexe si et seulement s'il contient toutes les combinaisons
convexes de ses éléments .
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2. Si P ⊂ X, alors convP est l'ensemble des combinaisons convexes des élé-
ments de P :

convP =

{ n∑
i=1

tixi, t ≥ 0, xi ∈ P,
n∑
i=1

ti = 1

}
.

Dé�nition 1.2.15. Soit X un ensemble. On dit qu'une partie M ⊂ P (Ω) tribu
(où σ-algèbre) sur X si, c'est une algèbre fermée pour les réunions dénombrables :

i) X ∈M.

ii) Si A ∈ M, alors A{ ∈ M (où A{ = X \ A est complémentaire de A dans
X ).

iii) Si An ∈M,∀n ∈ N, alors
⋃
n∈N

An ∈M .

Lemme 1.2.1. Soit {Mi}i∈I une famille quelconque de tribu sur X, alors M =⋂
i∈I

Mi est encore une tribu sur X.

Dé�nition 1.2.16. Les éléments de M sont appelés les parties mesurables de X
. On dit que (X,M) est un espace mesurable .

Dé�nition 1.2.17. Soit (X,M) un espace mesurable .
On appelle mesure(mesure positive) sur X une application µ : M → R véri-
�ant :

1. µ(∅) = 0 .

2. Si {An}n∈N ⊂M est une suite disjointe, alors

µ

( ⋃
n∈N

An

)
=
∑
n∈N

µ(An).

On dit que (X,M, µ) est un espace mesuré.

Proposition 1.2.8. ( Propriétés élémentaires d'une mesure positive).

1. Monotonie : Si A,B ∈M et A ⊂ B, alors

µ(A) 6 µ(B).
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2. Sous-additivité : si An ∈M,∀n ∈ N alors

µ(
⋃
n∈N

An) 6
∑
n∈N

µ(An).

3. Si An ∈M, ∀n ∈ N et si An ⊂ An+1,∀n ∈ N, alors

µ(
⋃
n∈N

An) = lim
n−→∞

µ(An).

4. Si An ∈M, ∀n ∈ N et si An ⊃ An+1,∀n ∈ N, avec µ(A0) <∞ alors

µ(
⋂
n∈N

An) = lim
n−→∞

µ(An)

Dé�nition 1.2.18. Soient (X,M) et (Y,M′) deux espaces mesurables. On dit
qu'une application f : X −→ Y est mesurable (pour les tribusM etM′ ) si

∀B ∈M′, f−1(B) ∈M.

Dé�nition 1.2.19. Soit (X,M, µ) un espace mesuré .
Un ensemble N ∈ M est µ-négligeable si µ(N) = 0, i,e : s'il est de µ-mesure
nulle.

Dé�nition 1.2.20. Soit (X,M, µ) un espace mesuré .
On dit qu'une propriété est vraie presque partout par rapport à µ, (µ-p.p) si elle
est vraie sur X\N , où N est un ensemble µ-négligeable.

Corollaire 1.2.3. Soient f, g : X → R deux fonctions mesurables,alors f +
g, fg,min(f, g) et max(f, g) sont mesurables.

Théorème 1.2.5. ( La convergence dominée de Lebesgue)
Soit (fn)n une suite des fonctions de L1. On suppose que

1. fn(x)→ f(x) p.p sur Ω.

2. Il existe une fonction g ∈ L1 telle que pour chaque n1

|fn(x)| ≤ g(x) p.p sur Ω

Alors f ∈ L1(Ω) et ‖fn − f‖L1 → 0.
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Dé�nition 1.2.21. On dit qu'une fonction mesurable f : Ω −→ R est intégrable
au sens de Lebesgue si : ∫

Ω

|f | <∞.

Dé�nition 1.2.22. Soit Ω un ouvert de Rn, l'espace L1(Ω) est l'ensemble des
fonction mesurable et intégrable sur Ω noté :

‖f‖L1(Ω) =

∫
Ω

‖f(x)|dx.

On dé�nit en suite pour tout 1 6 p <∞, l'espace :

Lp(Ω) = {f : Ω → R, f mesurable et ‖f‖p ∈ L1(Ω)}.

Que l'on munit de la norme :

‖f‖Lp(Ω)=

(∫
Ω

|f(x)|pdx
)1/p

.

Lorsque p =∞, on a la dé�nition suivante :

L∞(Ω) = {f : Ω → R, f mesurable et ∃c ∈ R+ telle que : |f | 6 c p.p}.

Que l'on munit de l norme :

‖f‖L∞(Ω) = inf{c, |f(x)| 6 c p.p}.

Théorème 1.2.6. Soient X ⊆ R un ensemble mesurable, f, g : X −→ R des
fonctions intégrables sur X et α, β ∈ R, alors αf + βg est intégrable sur X et∫

E

αf + βg = α

∫
E

f + β

∫
E

g.

Proposition 1.2.9. 1) Si f 6 g, alors
∫
X
fdµ 6

∫
X
gdµ.

2) Si A ⊂ B alors
∫
A
fdµ 6

∫
B
fdµ.

3) Si C est une constante 0 6 C 6∞ alors
∫
X
Cfdµ = C

∫
X
fdµ.

4) Si f(x) = 0 pour tous x ∈ X, alors
∫
X
fdµ = 0, même si µ(X) =∞.

5) Si µ(X) = 0, alors
∫
X
fdµ = 0 même si f =∞.
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6) Si f est une fonction intégrable, alors |f | est aussi intégrable et on a :
|
∫
fdµ| 6

∫
|f |dµ.

Dé�nition 1.2.23. Une fonction f : Ω× R→ R est dite de carathéodory si :

i) t→ f(t, y) est mesurable ∀y ∈ R.
ii) y → f(t, y) est continue ∀t ∈ R.

Dé�nition 1.2.24. Soit p ∈ [1,+∞]. On appelle exposant conjugué de p (noté
q dans toute la suite ) le nombre q ∈ [1,+∞] tel que 1

p
+ 1

q
= 1.

Proposition 1.2.10. Soit 1 ≤ p < ∞. Alors l'espace Lp(Ω) muni de ‖.‖p est un
espace normé .

Théorème 1.2.7. (Fischer-Riesz)
Lp est un espace de Banach pour tout 1 6 p <∞.

Proposition 1.2.11. (Inégalité de Hölder)[13] 1 ≤ p <∞
Soient f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lq, 1

p
+ 1

q
= 1. alors f, g ∈ L1

‖fg‖L1≤‖ f ‖Lp‖ g ‖Lq .

Corollaire 1.2.4. Soit f ∈ Lp(X), g ∈ Lq(X), alors f.g ∈ Lr(X) avec 1
p

+ 1
q

= 1
r
.

Corollaire 1.2.5. (Inégalité de Minkowski)
Pour f, g mesurables :

‖f + g‖p 6 ‖f‖p + ‖g‖p.

Corollaire 1.2.6. (Inégalité de Cauchy Schwarz)
Soit f, g ∈ L2(X,M, µ), alors f.g ∈ L1(X,M, µ)∫

X

|f.g|dµ 6

(∫
X

|f |2dµ
)1/2(∫

X

|g|2dµ
)1/2

.

Lemme 1.2.2. (Inégalité de Fatou)
Soit (fn)n, fn : X → R+ une suite des fonctions mesurables, alors∫

( lim
n→+∞

inf fn)dµ 6 lim
n→+∞

inf

∫
fndµ.
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Théorème 1.2.8. (Fubini)
On suppose que F ∈ L1(Ω1 × Ω2), alors pour presque par tout x ∈ Ω1

F (x, y) ∈ L1
Y (Ω) et

∫
Ω2

F (x, y)dy ∈ L1
x(Ω1).

De même, pour presque par tout y ∈ Ω2 ,

F (x, y) ∈ L1
X(Ω1) et

∫
Ω1

F (x, y)dx ∈ L1
y(Ω2).

De plus on a :∫
Ω1

dx

∫
Ω2

F (x, y)dy =

∫
Ω2

dy

∫
Ω1

F (x, y)dx =

∫∫
Ω1×Ω2

F (x, y)dxdy.

1.3 Espaces des fonctions continues

1.3.1 Espace des fonctions continues sur [a, b]

Dé�nition 1.3.1. Soit [a, b] un intervalle dans R. Notons l'espace C([a, b]) est
l'espace vectoriel des fonctions continues telle que :

C([a, b]) = {f : [a, b]→ R; continue}.

muni de la norme
‖f‖∞ = sup

x∈[a;b]

|f(x)|.

Proposition 1.3.1. On de�nit le produit (f.g)(x) = f(x).g(x), soit f, g ∈ C([a, b]),
alors

‖f.g‖∞ ≤ ‖f‖∞.‖g‖∞.
Et (C([a, b]), ‖.‖∞) est une algèbre de Banach.

1.3.2 Espace des fonctions continues bornées sur [a,+∞[

Dé�nition 1.3.2. soit [a,+∞[ un intervalle dans R, soit a ∈ R+. Notons l'espace
C([a,+∞[) est l'espace vectoriel des fonctions continues bornée telle que :

C([a,+∞[) = {f : [a,+∞[→ R; continue bornée}.

muni de la norme
‖f‖∞ = sup

x∈[a,+∞[

|f(x)|.
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Théorème 1.3.1. L'espace C([a,+∞[) est un espace de Banach.

1.4 Quelque théorèmes du point �xe

1.4.1 Théorème de Banach

Théorème 1.4.1. Soit E un espace de Banach et soit A : E −→ E une application
contraction i.e ∀x, x ∈ E,∃k, 0 ≤ k < 1 telle que

‖Ax− Ax‖ ≤ k‖x− x‖.

Alors ∃x∗ tel que Ax∗ = x∗ où x∗ est un unique point �xe de A.

1.4.2 Théorème de Schauder

Théorème 1.4.2. [25] Soit C un sous-ensemble convexe, fermé, borné, non vide
d'un espace de Banach E et T : C → C une application compacte, alors T admet
au moins un point �xe.

Corollaire 1.4.1. Soit C un sous-ensemble convexe, compact, non vide d'un es-
pace de Banach E et f : C → C une application continue, alors f admet au moins
un point �xe.

Corollaire 1.4.2. Soit C un sous-ensemble convexe, fermé, non vide, C non néces-
sairement borné d'un espace de Banach E et f : C → C une application continue
telle que f(C) inclus dans un compact de C, alors f admet au moins un point �xe.

1.4.3 Théorème de Krasnoselskii

Théorème 1.4.3. [25] Soit M une partie fermée, convexe, non vide d'un espace
de Banach E, et
A : M → E, B : E → E deux opérateurs tels que :

(i) B est condensé avec constant k < 1.
(ii) A est continu, et A(M) inclus dans un compact de E.
(iii) [x = Bx+ Ay, y ∈M ]⇒ x ∈M .

Alors ∃y ∈M/ Ay +By = y.

Théorème 1.4.4. Soit S une partie fermée, bornée, convexe, non vide de l'algèbre
de Banach E et soit A,B : S → E deux opérateurs tels que :
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(a) A est lipschitzien avec constant k.
(b) B est complètement continu.
(c) kM < 1 où M = ‖B(S)‖ = sup{‖Bu‖, u ∈ S}.

Alors l'équation AuBu = u admet au moins une solution et l'ensemble de toutes
les solutions est compact dans S.



CHAPITRE 2

MESURES DE NON COMPACITÉ

Dans ce chapitre on présente quelque dé�nitions et notions préliminaire sur
la mesure de non compacité comme la mesure de Kuratowski et Hausdor� sur
les ensembles bornés et les opérateurs condensés, nous présenterons également
quelques propriétés fondamentales ainsi que quelque théoremes associés à la mesure
de non compacité.

2.1 Mesures de non compacité

2.1.1 Notion générale du mesure de non compacité

Dé�nition 2.1.1. [22] Soit l'application µ :M→ [0,∞[, on dit que µ est mesure
de non compacité (MNC) dans l'espace de Banach E si elle satisfait les conditions
suivantes :

1. L'ensemble ker (µ) = {X ∈ M : µ(X) = 0} est un ensemble borné, non
vide et ker (µ) ⊂M et comme µ(X) = 0 alors X est relativement compact
.

2. Si X ⊂ Y =⇒ µ(X) ≤ µ(Y ).

3. µ(X) = µ(X).

4. µ(λX + (1− λ)Y ) ≤ λµ(X) + (1− λ)µ(Y ), ∀λ ∈ [0, 1].

5. µ(conv(X)) = µ(X).
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6. Si (Xn)n∈N est un ensemble des suites de M telle que Xn+1 ⊂ Xn, pour
n=1,2,... , et lim

n→∞
µ(Xn) = 0, alors X∞ = ∩∞n=1Xn 6= ∅ et X∞ ∈ ker(µ).

Exemple 2.1.1. [22] Soit E un espace de Banach, les fonctions :

ψ1(Ω) =

{
0 si Ω est totalement borné

1, autrement

et

ψ2 = diamΩ.

Sont des MNCs au sens de la dé�nition générale.

Exemple 2.1.2. Soient ψ1, ..., ψn des MNCs dans E à valeurs dans Q1, ..., Qn

respectivement et soit l'application F : Q1 × ...×Qn → Q la fonction ψ : E → Q
dé�nie par (ψ(Ω) = F (ψ1(Ω), ..., ψn(Ω)), appelée produit de MNC est une MNC.
Ses propriétés sont déterminées par les propriétés de ψ1, ..., ψn et de la fonction F.

2.1.2 Mesure de non compacité de Kuratowski et de Haus-

dor�

Dé�nition 2.1.2. [22] La mesure de non compacité(MNC) de Kuratowski α(Ω)
d'un ensemble borné Ω est la borne inférieur des nombres d > 0 tel que Ω soit
recouvert par un nombre �ni d'ensemble de diamétre inférieur ou égala à d.

α(Ω) = inf{d > 0,Ω ⊂ ∪ni=1Ωi, diam(Ωi) ≤ d}.

.

Dé�nition 2.1.3. [22] La mesure de non compacité de Hausdor� χ(Ω) d'un
ensemble borné Ω est la borne inférieur des nombres ε > 0 tel que l'ensemble Ω ait
un ε-réseau �ni dans E.

χ(Ω) = inf{ε > 0,∃(xi)ni=1Ω ⊂ ∪ni=1B(xi, ε), n ∈ N}.
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Propositions 2.1.1. [22] Soient E un espace de Banach et Ω, Ω1, Ω2⊂ E des
ensembles bornés . On note ψ la MNC de Kuratowski ou de Hausdor�, alors ψ
véri�e les propriétés suivantes :

a) Régularité : ψ(Ω) = 0 si et seulement si Ω est relativement compact.

b) Non-singularité : ψ(Ω) = 0 si Ω est un singleton.

c) Monotonie : si Ω1 ⊂ Ω2 alors ψ(Ω1) ≤ ψ(Ω2).

d) Semi-additivité : ψ{Ω1 ∪ Ω2} = max{ψ(Ω1), ψ(Ω2)}.
e) Propriété Lipschitzienne : |ψ(Ω1)− ψ(Ω2)| ≤ Lψρ(Ω1 − Ω2), où

Lα = 2, Lχ = 1 et ρ désigne la distance de Hausdor� :

ρ(Ω1,Ω2) = inf{ε > 0 : Ω2 ⊂ Ω1 + εB,Ω1 ⊂ Ω2 + εB}.

f) Continuté : pour tout Ω ⊂ E et pour tout ε > 0 il existe δ > 0 tels que
|ψ(Ω)− ψ(Ω1)| < ε pour tout Ω1 satisfaisant ρ(Ω,Ω1) < δ.

g) Semi-homogénéité : ψ(tΩ) = |t|ψ(Ω) pour tout réel t.

h) Semi-additivité algébrique : ψ(Ω1 + Ω2) ≤ ψ(Ω1) + ψ(Ω2).

i) Invariance par translation :ψ(Ω + x0) = ψ(Ω) pour tout x0 ∈ E.

Preuve : On démontre cette proposition seulement pour la MNC α, la preuve
est similaire pour χ :

a) Supposons que Ω est relativement compact, alors d'après le théorème (1.1.1),
∀ε > 0, il existe une famille �nie {x1, ..., xNε} d'élément de E telle que
Ω ⊂ ∪Nεj=1B(xj, ε) alors α(Ω) = 0. Réciproqument , si α(Ω) = 0 d'après le
même théorème, on conclut que Ω est relativement compact.

b) Tout singleton est relativement compact.

c) Soit {Ω2
1, ...,Ω

2
n} un recouvrement de Ω2 tel que diam(Ω2

i ) ≤ d, i = 1, ..., n
alors il est claire que c'est un recouvrement de Ω1 et par suite α(Ω1) ≤
α(Ω2).

d) Posons Ω = Ω1 ∪ Ω2 et a = max{α(Ω1), α(Ω2)}, comme Ωi ⊂ Ω, i =
1, ..., n, d'après la monotonie de α on aura α(Ωi) ≤ α(Ω), donc a ≤ α(Ω).
Réciproquement, montrons que α(Ω) ≤ a. Pour tout Ω1,Ω2 il existe un
recouvrement {Ωi

1, ...,Ω
i
n} de Ωi tel que diam(Ωi

j) ≤ α(Ωi) + ε ≤ a + ε,
pour i = 1, 2, et j = 1, ..., ni, on remarque que ces ensembles Ωi

j forment un
recouvrement de Ω, alors α(Ω) ≤ a+ ε, et par suite α(Ω) ≤ a puisque ε est
arbitraire .
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e) Posons ρ(Ω1,Ω2) = ε. Comme Ω1 ⊂ Ω2 + εB alors diam(Ω1) ≤ diam(Ω2 +
2ε), d'où diam(Ω1) ≤ α(Ω2) + 2ε, et par suite α(Ω1) ≤ α(Ω2) + 2ε. De la
même manière, nous obtenons α(Ω2) ≤ α(Ω1) + 2ε. Et par suite obtient
|α(Ω1)− α(Ω2)| ≤ 2ε.

f) On sait que toute fonction Lipschitzienne est continue.

g) Est trivial pour t = 0.
Si t 6= 0, alors :

α(tΩ) = inf{d > 0 : tΩ ⊂ ∪mi=1Ωi, diam(Ωi) ≤ d}

= inf{d > 0 : Ω ⊂ ∪mi=1

1

t
Ωi, |t|diam(

1

t
Ωi) ≤ d}

= inf{d > 0 : Ω ⊂ ∪mi=1

1

t
Ωi, diam(

1

t
Ωi) ≤

1

|t|
d}

= inf{|t|d′ > 0 : Ω ⊂ ∪mi=1

1

t
Ωi, diam(

1

t
Ωi) ≤ d′}, d′ = 1

|t|
d.

= |t|α(Ω).

h) Soit {Ω1
1, ...,Ω

1
m} un recouvrement de Ω1 et {Ω2

1, ...,Ω
2
n} un recouvrement

de Ω2 alors les ensembles Ω1
i + Ω2

j forment un recouvrement de Ω1 + Ω2 de
plus diam(Ω1 + Ω2) ≤ diam(Ω1) + diam(Ω2) et par suite α(Ω1 + Ω2) ≤
α(Ω1) + α(Ω2).

i) La propriété se déduite du fait que diam(Ω + x0) = diam(Ω).

Théorème 2.1.1. [22] Soient E un espace de Banach et B sa boule unité.
- Si E est de dimension �nie, alors α(B) = χ(B) = 0.
- Si dimE =∞, α(B) = 2 et χ(B) = 1.

Preuve : - Si dimE <∞, B(0, 1) est relativement compacte⇒ elle est totalement
bornée ⇒ χ(B(0, 1)) = 0
-Soit dimE =∞ :
On doit montrer que χ(B(0, 1)) = 1 ? ?
On a χ(B(0, 1)) < 1
Car B(0, 1) ⊂ B(0, 1)
Supposons que χ(B(0, 1)) = q < 1
Et soit ε > 0 tel que q + ε < 1
∃(xi)ni=1, B(0, 1) ⊂ ∪ni=1B(xi, q + ε)
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Il résulte :

q = χ(B(0, 1)) ≤ χ(∪ni=1B(xi, q + ε))

≤ max(1≤i≤n)χ(B(xi, q + ε))

≤ max(1≤i≤n)χ(xi +B(0, q + ε))

≤ χB(0, q + ε)

≤ (q + ε)χ(B(0, 1))

≤ (q + ε)q

Il résulte q ≤ q(q + ε)⇒ q = 0 contraction car dimE =∞
Ainsi : χ(B(0, 1)) = 1.

Théorème 2.1.2. [22] Les MNCs α et χ sont invariantes par passage à l'adhé-
rence et à l'enveloppe convexe i.e :

ψ(Ω) = ψ(Ω) = ψ(coΩ).

Preuve

ψ(Ω) = ψ(Ω) est évident .
Si S est un ε-réseau totalement borné de co(Ω) donc :

χ(Ω) = χ(coΩ).

Pour prouver que α(Ω) = α(coΩ), on suppose que Ω = ∪mk=1 et diamΩk < d,∀k
il est claire que co(Ω) = ∪

∑m
k=1 λkco(Ωk) où λk ≤ 0 et

∑m
k=1 λk = 1, avec une

précision arbitraire δ(ε) au sens de la métrique de Hausdor�

( lim
ε−→0

δ(ε) = 0)

l'union de toutes les sommes peut-être approchée par union �nie des sommes de
même forme, dans les quelle λ parcourt un ε-réseau �ni δ(ε).
D'aprés les propriétés de MNC α on obtient :

α(coΩ) = α(∪λ∈δε
m∑
k=1

λkcoΩk) ≤ α(∪λ∈δε
m∑
k=1

λkcoΩk) + 2δ(ε)

= max α(
m∑
k=1

λkcoΩk) + 2δ(ε) ≤ max

m∑
k=1

λkcoΩk) + 2δ(ε).
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Puisque diam(coΩk) = diamΩk < d, on conclus que :

α(coΩ) ≤ d+ 2δ(ε).

Donc :
α(coΩ) ≤ α(Ω).

Théorème 2.1.3. [22] Les MNC de Hausdor� et Kuratowski sont liées par la
formule

χ(Ω) ≤ α(Ω) ≤ 2χ(Ω)

Dans la classe de tous les espaces de dimension in�nie, ces inégalités sont nettes.

Preuve :
Soit {Ωn

i=1} un recouvrement de Ω avec diam(Ωi) ≤ d et si xi ∈ Ωi, alors {x1, ..., xn}
est un d-réseau de Ω.
La deuxième inégalité se déduit du fait que si {x1, ..., xn} est un ε-réseau �ni de Ω
alors {Ω∩ (xi + εB)}ni=1 est un recouvrement de Ω par des ensembles de diamètre
2ε, alors α(Ω) ≤ 2ε.

2.2 MNCS dans les espace des fonctions continues

2.2.1 MNCs dans C[a, b]

Théorème 2.2.1. [22] Soit Q ensemble borné dans C[a, b] alors :

χ(Q) =
1

2
lim
δ→0

{
sup
x∈Q

[
max
0≤r≤δ

‖x− xr‖
]}

.

Où

xr(t) =

{
x(t+ r), a ≤ t ≤ b− r
x(b) , b− r ≤ t ≤ b

.

Preuve :
Soit ε > 0, on construire un �ni de [χ(Q) + ε]− net E de l'ensemble Q, soit x ∈ Q
et y ∈ E tel que ‖x− y‖ ≤ χ(Q) + ε, on pose δ > 0 tel que r ∈ [0, δ] alors

‖x− xr‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖y − yr‖+ ‖y − xr‖
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≤ 2‖x− y‖+ ‖y − yr‖

≤ 2χ(Q) + 2ε+ max
y∈E

[
max
0≤r≤δ

‖y − yr‖
]

Par conséquent :

sup
x∈Q

[
max
0≤r≤δ

‖x− xr‖
]
≤ 2χ(Q) + 2ε+ max

y∈E

[
max
0≤r≤δ

‖y − yr‖
]

Lorsque δ → 0 et comme E famille �nie et équicontinue, on obtient :

lim
δ→0

{
sup
x∈Q

[
max
0≤r≤δ

‖x− xr‖
]}
≤ 2χ(Q) + 2ε

Donc
1

2
lim
δ→0

{
sup
x∈Q

[
max
0≤r≤δ

‖x− xr‖
]}
≤ χ(Q) + ε

ε étant arbitraire on a l'inégalité

1

2
lim
δ→0

{
sup
x∈Q

[
max
0≤r≤δ

‖x− xr‖
]}
≤ χ(Q).

Pour l'inégalité inverse, nous assurrons que les fonctions x ∈ Q sont prolongées du
segment [a, b] de R par

xr(t) =

{
x(a), t ≤ a
x(b), b ≤ t

Dé�nissons les opérateurs Rh et Ph(h > 0) par les formules respectives

(Rhx) (t) =
1

2
(max{x(s) : s ∈ [t− h, t+ h]}+ min{x(s) : s ∈ [t− h, t+ h]}).

Et

(Phx) (t) =
1

2h

∫ t+h

t−h
x(s)ds.

Alors l'ensemble PhRh(Q) est relativement compact en C([a, b]), nous prétendons
que il constitue un (q2h/2)− net de l'ensemble Q où

q2h = sup
x∈Q

0≤r≤δ

(max ‖x− xr‖ .
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En fait

‖PhRh(Q)‖ = max
a≤x≤b

∣∣∣∣ 1

2h

∫ t+h

t−h
(Rhx) (s)ds− 1

2h

∫ t+h

t−h
x(t)ds

∣∣∣∣
Si |t− s| ≤ h , alors on a :

≤ 1
2h

max
a≤x≤b

∫ t+h

t−h
|(Rhx) (s)− x(t)| ds

min{x(r) : r ∈ [t− s, t+ s]} ≤ x(t) ≤ max{x(r) : r ∈ [t− s, t+ s]}

.

Par conséquent

|(Rhx) (s)− x(t)| ≤ 1

2h
max

0≤r≤2h
‖x− xr‖ ≤ q2h.

De ceci (2.2.1), il s'ensuit que χ(Q) ≤ q2h
2

lorsque h→ 0

χ(Q) ≤ 1

2
lim
δ→0

{
sup
x∈Q

[
max
0≤r≤δ

‖x− xr‖
]}

.

Cela la preuve est complète.

2.3 Opérateurs condensés

Dé�nition 2.3.1. [22] Soient E1 et E2 deux espaces de Banach, et soient ψ1 et
ψ2 deux MNCs dans E1 et E2 respectivement,à valeurs dans un ensemble partiel-
lement ordonné (Q,≤).

1. Un opérateur continu f : D(f) ⊂ E1 → E2 est dit (ψ1, ψ2)- condensé si
Ω ⊂ D(f), ψ(Ω) ≤ ψ2(f(Ω)) implique Ω est relativement compact.

2. Supposons que sur Q est dé�nit une opération de multiplication par un
scalaire non négatif. Un opérateur continu f est dit (q, ψ1, ψ2)-borné si
pour tout Ω ⊂ D(f) :

ψ2(f(Ω)) ≤ qψ1(Ω).

Quand E1 = E2 et ψ1 = ψ2 nous dirons ψ1-condensé et (q, ψ1)-borné.
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Exemples 2.3.1. [22]

1. Tout opérateur complètement continu dé�ni sur un ensemble borné de Ba-
nach E est ψ1-condensé, où ψ1 est dé�nie par :

ψ(Ω) =

{
0, si Ω est relativement compact

1, autrement

2. Une contraction dé�nit sur des ensembles bornés est ψ2-condensé où ψ2

est dé�nie du même exemple par : ψ2(Ω) = diam(Ω). En e�et, soit Ω
tel que diam(Ω) > 0, puisque f est contractante alors ∃k ∈ [0, 1[ tel que
‖f(x)− f(y)‖ ≤ k‖x− y‖,∀x, y ∈ Ω, par suite

diam[f(Ω)] ≤ kdiam(Ω) < diam(Ω).

L'opérateur f est ainsi ψ2-condonsé.

3. Les opérateurs complètement continus et les contractions sont α-condensés.
De plus un opérateur complètement continu est χ-condensé.

4. Plus généralement, si ψ est une MNC régulière, tout opérateur complètement
continu est ψ-condensé.

5. Soient deux opérateurs f, g : E1 → E2 tel que f est compètement continu et
g est contractante, alors la somme h = f + g est un opérateur α-condensé.
En e�et, soit Ω un ensemble borné dans E1. On a d'un part, α(g(Ω)) <
α(Ω), d'autre part, comme f est complètement continu, α(f(Ω)) = 0, par
conséquent :

α(h(Ω)) ≤ α[f(Ω) + g(Ω)] ≤ α[f(Ω)] + α[g(Ω)] ≤ α(Ω).

Dé�nition 2.3.2. [22]

a) Soit T : D(T ) ⊆ X → X un opérateur continu et α(.) la mesure de non
compacité de kuratowski dans X, pour tout k ≥ 0 .

1) On dit que T est un k− ensemble − contraction (opérateur contractive),
si pour tout ensemble borné A de D(T ), T (A) est un sous-ensemble borné
de X

α(T (A)) ≤ kα(A).

2) On dit que T est non expansive, si pour tout sous-ensemble borné A de
D(T ), tel que α(A) > 0, T (A) est un sous ensemble borné de X et

α(T (A)) ≤ α(A).
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b) Soit T : D(T ) ⊆ X → X un opérateur continu et soit χ(.) la mesure de
non compacité de Hausdor� dans X. Pour tout k ≥ 0, on dit que T est k−
boule -contraction si pour tout sous ensemble borné A de D(T ), T (A) est
un sous-ensemble borné dans X, et

χ(T (A)) ≤ kχ(A).

Propositions 2.3.1. [22]

(a) Si la MNC ψ est régulière, alors tout opérateur (q, ψ1, ψ2)-borné avec q < 1
est (ψ1, ψ2)-condonsé.

(b) Soient f1 un opérateur (q1, ψ1, ψ2)-borné et f2 un opérateur (q2, ψ2, ψ3)-
borné alors l'opérateur f2 ◦ f1 est (q1q2, ψ1, ψ3)-borné.

(c) Soient f1 un opérateur (q1ψ1, ψ2)-borné et f2 est un opérateur (q2ψ1, ψ2)-
borné, de plus la MNC ψ2 est algébriquement semi -additive et monotone,
alors la somme f1 + f2 est un opérateur (q1q2, ψ1, ψ2)-borné.

(d) Si f1 est un opérateur (ψ1, ψ2)-condonsé, f2 est un opérateur (ψ2, ψ3)-condensé
qui transforme les ensembles relativement compacts en des ensembles com-
pacts, ψ1 et ψ2 sont des MNC régulières et l'ensemble Q = [0,∞) alors
l'opérateur composé f2 ◦ f1 est (ψ1, ψ3)-condensé.

(e) Si Q = [0,∞) et ψ2 est semi-additive alors l'ensemble des opérateurs (ψ1, ψ2)-
condensées est convexe.

Preuve :

(a) Les inégalités ψ1(Ω) ≤ ψ2(Ω) ≤ qψ1(Ω), q < 1, impliquent ψ1(Ω) = 0. Par
régularité de ψ1,Ω est relativement compact .

(b) Il claire que ψ3[(f2 ◦ f1)(Ω)] ≤ q2υ2[f1(Ω)] ≤ q1q2ψ1(Ω).

(c) Comme (f1(Ω) + f2(Ω)) ⊂ f1(Ω) + f2(Ω), de la monotonie et de la semi-
additivité algébrique de ψ2 nous obtenons :

ψ2[(f1+f2)(Ω)] ≤ ψ2[f1(Ω)+f2(Ω)] ≤ ψ2[f1(Ω)]+ψ2[f2(Ω)] ≤ (q1+q2)ψ1(Ω).

(d) Pour montrer que f2◦f1 est (ψ1, ψ3)-condonsé, nous utilisons la contraposée
de la dé�nition des opérateurs condonsés. Supposons Ω n'est pas relative-
ment compact alors ψ2[f1(Ω)] < ψ1(Ω).
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• Si f1(Ω) n'est pas relativement compacte alors ψ3[(f2◦f1)(Ω)] < ψ2[f1(Ω)] <
ψ1(Ω).

• Si f1(Ω) est relativement compacte, par hypothèses, f2[f1(Ω)] est aussi re-
lativement compacte, et par régularité de ψ3, ψ2{f2[f1(Ω)]} = 0. D'autre
part ψ1(Ω) > 0, car Ω n'est pas relativement compacte et ψ1 est régulière,
dans ce cas aussi

ψ3[(f2 ◦ f1)(Ω)] < ψ1(Ω).

(e) Soient f1 et f2 deux opérateurs (ψ1, ψ2)-condensés et soit λ ∈ [0, 1]. Consi-
dérons l'opérateur fλ = λf1 + (1 − λ)f2, nous devons montrer que fλ est
(ψ1, ψ2)-condensé, pour cel, considérons un ensemble Ω tel que

ψ2[f(Ω)] > ψ1(Ω). (2.1)

Par dé�nition de fλ, nous obtenons l'inclusion fλ(Ω) ⊂ co{f1(Ω) ∪ f2(Ω)},
alors ψ2[fλ(Ω)] ≤ ψ2[co{f1(Ω)∪ f2(Ω)}] = ψ2[f1(Ω)∪ f2(Ω)]. Et puisque ψ2

est semi-additive, on aura

ψ2[f(Ω)] ≤ max{ψ2[f1(Ω)], ψ2[f2(Ω)]}. (2.2)

Comme [0,∞) est totalement ordonné, la côté droite de (2, 2) est soit
ψ2[f1(Ω)] ou soit ψ2[f2(Ω)]. Supposons que c'est ψ2[f2(Ω)] donc (2, 1) et
(2, 2) impliquent

ψ2[f2(Ω)] ≥ ψ1(Ω).

Le fait que f2 est (ψ1, ψ2)-condensé nous entraine que Ω est relativement
compact.

2.3.1 Théorème du Darbo

Théorème 2.3.1. [22] Soit Q un sous-ensemble borné non vide, fermé et convexe
d'un espace de Banach E, et T : Q→ Q un opérateur continu tel que

ψ(TX) ≤ kψ(X).

Pour toute partie non vide de Q où k ∈ [0, 1[. alors T admet au moins un point
�xe dans Q. [ψ désigne la MNC dé�nie sur E]

Remarque 2.3.1. [22] Notons par FixT l'ensemble de tous les points �xes de
l'opérateur T qui appartiennent à Q. L'ensemble FixT appartient à la famille
kerψ.
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2.3.2 Théorème du point �xe couplé

Dé�nition 2.3.3. [1] Un élément (x, y) ∈ X × Xest appelé un point �xe couplé
d'une application F : X ×X → X si F (x, y) = x and F (y, x) = y.

Théorème 2.3.2. [1] Soit X1, X2, ..., Xn des espaces de Banach et µ1, µ2, ..., µn
des mesures de non-compacité dans X1, X2, ..., Xn respectivement. Supposons que
la fonction ξ : Rn+ → R+ est convexe avec ξ(a1, a2, ..., an) = 0 si et seulement si
ai = 0 pour i = 1, 2, 3, ..., n alors

µ(D) = ξ(µ1(D1), µ2(D2), ..., µn(Dn)).

Dé�nit a une mesure de non-compacité dans l'espace produit X1 ×X2 × ... ×Xn
avec Di la projection naturelle de D dans X, pour i = 1, 2, ..., n.

Remarque 2.3.2. [1] Il est clair que l'espace produit BC × ...×BC︸ ︷︷ ︸
n

devient un

espace de Banach s'il muni de la norme

‖(u1, ..., un)‖ =
n∑
i=1

‖ui‖BC .

Théorème 2.3.3. [1] Soit C un sous-ensemble non vide, borné et fermé d'un
espace de Banach E et µ une mesure de la non-compacité arbitraire sur E. Si
Fi : C × C → C pour i = 1, 2 sont des opérateurs continus et il existe une
constante k ∈ [0; 1) tel que

µ(Fi(X1 ×X2)) ≤ k max{µ(X1), µ(X2)} (2.3)

Alors pour tout sous-ensemble X1, X2 de C, il existe x∗, y∗ ∈ X telle que{
F1(x∗, y∗) = x∗,

F2(x∗, y∗) = y∗,
(2.4)

preuve[1]
On considérons l'opérateur continu F : C×C −→ C dé�nit par F1(x, y) = F (x, y)

et F2(x, y) = F (y, x) et un opérateur F̃ : C × C −→ C × C dé�nit par

F̃ (x, y) = (F1(x, y), F2(x, y)).
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Montre que µ̃ = max{µ(X1), µ(X2)} est une mesure de la non-compacité dans
l'espace C × C, où on note Xi, i = 1, 2 les projections naturelles de X. Soit X
sous-ensemble non vide de C × C alors on obtient

µ̃(F̃ (X)) ≤ µ̃(F1(X1 ×X2)× F2(X1 ×X2))

= max{µ(F1(X1 ×X2)), µ(F2(X1 ×X2))}
≤ max{k max{µ(X1), µ(X2)}, k max{µ(X2), µ(X1)}}
≤ kµ̃(X).

Puisque µ̃ est aussi une mesure de non-compacité, donc toutes les conditions de
théorème (2.3.2) sont satisfaits. D'où F̃ admet un point �xe, i.e, il existe x∗, y∗ ∈ X
tels que

(x∗, y∗) = F̃ (x∗, y∗) = (F1(x∗, y∗), F2(x∗, y∗)),

Donc (x∗, y∗) est la solution de (2.4).

Corollaire 2.3.1. [1] Soit C un sous-ensemble non vide, borné et fermé d'un
espace de Banach sur E, µ une mesure de non-compacité arbitraire sur E et F :
C × C → C un opérateur continu. Supposons que :

(I) Il existe des constantes positives k1, k2 avec k1 + k2 < 1 telle que

µ(F (X1 ×X2)) ≤ k1µ(X1) + k2µ(X2)

où

(II) Il existe une constante k ∈ [0, 1) telle que

µ(F (X1 ×X2)) ≤ k max{µ(X1), µ(X2)}

Alors pour tout sous-ensemble X1, X2 de C, F admet un point �xe couplé.

Théorème 2.3.4. [4] Soit C un sous-ensemble non vide, borné et fermé d'un
espace de Banach E et u une mesure arbitraire de non-compacité sur E. Si F :
Cn → C est un opérateur continu et qu'il existe une constante k ∈ [0, 1) telle que

µ(F (X1 ×X2 × ...×Xn)) ≤ k max(µ(X1), µ(X2), ..., µ(Xn))

Pour tout X1, X2, ..., Xn de C, alors l'opérateur F admet un multiple point �xe
dans C, c'est-à-dire qu'il existe x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
n ∈ C tels que

F (x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
n) = x∗1,

F (x∗2, x
∗
3, ..., x

∗
n, x

∗
1) = x∗2,

...
...

F (x∗n, x
∗
1, x
∗
2, ..., x

∗
n−2, x

∗
n−1) = x∗n.



CHAPITRE 3

EXISTENCE DES SOLUTIONS POUR UN SYSTÈME
D'ÉQUATIONS INTÉGRALE COUPLÉES

Dans cette section, nous énonçons et prouvons certains résultats d'existence des
solutions des systèmes d'équations intégrale couplé (1).Appliquons des opérateurs
de condensation dans les espaces de Banach.
Dé�nition de la MNC

Soit X ⊂ BC(R+) et T > 0, pour x ∈ X et ε ≥ 0, on désigne par ωT (x, ε)
le module de continuité de la fonction X sur l'intervalle [0, T ] i.e

ωT (x, ε) = sup[|x(t)− x(s)|, t, s ∈ [0, T ], |t− s| ≤ ε]

En suite, nous mettons :

ωT (X, ε) = sup
[
ωT (x, ε);x ∈ X

]
ωT0 (X) = lim

ε→0
ωT (X, ε)

ω0(X) = lim
T→∞

ωT0 (X)

En plus, on pose :

β(X) = lim
T→∞

{
sup
x∈X
{sup[|x(t)|; t ≥ T ]}

}
Finalement, on dé�nis la fonction µ sur la famille M(BC) par la formule :

µ(X) = ω0(X) + β(X)
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3.1 Résultats d'existence

Théorème 3.1.1. [1] Supposons que les conditions suivantes sont remplies :

(i) ξi, ηi, βi : R+ → R+(i = 1, 2) sont continus et ξi → ∞ quand t → ∞ pour
i = 1, 2.

(ii) fi : R+ × R × R × R → R pour i = 1, 2, ..., n sont continus. De plus,
il existe une constante k ∈ [0, 1) et des fonctions continues croissantes
Φi : R+ → R+ avec Φi(0) = 0, i = 1, 2, ..., n, telle que

|fi(t, x, y, z)−fi(t, u, v, w)| ≤ k max{|x−u|, |y−v|}+Φi(mi(t)|z−w|) (3.1)

Où mi(t) : R+ → R+ sont des fonctions continues.

(iii) Les fonctions |fi(t, 0, 0, 0)| pour i = 1, 2 sont bornées sur R+ c'est à dire

Mi = sup{fi(t, 0, 0, 0) : t ∈ R+} <∞. (3.2)

(iv) gi = R+ × R+ × R × R → R pour i = 1, 2 sont continus et il existe une
constante positive D telle que

sup{mi(t)

∣∣∣∣∣
∫ βi(t)

0

gi(t, s, x(ηi(s)), y(ηi(s)))ds

∣∣∣∣∣ : t ∈ R+, x, y ∈ BC(R+), 1 ≤ i ≤ 2} < D.

(3.3)
De plus

lim
t→∞

mi(t)

∣∣∣∣∣
∫ βi(t)

0

[gi(t, s, x(ηi(s)), y(ηi(s)))− gi(t, s, u(ηi(s)), v(ηi(s)))]ds

∣∣∣∣∣ = 0,

(3.4)
Uniformément par rapport à x, y, u, v ∈ BC(R+) pour i = 1, 2.
Alors le système d'équations (1) admet au moins une seule solution dans
l'espace BC(R+)×BC(R+).

Preuve

[1] La preuve se fait en deux étapes.

étape 1 : Gi : BC(R+)×BC(R+)→ BC(R+) dé�nit par

Gi(x, y)(t) = mi(t)

∫ βi(t)

0

gi(t, s, x(ηi(s)), y(ηi(s)))ds (3.5)



3.1 Résultats d'existence 47

Pour i = 1, 2 des opérateurs continus et compacts .
On �xe 1 ≤ i ≤ 2.
Notez que la continuité de Gi(x, y)(t) pour tout x ∈ BC(R+) × BC(R+)
est évident.
De plus, par (3.3), Gi est un opérateur sur BC(R+)×BC(R+) en BC(R+).
Maintenant, nous montrons que Gi est continue, pour cela nous prennons
x, y ∈ BC(R+) et ε > 0 arbitraire, nous considérons u, v ∈ BC(R+) avec
‖x− u‖ < ε et ‖v − y‖ < ε, alors on obtient

|Gi(x, y)(t)−Gi(u, v)(t)| ≤
∣∣∣∣mi(t)

∫ βi(t)

0

gi(t, s, x(ηi(s)), y(ηi(s)))ds

−mi(t)

∫ βi(t)

0

gi(t, s, u(ηi(s)), v(ηi(s)))ds

∣∣∣∣
≤mi(t)

∣∣∣∣ ∫ βi(t)

0

[gi(t, s, x(ηi(s)), y(ηi(s)))

−gi(t, s, u(ηi(s)), v(ηi(s)))]ds

∣∣∣∣.
(3.6)

De plus, on considérant la condition (iv), il existe T > 0 tel que pour t > T
on a

|Gi(x, y)(t)−Gi(u, v)(t)| ≤ ε

Donc si t ∈ [0, T ], alors de (3.6) il s'ensuit que

|Gi(x, y)(t)−Gi(u, v)(t)| ≤ mTβTϑ(ε)

Où
βT = sup{βi(t) : t ∈ [0, T ], 1 ≤ i ≤ 2},

mT = sup{mi(t) : t ∈ [0, T ], 1 ≤ i ≤ 2},

b = max{‖x‖, ‖y‖}+ ε,

ϑ(ε) = sup{|gi(t, s, x, y)− gi(t, s, u, v)| : t ∈ [0, T ], s ∈ [0, βT ],

x, y, u, v ∈ [−b, b], |x− u| ≤ ε, |y − v| ≤ ε}.

En utilisant la continuité de gi sur l'ensemble compact[0, T ] × [0, βT ] ×
[−b, b] × [−b, b], on obtient ϑ(ε) → 0,quand ε → 0. Ainsi, Gi est une fonc-
tion continue de BC(R+)×BC(R+) sur BC(R+).
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Soit X1, X2 deux sous-ensembles non vides et bornés de BC(R+) et suppo-
sons que T > 0 et ε > 0 sont choisissent arbitrairement.
Soit t1, t2 ∈ [0, T ], avec |t2 − t1| ≤ ε et x, y ∈ X, on obtient

|Gi(x, y)(t2)−Gi(x, y)(t1)| ≤
∣∣∣∣mi(t1)

∫ βi(t2)

0

gi(t2, s, x(ηi(s)), y(ηi(s)))ds

−mi(t2)

∫ βi(t1)

0

gi(t1, s, x(ηi(s)), y(ηi(s)))ds

∣∣∣∣
≤mT

∣∣∣∣ ∫ βi(t2)

0

[gi(t2, s, x(ηi(s)), y(ηi(s)))

−gi(t1, s, x(ηi(s)), y(ηi(s)))]ds

∣∣∣∣
+mT

∣∣∣∣ ∫ βi(t2)

βi(t1)

gi(t1, s, x(ηi(s)), y(ηi(s)))ds

∣∣∣∣
≤mTβTω

T
r (gi, ε) +mTU

T
r ω

T (βi, ε),
(3.7)

Où
r = max{sup{‖x‖ : x ∈ X1}, sup{‖x‖ : x ∈ X2}}

ωT (βi, ε) = {|βi(t1)− βi(t2)| : t1, t2 ∈ [0, T ], |t1 − t2| ≤ ε},

ωTr (gi, ε) = sup{|gi(t2, s, x, y)− gi(t1, s, x, y)| : t1, t2 ∈ [0, T ], |t2 − t1| ≤ ε,

x, y ∈ [−r, r], s ∈ [0, βT ]},

UT
r = sup{|gi(t, s, x, y)| : t ∈ [0, T ], s ∈ [0, βT ], x, y ∈ [−r, r]}.

Comme (x, y) est un élément arbitraire de X1 × X2 dans (3.7) donc on
obtient

ωT (Gi(X1 ×X2), ε) ≤ mTβtω
T
r (gi, ε) +mTU

T
r ω

T (β, ε). (3.8)

D'autre part par la continuité uniforme de gi sur [0, T ]× [0, βT ]× [−r, r]×
[−r, r], on obtient ωTr (gi, ε) → 0 quand ε → 0 et à cause de la continuité
uniforme de β sur [0, T ], on déduit que ωT (β, ε)→ 0 quand ε→ 0.
Donc on obtient

mTβTω
T
r (gi, ε) +mTU

T
r ω

T (β, ε)→ 0,
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Quand ε→ 0 et
ωT0 (Gi(X1 ×X2)) = 0,

On obtient
ω0(Gi(X1 ×X2)) = 0 (3.9)

En�n, pour (x, y), (u, v) ∈ X1 ×X2 arbitraire et t ∈ R+ on a∣∣∣∣Gi(x, y)(t)−Gi(u, v)(t)

∣∣∣∣ ≤mi(t)

∣∣∣∣ ∫ βi(t)

0

[gi(t, s, x(ηi(s))), y(ηi(s))

−gi(t, s, u(ηi(s)), v(ηi(s)))]ds

∣∣∣∣
≤mi(t)θi(t),

(3.10)

Où

θi(t) = sup{
∣∣∣∣ ∫ βi(t)0

[gi(t, s, x(ηi(s)), y(ηi(s)))−gi(t, s, u(ηi(s)), v(ηi(s)))]ds

∣∣∣∣ :

x, y, u, v ∈ BC(R+)}
Comme (x, y), (u, v) et t sont choisissent arbitrairement dans (3.10).
On conclut que

diamGi(X1 ×X2)(t) ≤ m(t)θ(t). (3.11)

On prenant t→∞ dans l'inégalité (3.11), en utilisant (iv).
On en déduit que

lim
t→∞

sup diamGi(X1 ×X2)(t) = 0. (3.12)

De plus, on combinant (3.9) et (3.12).
Nous obtenons

lim
t,s→∞

sup diamGi(X1 ×X2)(t) + ω0(Gi(X1 ×X2)) = 0

Où équivalent
µ(Gi(X1 ×X2)) = 0

Ainsi, Gi est un opérateur continu et compact .

étape 2 : Il existe r0 ∈ R+ tel que les opérateurs Ti : Br0 × Br0 → Br0(i = 1, 2)
dé�niS par

Ti(x, y)(t) = fi

(
t, x(ξ(t)), y(ξ(t)),

∫ β(t)

0

gi(t, s, x(η(s)), y(η(s))ds)

)
(3.13)
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sont bien dé�nit où Gi sont donnés par (3.5) et

Fi(x, y)(t) = k max{x(t), y(t)},

Pour i=1,2.
On utilisant les conditions (i) - (iv), on �xe t ∈ R+ arbitraire et i = 1, 2.
On obtient

|Ti(x, y)(t)|

≤
∣∣∣∣fi(t, x(ξi(t)), y(ξi(t)),

∫ βi(t)

0

gi(t, s, x(ηi(s)), y(ηi(s))ds)− fi(t, 0, 0, 0)

∣∣∣∣
+|fi(t, 0, 0, 0)|
≤k max{|x(ξi(t))|, |y(ξi(t))|}+ |fi(t, 0, 0, 0)|

+Φi

(
mi(t)

∣∣∣∣ ∫ βi(t)

0

gi(t, s, x(ηi(s)), y(ηi(s)))ds

∣∣∣∣
)

≤k max{‖x‖, ‖y‖}+Mi + Φi(D).
(3.14)

Donc

‖Ti(x, y)‖ ≤ k max{‖x‖, ‖y‖}+Mi + Φi(D). (3.15)

D'aprés (3.15), on a Ti(Br0 ×Br0) ⊆ Br0 pour

r0 = max{M1 + Φ1(D)

1− k
,
M2 + Φ2(D)

1− k
}.

Ensuite, d'aprés la condition (ii) du théorème 3.2.1, il est évident que Fi et
Fi(x) pour x ∈ BC(R+) sont des fonctions continues sur BC(R+) et (R+),
respectivement, et pour i = 1, 2, x, y, u, v ∈ BC(R+) et t ∈ (R+).
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On obtient

|Ti(x, y)(t)− Ti(u, v)(t)| =
∣∣∣∣fi
(
t, x(ξi(t)), y(ξi(t)),

∫ βi(t)

0

gi(t, s, x(ηi(s)), y(ηi(s))ds)

)

− fi

(
t, u(ξi(t)), v(ξi(t)),

∫ βi(t)

0

gi(t, s, u(ηi(s)), v(ηi(s))ds)

)∣∣∣∣
≤ k max{|x(t)− u(t)|, |y(t)− v(t)|}

+ Φi(mi(t))

∣∣∣∣ ∫ βi(t)

0

gi(t, s, x(ηi(s)), y(ηi(s)))ds

−
∫ βi(t)

0

gi(t, s, u(ηi(s)), v(ηi(s)))ds

∣∣∣∣
≤ |Fi(x, y)(t)− Fi(u, v)(t)|+ Φ(|Gi(x, y)(t)−Gi(u, v)(t)|)
≤ ‖Fi(x, y)− Fi(u, v)‖+ Φ(‖Gi(x, y)−Gi(u, v)‖),

Donc,

‖Ti(x, y)− Ti(u, v)‖ ≤ ‖Fi(x, y)− Fi(u, v)‖+ Φ(‖Gi(x, y)−Gi(u, v)‖).

évidament, Fi satisfait à le corollaire (3.1.1), il existe x0, y0 ∈ BC(R+)
sont des solutions du système d'équations intégrales (1), et la preuve est
complète.
De la même manière on pouvant d'aprés le théorème 3.2.1.
Pour dé�nit le système d'équation intégrale non linéaire

xi(t) = fi

(
t, x1(ξi(t)), ..., xn(ξi(t)),

∫ βi(t)

0

gi(t, s, x1(ηi(s)), ..., xn(ηi(s)))ds

)
.

Où fi, gi, ξi, ηi et β satisfait certaines conditions. D'aprés le théorème 3.2.1,
on obtient les résultats.

Corollaire 3.1.1. [1] Supposons que

(i) f : R+ × R × R → R est continue et la fonction t → f(t, 0, 0) est membre
de l'espace BC(R+).

(ii) Il existe k ∈ [0, 1) telle que

|f(t, x, y)− f(t, u, v)| ≤ k

2
(|x− u|+ |y − v|). (3.16)

Pour toute t ≥ 0 et pour toutes x, y, u, v ∈ R.
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(iii) Les fonctions ξ, η, q : R+ → R+ sont continues et ξ(t)→∞ quand t→∞.

(iv) h : R+×R+×R×R est une fonction continue et il existe x0, y0 ∈ R et une
constante positive d telle que∫ q(t)

0

|h(t, s, x0, y0)|ds ≤ d. (3.17)

Pour toute t ∈ R, de plus

lim
t→∞

∫ q(t)

0

|h(t, s, x(η(s)), y(η(s)))− h(t, s, u(η(s)), v(η(s))|ds = 0. (3.18)

∫ q(t)

0

|h(t, s, x(η(s)), y(η(s)))− h(t, s, u(η(s)), v(η(s))|ds ≤ ∞. (3.19)

Pour toute t ∈ R+ est uniformément par rapport à x, y, u, v ∈ BC(R+)
donc le système d'équations{

x(t) = f(t, x(ξ(t)), y(ξ(t))) +
∫ q(t)

0
h(t, s, x(η(s)), y(η(s)))ds.

y(t) = f(t, y(ξ(t)), x(ξ(t))) +
∫ q(t)

0
h(t, s, y(η(s)), x(η(s)))ds.

(3.20)

Admet au moins une seule solution dans espace BC(R+)×BC(R+)

Preuve On prenant

f1(t, x, y, z) = f(t, x, y) + z,

f2(t, x, y, z) = f(t, y, x) + z,

g1(t, s, x, y) = h(t, s, x, y),

g1(t, s, x, y) = h(t, s, y, x)

dans le théorème (3.2.1)

3.2 Exemple

[1] On considére le système d'équations intégralesx(t) = t2(x(t)+y(t))
2(1+t4)

+
∫ t2

0
s3cos(sx(

√
s))+es(2+sin(x4(

√
s)+y4(

√
s)))

et2 (2+sin(x4(
√
s)+y4(

√
s)))

ds,

y(t) = sin(t2(x(t)+y(t)))
2(1+t4))

+ arctan
∫ √t

0

4
√

1+sy(s)+ts11(1+x4(s)+y4(s))

(1+t7)(1+x4(t)+y4(t))
ds,

(3.21)
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Où t ∈ [0,∞).
Équation (3.21) est un cas particulier de l'équation (1).
Où

ξ1(t) = ξ2(t) = η2(t) = t, β1(t) = t2, β2(t) = η1(t) =
√
t

f1(t, x, y, z) =
t2(x+ y)

2(1 + t4)
+ z,

f2(t, x, y, z) =
sin(t2(x+ y))

2(1 + t4)
+ arctanz,

g1(t, s, x, y) =
s3cos(sx) + es(2 + sin(x4 + y4))

et2(2 + sin(x4 + y4))
,

g1(t, s, x, y) =
4
√

1 + sy + ts11(1 + x4 + y4)

(1 + t7) + (1 + x4 + y4)
.

Maintenant on véri�ant toutes les conditions du théorème (3.2.1). Il est clair que
la condition (i) est satisfait.
Supposons que t ∈ R+ et x, y, z, v, w ∈ R. On obtient alors

|f1(t, x, y, z)− f1(t, u, v, w)| ≤ t2

1 + t4
|x− u|+ |y − v|

2
+ |z − w|

≤ 1

2
max{|x− u|, |y − v|}+ |z − w|.

Et

|f2(t, x, y, z)− f2(t, u, v, w)| ≤ |sin(t2(x− u+ y − v))|
2(1 + t4)

+ |arctan(z)− arctan(w)|

≤ 1

2
max{|x− u|, |y − v|}+ |z − w|.
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Donc f1 et f2 satisfait la condition (ii) du théorème (3.2.1) avec k = 1
2
. Donc il est

clair que fi et gi sont continues alors on obtient

M1 = sup{t
2(0 + 0)

2(1 + t4)
+ 0 : t ∈ R+} = 0,

M2 = sup{sin(t2(0 + 0))

2(1 + t4)
+ 0 : t ∈ R+} = 0,∣∣∣∣s3cos(sx(

√
s)) + es(2 + sin(x4(

√
s) + y4(

√
s)))

et2(2 + sin(x4(
√
s) + y4(

√
s)))

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣s3 + 2es

et2

∣∣∣∣,
lim
t→∞

∣∣∣∣ ∫
√
s

0

4
√

1 + sx(s) + ts11(1 + x4(s) + y4(s))

(1 + t7) + (1 + x4(s) + y4(s))
ds

∣∣∣∣ =
1

12
,

|g1(t, s, x(η1(s)), y(η1(s)))− g1(t, s, u(η1(s)), v(η1(s)))| ≤ 2s3

et2
,

g2(t, s, x(η2(s)), y(η2(s)))− g2(t, s, u(η2(s)), v(η2(s)))| ≤ 2(1 + s)

1 + t7
.

Donc, D ≤ ∞ on obtient

lim
t→∞

∣∣∣∣ ∫ βi(t)

0

gi(t, s, x(ηi(s)), y(ηi(s)))− gi(t, s, u(ηi(s)), v(ηi(s)))ds

∣∣∣∣ = 0

Par conséquent, d'après le théorème (3.2.1), le système d'équations intégrales (3.21)
admet au moins une solution dans l'espace BC(R+)×BC(R+).



CHAPITRE 4

EXISTENCE ET STABILITÉ DES SOLUTIONS POUR
UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS INTÉGRALES

QUADRATIQUES

Considérons le système suivante d'équations intégrales fractionnaires quadra-
tiques (2). Soit x, y ∈ J = [0,∞[×[0, b], r1, r2 > 1, ϕ : J → R est une fonction
continue et bornée, G : BC → BC est un opérateur linéaire, g : J × Rn → R est
une fonction continue.

4.1 MNCs dans C([0,+∞[×[0, b]) [4]
Supposons que (X, ‖.‖) est un espace de Banach de dimension in�nie avec

zéro élément θ. Notez que B(x, r) la boule fermée de centre x et de rayon r et
Br la boule B(o, r). Si U est un sous-ensemble de X alors U, convU représentent
respectivement la fermeture et l'enveloppe convexe fermée de U . Notez diamU le
diamètre d'un ensemble U et ‖U‖ la norme de U dé�nit par ‖U‖ = sup{‖u‖ :
u ∈ U}. De plus, on note MX la famille de tous les sous-ensembles non vides et
bornés de X et NX sa sous-famille constituée de tous les ensembles relativement
compacts.
Nous dé�nissons quelques notions de base concernant les mesures de non-compacité
de manière axiomatique en fonction de certaines conditions naturelles. Pour dé�nit
une mesure de non-compacité dans l'espace BC, �xons un sous-ensemble borné non
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vide Y de BC et T > 1. Pour u ∈ Y et ε1, ε2 > 0 notons ωT (u, ε1, ε2) le module de
la fonction continue u sur le rectangle [0, T ]× [0, b].
C'est-à-dire

ωT (u, ε1, ε2) = sup{|u(x2, y2)− u(x1, y1)| : (x1, y1), (x2, y2) ∈ [0, T ]× [0, b],

| x2 − x1| ≤ ε1, |y2 − y1 ≤ ε2};
ωT (Y, ε1, ε2) = sup{ωT (u, ε1, ε2) : u ∈ Y };

ωT0 (Y ) = lim
ε1,ε2→0

ωT (Y, ε1, ε2);

ω0(Y ) = lim
T→∞

ωT0 (Y ).

Si (t, s) est un élément �xe de J , on note Y (t, s) = {u(t, s), u ∈ Y } et

diamY (t, s) = sup{‖u(t, s)− v(t, s)‖ : u, v ∈ Y }.

En�n, on dé�nie la fonction ψ sur la famille MX par la formule

ψ(Y ) = ω0(Y ) + lim
s→∞

sup diamY (t, s).

On peut montrer que la fonction ψ est une mesure de non-compacité dans l'espace
BC. Le noyau ker ψ est constitué d'ensemble Y non vides et bornés tels que les
fonctions de Y sont localement équi-continues sur J .

Remarque 4.1.1. Observons que l'ensemble d'intersection A∞ de (A6) est membre
de la famille kerψ alors pour tout n on obtient ψ(A∞) ≤ ψ(An), on déduit que
ψ(A∞) = 0.
Dans la suite nous supposons que l'espace X a la structure d'une algèbre de Ba-
nach, dans un tel cas nous notons u × v le produit des éléments u, v ∈ X de
même, nous notons U × V le produit de sous -ensemble U, V de X dé�ni par
U × V = {uv : u ∈ U, v ∈ V }.

Dé�nition 4.1.1. [4] On dit que la mesure de non -compacité µ dé�nie sur une
algèbre de Banach X satisfait la condition (m) si pour des ensembles arbitraires
U, V ∈MX l'inégalité suivante est satisfait :

µ(UV ) ≤ ‖U‖µ(V ) + ‖V ‖µ(U). (m)

Remarque 4.1.2. [4] La condition (m) dé�nie ci-dessus est très pratique en consi-
dération liée à l'utilisation de la technique des mesures de non-compacité dans les
algèbres de Banach. De plus la majorité des mesures de non-compacité satisfont à
cette condition.
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4.2 Notion du stabilité

Supposons que Ω est un sous-ensemble non vide de l'espace BC et F est un
opérateur sur Ωn avec des valeurs dans BCn. considérez l'équation suivante

(u1, ..., un)(x, y) = F (u1, ..., un)(x, y), (x, y) ∈ J. (∗)

Dé�nition 4.2.1. [4] La solution u∗ = (u1(x, y), ..., un(x, y)) de l'équation (*) est
globalement attractif si pour chaque solution v∗ = (v1(x, y), ..., vn(x, y)) de (*) on
a

lim
x→∞

sup
1≤i≤n

(ui(x, y)− vi(x, y)) = 0.

Si la limite est uniforme, c'est-à-dire pour chaque ε > 0 il existe T > 0 tel que

sup
1≤i≤n

|(ui(x, y)− vi(x, y))| < ε. x ≥ T.

On dit que les solutions de (*) sont globalement uniformément attractives.

4.3 Résultats principaux

On va donnent le résultat d'existence et de stabilité de système 2 appliquant
le Théorème 2.3.4 sous les hypothèses suivantes :

(H1) La fonction g est continue et il existe des fonctions pi : J → R+, i = 1, ..., n
continues et bornées telle que

|g(x, y, u1, ..., un)− g(x, y, v1, ..., vn)| ≤ 1

n

n∑
i=1

pi(x, y)|ui − vi|
max
1≤i≤n

|ui + vi|+ 1

Pour tous ui, vi ∈ R, i = 1, ..., n.

(H2) G : BC → BC est un opérateur linéaire borné avec le rayon spectral
rσ(G) < 1.

(H3) Il existe η > 0 tel que

sup
x≥0; 0≤y≤b

∣∣∣∣∫ x

0

∫ y

0

p∗ + g(t, s, 0, ..., 0)dsdt

∣∣∣∣ = η ≤ 1.

avec
1 + η

1− η
‖ϕ‖ < 1.

où p∗ = sup |pi|; 1 ≤ i ≤ n.
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Théorème 4.3.1. [4] Sous l'hypothèse (H1) − (H3) le système (1) a admet au
moins une seule solution u∗ = (u∗1, ..., u

∗
n). De plus, les solutions du système 2 sont

globalement attractifs.

Preuve[4] Considérons l'opérateur F : BC × ...×BC︸ ︷︷ ︸
n

dé�ni par

(F (u1, ..., un))(x, y) = ϕ(x, y) + (Gu1)(x, y)

∫ x

0

∫ y

0

g(t, s, u1(t, s), ..., un(t, s))dsdt.

(4.1)
Remarquons d'après nos hypothèses, pour toute fonction u = (u1, ..., un) de l'es-
pace BC × ...×BC la fonction F (u1, ..., un) est continue sur J × ...× J .
Ensuite, supposons qu'une fonction arbitraire u = (u1, ..., un) ∈ BC × ...×BC et
en utilisant nos hypothèses, on �xe (x, y) ∈ J , on obtient

|(F (u1, ..., un))(x, y)|

≤|ϕ(x, y)|+ |(Gu1)(x, y)|
∫ x

0

∫ y

0

|g(t, s, u1(t, s), ..., un(t, s))|dsdt

≤|ϕ(x, y)|+ |u1(x, y)|
∫ x

0

∫ y

0

[
1

n

n∑
i=1

pi|ui(t, s)|
max
1≤i≤n

|ui(t, s)|+ 1

+|g(t, s, 0, ..., 0)|
]
dsdt

≤‖ϕ‖+ η‖u‖,

On obtient

‖F (u1, ..., un)‖ ≤ ‖ϕ‖+ η‖u‖.

Donc la fonction F (u1, ..., un) est bornée sur J × ...× J et Fu ∈ BC.
On pose

r =
‖ϕ‖

1− η
.

On en déduit que l'opérateur F transforme l'ensemble Br × ...×Br à la boule Br.
De plus, soit (um) = (u1, ..., un)m ⊂ Br × ...×Br, telle que

lim
m→∞

uim = ui
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Pour i = 1, ..., n, on obtient
|(F (u1m , ..., unm))(x, y)− (F (u1, ..., un))(x, y)|

=

∣∣∣∣ϕ(x, y) + (Gu1m)(x, y)

∫ x

0

∫ y

0

|g(t, s, u1m(t, s), ..., unm(t, s))|dsdt

− ϕ(x, y) + (Gu1)(x, y)

∫ x

0

∫ y

0

|g(t, s, u1(t, s), ..., un(t, s))|dsdt
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣(Gu1m)(x, y)

∫ x

0

∫ y

0

|g(t, s, u1m(t, s), ..., unm(t, s))|dsdt

− (Gu1)(x, y)

∫ x

0

∫ y

0

|g(t, s, u1(t, s), ..., un(t, s))|dsdt

+ (Gu1)(x, y)

∫ x

0

∫ y

0

|g(t, s, u1m(t, s), ..., unm(t, s))|dsdt

− (Gu1)(x, y)

∫ x

0

∫ y

0

|g(t, s, u1m(t, s), ..., unm(t, s))|dsdt
∣∣∣∣

≤ η‖Gu1m −Gu1|+ η‖Gu1‖ sup
1≤i≤n

‖uim − ui‖
∫ x

0

∫ y

0

dsdt.

≤ η sup
1≤i≤n

‖uim − ui‖+ η‖Gu1‖ sup
1≤i≤n

‖uim − ui‖
∫ x

0

∫ y

0

dsdt.

Puisque lim
m→∞

sup
1≤i≤n

‖uim − ui‖ = 0,, on obtient

lim
m→∞

‖F (u1m , ..., unm)− F (u1, ..., un)‖ = 0

alors l'opérateur T est continu sur Br × ... × Br. Maintenant, on considère l'opé-
rateur T dé�ni sur BC × ...×BC par

T (u1, ..., un) =

∫ x

0

∫ y

0

g(t, s, u1(t, s), ..., un(t, s))dsdt.

Pour la fonction arbitraire u = (u1, ..., un) de l'espace BC × ... × BC et on �xe
(x, y) dansJ , on utilisant nos hypothèses, On obtient
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|T (u1, ..., un)(x, y)|

=

∣∣∣∣ ∫ x

0

∫ y

0

g(t, s, u1(t, s), ..., un(t, s))dsdt

∣∣∣∣
≤

∫ x

0

∫ y

0

1

n

n∑
i=1

pi|ui|(t, s)
max
1≤i≤n

|ui(t, s)|+ 1
dsdt

≤ η sup
1≤i≤n

|ui(t, s)|.

Donc

‖T (u1, ..., un)‖ ≤ η sup
1≤i≤n

‖ui‖.

Clairement que l'opérateur T transforme l'ensemble Br × ...×Br à la boule Br et

F (Br × ...×Br) ⊆ ϕ+G(Br).T (Br × ...×Br).

Ensuite, nous prenons un Y ⊂ Br non vide, on utilisant la dé�nition (4.1.2).
On obtient

ψ(F (Y × ...× Y )) ≤ ψ(G(Y ).T (Y × ...× Y ))

≤ ‖G(Y )‖ψ(T (Y × ...× Y )) + ‖T (Y × ...× Y )‖ψ(G(Y ))

≤ ‖ϕ‖
1− η

ψ(Y ) + η
‖ϕ‖

1− η
ψ(Y ),

Par conséquent

ψ(F (Y × ...× Y )) ≤ 1 + η

1− η
‖ϕ‖ψ(Y ).

En�n, d'après le théorème (2.2.2) on en déduit que F a admet au moins un point
�xe multiple dans Br qui est la solution du système (1). De plus, avec que l'en-
semble Fix F ∈ ker ψ et la caractérisation des ensembles appartenant à ker ψ on
conclut que toutes les solutions du système (1) sont globalement attractifs au sens
de la dé�nition (4.1.3).
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4.4 Exemples

Nous considérons le système d'équations intégrales suivantes [4]

u1(x, y) = 1
5s+t

+ e−2y−xu1(x, y)
∫ x

0

∫ y
0

n−1e−3st

max
1≤i≤n

|ui(t, s)|+ 1
dsdt,

u2(x, y) = 1
5s+t

+ e−2y−xu2(x, y)
∫ x

0

∫ y
0

n−1e−3st

max
1≤i≤n

|ui(t, s)|+ 1
dsdt,

...
...

un(x, y) = 1
5s+t

+ e−2y−xun(x, y)
∫ x

0

∫ y
0

n−1e−3st

max
1≤i≤n

|ui(t, s)|+ 1
dsdt.

(3)

Où (x, y) ∈ J = [0,+∞) × [0, π], et ϕ(x, y) = 1
5s+t

, ‖ϕ‖ =
1

6
,(Gui)(x, y) =

e−2y−xui(x, y)
et

g(t, s, u1(t, s), ..., un(t, s)) =
n−1e−3stu1(t, s)

max
1≤i≤n

|ui(t, s)|+ 1
, (t, s) ∈ J

Il est clair que le système (3) peut être écrit comme le système (1).
Montrons que les conditions (H1) - (H3) sont véri�ées, nous avons aussi

|(g(t, s, u1m , ..., un))(x, y)− (g(t, s, v1, ..., vn))(x, y)| =

∣∣∣∣∣∣ n−1e−3st

max
1≤i≤n

|ui|+ 1
− n−1e−3st

max
1≤i≤n

|vi|+ 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
n−1e−3st( max

1≤i≤n
|ui| − max

1≤i≤n
|vi|)

( max
1≤i≤n

|ui|+ 1)( max
1≤i≤n

|vi|+ 1)

∣∣∣∣∣∣
≤

n−1e−3st max
1≤i≤n

|ui − vi|

max
1≤i≤n

|ui + vi|+ 1

≤
n−1e−3st

n∑
i=1

|ui − vi|

max
1≤i≤n

|ui + vi|+ 1

≤ 1

n

n∑
i=1

e−3st|ui − vi|
max1≤i≤n|ui + vi|+ 1
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Donc pour tout i = 1, ..., n, nous avons pi(t, s) = e−3st,
g(t, s, 0, · · · , 0) = n−1e−3st et sup

1≤i≤n
‖pi‖ = e−3st.

Évidemment, l'opérateur G est linéaire et pour chaque u de BC.
On obtient

sup
‖u‖6=0

‖Gu‖
‖u‖

≤ e−3

Ensuite, �xe (x, y) dans J , on obtient∣∣∣∣∫ x

0

∫ y

0

p∗ + g(t, s, 0, ..., 0)dsdt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ x

0

∫ y

0

(1 + n−1)e−3stdsdt

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫ x

0

(1 + n−1)

(
−1

3t
e−3ty +

1

3t

)
dt

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫ x

0

(1 + n−1)
(
e−3t + 1

)
dt

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣(1 + n−1)(

∫ x

0

e−3tdt+

∫ x

0

1dt)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(1 + n−1)(
1

3
− e−3x

3
+

1

2
x2)

∣∣∣∣
≤ 2

∣∣∣∣13 − e−3x

3
+

1

2
x2

∣∣∣∣
Par conséquence d'aprées le théorème précédent le système (3) admet au moins
une seule solution dans BC et ces solutions sont globalment attractives.



CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous nous intéressons à une étude qui a porté sur l'exis-
tence et la stabilité des solutions de certaines systèmes d'équations intégrales non
linéaires par utilisation de la technique du MNCs combinées avec les théorèmes du
point �xe. Au début, on a donné la notion générale du MNCs et ses propriétés,
et on a présenté des MNCs sur les espaces de fonctions continues, ces MNCs nous
permet de caractériser les solutions sur le terme du stabilité dans certain sens.
D'autre part, ce travail est une application du théorème du point �xe couplé pour
les opérateurs condensés qui est un résultat intéressant de théorème de Darbo.
Après, on a ajouté des résultats d'existence et du stabilité des solutions pour des
systèmes �nis d'équations intégrales sous des hypothèses su�santes, et nous avons
également donné des exemples illustratifs.

Nous mentionnons qu'on peut généraliser cette études sur des espaces vecto-
riels topologiques quelconques, ou bien considérer des systèmes in�nis d'équations
di�érentielles ou intégrales.
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