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Résumé

Nous présentons dans ce mémoire, des résultats d’existence de solutions
pour des systémes d’équations différentielles fractionnaires conformes non-
linéaires sous certaines conditions aux limites. Ces résultats sont obtenus
grace a la notions de tube-solution adaptée a ces systémes. Celle-ci généralise
la notion de sous et sur solution.



Table des matiéres

Contents 1
Introduction 2
1 Préliminaires 4
1.1 Calcul fractionnaire conforme . . . . . .. ... ... .. ... 4
1.1.1 La dérivée fractionnaire conforme . . . . . . . . .. .. 4
1.1.2  L’intégral fractionnaire conforme . . . .. .. .. ... 6
1.2 Rappels d’analyse fonctionnelle . . . . . ... ... ... ... 7

2 Systémes d’équations différentielles fractionnaires conformes
linéaires 11
2.1 Le probléme périodique . . . . . . . . ... 11
2.2  Le probléme anti-périodique . . . . . . . ... ... 13
2.3 Le probléme a valeur initiale . . . . . . . ... ... ... ... 14
2.4 Le probléme a valeur terminale . . . . . ... ... ... ... 15
25 Exemples . . . ... 16

3 Systémes d’équations différentielles fractionnaires conformes
non-linéaires 18
3.1 Résultat d’existence pour le probléme (3.1) . . . . .. ... .. 20
3.2 Résultat d’existence pour le probléme (3.2) . . . . .. ... .. 25
3.3 Sous et sur-solutions . . . .. ... ... 28
3.4 Exemples . . .. ..o 30
Conclusion 33

Bibliographie 34



Introduction

En 2014,Khalil et al. [15] ont présenté une nouvelle définition de la dérivée
fractionnaire dénommée la dérivée fractionnaire conforme (voir Définition
1.1). Les équations différentielles fractionnaires conformes on été étudiées
par plusieurs auteurs, divers résultats théoriques ont été obtenus, voir par
exemple les références [2, 4, 5, 7, 8, 11].

Le calcul fractionnaire est la branche d’analyse mathématique qui étudie
la généralisation des notions de dérivation et d’intégration a des ordres arbi-
traires réels ou complexes (& des ordres entiers ou non entiers). Les origines du
calcul fractionnaire remontaient a la fin du 17™¢ siécle, partant de quelques

spéculations de G.W. Leibniz concernant la question de I’Hopital, posée en
n

09/1695, sur la signification de TN (la dérivée d’ordre n € N d’une fonction

f)sin= % La théorie des équations différentielles fractionnaires a émergé
comme un domaine intéressant a explorer ces derniéres années. Notons que
cette théorie a de nombreuses applications dans la description de nombreux
événements dans le monde réel. Par exemple, les équations différentielles frac-
tionnaires sont souvent applicables dans l'ingénierie, la physique, la chimie,
la biologie, ...etc (voir[3, 9, 10, 16, 18]).

Dans ce mémoire, nous présentons des résultats d’existence de solutions

pour des systémes d’équations différentielles fractionnaires conformes non-
linéaires d’ordre a € (0, 1] avec des conditions périodiques et initiales.

Ce mémoire est composé de trois chapitres.

Dans le premier chapitre nous présentons quelques définitions et résul-
tats concernant le calcul fractionnaire conforme et nous rappelons quelques
définitions, notions et résultats d’analyse fonctionnelle et théorémes du point
fixe.

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions systémes d’équations diffé-
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rentielles fractionnaires conformes linéaires d’ordre a € (0, 1] avec des condi-
tions périodiques, anti-périodiques et initiales.

Dans le le troisiéme chapitre, nous établirons des théoremes d’exis-
tance pour les systémes d’équations différentielles fractionnaires conformes
non-linéaires suivants :

2 (t) = f(t,x(t)), pour tout ¢t € I = [a,b],0 < a, Q)
z(a) = z(b)
2 (t) = f(t,x(t)), pour tout ¢t € I = [a,b],0 < a,

(2)
z(0) = xo.

Ou 0 < a<1, 2y R 2 (t) désigne la dérivée fractionnaire conforme
de x d’ordre v en t et f: 1 x R® — R" est une fonction continue.

Résultats d’existence pour le probléme (3.2), ont été obtenus par M. Pos-
pisil et L.P. Skripkova [19], par I'utilisation du théoréme de point fixe de
Banach avec f une fonction continue.

Pour obtenir un théoréme d’existence pour le probléme périodique (3.1) (resp,
le probléme initiale (3.2)) nous introduirons la notion de tube-solution de ce
probléme. L’objectif de cette méthode est de prouver que si une solution
r € C@W(I,R") existe, alors elle est incluse dans un tube solution, i.e. on
peut trouver des fonctions v € C@(I,R") et M € C(¥)(I,]0,00))) telles que

|x(t) — v(t)|| < M(t) pour tout t € I.

La technique utilisée est de transformer le probléme initial en un probléme
de point fixe de sorte que si ’on prouve qu’une solution du probléme modifié
existe, elle est aussi solution du probléme initial (original).

Si nous considérons le probléme (3.1)(resp, (3.2)) comme une équation
avec n = 1, alors la notion de tube-solution est généralise les notions de sous—
et sur—solutions «v et [ introduites par B. Bendouma et al. [7].

Mots Clés : Calcul fractionnaire conforme, systémes d’équations diffé-
rentielles fractionnaires conformes, sous et sur solutions, tube-solution, théo-
réemes d’existence, théoréme du point fixe de Schauder.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et résultats concer-
nant le calcul fractionnaire conforme et nous rappelons quelques définitions,
notions et résultats d’analyse fonctionnelle et théorémes du point fixe.

1.1 Calcul fractionnaire conforme

1.1.1 La dérivée fractionnaire conforme

Définition 1.1 Soit f : [0,00) — R wune fonction et soit « € (0,1]. La
dérivée fractionnaire conforme d’ordre o de [ est définie par :

F@(#) = Tim f(t+et'=) — f(t)

e—0 £

(1.1)

pour tout t > 0. Si f((t) existe et est finie, on dit que f est a-différentiable
en t.

Si f est a-différentiable dans un intervalle |0, a[, a > 0, et lim,_o+ f(@ ()
existe, alors la dérivé fractionnaire conforme de f d’ordre o en t = 0 est
défini comme

F@0) = lim f(1).

t—0t

Exemple 1.1.1 Soit o € (0,1]. Les fonctions suivantes f,g,h:[0,00) — R
définies par f(t) =17, g(t) = X, X € R, h(t) = e avec p € R, k(t) =sin £,
et I(t) = cos & sont a-différentiables avec

1. flOt) =ptr—;
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2. ¢1t)=0;

3. hW(t) = pti-aert.
4. K9(t) = cos £ ;
5. 19(t) = —sin .

Définition 1.2 [20] Soit [ : [0,00) — R"™, t — f(t) := (f1(t), fo(t), ..., fu(t))
une fonction et soit a € (0,1]. On dit que f est a—differentiable en t > 0

si chaque composante f;, i1 = 1,...,n est a—differentiable en t. On définie
@ :]0,00) — R™ par :

FO) = (@), 520), - f2w),  pour tout t > 0. (1.2)
On appelle £ (t) La dérivée fractionnaire conforme de f d’ordre o en t.

Définition 1.3 /20 Soit a € (m, m+ 1], m € N et f:[0,00) = R" est m
fois différentiable en t > 0. On définit la dérivée fractionnaire conforme de
f d’ordre o par

FO) = (Fm)emme).

Remarque 1.1 (i) La derivée de Riemann-liouville DS ne vérifie pas (ne
satisfait pas) D¥(1) = 0, si f n’est pas entier naturel. (D$(1) = 0 pour
la dérivée de Caupto).

(11) Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas la régle du produit
connue : Dg(fg) = fDg(g) + gDg(f).
(111) Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas a la régle du quotient :
o 9Dg(f) — fD3(9)
D(f/g) = /2 :
(iv) Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas a la régle de la chaine
(Dérivée de fonctions composées) : D3 (fog) = f*(g)g°.

(v) Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas : DODPf = DtPf
en général.

(vi) La définition de Caputo suppose que la fonction f est différentiable.

Théoréme 1.1 [20] Soit f : [0,00) — R"™ une fonction et soit o € (0,1]. Si
f est a-différentiable en ty > 0, alors [ est continue en tg.

Théoréme 1.2 [20] Soit o € (0,1]. Si f, g :[0,00) = R" sont a-différentiables
ent>0. Alors :
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(i) (af + bg)(“) =af® + bg(a), pour tout a,b € R;
(ii) (f9)© = fg'*) + gf
fg(a)

(o) _
(i) (5 /9)) = A0

(iv) Si, en plus f est différentiable en t > 0, alors
FO) =t f(@).

Remarque 1.2 1l est facile de vérifier que :

(i) La fonction x : t — ea' p e R, est une solution du probléeme & valeur
wnitiale :
2@ (t) = pa(t), t € [0,00), z(0) = 1. (1.3)

(11) Si f est différentiable en t, alors f est a-différentiable en t.
Nous introduisons 'espace suivant : Soit I = [a,b], a > 0.

C(I,R™) = {f : I = R", est a-dif férentiable sur I et f'* € C(I,R")}.

1.1.2 L’intégral fractionnaire conforme

Définition 1.4 [15] Soit o € (0,1], 0 < a et f : [a,00) — R. L’intégral
fractionnaire conforme de f d’ordre a de a at, notée par I¢(f)(t), est définie
par :

B0 = 1500 = [ 6= [ )50
ot 'intégrale & droite est 'ntégrale usuelle de Riemann.

Définition 1.5 [20] Soit [ : [a,00) — R", 0 < a et o € (0,1]. L’intégral
fractionnaire conforme de f d’ordre o de a at, notée par I¢(f)(t), est définie
par :

- / F(8)das = (T20®), T2, -+ T,

ot I12(f;)(t) est Uintégral fractionnaire conforme de chacune de ses compo-
santes f; : [a,00) = R d’ordre o de a a t, pour i =1,...n
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Lemme 1.1 [15, 19] Soit 0 < o < 1 et f : [a,00) — R"™ une fonction
continue. Alors pour tout t > a on a

(La()' () = f(b). (1.4)

Lemme 1.2 [1, 20/ Soit 0 < o < 1. Si f : (a,b) — R™ est différentiable,
alors pour tout t > a on a

I(f) () = f(t) = f(a). (1.5)

Théoréme 1.3 [153] Soit a €]0,1[, a > 0 et f : [a,b] — R™ une fonction
continue. Alors, pour tout t € [a,b] nous avons,

A ON < LEILFIE).

Théoréme 1.4 Soient W un ouvert de R" et 0 < < 1. Sig: 1 — R" est
a-différentiable en t > 0 et si f : W — R™ est différentiable en g(t) € W.
Alors f o g est a-differentiable en t et

(fog) (1) =< f9(1)), 9" (t) >. (1.6)
Exemple 1.1.2 Soit une fonction x : [a,00) — R™ a-différentiable en t. On
sait que || - || : R™\ {0} — [0,00) est différentiable. En vertu du théoréme

précédent on a que

H(a) _ < Z‘(t),:]j(o‘)(t) >

() EOL

(1.7)

1.2 Rappels d’analyse fonctionnelle

Définition 1.6 (Norme) Soit E un espace vectoriel sur C ou R. On appelle
une norme sur E toute application ||.|| : E — RY telle que

(i) ||lz]] =0 <z =0.
(i1) Ve € E.VA e K || Az|| = |A| ||z -
(i13) Vo,y € E ||z +y| < |lz|| + |lyl| (Inégalité triangulaire).

Définition 1.7 (Espace vectoriel normé) Un espace vectoriel E muni d’une
norme ||.| noté (E,||.||) sera appelé un espace vectoriel normeé.
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Définition 1.8 (Espace de Banach) On appelle espace de Banach tout es-
pace vectoriel normé complet sur les corps C ou R.

Exemple 1.2.1 Soit I = [a,b] un intervalle de R. C(I,R™) est l’espace de
Banach des fonctions y continues définie de I dans R"™ avec la norme

[Yllso = sup [ly(2)]-
tel

LY(I,R™) est l’espace de Banach des fonctions mesurables y définie de I dans
R™ intégrables avec la norme,

b
Il = / ly(s)llds.

Définition 1.9 Le sous ensemble F' de l’espace normé X est dit borné si il
existe M tel que
|z|| < M pour tout x € F.

Définition 1.10 L’ensemble F' de [’espace vectoriel X est dit conveze si pour
tout z,y € F
Ar+ (1= Ny eF, VAe|o,1].

Définition 1.11 Soit F : (E,||.||z) = (F,||.|lz) une application. On dit que
F est bornée si elle envoie les parties bornées de E sur des parties bornées
de F i.e. F (bornée) est bornée.

Remarque 1.3 Soit F : (E,||.||g) = (F,||.|lp) une application bornée, i.e,
pour tout € > 0, il existe § > 0, tel que

pour tout v € B : ||z||y < ¢ implique |F (z)]|» <.

Définition 1.12 Soient E et F' deux espaces normés sur R.

(i) L’opérateur A : E — F est dit continu si et seulement si pour chaque

suite (u,) dans E telle que lim w, = u = lim Au, = Au.
n—oo n—oo

Ou ce qui est équivalent a

(i) A est dit continu si et seulement si pour tout € > 0 il existe 6 > 0
telle que pour tout u,v € E :

lu—v||g <d = ||Au — Av||r <.
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Alors lopérateur A est dit continu sur E, ou simplement continu s’il est
continu en tout point de E.

Définition 1.13 Un sous ensemble S de ’espace normé B est dit compact si
pour toute suite d’éléments de S on peut extraire une sous suite convergente
vers un élément de S.

Remarque Un ensemble compact est un ensemble fermé borné ; la réciproque
n’est pas toujours vraie.

Définition 1.14 Un ensemble M est relativement compact si M est com-
pact.

Définition 1.15 Soient E et F' deux espaces de Banach et T : E — F
est une fonction continue. On dit que T est compacte si T(E) est compact.
On dit que T est complétement continue si W est compact pour tout sous-
ensemble borné B C F.

Définition 1.16 (Ensemble équicontinue) Un ensemble F de C(|a,b],R™)
est dit équicontinu, si pour tout € > 0 il existe 0 > 0, tel que, pour tout
ti1,to € [CL, b], ‘tz — t1’ <dJona:

I f(ta) — f(t1)|| <&, pour tout f € F.

Définition 1.17 (Ensemble uniformément borné) F est dit uniformément
borné dans C([a,b],R™) s’il existe un nombre réel M > 0 tel que ||y|loc < M
pour tout y € F.

Lemme 1.3 Une application continue sur un ensemble compact est unifor-
mement borné.

Théoréme 1.5 (Arzela-Ascoli) Soit B C C([a,b],R"), B est relativement
compact dans C([a,b],R™) si et seulement si :

(a) B est uniformément borné.

(b) B est équicontinu.

Définition 1.18 (Point fize) Un point fize de Uopérateur F : E — E est un
point x € E tel que F(z) = .
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Théoréme 1.6 (Théoréeme du point fize de Schauder) Soit C un sous-ensemble
conveze, fermé, borné, non vide d’un espace de Banach E et A: C — C une

application compact i.e (A(C) est compact). Alors A admet au moins un
point fize.

Définition 1.19 (Opérateur contractant) Soit (E, || . ||g) un espace de Ba-
nach, un opérateur N : E — E est dite contractant sur E s’il exist un nombre
réel k €]0; 1] tel que :

Yy € B, IV (y) = N(w2)llp < Fllys — w2l

Théoréme 1.7 (Théoreme du point fire de Banach) [12] Soit (E,|| . ||g) un
espace de Banach el F : E — E est un opérateur continue et contractant,
alors l'opérateur F admet un point fize unique x € FE.



Chapitre 2

Systémes d’équations
différentielles fractionnaires
conformes linéaires

Dans ce chapitre, nous étudions systémes d’équations différentielles frac-
tionnaires conformes linéaires d’ordre o € (0, 1] avec des conditions pério-

diques, anti-périodiques et initiales :

2.1 Le probléme périodique

Théoréme 2.1 Si g € C*([,R"), 0 < aa <1, I = [a,b], 0 < a < b et

p € R\{0}, alors le probléeme périodique
e®(t) = —px(t) + (1),  tel,
z(a) = z(b),

admet une solution unique v € C*(I,R™) donnée par :

b
x(t) ::/ Gpe(t, $)g(s)dys,
ot Gpe est la fonction de Green donnée par

el (s*—t%) 1, a<s<t<hb,
Gpe(t,s) = ————

1= e2e™ 09 | p2(a—b) a<t<s<bh,

(2.1)

(2.2)

(2.3)
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Preuve.

Montrons (2.2) pour chaque paire de composantes vectorielles (x;,g;), i €
{1,2,...,n}. Pour alléger la notation, nous omettrons les indices .

Soit x est solution du probléme (2.1), on a :

[m(t)egt ] = 2@ (t)eat” 4 ptrmoteLent 1 (1),

On intégré les deux cotés de cette égalité sur [a,t] et on obtient

p

z(t)eat — z(a)es” = / e g(8)dys. (2.4)

Donc,
t
o(t) =ea (ezaax(a) +/ s> ezsag(s)ds) : (2.5)

Par (2.1) et(2.5), on obtient

1 b o«_po
z(a) = — / sl ea(s7-b Jg(s)ds. (2.6)
1 — €« a

En substituant (2.6) a (2.5), on obtient
eg(aaita) ¢ D (s (e} t 1 P(s> e}
x(t) = —)/ s@ leals"—b )g(s)ds+/ s lea " g(s)ds
2 ()

1 — ealar—t®
€a b i
+ )/ s Lea " g (s)ds
t

1 — ealoo—t®

]_ t 1 e @
= T T (/ @1 B (st )g(s)d3+
— @a a
b P
/ Sa—lea(a —b¥+s¥—t )g(S)d8>
t

_ / Gt )g(s)dus.
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2.2 Le probléme anti-périodique

Théoréme 2.2 Sige C*(I[,R"),0<a<1,I=ab,0<a<betpeR,
alors le probléeme anti-périodique

2@ (t) = —px(t) + g(t),  tel, (2.7)
z(a) = —z(b), |

admet une solution unique v € C*(I,R™) donnée par :

b
o) i= [ Garlt,9)g(s)ds, (2.8
ot G ap est la fonction de Green donnée par

eb(s*—t%) 1, a<s<t<hb,

Gap(t,s) = —F——=
AP( ) 1+ eg(aa—ba) _eg(aa_ba) a S t<s< b,

Preuve.

Montrons (2.8) pour chaque paire de composantes vectorielles (x;,¢g;), i €
{1,2,...,n}. Pour alléger la notation, nous omettrons les indices 1.

Soit x est solution du probléme (2.7), on a :

w(t) =e=t" (ezaax(a) + /: 5o eZS“g(s)ds) . (2.10)

Par (2.7) et(2.10), on obtient

_1 b 1 D (. (o7
. a— E(S —b%)
= e /a s e g(s)ds. (2.11)

x(a)

En substituant (2.11) a (2.10), on obtient
_eg(aa—to‘) t 1 I)( « ba) t 1 P( fe% ta)
.le(t) = m/a S e g(S)dS ‘i‘/av S (A= g(S)dS

e%(aa—to‘) b 1 P (. b
e, ko
@ t
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1 t oa— ﬂsoc_a

b
/ Sa—lez(aa—ba—i-sa—ta)g(s)dS)
t

= /ab Gap(t,s)g(s)dys.

2.3 Le probléme a valeur initiale

Théoréme 2.3 Sigec C*(I[,R"), 2o e R", 0 <a<1,I=[a,b],0<a<b
et p € R, alors le probleme a valeur initiale

2 O(t) = —px(t) +g(t),  tel,
(2.12)
x(0) = xo,
admet une solution unique x € C*(1,R™) donnée par :
b y
x(t) ::/ Grn(t,8)g(s)dys + xgen @), (2.13)
ot Gy, est la fonction de Green donnée par
o 1, a<s<t<hb,
Grn(t,s) = eat" =) (2.14)
0, a<t<s<hyp,

Preuve. Montrons (2.13) pour chaque paire de composantes vectorielles
(x:,9:), 1 € {1,2,...,n}. Pour alléger la notation, nous omettrons les indices
i. Soit x est solution du probléme (2.12), on a :

o(t) =ea (efi“ax(a) +/: s> ezsag(s)ds) : (2.15)

Donc

t
Sa—lez s (a®—t%)

“g(s)ds 4+ zpe

()

2(
Grn(t,s)g(s)das + xoeg(aa_ta).

/ab
f
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2.4 Le probléme & valeur terminale

Théoréme 2.4 Sigec C*(I[,R"), yo e R", 0<a <1, I =[a,b],0<a<b
et p € R, alors le probléeme a valeur terminale

2 t) +pa(t) = g(t), pourtoutte I,

(2.16)
z(b) = yo,
admet une solution unique x € C*(I,R™), donnée par
b b
x(t) ::/ Gr(t,s)g(s)das + yoea "), (2.17)
ot Gr est la fonction de Green (fractionnaire) donnée par
o 0, a<s<t<b,
Gr(t,s) = —ea"71Y (2.18)
1, a<t<s<hb,

Preuve. Montrons (2.17) pour chaque paire de composantes vectorielles
(x:,9:), 1 € {1,2,...,n}. Pour alléger la notation, nous omettrons les indices
i. Soit = est solution du probléme (2.16), on a :

[$(t)e§ta} L eatg(t).

On intégreé les deux cotés de cette égalité sur [t,b] et on obtient
p P b p
z(b)ea’ — x(t)eat = / ea® g(s)dys, (2.19)
t

d’ou,
b
z(t) = ea "t (ezbaa:(b) —/ s 655ag(s)d5> . (2.20)
¢

Donc

8
—~
~
S~—
I

b
—/ s@71 e T g (5)ds 4 yoea T
t

b
B / Gr(t, 5)g(s)dos + yoc 501,
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2.5 Exemples

Exemple 2.1 On considére le probleme

() +2xt)=te, pourtouttel =][1,2],
{ ()+2 402 ’ I B

z(1) = 1.

Ce probleme est sous la forme (2.12), avec « = 1, n =1, p = 2, g(t) =
te™® a=1b=2 et xy = 5 D’aprés le Theoreme 2.3, le probleme (2.21)
admet une solution x € C*([1,2],R) telle que

2
1
x(t) ::/ Grn(t,s)se”*ds + 562(1’”,
1

ot Gp, est la fonction de Green donnée par

? — — —

Gin(t,s) = 257
0, 1<t<s<2,

D’ou

2
1
x(t) = /GIn 25ds+/ GIn(t,3)3€_25d8+—62(1_t)
t

2
1
—2s o20-1)
= ds + —
/ s 2

1 1 1
= ds - 200-) _ 2 (42 _ 1) 2 4 — 2010
/1 TRt 2( Je 2°¢

1
= —(P+e—1e .
2
Exemple 2.2 Considérons le systéme :
, pour tout t € I = [3,1],
1
2

( 5
23 (t) + 3x5(t) = 3, pour tout t € I = [%,1], (2.22)
(

Ce probléeme est sous la forme (2.1), avec 0 < o« < 1, n =2, p=3, v =
(z1,15), 2@ = (wga),mga)), g(t) = (5,3) € R% D’aprés le Théoreme 2.1, le
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probleme (2.22) admet une solution z € C*([3,1],R?) telle que

x(t) ::[ Gpe(t,s)g(s)dys,

2

ot Gp, est la fonction de Green donnée par

e%(safta) 1,

IA
Va)

IN
~
IN
—_

Gpe(t, S) =

T oTED | 2

NI N
IA
~
N
»
IN
—_

I

D’ou

t 1
xi(t) = /5Gpe(t,3)da3+/ 5G pe(t, s)dys
1 t

hema ([1 ]t + 3<;1>[1 ]1)
frnd _— —ea ea 2% —ea
1 —ealam-D\L3 3 ¢

5 e_gta 3.0 3.1 3,1 3 3,a 5
- B (e -t et -t -2

et

1
xo(t) = /3Gpe(t,s)das+/ 3Gpe(t, s)dys
1 t

2

t 1
= N - [/ Bez(sa_ta)sa_lds+/ 36%(5a_ta)e%(2%_1)s°‘_1ds]
1 t

1-— e%(Ta_ L
3 _gta t 3 . : 1 a
— —63 . [ cas s 1ds 4 ealaml) [ cas Saflds]
1—ealem= L1 ¢
e~ at" ({1 ssa]t L edgD) [1 ssa]l)
g _— —@«a € o —ea
1 — 62(2%71) 3 % 3 t

= 1.

Donc x(t) = (5

3 1), pour tout t € I = [5,1].



Chapitre 3

Systémes d’équations
différentielles fractionnaires
conformes non-linéaires

Dans ce chapitre, nous établirons des théoremes d’existance pour les sys-
témes d’équations différentielles fractionnaires conformes non-linéaires sui-

vants :
@ (t) = f(t,x(t)), pour tout ¢t € I = [a,b],0 < a,
(3.1)
z(a) = z(b)
(@ (t) = f(t,x(t)), pour tout ¢t € I = [a,b],0 < a,
o) = 2 (3.2)

Ou 0 < a <1,z R, 2 (t) désigne la dérivée fractionnaire conforme
de x d’ordre v en t et f: I x R® — R" est une fonction continue.

Résultats d’existence pour le probléme (3.2), ont été obtenus par M. Pospisil
et L.P. Skripkova [19], par l'utilisation du théoréme de point fixe de Banach
avec f une fonction continue.

Pour obtenir un théoréme d’existence pour le probléme périodique (3.1) (resp,
le probléme initiale (3.2)) nous introduirons la notion de tube-solution de ce
probléme qui généralise la notion de sous- et sur-solution introduite par B.
Bendouma et al. [7]. Les résultats de ce travail se trouvent dans [5, 7, §]
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Pour I'existence de solutions pour les problémes (3.1) et (3.2), nous avons
besoin des résultats suivants :

Proposition 3.1 Soit v € C*(I,R"). Alors ||z|| € C*(I,R) et
< x(t),x(t) >

[z

Lemme 3.1 (Principe du mazimum) Soit une fonction r € C*(1,R), telle
que 7 (t) < 0 sur{te€l:7(t)>0}. Si une des conditions suivantes est
satisfaite,
(i) r(a) <0,
(i) r(a) <

alors

lz (@)1 =

, pour {t € I :||z(t)|| > 0}.

r(b),

r(t) < 0 pour tout t € I.

Preuve.

Supposons qu’il éxiste un ¢ € [a, b] tel que r(t) > 0. Dans ce cas, il existe un
t, € [a,b] tel que r(t,) = maxq<;<p(7(t)) > 0 car r € C@([a,b]) et r(t) > 0.
Si t, > a, alors il existe un intervalle [t1,t.] C [a,t,] tel que r(t) > 0 pour
tout t € [ty,to]. Ainsi, I (r) (t,) = r(to) — r(t1) < 0 par hypothése et
par le Lemme 1.2, ceci contredit la maximalité de r(t,). Le cas t, = a est
impossible. En prenant ¢, = b, par ce qui précéde, on trouverait que r(b) < 0,
ce qui nous méne directement & la conclusion.

On peut déduire du Théoréme 2.1, le résultat suivant :

Corollaire 3.1 Le probleme périodique

@ (t) + ax(t) = g(t), tel=]lab], 0<a<b,
(3.3)
z(a) = x(b),

avec g € C*(I,R"), 0 < a < 1, admet une solution unique x € C*(I1,R"),
donnée par

b
x(t) = / Gp(t,s)g(s)dys, (3.4)
ou Gp est la fonction de Green donnée par

e(s%—t%) 1, a<s<t<h,
1 — ea™—b"

Gp(t, S) = o po
et
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On peut déduire du Théoréme 2.3, le résultat suivant :

Corollaire 3.2 Le probléeme a valeur initiale
(1) + az(t) = g(t), tel=lab], 0<a<b,
(3.6)

z(a) = xo,

avec g € C*(I,R™), 0 < a < 1, xg € R™ admet une solution unique x €
C*(I,R™), donnée par

x(t) ::/ G1(t,8)g(8)dys + zoe™ ", (3.7)

ot Gy est la fonction de Green donnée par

o 1, a<s<t<hb,
Gi(t,s) = &™) (3.8)
0, a<t<s<hb.
Dans ce cas on :
t
z(t) == / 521" g (5)ds 4 zoe® T, (3.9)

3.1 Résultat d’existence pour le probléme (3.1)

Une solution du probléme sera une fonction = € C*(I,R") satisfaisant
(3.1). Introduisons la notion de tube-solution pour le probléme (3.1). C’est a
partir de cette notion que nous obtiendrons notre résultat d’existence.

Définition 3.1 Soit (v, M) € C*(I,R") x C%(I,[0,00)). On dira que (v, M)
est un tube-solution de (3.1) si
(i) (x—v(t), f(t,z)—v@(t)) < ME)MD(t) pour tout t € I et pour tout
x € R tel que ||x —v(t)|| = M(t),
(i) v (t) = f(t,v(t)) et M*(t) =0 pour tout t € I tel que M(t) =0,
(i) |lv(b) —v(a)[| < M(a) — M(b).
Remarque 3.1 Si a = 1, notre définition de tube solution est équivalente a

la notion de tube solution introduite par B. Mirandette [17] pour les systémes
d’équations différentielles ordinaires du premier ordre.
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On notera
T(v,M) ={z € C*I,R") : ||z(t) — v(t)|| < M(t) pour tout ¢t € I}.

Afin de démontrer le théoréme d’existence, nous aurons recours au pro-
bléme modifié suivant :

@)+ a x(t) = f(t,7(t)) +a T(t), tel,
(3.10)

ou

Z(t) = { e (@ = v(#)) + u(t), si |z — v(8)|| > M (%)
w(t), sl — o(t)]| < M().

(3.11)

Il est clair qu’une solution x de (3.10) telle que ||z(t) —v(t)|| < M(¢) pour
tout ¢t € I (c-a-d. @ € T'(v, M)) est une solution de (3.1).

Définissons 'opérateur F; : C(I,R") — C(I,R") par

b
Fi(x)(t) = / Gp(t,s) (f(s,f(s)) +a f(s)) s> Lds, (3.12)
ot Gp est la fonction de Green du probléme périodique (3.3).

D’aprés le Corollaire 3.1, les points fixes de 'opérateur F; sont les solu-
tions du probléme (3.10).

Proposition 3.2 Si (v, M) € C*(I,R™) x C*(I,[0,00)) est un tube-solution
de (3.1), alors Uopérateur Fy : C(I,R") — C(I,R") est compact.

Preuve :La preuve est donnée en plusieures étapes.
Etape 1 : Montrons tout d’abord la continuité de 'opérateur F;.
Soit {z, }nen une suite de C(I,R™) convergeant vers x € C(I,R"). Alors
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pour tout t € I, on a :

ds

—l—a‘

|7iento) - Fwo)]| < [ s 1@ote 1| (565, 75t60) + 0 7506
— <f(s,f(s)) +a T(s)) Hds
b
< [ (st - fs.3(6)
+a (I—n(s) - z@)) ‘
<ot [ (|t = 6,760
T (s) — f(s)H)ds
o M := maxy e |G,(t,s)|. Puisqu’il existe une constante R > 0 tel que
|Z||crry < R, il existe un indice N tell que ||Z,|lc(rry < R pour tout
n > N. Ainsi, f uniformément continue sur I x Bg(0). Alors pour ¢ > 0
donné, il existe un § > 0 tel que =,y € R” o
ex

_ 5 -
Iy = all < < S

W 1f(s,y) = f(s,2)] <

pour tout s € I. Par hypothése, il est possible de trouver un indice N >N
tel que || T, — T||¢(zrn) < 0 pour n > N. Dans ce cas,

| Fitwat) = Fi(w)|

<M/ —aa)+a2M(ba—aa)>d8

ce qui nous convainc de la continuité de F.

Etape 2 :Montrons maintenant que 'ensemble F; (C(1,R")) est relativement
compact. Considérons une suite {y, }nen de Fi(C(I,R™)) pour tout n € N il
existe une suite (x,)neny € C(I,R") tell que y,, = F1(x,(t)) pour tout n € N.



3.1 Résultat d’existence pour le probléme (3.1) 23

Nous avons

| A @)@ s;jfbsa-1u9F«t,s>|(nf<s,z;<s>n|+—oznz;<s>n)ds
<ot [ (156 TN + o) )sas.

Puisque ||7,(s)|| < R, pour tout s € I et tout n € N. Comme I x B (0, R)
est un ensemble sur / X R et f étant continue sur I x B (0, R) , nous pouvons
déduire I'existance d’une constante A > 0, telle que

[f(s,Tn(s)| < A, pour tout s € I et tout n € N.

Donc,
(o o

()]l = | Fuen) ()] < MA+aR) 2 =% < 4o

«
Ainsi, la suite {y,},cy st uniformément bornée sur C(1, R"™).
D’autre part, pour tout t; <ty € I, on a

|7 @) (1) - (M)H
_H/ Gp(ts, s ( )+ a Z(s ))das—i—

/ Gp(ti,s ( s, T(s)) + a T(s) ds—/Gp t,s )(f(s,f(s))—l—af(s))das

(1
gy _

b

Gp(ts, s) ( F(5,7(s) +a T(s))das

to

(5)) +a Z(s)|[s* 'ds

6aa _ba

+ / s%+a® —bp
to

X /t2 (Gplta.s) — Goltr S)HHf(s,E(s)) + o T(s)

t1

b t2
< Kle ' — | (2/ (A+ aR)s“_1d8> + QM/ (A+aR)s* 'ds
a t1

f(s,7(s)) + a T(s)

sa_lds>

s* s

a _ o a _ ja

t
+2M(A+aR)2—21,

(0%

@ (o3 b
<2Kl|e ™™ — e |(A+ aR)

es"‘ esa +a*—b*
1—e 1—e

tinue. Par le théoréme d’Arzela-Ascoli, on obtient que 'ensemble F; (C(1, R™))

}+. Dong, la suite {y, }nen est équicon-

ou K := maxges{
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est relativement compacte dans C'(I,R"). Ainsi, F; est compact.
Nous pouvons maintenant démontrer le résultat d’existence suivant.

Théoréme 3.1 Soit f : I x R* — R" une fonction continue. Si (v, M) €
C(I,R™) x C*(1,[0,00)) est un tube-solution de (3.1), alors le probléme
(3.1) posséde une solution x € C*(I,R™) N T (v, M).

Preuve.

Par la Proposition 3.2, opérateur F; est compact. Ainsi, par le Théoréme
du point fixe de Schauder, F; admet un point fixe. Le Corollaire 3.1 nous
assure que ce point fixe est une solution du probléme (3.10). 11 suffit donc de
démontrer que pour toute solution x de (3.10), z € T'(v, M).

Considérons l'ensemble A := {t € I : ||z(t) —v(t)|| > M(t)}. Sit € A, alors
par la Proposition 3.1, nous avons

((t) — v(t), 22 (t) — v\ (1))
() = (1)

Nous allons montrer que (||z(t) — v(t)|| — M(t))® < 0 pour tout ¢ € A.
Site Aet: M(t) > 0, alors par hypothése du tube-solution, on a

(lz(t) — v ()] — M (t))
(z(t) — v(t), 2@ (t) — v (1))

(JJa(t) = v(t)]| = M(t) = — M©(t).

- _ (@)
@) — (0] ML)
() — o(t), (4, 2(0) + 0 () — az(t) — vO(D) o
- 20— o(0)] ML)
_ G 0. S HD) D) | @) o), 70 ~ a(t)
M) M)
M(CV) (t)
(x
< 2O+ (M)~ ot — (o)) - MO0
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De plus, si M (t) = 0, alors par hypothése du tube-solution

(lz(t) — v(@®)| — M(E)@ = (z(t) —v(t), f(t,2(t) + az(t) — ax(t) — v@(t))

() = v(@)]]
— M(a)(t)
_ (a(®) — (), (1) + av(t) — ax(t) — v (1))
() = v(®)]]
— M(a)(t)
(w(t) —o(®), St o) =0 D)
< o o] Ja(t) = v(0)]
_ M(a)(t)

< 0.

En posant r(t) = |lz(t) — v(t)| — M(t), il en résulte que r® < 0 pour tout
t € {t € I:r(t) > 0}. De plus, par hypothése du tube-solution, remarquons
que r(a)—7r(b) < [Jv(a)—v(b)||— (M (a)—M (b)) < 0, alors r(a) < r(b). Ainsi,
les hypothéses du Lemme 3.1 sont satisfaites, ce qui démontre le théoréme.

3.2 Reésultat d’existence pour le probléme (3.2)

Une solution du probléme sera une fonction = € C*(I,R") satisfaisant
(3.2). La notion de tube-solution pour le probléme (3.2) est similaire a celle
du probléme périodique. Dans ce cas, seule la condition aux limites change
dans la définition.

Définition 3.2 Soit (v, M) € C*(I,R) x C*(I,[0,00)). On dira que (v, M)
est un tube-solution de (3.2) si

(i) (x—v(t), f(t,z)—v@t)) < ME)M(t) pour tout t € I et pour tout
x € R™ tel que ||z —v(t)|| = M(t),

(i) v () = f(t,v(t)) et M*(t) =0 pour tout t € I tel que M(t) =0,
(iti) ||z — v(a)|| < M(a).

En suivant un raisonnement similaire & la section précédente, nous pou-
vons obtenir le théoréme d’existence suivant.
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Théoréme 3.2 Soit f: [ x R" — R"™ une fonction continue. Si (v, M) €
C*(I,R™) x C*(1,[0,00)) est un tube-solution de (3.2), alors le probléeme
(3.2) posséde une solution x € C*(I,R™) N T (v, M).

Pour y arriver, il suffit d’utiliser le probléme modifié suivant :

2@t +ax(t) = f(t,Z) +az(t), tel,
(3.13)

z(a) = xo,

ol

Z(t) = { HzMi?)n (z —v(t)) + v(?), si |z — o) > M(t)
“(t), si | — vl < M(1).

(3.14)

Il est clair qu’une solution x de (3.13) telle que ||z(t) —v(t)|| < M(t) pour
tout t € I (c-a-d. x € T'(v, M)) est une solution de (3.2).

Ensuite, on démontre que opérateur F» : C'(I,R") — C(I,R") définie
par

Fa(@)(t) = /ab Gil(t,s) (f(S,f(S)) +a f(S))sa’ldS + 2el” )
— /t gL p(s* 1) (f(sj(s)) + 5(3))653 + g™t

a

ou Gy est la fonction de Green du probléme initiale (3.6) est compact.

En effet, montrons tout d’abord la continuité de I'opérateur F.

Soit {z, }nen une suite de C(I,R™) convergeant vers x € C(I,R"). Alors
pour tout t € I, on a :

-] < [ -1

(7)) + 0 7))

- (f(s.7() + a 7(9))|
(s, 7a(s) = F(s,705))|
Tn(s) = T(s)

ds

—i—a‘

)ds.
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ot M = max, s |e®"7*)|. Puisqu’il existe une constante R > 0 tel que
|Z||c(rry < R, il existe un indice N tell que ||Z,|lcrry < R pour tout
n > N. Ainsi, f uniformément continue sur I x Bg(0). Alors pour ¢ > 0

donné, il existe un ¢ > 0 tel que =,y € R” ol

€ (S84

s 1) = Fleall < g,

ly — =l <6 <

pour tout s € I. Par hypothése, il est possible de trouver un indice N >N
tel que ||Z, — Z|lc(rny) < 0 pour n > N. Dans ce cas,

| Fotat) = Falw)|

¢
<M a1l < € € )d
=4 /a 2Ma*=*(b — a) +Q2Ma0‘_1(b—a) °
<

ce qui nous convainc de la continuité de .

Montrons maintenant que I'ensemble Fo(C'(I,R™)) est relativement com-
pact. Considérons une suite {y,}nen de Fo(C(I,R™)) pour tout n € N il
existe une suite (x,)neny € C(I,R"™) tell que y, = Fa(x,(t)) pour tout n € N.
Nous avons

t
a

|7t < [ s iGatt ol (1.7 + o o) )ds
S| (I 76+l ) s

Puisque ||7,,(s)|| < R, pour tout s € I et tout n € N. Comme I x B (0, R)
est un ensemble sur I x R et f étant continue sur I x B (0, R), nous pouvons
déduire I'existance d’une constante A > 0, telle que

1f(s,Ta(s)|| <A, pourtout s €1 et toutn e N.
Donc,
1y ()] = | Fa(zn) ()] < Ma™"' (A + aR)(b— a) < +oo.

Ainsi, la suite {y,}, oy est uniformément bornée sur C(1,R"™).
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D’autre part, pour tout t; < t, € I, on a
|72 @) () = 7o () (1)

to
= s 17 —t5) 5. 7(8)) + a T(s) )ds + zgel® 1) — gpyela® )
f 9 0 0
—/ 527 lels _tl)(f(s,f(s)) +a E(s))ds

<le % — et%!(/tl et
N a

#1760+ 76)|

t1

f(5,7(5)) +a 7(s)|

s ds + onHeaa>

s ds

_t _ 4
<|6 t2_6 tl

b 2
(eba / (A+ aR)a* 'ds + ||:L‘0||eaa> + M/ (A+ aR)a* 'ds
a 1
<le % — e | (eba(A +aR)(b—a) + onHe“a> + Ma* (A + aR)(t; — ty).
Donc, la suite {y, }nen est équicontinue. Par le théoréme d’Arzela-Ascoli, on
obtient que 'ensemble F» (C(1, R™)) est relativement compacte dans C'(1,R").

Ainsi, F; est compact.

Finalement, on démontre que toute solution du probléme (3.13) est élé-
ment de T'(v, M) & l'aide du Lemme 3.1.

Remarque 3.2 Si o = 1, alors le probléeme (3.2) se réduit au probléeme de
Cauchy classique :

(3.15)
dont la solution eziste.

3.3 Sous et sur-solutions

Si nous considérons maintenant le probléme (3.1)(resp, (3.2)) comme une
équation avec n =1 et f est continue sur /, alors la notion de tube-solution



3.3 Sous et sur-solutions 29

est généralise les notions de sous— et sur—solutions « et 3 introduites par B.
Bendouma et al. [7]. Rappelons ces définitions.

Définition 3.3 (Sur-solution) On dit qu’une fonction v € C*(I,R) est une
sur-solution de (3.1)(resp, (3.2)), si

(i) Y (t) > f(t,y(t)), pourtout t€I;

(i1) ~v(a) = ¥(b).
(resp,

(i) ¥ (t) > f(t,y(t)), pour tout t€I;

(i) 2(a) > o).

Définition 3.4 (Sous-solution) On dzt qu’une fonction 6 € C*(I,R) est une
sous-solution de (3.1)(resp, (3.2)), si

(i) 8@ (t) < f(t,0(t)), pourtouttel;

(it) 6(a) < 6(b).
(resp,

(i) 8@ (t) < f(t,0(t)), pourtouttcI;

(ir) 6(a) < o).
Nous définissons ’ensemble :
0,7 ={x € C(I) : §(t) < x(t) < ~(t), pour tout ¢t € I}.

Dans ce cas (n = 1), la notion de tube solution de probléme (3.1)(resp, (3.2))
est équivalente a la notion de sous- et sur-solution ¢ et .
En effet, si (v, M) est un tube-solution pour (3.1)(resp, (3.2)), alors 6 = v —
M et v = v+ M sont respectivement sous- et sur-solution de (3.1)(resp, (3.2)).
Par ailleurs si 6 et 7y sont respectivement sous- et sur-solutions de (3.1)(resp, (3.2)),

alors le couple (132, 25%) est un tube-solution pour (3.1)(resp, (3.2)).

Exemple 3.3.1 On considere le probléme :

2Vt —1—23(t) o
B Vi - tel=l (3.16)

2Vt — 1 —2%(t)
Vit

continue sur [, 1] x R. On vérifie que §(t) = —1 et y(t) = 1 sont des sous et

Ici o= 5 et f(t,x(t)) = 1l est clair que f est une fonction
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sur-solutions de (3.16) avec 6(t) < ~(t) pourt € [5,1]. En effet,

V@) = 0> f(t,~(t) = M\/;l) pour tout t € I et v(3) > ~(1),

5(%)(15) =0< f(t,0(t) =2 pour tout t € I et 6(5) < 5(1).
On peut vérifier que (v, M) = (7757 T‘S) (0,1) est un tube-solution pour
(3.16). En effet, on a :
0@ () = M@)(#) =0, et |v(1) — v(3)| =0< M(3) — M(1) =0.
M(t

Pour x € R tel que |x — v(t)| = ), alors x = 1 oux = —1, et on a pour
tel31]
2 — 1 —
(@ — o) (£(t.2) - v9(0)) = (@ 2L,
-2 stx=—1,
st =1,
M 1
<0= Mz=(t) pour tout t € [§’ 1].

D’aprés le Théoréme 3.1, le probléme (3.16) admet une solution x € C%([%, 1], R)
telle que |z(t)] < 1 pour tout t € [3,1],

1
c’est-a-dire, —1=10(t) <a(t) <1 =(t) pour tout t € [§, 1].

3.4 Exemples
Dans cette partie nous donnons quelques exemples d’applications.
Exemple 3.4.1 Considérons le systéme :
(1) = ar]|z()[Px(t) — aza(t) + asp(t), tel=[g1],
z(3) = z(1).

ot « = 1/3, a1, as,a3 € Ry telle que a1 —as +az =0 et p: [ — R" est une
fonction continue telle que ||p(t)|| = 1 pour tout t € 1. On peut vérifier que

i

2
(3.17)
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v(t) =0 et M(t) =1 est un tube-solution pour (3.17). En effet, on a :
v%)() o MG)(t) =0, et
1 1
(1) = o)l < M) - 1),
Pour © € R™ tel que ||z — v(t)|] = M(t), alors ||z|| = 1, et on a pour
tel=[31]

(@ —u(t), f(t.z) —v D) = (z, ar]|z]*r — axx + azp(t))
= arl|z||* — agllz|® + as(z, o(t))
< arzl|* = agllz|* + asllz|| ()]
=a,—ag+az3=0
< M(t)yMG) ().

D’aprés le Théoreme 3.1, le probleme (3.17) admet une solution z € C's (I, R™)
telle que ||z(t)|| < 1 pour tout t € I.

Exemple 3.4.2 On considére le probleme a valeur initiale suivant :

2@ = ||z @®)||z(t) =3z (t), te]ab],a>0,
() = llz @)= () = 32 (t) [a, 0] (3.18)
z(a) = 0.
Ici, o €]0,1] et f(t,x) = ||z||x — 3z. 1l est clair que f est une fonction

continue sur [a,b] x R™. On peut vérifier que (v, M) = (0,1) est un tube-
solution de (3.18). En effet, on a :

v () =0, M@ (t) =0, et |0 —v(a)|]| =0 < M(a) = 1.

Pour x € R™ tel que ||z —v(t)|| = M(t), alors ||z|| = 1, et on a pourt € [a,b]

(@ —o(t), f(t,x) =o' (1) = (, o O]z () -3z (1)
= [lz[* = 3]/
=1-3=-2
< M(H)M@(t) = 0.

Du Théoréme 3.2, on déduit que le probléme (3.18) admet une solution x €

C([a,b],R"™) telle que

llx ()| <1, pour tout t € [a,b].
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Exemple 3.4.3 On considére I’équation différentielle fractionnaire suivante :

23 (t) = —325(t) — cos(5x(t)) + te', pour toutt € I =[1,3],

(3.19)
z(1) = 1.
Ce probléme est un cas particulier de (3.2) avec n = 1 et f(t,z(t)) =
—32°(t) — cos(5x(t)) + te'. Il est clair que f est une fonction continue sur
[1,3] x R. On peut vérifier que (v, M) = (1,1) est un tube-solution pour
(3.19). En effet, nous avons

v (t) =0, ME(t) =0, et |zo —v(1)] = | — 1| < M(1) = 1.

Pour z € R tel que |z —ov(t)| = M(t), (i.e.,|x—1] =1) alorsx =0 ou x = 2,
et nous avons pour t € I =[1,3]

(x —v(t)) (f(t, T) — v(%)) = o(t) — cos(gav(t)) + tet) :

1—tet six=0,

—95 + tet six =2,

<0= % (t) pour toutt € I.

D’aprés le Théoreme 3.2, le probleme (3.19) admet une solution x € C3([1,3],R)
telle que |z(t) — 1| <1 pour tout t € [1,3].



Conclusion

Dans ce mémoire, nous présentons des résultats d’existence de solutions
pour des systémes d’équations différentielles fractionnaires conformes non-
linéaire d’ordre av €]0,1], ce résultat est obtenu grace a la notion de tube
solution et théoréme de point fixe de Schauder.
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