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Résumé

Nous présentons dans ce mémoire, des résultats d'existence de solutions
pour des systèmes d'équations di�érentielles fractionnaires conformes non-
linéaires sous certaines conditions aux limites. Ces résultats sont obtenus
grâce à la notions de tube-solution adaptée à ces systèmes. Celle-ci généralise
la notion de sous et sur solution.
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Introduction

En 2014,Khalil et al. [15] ont présenté une nouvelle dé�nition de la dérivée
fractionnaire dénommée la dérivée fractionnaire conforme (voir Dé�nition
1.1). Les équations di�érentielles fractionnaires conformes on été étudiées
par plusieurs auteurs, divers résultats théoriques ont été obtenus, voir par
exemple les références [2, 4, 5, 7, 8, 11].

Le calcul fractionnaire est la branche d'analyse mathématique qui étudie
la généralisation des notions de dérivation et d'intégration à des ordres arbi-
traires réels ou complexes (à des ordres entiers ou non entiers). Les origines du
calcul fractionnaire remontaient à la �n du 17me siècle, partant de quelques
spéculations de G.W. Leibniz concernant la question de l'Hôpital, posée en

09/1695, sur la signi�cation de
dnf

tn
(la dérivée d'ordre n ∈ N d'une fonction

f) si n = 1
2
. La théorie des équations di�érentielles fractionnaires a émergé

comme un domaine intéressant à explorer ces dernières années. Notons que
cette théorie a de nombreuses applications dans la description de nombreux
évènements dans le monde réel. Par exemple, les équations di�érentielles frac-
tionnaires sont souvent applicables dans l'ingénierie, la physique, la chimie,
la biologie, ...etc (voir[3, 9, 10, 16, 18]).

Dans ce mémoire, nous présentons des résultats d'existence de solutions
pour des systèmes d'équations di�érentielles fractionnaires conformes non-
linéaires d'ordre α ∈ (0, 1] avec des conditions périodiques et initiales.

Ce mémoire est composé de trois chapitres.

Dans le premier chapitre nous présentons quelques dé�nitions et résul-
tats concernant le calcul fractionnaire conforme et nous rappelons quelques
dé�nitions, notions et résultats d'analyse fonctionnelle et théorèmes du point
�xe.

Dans le deuxième chapitre, nous étudions systèmes d'équations di�é-
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rentielles fractionnaires conformes linéaires d'ordre α ∈ (0, 1] avec des condi-
tions périodiques, anti-périodiques et initiales.

Dans le le troisième chapitre, nous établirons des théoremes d'exis-
tance pour les systèmes d'équations di�érentielles fractionnaires conformes
non-linéaires suivants :x

(α)(t) = f(t, x(t)), pour tout t ∈ I = [a, b], 0 < a,

x(a) = x(b).
(1)

x
(α)(t) = f(t, x(t)), pour tout t ∈ I = [a, b], 0 < a,

x(0) = x0.
(2)

Où 0 < α ≤ 1, x0 ∈ Rn, x(α)(t) désigne la dérivée fractionnaire conforme
de x d'ordre α en t et f : I × Rn → Rn est une fonction continue.

Résultats d'existence pour le problème (3.2), ont été obtenus par M. Pos-
pisil et L.P. Skripkova [19], par l'utilisation du théorème de point �xe de
Banach avec f une fonction continue.

Pour obtenir un théorème d'existence pour le problème périodique (3.1) (resp,
le problème initiale (3.2)) nous introduirons la notion de tube-solution de ce
problème. L'objectif de cette méthode est de prouver que si une solution
x ∈ C(α)(I,Rn) existe, alors elle est incluse dans un tube solution, i.e. on
peut trouver des fonctions v ∈ C(α)(I,Rn) et M ∈ C(α)(I, [0,∞))) telles que

‖x(t)− v(t)‖ ≤M(t) pour tout t ∈ I.

La technique utilisée est de transformer le problème initial en un problème
de point �xe de sorte que si l'on prouve qu'une solution du problème modi�é
existe, elle est aussi solution du problème initial (original).

Si nous considérons le problème (3.1)(resp, (3.2)) comme une équation
avec n = 1, alors la notion de tube-solution est généralise les notions de sous�
et sur�solutions α et β introduites par B. Bendouma et al. [7].

Mots Clés : Calcul fractionnaire conforme, systèmes d'équations di�é-
rentielles fractionnaires conformes, sous et sur solutions, tube-solution, théo-
rèmes d'existence, théorème du point �xe de Schauder.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques dé�nitions et résultats concer-
nant le calcul fractionnaire conforme et nous rappelons quelques dé�nitions,
notions et résultats d'analyse fonctionnelle et théorèmes du point �xe.

1.1 Calcul fractionnaire conforme

1.1.1 La dérivée fractionnaire conforme

Dé�nition 1.1 Soit f : [0,∞) → R une fonction et soit α ∈ (0, 1]. La
dérivée fractionnaire conforme d'ordre α de f est dé�nie par :

f (α)(t) := lim
ε→0

f(t+ εt1−α)− f(t)

ε
(1.1)

pour tout t > 0. Si f (α)(t) existe et est �nie, on dit que f est α-di�érentiable
en t.

Si f est α-di�érentiable dans un intervalle ]0, a[, a > 0, et limt→0+ f
(α)(t)

existe, alors la dérivé fractionnaire conforme de f d'ordre α en t = 0 est
dé�ni comme

f (α)(0) = lim
t→0+

f (α)(t).

Exemple 1.1.1 Soit α ∈ (0, 1]. Les fonctions suivantes f, g, h : [0,∞)→ R
dé�nies par f(t) = tp, g(t) ≡ λ, λ ∈ R, h(t) = ept avec p ∈ R, k(t) = sin tα

α
,

et l(t) = cos tα

α
sont α-di�érentiables avec

1. f (α)(t) = p tp−α ;
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2. g(α)(t) = 0 ;

3. h(α)(t) = p t1−αept.

4. k(α)(t) = cos tα

α
;

5. l(α)(t) = − sin tα

α
.

Dé�nition 1.2 [20] Soit f : [0,∞)→ Rn, t→ f(t) := (f1(t), f2(t), ..., fn(t))
une fonction et soit α ∈ (0, 1]. On dit que f est α�di�erentiable en t ≥ 0
si chaque composante fi, i = 1, ..., n est α�di�erentiable en t. On dé�nie
f (α) : [0,∞)→ Rn par :

f (α)(t) = (f
(α)
1 (t), f

(α)
2 (t), · · · , f (α)

n (t)), pour tout t > 0. (1.2)

On appelle f (α)(t) La dérivée fractionnaire conforme de f d'ordre α en t.

Dé�nition 1.3 [20] Soit α ∈ (m, m + 1], m ∈ N et f : [0,∞)→ Rn est m
fois di�érentiable en t > 0. On dé�nit la dérivée fractionnaire conforme de
f d'ordre α par

f (α)(t) := (f (m))(α−m)(t).

Remarque 1.1 (i) La derivée de Riemann-liouville Dα
a ne véri�e pas (ne

satisfait pas) Dα
a (1) = 0, si f n'est pas entier naturel. (Dα

a (1) = 0 pour
la dérivée de Caupto).

(ii) Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas la règle du produit
connue : Dα

a (fg) = fDα
a (g) + gDα

a (f).

(iii) Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas à la règle du quotient :

Dα
a (f/g) =

gDα
a (f)− fDα

a (g)

g2
.

(iv) Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas à la règle de la chaîne
(Dérivée de fonctions composées) : Dα

a (fog) = fα(g)gα.

(v) Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas : DαDβf = Dα+βf
en général.

(vi) La dé�nition de Caputo suppose que la fonction f est di�érentiable.

Théorème 1.1 [20] Soit f : [0,∞)→ Rn une fonction et soit α ∈ (0, 1]. Si
f est α-di�érentiable en t0 > 0, alors f est continue en t0.

Théorème 1.2 [20] Soit α ∈ (0, 1]. Si f, g : [0,∞)→ Rn sont α-di�érentiables
en t > 0. Alors :
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(i) (af + bg)(α) = af (α) + bg(α), pour tout a, b ∈ R ;

(ii) (fg)(α) = fg(α) + gf (α) ;

(iii) (f/g)(α) =
gf (α) − fg(α)

g2
.

(iv) Si, en plus f est di�érentiable en t > 0, alors

f (α)(t) = t1−αf ′(t).

Remarque 1.2 Il est facile de véri�er que :

(i) La fonction x : t 7→ e
p
α
tα, p ∈ R, est une solution du problèeme à valeur

initiale :
x(α)(t) = p x(t), t ∈ [0,∞), x(0) = 1. (1.3)

(ii) Si f est di�érentiable en t, alors f est α-di�érentiable en t.

Nous introduisons l'espace suivant : Soit I = [a, b], a > 0.

Cα(I,Rn) = {f : I → Rn, est α-différentiable sur I et f (α) ∈ C(I,Rn)}.

1.1.2 L'intégral fractionnaire conforme

Dé�nition 1.4 [15] Soit α ∈ (0, 1], 0 ≤ a et f : [a,∞) → R. L'intégral
fractionnaire conforme de f d'ordre α de a à t, notée par Iaα(f)(t), est dé�nie
par :

Iaα(f)(t) := Ia1 (tα−1f)(t) =

∫ t

a

f(s)dαs :=

∫ t

a

f(s)sα−1ds.

où l'intégrale à droite est l'ntégrale usuelle de Riemann.

Dé�nition 1.5 [20] Soit f : [a,∞) → Rn, 0 ≤ a et α ∈ (0, 1]. L'intégral
fractionnaire conforme de f d'ordre α de a à t, notée par Iaα(f)(t), est dé�nie
par :

Iaα(f)(t) =

∫ t

0

f(s)dαs =
(
Iaα(f1)(t), I

a
α(f2)(t), · · · , Iaα(fn)(t)

)
,

où Iaα(fi)(t) est l'intégral fractionnaire conforme de chacune de ses compo-
santes fi : [a,∞)→ R d'ordre α de a à t, pour i = 1, ..., n. .
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Lemme 1.1 [15, 19] Soit 0 < α ≤ 1 et f : [a,∞) → Rn une fonction
continue. Alors pour tout t ≥ a on a

(Iaα(f))(α)(t) = f(t). (1.4)

Lemme 1.2 [1, 20] Soit 0 < α ≤ 1. Si f : (a, b) → Rn est di�érentiable,
alors pour tout t > a on a

Iaα(fα)(t) = f(t)− f(a). (1.5)

Théorème 1.3 [13] Soit α ∈]0, 1[, a > 0 et f : [a, b] → Rn une fonction
continue. Alors, pour tout t ∈ [a, b] nous avons,

‖Iaα(f)(t)‖ ≤ Iaα‖f‖(t).

Théorème 1.4 Soient W un ouvert de Rn et 0 < α ≤ 1. Si g : I → Rn est
α-di�érentiable en t > 0 et si f : W → Rm est di�érentiable en g(t) ∈ W .
Alors f ◦ g est α-di�erentiable en t et

(f ◦ g)(α)(t) =< f ′(g(t)), g(α)(t) >. (1.6)

Exemple 1.1.2 Soit une fonction x : [a,∞)→ Rn α-di�érentiable en t. On
sait que ‖ · ‖ : Rn \ {0} → [0,∞) est di�érentiable. En vertu du théorème
précédent on a que

‖x(t)‖(α) =
< x(t), x(α)(t) >

‖x(t)‖
. (1.7)

1.2 Rappels d'analyse fonctionnelle

Dé�nition 1.6 (Norme) Soit E un espace vectoriel sur C ou R. On appelle
une norme sur E toute application ‖.‖ : E → R+ telle que

(i) ‖x‖ = 0⇔ x = 0.

(ii) ∀x ∈ E,∀λ ∈ K : ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ .
(iii) ∀x, y ∈ E : ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (Inégalité triangulaire).

Dé�nition 1.7 (Espace vectoriel normé) Un espace vectoriel E muni d'une
norme ‖.‖ noté (E, ‖.‖) sera appelé un espace vectoriel normé.
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Dé�nition 1.8 (Espace de Banach) On appelle espace de Banach tout es-
pace vectoriel normé complet sur les corps C ou R.

Exemple 1.2.1 Soit I = [a, b] un intervalle de R. C(I,Rn) est l'espace de
Banach des fonctions y continues dé�nie de I dans Rn avec la norme

‖y‖∞ = sup
t∈I
‖y(t)‖.

L1(I,Rn) est l'espace de Banach des fonctions mesurables y dé�nie de I dans
Rn intégrables avec la norme,

‖y‖L1 =

∫ b

a

‖y(s)‖ds.

Dé�nition 1.9 Le sous ensemble F de l'espace normé X est dit borné si il
existe M tel que

‖x‖ ≤M pour tout x ∈ F.

Dé�nition 1.10 L'ensemble F de l'espace vectoriel X est dit convexe si pour
tout x, y ∈ F

λx+ (1− λ)y ∈ F, ∀λ ∈ [0, 1].

Dé�nition 1.11 Soit F : (E, ‖.‖E)→ (F, ‖.‖F ) une application. On dit que
F est bornée si elle envoie les parties bornées de E sur des parties bornées
de F i.e. F (bornée) est bornée.

Remarque 1.3 Soit F : (E, ‖.‖E) → (F, ‖.‖F ) une application bornée, i.e,
pour tout ε > 0, il existe δ > 0, tel que

pour tout x ∈ E : ‖x‖E ≤ ε implique ‖F (x)‖F ≤ δ.

Dé�nition 1.12 Soient E et F deux espaces normés sur R.

(i) L'opérateur A : E −→ F est dit continu si et seulement si pour chaque
suite (un) dans E telle que lim

n→∞
un = u⇒ lim

n→∞
Aun = Au.

Où ce qui est équivalent à

(ii) A est dit continu si et seulement si pour tout ε > 0 il existe δ > 0
telle que pour tout u, v ∈ E :

‖u− v‖E < δ =⇒ ‖Au− Av‖F < ε.
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Alors l'opérateur A est dit continu sur E, ou simplement continu s'il est
continu en tout point de E.

Dé�nition 1.13 Un sous ensemble S de l'espace normé B est dit compact si
pour toute suite d'éléments de S on peut extraire une sous suite convergente
vers un élément de S.
Remarque Un ensemble compact est un ensemble fermé borné ; la réciproque
n'est pas toujours vraie.

Dé�nition 1.14 Un ensemble M est relativement compact si M est com-
pact.

Dé�nition 1.15 Soient E et F deux espaces de Banach et T : E −→ F
est une fonction continue. On dit que T est compacte si T (E) est compact.
On dit que T est complètement continue si T (B) est compact pour tout sous-
ensemble borné B ⊂ E.

Dé�nition 1.16 (Ensemble équicontinue) Un ensemble F de C([a, b],Rn)
est dit équicontinu, si pour tout ε > 0 il existe δ > 0, tel que, pour tout
t1, t2 ∈ [a, b], |t2 − t1| ≤ δ on a :

‖f(t2)− f(t1)‖ ≤ ε, pour tout f ∈ F.

Dé�nition 1.17 (Ensemble uniformément borné) F est dit uniformément
borné dans C([a, b],Rn) s'il existe un nombre réel M > 0 tel que ‖y‖∞ ≤ M
pour tout y ∈ F .

Lemme 1.3 Une application continue sur un ensemble compact est unifor-
mement borné.

Théorème 1.5 (Arzela-Ascoli) Soit B ⊂ C([a, b],Rn), B est relativement
compact dans C([a, b],Rn) si et seulement si :

(a) B est uniformément borné.

(b) B est équicontinu.

Dé�nition 1.18 (Point �xe) Un point �xe de l'opérateur F : E → E est un
point x ∈ E tel que F(x) = x.
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Théorème 1.6 (Théorème du point �xe de Schauder) Soit C un sous-ensemble
convexe, fermé, borné, non vide d'un espace de Banach E et A : C → C une
application compact i.e (A(C) est compact). Alors A admet au moins un
point �xe.

Dé�nition 1.19 (Opérateur contractant) Soit (E, ‖ . ‖E) un espace de Ba-
nach, un opérateur N : E → E est dite contractant sur E s'il exist un nombre
réel k ∈]0; 1[ tel que :

∀y1, y2 ∈ E, ‖N (y1)−N (y2)‖E ≤ k ‖y1 − y2‖E ,

Théorème 1.7 (Théorème du point �xe de Banach) [12] Soit (E, ‖ . ‖E) un
espace de Banach et F : E → E est un opérateur continue et contractant,
alors l'opérateur F admet un point �xe unique x ∈ E.



Chapitre 2

Systèmes d'équations

di�érentielles fractionnaires

conformes linéaires

Dans ce chapitre, nous étudions systèmes d'équations di�érentielles frac-
tionnaires conformes linéaires d'ordre α ∈ (0, 1] avec des conditions pério-
diques, anti-périodiques et initiales :

2.1 Le problème périodique

Théorème 2.1 Si g ∈ Cα(I,Rn), 0 < α ≤ 1, I = [a, b], 0 < a < b et
p ∈ R\{0}, alors le problème périodiquex

(α)(t) = −px(t) + g(t), t ∈ I,

x(a) = x(b),
(2.1)

admet une solution unique x ∈ Cα(I,Rn) donnée par :

x(t) :=

∫ b

a

GPe(t, s)g(s)dαs, (2.2)

où GPe est la fonction de Green donnée par

GPe(t, s) =
e
p
α
(sα−tα)

1− e pα (aα−bα)

1, a ≤ s ≤ t ≤ b,

e
p
α
(aα−bα), a ≤ t < s ≤ b,

(2.3)
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Preuve .
Montrons (2.2) pour chaque paire de composantes vectorielles (xi, gi), i ∈
{1, 2, ..., n}. Pour alléger la notation, nous omettrons les indices i.
Soit x est solution du problème (2.1), on a :[

x(t)e
p
α
tα
](α)

= x(α)(t)e
p
α
tα + pt1−αtα−1e

p
α
tαx(t),

= e
p
α
tαg(t),

On intégré les deux cotés de cette égalité sur [a, t] et on obtient

x(t)e
p
α
tα − x(a)e

p
α
aα =

∫ t

a

e
p
α
sαg(s)dαs. (2.4)

Donc,

x(t) = e
−p
α
tα
(
e
p
α
aαx(a) +

∫ t

a

sα−1 e
p
α
sαg(s)ds

)
. (2.5)

Par (2.1) et(2.5), on obtient

x(a) =
1

1− e pα (aα−bα)

∫ b

a

sα−1 e
p
α
(sα−bα)g(s)ds. (2.6)

En substituant (2.6) à (2.5), on obtient

x(t) =
e
p
α
(aα−tα)

1− e pα (aα−bα)

∫ t

a

sα−1e
p
α
(sα−bα)g(s)ds+

∫ t

a

sα−1e
p
α
(sα−tα)g(s)ds

+
e
p
α
(aα−tα)

1− e pα (aα−bα)

∫ b

t

sα−1e
p
α
(sα−bα)g(s)ds

=
1

1− e pα (aα−bα)

(∫ t

a

sα−1 e
p
α
(sα−tα) g(s)ds+∫ b

t

sα−1e
p
α
(aα−bα+sα−tα)g(s)ds

)
=

∫ b

a

GPe(t, s)g(s)dαs.
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2.2 Le problème anti-périodique

Théorème 2.2 Si g ∈ Cα(I,Rn), 0 < α ≤ 1, I = [a, b], 0 < a < b et p ∈ R,
alors le problème anti-périodiquex

(α)(t) = −px(t) + g(t), t ∈ I,

x(a) = −x(b),
(2.7)

admet une solution unique x ∈ Cα(I,Rn) donnée par :

x(t) :=

∫ b

a

GAP (t, s)g(s)dαs, (2.8)

où GAP est la fonction de Green donnée par

GAP (t, s) =
e
p
α
(sα−tα)

1 + e
p
α
(aα−bα)

1, a ≤ s ≤ t ≤ b,

−e pα (aα−bα), a ≤ t < s ≤ b,
(2.9)

Preuve .
Montrons (2.8) pour chaque paire de composantes vectorielles (xi, gi), i ∈
{1, 2, ..., n}. Pour alléger la notation, nous omettrons les indices i.
Soit x est solution du problème (2.7), on a :

x(t) = e
−p
α
tα
(
e
p
α
aαx(a) +

∫ t

a

sα−1 e
p
α
sαg(s)ds

)
. (2.10)

Par (2.7) et(2.10), on obtient

x(a) =
−1

1 + e
p
α
(aα−bα)

∫ b

a

sα−1 e
p
α
(sα−bα)g(s)ds. (2.11)

En substituant (2.11) à (2.10), on obtient

x(t) =
−e pα (aα−tα)

1 + e
p
α
(aα−bα)

∫ t

a

sα−1e
p
α
(sα−bα)g(s)ds+

∫ t

a

sα−1e
p
α
(sα−tα)g(s)ds

− e
p
α
(aα−tα)

1 + e
p
α
(aα−bα)

∫ b

t

sα−1e
p
α
(sα−bα)g(s)ds
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=
1

1 + e
p
α
(aα−bα)

(∫ t

a

sα−1 e
p
α
(sα−tα) g(s)ds−∫ b

t

sα−1e
p
α
(aα−bα+sα−tα)g(s)ds

)
=

∫ b

a

GAP (t, s)g(s)dαs.

2.3 Le problème à valeur initiale

Théorème 2.3 Si g ∈ Cα(I,Rn), x0 ∈ Rn, 0 < α ≤ 1, I = [a, b], 0 < a < b
et p ∈ R, alors le problème à valeur initialex

(α)(t) = −px(t) + g(t), t ∈ I,

x(0) = x0,
(2.12)

admet une solution unique x ∈ Cα(I,Rn) donnée par :

x(t) :=

∫ b

a

GIn(t, s)g(s)dαs+ x0e
p
α
(aα−tα), (2.13)

où GIn est la fonction de Green donnée par

GIn(t, s) = e
p
α
(sα−tα)

1, a ≤ s ≤ t ≤ b,

0, a ≤ t ≤ s ≤ b,
(2.14)

Preuve . Montrons (2.13) pour chaque paire de composantes vectorielles
(xi, gi), i ∈ {1, 2, ..., n}. Pour alléger la notation, nous omettrons les indices
i. Soit x est solution du problème (2.12), on a :

x(t) = e
−p
α
tα
(
e
p
α
aαx(a) +

∫ t

a

sα−1 e
p
α
sαg(s)ds

)
. (2.15)

Donc

x(t) =

∫ t

a

sα−1e
p
α
(sα−tα)g(s)ds+ x0e

p
α
(aα−tα)

=

∫ b

a

GIn(t, s)g(s)dαs+ x0e
p
α
(aα−tα).
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2.4 Le problème à valeur terminale

Théorème 2.4 Si g ∈ Cα(I,Rn), y0 ∈ Rn, 0 < α ≤ 1, I = [a, b], 0 < a < b
et p ∈ R, alors le problème à valeur terminalex

(α)(t) + p x(t) = g(t), pour tout t ∈ I,

x(b) = y0,
(2.16)

admet une solution unique x ∈ Cα(I,Rn), donnée par

x(t) :=

∫ b

a

GT (t, s)g(s)dαs+ y0e
p
α
(bα−tα), (2.17)

où GT est la fonction de Green (fractionnaire) donnée par

GT (t, s) = −e
p
α
(sα−tα)

0, a ≤ s ≤ t ≤ b,

1, a ≤ t ≤ s ≤ b,
(2.18)

Preuve . Montrons (2.17) pour chaque paire de composantes vectorielles
(xi, gi), i ∈ {1, 2, ..., n}. Pour alléger la notation, nous omettrons les indices
i. Soit x est solution du problème (2.16), on a :[

x(t)e
p
α
tα
](α)

= e
p
α
tαg(t).

On intégré les deux cotés de cette égalité sur [t, b] et on obtient

x(b)e
p
α
bα − x(t)e

p
α
tα =

∫ b

t

e
p
α
sαg(s)dαs, (2.19)

d'ou,

x(t) = e
p
α
(−tα)

(
e
p
α
bαx(b)−

∫ b

t

sα−1 e
p
α
sαg(s)ds

)
. (2.20)

Donc

x(t) = −
∫ b

t

sα−1 e
p
α
(sα−tα)g(s)ds+ y0e

p
α
(bα−tα)

=

∫ b

a

GT (t, s)g(s)dαs+ y0e
p
α
(bα−tα).



2.5 Exemples 16

2.5 Exemples

Exemple 2.1 On considère le problème{
x
′
(t) + 2 x(t) = te−2t, pour tout t ∈ I = [1, 2],

x(1) = 1
2
.

(2.21)

Ce problème est sous la forme (2.12), avec α = 1, n = 1, p = 2, g(t) =
te−2t, a = 1, b = 2 et x0 = 1

2
. D'aprés le Théorème 2.3, le problème (2.21)

admet une solution x ∈ C1([1, 2],R) telle que

x(t) :=

∫ 2

1

GIn(t, s)se−2sds+
1

2
e2(1−t),

où GIn est la fonction de Green donnée par

GIn(t, s) = e2(s−t)

1, 1 ≤ s ≤ t ≤ 2,

0, 1 ≤ t ≤ s ≤ 2,

D'ou

x(t) =

∫ t

1

GIn(t, s)se−2sds+

∫ 2

t

GIn(t, s)se−2sds+
1

2
e2(1−t)

=

∫ t

1

e2(s−t)se−2sds+
1

2
e2(1−t)

= e−2t
∫ t

1

sds+
1

2
e2(1−t) =

1

2
(t2 − 1)e−2t +

1

2
e2(1−t)

=
1

2
(t2 + e2 − 1)e−2t.

Exemple 2.2 Considérons le système :
x
(α)
1 (t) + 3x1(t) = 5, pour tout t ∈ I = [1

2
, 1],

x
(α)
2 (t) + 3x2(t) = 3, pour tout t ∈ I = [1

2
, 1],

x1(
1
2
) = x1(1), x2(

1
2
) = x2(1)

(2.22)

Ce problème est sous la forme (2.1), avec 0 < α ≤ 1, n = 2, p = 3, x =

(x1, x2), x
(α) = (x

(α)
1 , x

(α)
2 ), g(t) = (5, 3) ∈ R2. D'aprés le Théorème 2.1, le
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problème (2.22) admet une solution x ∈ Cα([1
2
, 1],R2) telle que

x(t) :=

∫ 1

1
2

GPe(t, s)g(s)dαs,

où GPe est la fonction de Green donnée par

GPe(t, s) =
e

3
α
(sα−tα)

1− e 3
α
( 1
2α
−1)

1, 1
2
≤ s ≤ t ≤ 1,

e
3
α
( 1
2α
−1), 1

2
≤ t < s ≤ 1.

D'ou

x1(t) =

∫ t

1
2

5GPe(t, s)dαs+

∫ 1

t

5GPe(t, s)dαs

=
1

1− e 3
α
( 1
2α
−1)

[ ∫ t

1
2

5e
3
α
(sα−tα)sα−1ds+

∫ 1

t

5e
3
α
(sα−tα)e

3
α
( 1
2α
−1)sα−1ds

]
=

5e−
3
α
tα

1− e 3
α
( 1
2α
−1)

[ ∫ t

1
2

e
3
α
sαsα−1ds+ e

3
α
( 1
2α
−1)
∫ 1

t

e
3
α
sαsα−1ds

]
=

5e−
3
α
tα

1− e 3
α
( 1
2α
−1)

([1

3
e

3
α
sα
]t

1
2

+ e
3
α
( 1
2α
−1)
[1

3
e

3
α
sα
]1
t

)
=

5

3

e−
3
α
tα

1− e 3
α
( 1
2α
−1)

(
[e

3
α
tα − e

3
α

1
2α ] + e

3
α
( 1
2α
−1)[e

3
α − e

3
α
tα ]
)

=
5

3
.

et

x2(t) =

∫ t

1
2

3GPe(t, s)dαs+

∫ 1

t

3GPe(t, s)dαs

=
1

1− e 3
α
( 1
2α
−1)

[ ∫ t

1
2

3e
3
α
(sα−tα)sα−1ds+

∫ 1

t

3e
3
α
(sα−tα)e

3
α
( 1
2α
−1)sα−1ds

]
=

3e−
3
α
tα

1− e 3
α
( 1
2α
−1)

[ ∫ t

1
2

e
3
α
sαsα−1ds+ e

3
α
( 1
2α
−1)
∫ 1

t

e
3
α
sαsα−1ds

]
=

3e−
3
α
tα

1− e 3
α
( 1
2α
−1)

([1

3
e

3
α
sα
]t

1
2

+ e
3
α
( 1
2α
−1)
[1

3
e

3
α
sα
]1
t

)
= 1.

Donc x(t) = (
5

3
, 1), pour tout t ∈ I = [1

2
, 1].



Chapitre 3

Systèmes d'équations

di�érentielles fractionnaires

conformes non-linéaires

Dans ce chapitre, nous établirons des théoremes d'existance pour les sys-
tèmes d'équations di�érentielles fractionnaires conformes non-linéaires sui-
vants :x

(α)(t) = f(t, x(t)), pour tout t ∈ I = [a, b], 0 < a,

x(a) = x(b).
(3.1)

x
(α)(t) = f(t, x(t)), pour tout t ∈ I = [a, b], 0 < a,

x(a) = x0.
(3.2)

Où 0 < α ≤ 1, x0 ∈ Rn, x(α)(t) désigne la dérivée fractionnaire conforme
de x d'ordre α en t et f : I × Rn → Rn est une fonction continue.

Résultats d'existence pour le problème (3.2), ont été obtenus par M. Pospisil
et L.P. Skripkova [19], par l'utilisation du théorème de point �xe de Banach
avec f une fonction continue.

Pour obtenir un théorème d'existence pour le problème périodique (3.1) (resp,
le problème initiale (3.2)) nous introduirons la notion de tube-solution de ce
problème qui généralise la notion de sous- et sur-solution introduite par B.
Bendouma et al. [7]. Les résultats de ce travail se trouvent dans [5, 7, 8]
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Pour l'existence de solutions pour les problèmes (3.1) et (3.2), nous avons
besoin des résultats suivants :

Proposition 3.1 Soit x ∈ Cα(I,Rn). Alors ‖x‖ ∈ Cα(I,R) et

‖x(t)‖(α) =
< x(t), xα(t) >

‖x(t)‖
, pour {t ∈ I : ‖x(t)‖ > 0}.

Lemme 3.1 (Principe du maximum) Soit une fonction r ∈ Cα(I,R), telle
que r(α)(t) < 0 sur {t ∈ I : r(t) > 0} . Si une des conditions suivantes est
satisfaite,

(i) r(a) ≤ 0,
(ii) r(a) ≤ r(b),

alors
r(t) ≤ 0 pour tout t ∈ I.

Preuve .
Supposons qu'il éxiste un t ∈ [a, b] tel que r(t) > 0. Dans ce cas, il existe un
t◦ ∈ [a, b] tel que r(t◦) = maxa≤t≤b(r(t)) > 0 car r ∈ C(α)([a, b]) et r(t) > 0.
Si t◦ > a, alors il existe un intervalle [t1, t◦] ⊂ [a, t◦] tel que r(t) > 0 pour
tout t ∈ [t1, t◦]. Ainsi, I

t1
α

(
r(α)
)

(t◦) = r(t◦) − r(t1) < 0 par hypothèse et
par le Lemme 1.2, ceci contredit la maximalité de r(t◦). Le cas t◦ = a est
impossible. En prenant t◦ = b, par ce qui précède, on trouverait que r(b) < 0,
ce qui nous mène directement à la conclusion.

On peut déduire du Théorème 2.1, le résultat suivant :

Corollaire 3.1 Le problème périodiquex
(α)(t) + αx(t) = g(t), t ∈ I = [a, b], 0 < a < b,

x(a) = x(b),
(3.3)

avec g ∈ Cα(I,Rn), 0 < α ≤ 1, admet une solution unique x ∈ Cα(I,Rn),
donnée par

x(t) :=

∫ b

a

GP (t, s)g(s)dαs, (3.4)

où GP est la fonction de Green donnée par

GP (t, s) =
e(s

α−tα)

1− eaα−bα

1, a ≤ s ≤ t ≤ b,

ea
α−bα , a ≤ t < s ≤ b,

(3.5)
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On peut déduire du Théorème 2.3, le résultat suivant :

Corollaire 3.2 Le problème à valeur initialex
(α)(t) + αx(t) = g(t), t ∈ I = [a, b], 0 < a < b,

x(a) = x0,
(3.6)

avec g ∈ Cα(I,Rn), 0 < α ≤ 1, x0 ∈ Rn admet une solution unique x ∈
Cα(I,Rn), donnée par

x(t) :=

∫ b

a

GI(t, s)g(s)dαs+ x0e
aα−tα , (3.7)

où GI est la fonction de Green donnée par

GI(t, s) = e(s
α−tα)

1, a ≤ s ≤ t ≤ b,

0, a ≤ t ≤ s ≤ b.
(3.8)

Dans ce cas on :

x(t) :=

∫ t

a

sα−1e(s
α−tα)g(s)ds+ x0e

aα−tα , (3.9)

3.1 Résultat d'existence pour le problème (3.1)

Une solution du problème sera une fonction x ∈ Cα(I,Rn) satisfaisant
(3.1). Introduisons la notion de tube-solution pour le problème (3.1). C'est à
partir de cette notion que nous obtiendrons notre résultat d'existence.

Dé�nition 3.1 Soit (v,M) ∈ Cα(I,Rn)×Cα(I, [0,∞)). On dira que (v,M)
est un tube-solution de (3.1) si

(i) 〈x− v(t), f(t, x)− v(α)(t)〉 ≤M(t)M (α)(t) pour tout t ∈ I et pour tout
x ∈ Rn tel que ‖x− v(t)‖ = M(t),

(ii) v(α)(t) = f(t, v(t)) et Mα(t) = 0 pour tout t ∈ I tel que M(t) = 0,

(iii) ‖v(b)− v(a)‖ ≤M(a)−M(b).

Remarque 3.1 Si α = 1, notre dé�nition de tube solution est équivalente à
la notion de tube solution introduite par B. Mirandette [17] pour les systèmes
d'équations di�érentielles ordinaires du premier ordre.
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On notera

T (v,M) = {x ∈ Cα(I,Rn) : ‖x(t)− v(t)‖ ≤M(t) pour tout t ∈ I}.

A�n de démontrer le théorème d'existence, nous aurons recours au pro-
blème modi�é suivant :x

(α)(t) + α x(t) = f(t, x(t)) + α x(t), t ∈ I,

x(a) = x(b),
(3.10)

où

x(t) =

{ M(t)
‖x−v(t)‖(x− v(t)) + v(t), si ‖x− v(t)‖ > M(t),

x(t), si ‖x− v(t)‖ ≤M(t).
(3.11)

Il est clair qu'une solution x de (3.10) telle que ‖x(t)−v(t)‖ ≤M(t) pour
tout t ∈ I (c-à-d. x ∈ T (v,M)) est une solution de (3.1).

Dé�nissons l'opérateur F1 : C(I,Rn)→ C(I,Rn) par

F1(x)(t) =

∫ b

a

GP (t, s)
(
f(s, x(s)) + α x(s)

)
sα−1ds, (3.12)

où GP est la fonction de Green du problème périodique (3.3).

D'après le Corollaire 3.1, les points �xes de l'opérateur F1 sont les solu-
tions du problème (3.10).

Proposition 3.2 Si (v,M) ∈ Cα(I,Rn)×Cα(I, [0,∞)) est un tube-solution
de (3.1), alors l'opérateur F1 : C(I,Rn)→ C(I,Rn) est compact.

Preuve :La preuve est donnée en plusieures étapes.
Etape 1 : Montrons tout d'abord la continuité de l'opérateur F1.
Soit {xn}n∈N une suite de C(I,Rn) convergeant vers x ∈ C(I,Rn). Alors
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pour tout t ∈ I, on a :∥∥∥F1(xn(t))−F1(x(t))
∥∥∥ ≤ ∫ b

a

sα−1|GP (t, s)|
∥∥∥(f(s, xn(s)) + α xn(s)

)
−
(
f(s, x(s)) + α x(s)

)∥∥∥ds
≤M

∫ b

a

sα−1
∥∥∥(f(s, xn(s))− f(s, x(s))

)
+ α

(
xn(s)− x(s)

)∥∥∥ds
≤M

∫ b

a

sα−1
(∥∥∥f(s, xn(s))− f(s, x(s))

∥∥∥
+ α

∥∥∥xn(s)− x(s)
∥∥∥)ds.

où M := maxs,t∈I |Gp(t, s)|. Puisqu'il existe une constante R > 0 tel que
‖x‖C(I,Rn) < R, il existe un indice N tell que ‖xn‖C(I,Rn) ≤ R pour tout
n > N . Ainsi, f uniformément continue sur I × BR(0). Alors pour ε > 0
donné, il existe un δ > 0 tel que x, y ∈ Rn où

‖y − x‖ < δ <
ε

2M(bα − aα)
, ‖f(s, y)− f(s, x)‖ < εα

2M(bα − aα)
,

pour tout s ∈ I. Par hypothèse, il est possible de trouver un indice N̂ > N
tel que ‖xn − x‖C(I,Rn) < δ pour n > N̂ . Dans ce cas,∥∥∥F1(xn(t))−F1(x(t))

∥∥∥
≤M

∫ b

a

( εα

2M(bα − aα)
+ α

ε

2M(bα − aα)

)
ds

≤ ε,

ce qui nous convainc de la continuité de F1.
Etape 2 :Montrons maintenant que l'ensemble F1(C(I,Rn)) est relativement
compact. Considérons une suite {yn}n∈N de F1(C(I,Rn)) pour tout n ∈ N il
existe une suite (xn)n∈N ∈ C(I,Rn) tell que yn = F1(xn(t)) pour tout n ∈ N.
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Nous avons∥∥∥F1(xn)(t)
∥∥∥ ≤ ∫ b

a

sα−1|GP (t, s)|
(
‖f(s, xn(s))‖+ α ‖xn(s)‖

)
ds

≤M

∫ b

a

(
‖f(s, xn(s))‖+ α‖xn(s)‖

)
sα−1ds.

Puisque ‖xn(s)‖ ≤ R, pour tout s ∈ I et tout n ∈ N. Comme I × B (0, R)
est un ensemble sur I×R et f étant continue sur I×B (0, R) , nous pouvons
déduire l'existance d'une constante A > 0, telle que

‖f(s, xn(s)‖ ≤ A, pour tout s ∈ I et tout n ∈ N.

Donc,

‖yn(t)‖ = ‖F1(xn)(t)‖ ≤M(A+ αR)
bα − aα

α
< +∞.

Ainsi, la suite {yn}n∈N est uniformément bornée sur C(I,Rn).
D'autre part, pour tout t1 < t2 ∈ I, on a∥∥∥F1 (x) (t2)−F1 (x) (t1)

∥∥∥
=
∥∥∥∫ t2

a

GP (t2, s)
(
f(s, x(s)) + α x(s)

)
dαs+

∫ b

t2

GP (t2, s)
(
f(s, x(s)) + α x(s)

)
dαs

−
∫ t1

a

GP (t1, s)
(
f(s, x(s)) + α x(s)

)
dαs−

∫ b

t1

GP (t1, s)
(
f(s, x(s)) + α x(s)

)
dαs
∥∥∥

≤ |e
−tα2 − e−tα1 |
1− eaα−bα

(∫ t1

a

es
α
∥∥∥f(s, x(s)) + α x(s)

∥∥∥sα−1ds
+

∫ b

t2

es
α+aα−bα

∥∥∥f(s, x(s)) + α x(s)
∥∥∥sα−1ds)

+

∫ t2

t1

‖GP (t2, s)−GP (t1, s)‖
∥∥∥f(s, x(s)) + α x(s)

∥∥∥sα−1ds
≤ K|e−tα2 − e−tα1 |

(
2

∫ b

a

(A+ αR)sα−1ds
)

+ 2M

∫ t2

t1

(A+ αR)sα−1ds

≤ 2K|e−tα2 − e−tα1 |(A+ αR)
bα − aα

α
+ 2M(A+ αR)

tα2 − tα1
α

,

où K := maxs∈I{
es
α

1− eaα−bα
,
es
α+aα−bα

1− eaα−bα
}. Donc, la suite {yn}n∈N est équicon-

tinue. Par le théorème d'Arzelà-Ascoli, on obtient que l'ensemble F1 (C(I,Rn))
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est relativement compacte dans C(I,Rn). Ainsi, F1 est compact.
Nous pouvons maintenant démontrer le résultat d'existence suivant.

Théorème 3.1 Soit f : I × Rn → Rn une fonction continue. Si (v,M) ∈
Cα(I,Rn) × Cα(I, [0,∞)) est un tube-solution de (3.1), alors le problème
(3.1) possède une solution x ∈ Cα(I,Rn) ∩ T(v,M).

Preuve.
Par la Proposition 3.2, l'opérateur F1 est compact. Ainsi, par le Théorème
du point �xe de Schauder, F1 admet un point �xe. Le Corollaire 3.1 nous
assure que ce point �xe est une solution du problème (3.10). Il su�t donc de
démontrer que pour toute solution x de (3.10), x ∈ T (v,M).
Considérons l'ensemble A := {t ∈ I : ‖x(t)− v(t)‖ > M(t)}. Si t ∈ A, alors
par la Proposition 3.1, nous avons

(‖x(t)− v(t)‖ −M(t))(α) =
〈x(t)− v(t), x(α)(t)− v(α)(t)〉

‖x(t)− v(t)‖
−M (α)(t).

Nous allons montrer que (‖x(t)− v(t)‖ −M(t))(α) < 0 pour tout t ∈ A.
Si t ∈ A et : M(t) > 0, alors par hypothèse du tube-solution, on a

(‖x(t)− v(t)‖ −M(t))(α)

=
〈x(t)− v(t), x(α)(t)− v(α)(t)〉

‖x(t)− v(t)‖
−M (α)(t)

=
〈x(t)− v(t), f(t, x̄(t)) + αx̄(t)− αx(t)− v(α)(t)〉

‖x(t)− v(t)‖
−M (α)(t)

=
〈x̄(t)− v(t), f(t, x̄(t))− v(α)(t)〉

M(t)
+ α

〈x̄(t)− v(t), x̄(t)− x(t)〉
M(t)

−M (α)(t)

≤ M(t)M (α)(t)

M(t)
+ α

(
M(t)− ‖x(t)− v(t)‖

)
−M (α)(t)

< 0.
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De plus, si M(t) = 0, alors par hypothèse du tube-solution

(‖x(t)− v(t)‖ −M(t))(α) =
〈x(t)− v(t), f(t, x̄(t)) + αx̄(t)− αx(t)− v(α)(t)〉

‖x(t)− v(t)‖
−M (α)(t)

=
〈x(t)− v(t), f(t, v(t)) + αv(t)− αx(t)− v(α)(t)〉

‖x(t)− v(t)‖
−M (α)(t)

≤ 〈x(t)− v(t), f(t, v(t))− v(α)(t)〉
‖x(t)− v(t)‖

− α ‖x(t)− v(t)‖

−M (α)(t)

< 0.

En posant r(t) = ‖x(t) − v(t)‖ −M(t), il en résulte que r(α) < 0 pour tout
t ∈ {t ∈ I : r(t) > 0}. De plus, par hypothèse du tube-solution, remarquons
que r(a)−r(b) ≤ ‖v(a)−v(b)‖−(M(a)−M(b)) ≤ 0, alors r(a) ≤ r(b). Ainsi,
les hypothèses du Lemme 3.1 sont satisfaites, ce qui démontre le théorème.

3.2 Résultat d'existence pour le problème (3.2)

Une solution du problème sera une fonction x ∈ Cα(I,Rn) satisfaisant
(3.2). La notion de tube-solution pour le problème (3.2) est similaire à celle
du problème périodique. Dans ce cas, seule la condition aux limites change
dans la dé�nition.

Dé�nition 3.2 Soit (v,M) ∈ Cα(I,R)× Cα(I, [0,∞)). On dira que (v,M)
est un tube-solution de (3.2) si

(i) 〈x− v(t), f(t, x)− v(α)(t)〉 ≤M(t)M (α)(t) pour tout t ∈ I et pour tout
x ∈ Rn tel que ‖x− v(t)‖ = M(t),

(ii) v(α)(t) = f(t, v(t)) et Mα(t) = 0 pour tout t ∈ I tel que M(t) = 0,

(iii) ‖x0 − v(a)‖ ≤M(a).

En suivant un raisonnement similaire à la section précédente, nous pou-
vons obtenir le théorème d'existence suivant.
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Théorème 3.2 Soit f : I × Rn → Rn une fonction continue. Si (v,M) ∈
Cα(I,Rn) × Cα(I, [0,∞)) est un tube-solution de (3.2), alors le problème
(3.2) possède une solution x ∈ Cα(I,Rn) ∩ T(v,M).

Pour y arriver, il su�t d'utiliser le problème modi�é suivant :x
(α)(t) + α x(t) = f(t, x(t)) + α x(t), t ∈ I,

x(a) = x0,
(3.13)

où

x(t) =

{ M(t)
‖x−v(t)‖(x− v(t)) + v(t), si ‖x− v(t)‖ > M(t),

x(t), si ‖x− v(t)‖ ≤M(t).
(3.14)

Il est clair qu'une solution x de (3.13) telle que ‖x(t)−v(t)‖ ≤M(t) pour
tout t ∈ I (c-à-d. x ∈ T (v,M)) est une solution de (3.2).

Ensuite, on démontre que l'opérateur F2 : C(I,Rn) → C(I,Rn) dé�nie
par

F2(x)(t) =

∫ b

a

GI(t, s)
(
f(s, x(s)) + α x(s)

)
sα−1ds+ x0e

(aα−tα)

=

∫ t

a

sα−1e(s
α−tα)

(
f(s, x(s)) + α x(s)

)
ds+ x0e

(aα−tα),

où GI est la fonction de Green du problème initiale (3.6) est compact.
En e�et, montrons tout d'abord la continuité de l'opérateur F2.
Soit {xn}n∈N une suite de C(I,Rn) convergeant vers x ∈ C(I,Rn). Alors
pour tout t ∈ I, on a :∥∥∥F2(xn(t))−F2(x(t))

∥∥∥ ≤ ∫ t

a

sα−1|e(sα−tα)|
∥∥∥(f(s, xn(s)) + α xn(s)

)
−
(
f(s, x(s)) + α x(s)

)∥∥∥ds
≤M

∫ t

a

aα−1
(∥∥∥f(s, xn(s))− f(s, x(s))

∥∥∥
+ α

∥∥∥xn(s)− x(s)
∥∥∥)ds.
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où M := maxs,t∈I |e(s
α−tα)|. Puisqu'il existe une constante R > 0 tel que

‖x‖C(I,Rn) < R, il existe un indice N tell que ‖xn‖C(I,Rn) ≤ R pour tout
n > N . Ainsi, f uniformément continue sur I × BR(0). Alors pour ε > 0
donné, il existe un δ > 0 tel que x, y ∈ Rn où

‖y − x‖ < δ <
ε

2Maα−1(b− a)
, ‖f(s, y)− f(s, x)‖ < εα

2Maα−1(b− a)
,

pour tout s ∈ I. Par hypothèse, il est possible de trouver un indice N̂ > N
tel que ‖xn − x‖C(I,Rn) < δ pour n > N̂ . Dans ce cas,∥∥∥F2(xn(t))−F2(x(t))

∥∥∥
≤Maα−1

∫ t

a

( εα

2Maα−1(b− a)
+ α

ε

2Maα−1(b− a)

)
ds

≤ ε,

ce qui nous convainc de la continuité de F2.

Montrons maintenant que l'ensemble F2(C(I,Rn)) est relativement com-
pact. Considérons une suite {yn}n∈N de F2(C(I,Rn)) pour tout n ∈ N il
existe une suite (xn)n∈N ∈ C(I,Rn) tell que yn = F2(xn(t)) pour tout n ∈ N.
Nous avons∥∥∥F2(xn)(t)

∥∥∥ ≤ ∫ t

a

sα−1|GP (t, s)|
(
‖f(s, xn(s))‖+ α ‖xn(s)‖

)
ds

≤Maα−1
∫ t

a

(
‖f(s, xn(s))‖+ α‖xn(s)‖

)
ds.

Puisque ‖xn(s)‖ ≤ R, pour tout s ∈ I et tout n ∈ N. Comme I × B (0, R)
est un ensemble sur I×R et f étant continue sur I×B (0, R) , nous pouvons
déduire l'existance d'une constante A > 0, telle que

‖f(s, xn(s)‖ ≤ A, pour tout s ∈ I et tout n ∈ N.

Donc,

‖yn(t)‖ = ‖F2(xn)(t)‖ ≤Maα−1(A+ αR)(b− a) < +∞.

Ainsi, la suite {yn}n∈N est uniformément bornée sur C(I,Rn).
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D'autre part, pour tout t1 < t2 ∈ I, on a∥∥∥F2 (x) (t2)−F2 (x) (t1)
∥∥∥

=
∥∥∥∫ t2

a

sα−1e(s
α−tα2 )

(
f(s, x(s)) + α x(s)

)
ds+ x0e

(aα−tα2 ) − x0e(a
α−tα1 )

−
∫ t1

a

sα−1e(s
α−tα1 )

(
f(s, x(s)) + α x(s)

)
ds
∥∥∥

≤ |e−tα2 − e−tα1 |
(∫ t1

a

es
α
∥∥∥f(s, x(s)) + α x(s)

∥∥∥sα−1ds+ ‖x0‖ea
α
)

+

∫ t2

t1

|e(sα−tα2 )|
∥∥∥f(s, x(s)) + α x(s)

∥∥∥sα−1ds
≤ |e−tα2 − e−tα1 |

(
eb
α

∫ b

a

(A+ αR)aα−1ds+ ‖x0‖ea
α
)

+M

∫ t2

t1

(A+ αR)aα−1ds

≤ |e−tα2 − e−tα1 |
(
eb
α

(A+ αR)(b− a) + ‖x0‖ea
α
)

+Maα−1(A+ αR)(t2 − t1).

Donc, la suite {yn}n∈N est équicontinue. Par le théorème d'Arzelà-Ascoli, on
obtient que l'ensemble F2 (C(I,Rn)) est relativement compacte dans C(I,Rn).
Ainsi, F2 est compact.

Finalement, on démontre que toute solution du problème (3.13) est élé-
ment de T (v,M) à l'aide du Lemme 3.1.

Remarque 3.2 Si α = 1, alors le problème (3.2) se réduit au problème de
Cauchy classique : x

′
(t) = f(t, x(t)), t ∈ I,

x(a) = x0,
(3.15)

dont la solution existe.

3.3 Sous et sur-solutions

Si nous considérons maintenant le problème (3.1)(resp, (3.2)) comme une
équation avec n = 1 et f est continue sur I, alors la notion de tube-solution
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est généralise les notions de sous� et sur�solutions α et β introduites par B.
Bendouma et al. [7]. Rappelons ces dé�nitions.

Dé�nition 3.3 (Sur-solution) On dit qu'une fonction γ ∈ Cα(I,R) est une
sur-solution de (3.1)(resp, (3.2)), si

(i) γ(α)(t) ≥ f(t, γ(t)), pour tout t ∈ I ;
(ii) γ(a) ≥ γ(b).

(resp,
(i) γ(α)(t) ≥ f(t, γ(t)), pour tout t ∈ I ;
(ii) γ(a) ≥ x0).

Dé�nition 3.4 (Sous-solution) On dit qu'une fonction δ ∈ Cα(I,R) est une
sous-solution de (3.1)(resp, (3.2)), si

(i) δ(α)(t) ≤ f(t, δ(t)), pour tout t ∈ I ;
(ii) δ(a) ≤ δ(b).

(resp,
(i) δ(α)(t) ≤ f(t, δ(t)), pour tout t ∈ I ;
(ii) δ(a) ≤ x0).

Nous dé�nissons l'ensemble :

[δ, γ] = {x ∈ C(I) : δ(t) ≤ x(t) ≤ γ(t), pour tout t ∈ I}.

Dans ce cas (n = 1), la notion de tube solution de problème (3.1)(resp, (3.2))
est équivalente à la notion de sous- et sur-solution δ et γ.
En e�et, si (v,M) est un tube-solution pour (3.1)(resp, (3.2)), alors δ = v−
M et γ = v+M sont respectivement sous- et sur-solution de (3.1)(resp, (3.2)).
Par ailleurs si δ et γ sont respectivement sous- et sur-solutions de (3.1)(resp, (3.2)),
alors le couple (γ+δ

2
, γ−δ

2
) est un tube-solution pour (3.1)(resp, (3.2)).

Exemple 3.3.1 On considère le problème :
x(

1
2
)(t) =

2
√
t− 1− x3(t)√

t
, t ∈ I = [1

3
, 1],

x(1
3
) = x(1).

(3.16)

Ici α = 1
2
et f(t, x(t)) =

2
√
t− 1− x3(t)√

t
. Il est clair que f est une fonction

continue sur [1
3
, 1]×R. On véri�e que δ(t) = −1 et γ(t) = 1 sont des sous et
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sur-solutions de (3.16) avec δ(t) ≤ γ(t) pour t ∈ [1
3
, 1]. En e�et,

γ(
1
2
)(t) = 0 ≥ f(t, γ(t)) =

2(
√
t− 1)√
t

pour tout t ∈ I et γ(1
3
) ≥ γ(1),

δ(
1
2
)(t) = 0 ≤ f(t, δ(t)) = 2 pour tout t ∈ I et δ(1

3
) ≤ δ(1).

On peut véri�er que (v,M) = (γ+δ
2
, γ−δ

2
) = (0, 1) est un tube-solution pour

(3.16). En e�et, on a :

v(
1
2
)(t) = M ( 1

2
)(t) = 0, et |v(1)− v(1

3
)| = 0 ≤M(1

3
)−M(1) = 0.

Pour x ∈ R tel que |x− v(t)| = M(t), alors x = 1 ou x = −1, et on a pour
t ∈ [1

3
, 1]

(x− v(t))
(
f(t, x)− v(

1
2
)(t)
)

= (x)(
2
√
t− 1− x3(t)√

t
),

=


−2 si x = −1,

2(
√
t− 1)√
t

si x = 1,

≤ 0 = M(t)M
1
2 (t) pour tout t ∈ [

1

3
, 1].

D'aprés le Théorème 3.1, le problème (3.16) admet une solution x ∈ C 1
2 ([1

3
, 1],R)

telle que |x(t)| ≤ 1 pour tout t ∈ [1
3
, 1],

c'est-à-dire, −1 = δ(t) ≤ x(t) ≤ 1 = γ(t) pour tout t ∈ [
1

3
, 1].

3.4 Exemples

Dans cette partie nous donnons quelques exemples d'applications.

Exemple 3.4.1 Considérons le système :x
( 1
3
)(t) = a1‖x(t)‖2x(t)− a2x(t) + a3ϕ(t), t ∈ I = [1

4
, 1],

x(1
4
) = x(1).

(3.17)

où α = 1/3, a1, a2, a3 ∈ R+ telle que a1 − a2 + a3 = 0 et ϕ : I → Rn est une
fonction continue telle que ‖ϕ(t)‖ = 1 pour tout t ∈ I. On peut véri�er que
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v(t) = 0 et M(t) = 1 est un tube-solution pour (3.17). En e�et, on a :

v(
1
3
)(t) = 0, M ( 1

3
)(t) = 0, et

‖v(1)− v(
1

4
)‖ ≤M(

1

4
)−M(1).

Pour x ∈ Rn tel que ‖x − v(t)‖ = M(t), alors ‖x‖ = 1, et on a pour
t ∈ I = [1

4
, 1]

〈x− v(t), f(t, x)− v(
1
3
)(t)〉 = 〈x, a1‖x‖2x− a2x+ a3ϕ(t)〉

= a1‖x‖4 − a2‖x‖2 + a3〈x, ϕ(t)〉
≤ a1‖x‖4 − a2‖x‖2 + a3‖x‖‖ϕ(t)‖
= a1 − a2 + a3 = 0

≤M(t)M ( 1
3
)(t).

D'aprés le Théorème 3.1, le problème (3.17) admet une solution x ∈ C 1
3 (I,Rn)

telle que ‖x(t)‖ ≤ 1 pour tout t ∈ I.

Exemple 3.4.2 On considère le problème à valeur initiale suivant :{
x(α) (t) = ‖x (t)‖x (t)− 3x (t) , t ∈ [a, b], a > 0,

x (a) = 0.
(3.18)

Ici, α ∈]0, 1] et f (t, x) = ‖x‖x − 3x. Il est clair que f est une fonction
continue sur [a, b] × Rn. On peut véri�er que (v,M) = (0, 1) est un tube-
solution de (3.18). En e�et, on a :
v(α)(t) = 0, M (α)(t) = 0, et ‖0− v(a)‖ = 0 ≤M(a) = 1.
Pour x ∈ Rn tel que ‖x− v(t)‖ = M(t), alors ‖x‖ = 1, et on a pour t ∈ [a, b]

〈x− v(t), f(t, x)− v(α)(t)〉 = 〈x, ‖x (t)‖x (t)− 3x (t)〉
= ‖x‖3 − 3‖x‖2

= 1− 3 = −2

≤M(t)M (α)(t) = 0.

Du Théorème 3.2, on déduit que le problème (3.18) admet une solution x ∈
Cα([a, b],Rn) telle que

‖x (t)‖ ≤ 1, pour tout t ∈ [a, b].
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Exemple 3.4.3 On considère l'équation di�érentielle fractionnaire suivante :x
( 2
5
)(t) = −3x5(t)− cos(π

2
x(t)) + tet, pour tout t ∈ I = [1, 3] ,

x(1) = 1
2
.

(3.19)

Ce problème est un cas particulier de (3.2) avec n = 1 et f(t, x(t)) =
−3x5(t) − cos(π

2
x(t)) + tet. Il est clair que f est une fonction continue sur

[1, 3] × R. On peut véri�er que (v,M) = (1, 1) est un tube-solution pour
(3.19). En e�et, nous avons

v(
2
5
)(t) = 0, M ( 2

5
)(t) = 0, et |x0 − v(1)| = | − 1

2
| ≤M(1) = 1.

Pour x ∈ R tel que |x−v(t)| = M(t), (i.e., |x−1| = 1) alors x = 0 ou x = 2,
et nous avons pour t ∈ I = [1, 3]

(x− v(t))
(
f(t, x)− v(

2
5
)
)

= (x− 1)
(
−3x5(t)− cos(

π

2
x(t)) + tet

)
,

=

1− tet si x = 0,

−95 + tet si x = 2,

≤ 0 = M(t)M ( 2
5
)(t) pour tout t ∈ I.

D'aprés le Théorème 3.2, le problème (3.19) admet une solution x ∈ C 2
5 ([1, 3],R)

telle que |x(t)− 1| ≤ 1 pour tout t ∈ [1, 3].



Conclusion

Dans ce mémoire, nous présentons des résultats d'existence de solutions
pour des systèmes d'équations di�érentielles fractionnaires conformes non-
linéaire d'ordre α ∈]0, 1], ce résultat est obtenu grâce a la notion de tube
solution et théorème de point �xe de Schauder.
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