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INTRODUCTION

L
’objectif de ce travail est de présenter quelques résultats des articles

scientifiques internationaux sur les inégalités intégrales inverses de

Minkowski, Hardy et Hölder.

Tous les inégalités intégrales étudiées sont considères dans l’espace de Le-

besgue Lp, où 0 < p ≤ +∞. Les techniques utilisées sont les propriétés du

calcul intégrale, l’intégration par parties, Théorème de Fubuni, fonctions de

poids, les fonctions monotones et les inégalités classiques de Young , Höl-

der et Minkowski.

Ce mémoire est composé de quatre chapitres.

Dans le premier Chapitre (intitulé "Préliminaire"), nous donnons

des notations et des définitions sur les inégalités de

1. Young : les deux versions des inégalités classiques et une nouvelle

version connu par l’inégalité intégrale de Young.

2. Hölder : les inégalités classiques ( pour 0 < p < 1 et p ≥ 1 ).
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3. Minkowski : les inégalités somes et intégrale.

4. Hardy : L’inégalité classique de Hardy.

Le deuxième chapitre est consacré au un résultat sur les inégalités

inverses de Minkowski, nous donnons les trois versions cites dans les ar-

ticles [11], [12] et [1].

Dans le troisième chapitre nous présentons un résultat lié aux inéga-

lités inverses de Hardy cites dans les trois articles scientifiques [11], [13] et

[1].

Dans le quatrième chapitre nous étudions deux résultats sur les in-

égalités intégrales connus par les inégalités inverses de Hölder, cites dans

les deux articles internationaux [11] et [2].



Chapitre 1

Preliminaire

1.1 Définitions et propriétées sur les espaces Lp

Définition 1.1. (Les espaces Lp) Soit Ω ⊂ R, un ensemble mesurable

avec 0 < p <∞ et soit f : Ω→ R. On dit que f ∈ Lp(Ω) si

(1) f est mesurable sur Ω.

(2)
∥∥f∥∥

Lp(Ω)
=
(∫

Ω

∣∣f(x)
∣∣pdx)1/p

<∞.

Définition 1.2. soit e ⊂ Ω telle que mes(e) = 0, f : Ω → R mesurable,

on définie le sup essentiel et l’inf essentiel comme suite

– sup
x∈Ω

essf(x) = inf
|e|=0

sup
x∈Ω\e

f(x).

– inf
x∈Ω

essf(x) = sup
|e|=0

inf
x∈Ω\e

f(x).

1. le sup essentiel est aussi appelé sup vraie

2. l’inf essentiel est aussi appellé inf vraie

Définition 1.3. Soient Ω ⊂ R, mesurable et soit f : Ω → R,
∣∣Ω∣∣ > 0.

On dit que f ∈ L∞(Ω) si f est mesurable et∥∥f∥∥
L∞(Ω)

= sup
x∈Ω

ess
∣∣f(x)

∣∣ <∞. (1.1)
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1.1.1 Théorème de Fubuni

Théorème 1.1. Soit f(x, y) une fonction intégrable sur Ω = (a, b) ×
(c, d) ⊆ R×R. Alors pour presque tous les x ∈ (a, b) f(x, y) est intégrable

sur (c, d), pour presque tous les y ∈ (c, d) f(x, y) est intégrable sur (a, b)

et :

∫
Ω

|f(x, y)|dxdy =

b∫
a

 d∫
c

|f(x, y)|dy

 dx =

d∫
c

 b∫
a

|f(x, y)|dx

 dy,

si f(x, y) est une fonction mesurable sur (a, b) × (c, d) et l’une des inté-

grales est finie, alors toutes les intégrales existent et de plus cette dernière

égalité est vérifiée.

1.1.2 Fonction convexe

Définition 1.4. Soit ϕ une fonction définie sur un intervalle I ⊆ R à

valeurs dans R. ϕ est dite convexe sur I si : ∀x, y ∈ I et λ ∈ [0, 1] :

ϕ(λx+ (1− λ)y) ≤ λϕ(x) + (1− λ)ϕ(y). (1.2)

Remarque 1.1. ϕ est dite concave si −ϕ convexe.

Proposition 1.1. Soit f une fonction de classe C2(I,R).

f est convexe si et seulement si sa dérivée seconde f ′′ est à valeurs positives

ou nulles.

∀x ∈ I : f ′′(x) ≥ 0⇐⇒ f est convexe sur I. (1.3)
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1.1.3 Fonction de poids

Définition 1.5. On dit que f est une fonction de poids sur un intervalle

I ⊆ R si seulement si f est une fonction mesurable et positive sur I.

1.2 Les inégalités intégrales classiques

1.2.1 Quelques propriétés des conjugées :

Soient p et q deux conjugées ( 1
p + 1

q = 1 ), alors on a

1. 1
q = p−1

p , 1
p = q−1

q

2. q
p = q − 1 , p

q = p− 1

3. p = q
q−1 , q = p

p−1

4. p.q = q + p

1.2.2 L’inégalité classique de Young

L’inégalité de Young ( 1ere version)

Lemme 1.1. Soient a, b ≥ 0 et p, q ∈ (1,+∞) où p, q sont conjugées
1
p + 1

q = 1, alors

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq. (1.4)

Démonstration. 1. Si a = 0 ou b = 0, l’inégalité (1.4) est vérifiée.

2. Si a, b > 0, on a

a.b = exp(ln(a.b)) = exp(ln(a)+ln(b)) = exp

(
1

p
ln(ap) +

1

q
ln(bq)

)
.
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Comme exp est convexe, on déduit que

exp

(
1

p
ln(ap) +

1

q
ln(bq)

)
≤ 1

p
exp ln(ap) +

1

q
exp ln(bq)

≤ 1

p
ap +

1

q
bq.

L’inégalité de Young ( 2eme version)

Soient p, q ∈ (1,+∞) où p, q sont conjugées, posant le changement de

variable λ = 1
p , on résulte que λ ∈ [0, 1] et 1 − λ = 1

q et on remplace ap

par a et bq par b, par conséquent on a le Lemme suivant.

Lemme 1.2. Soient a, b ≥ 0 et λ ∈ [0, 1], alors

aλ . b(1−λ) ≤ λ a + (1− λ) b. (1.5)

Démonstration. soient a, b ≥ 0, λ ∈ [0, 1], et vue que ” ln ” est une fonction

concave sur (0,+∞), on déduit que

1. si a = 0 ou b = 0 avec λ ∈]0, 1[ , l’inégalité (1.5) est vérifiée.

2. Si a, b > 0, on a

ln(λ a+ (1− λ) b) ≥ λ ln a + (1− λ) ln b,

et comme exp est une fonction croissante, alors

exp ln(λa + (1− λ)b) ≥ exp(λ ln a + (1− λ) ln b)

≥ exp ln aλ . exp ln b(1−λ),
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d’où

λa+ (1− λ)b ≥ aλ.b1−λ.

1.2.3 L’inégalité intégrale de Young

Théorème 1.2. Soit f une fonction continue et strictement croissante

sur [0, c] ⊆ R+, où c > 0, si f(0) = 0, a ∈ [0, c], b ∈ [f(0), f(c)] et

f : [0, c] −→ [f(0), f(c)], alors∫ a

0

f(x)dx+

∫ b

0

f−1(x)dx ≥ a b , (1.6)

où f−1 désigne la fonction réciproque de f . L’égalité est vérifie si seulement

si b = f(a).

Démonstration. on écrit l’inégalité (1.6) sous la forme suivante∫ b

0

f−1(x)dx ≥ a b −
∫ a

0

f(x)dx ,

le deuxième membre de cette inégalité est en fonction de a et d’autre part

f : [0, c] −→ [f(0), f(c)] est une fonction continue et strictement crois-

sante, d’où l’intégrale
∫ a

0

f(x)dx est convergente, considérons la fonction

g de la variable a sur l’intervalle [0, c] définie par :

g(a) = a b −
∫ a

0

f(x)dx , où b > 0. (1.7)

La dérivée de la fonction g par rapport à la variable a est définie par

l’expression suivante

g′(a) = b− f(a),

donc
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• g′(a) = 0⇐⇒ b = f(a)⇐⇒ a = f−1(b).

• g′(a) > 0⇐⇒ f(a) < b⇐⇒ 0 < a < f−1(b),

alors , g est strictement croissante sur [0, f−1(b)].

• g′(a) < 0⇐⇒ f(a) > b⇐⇒ f−1(b) < a < c,

par conséquent, g est strictement décroissante sur [f−1(b), c].

On conclut que g admet un maximum au point a = f−1(b), ce qui donne

∀ a ∈ [0, c] : g(a) ≤ g(f−1(b)), (1.8)

en utilisant la formule (1.7) pour calculer g(f−1(b)), d’où

g(f−1(b)) = b f−1(b)−
∫ f−1(b)

0

f(x)dx.

En intégrant par parties l’intégrale au membre droit, on obtient∫ f−1(b)

0

f(x)dx = [xf(x)]
f−1(b)
0 −

∫ f−1(b)

0

xf ′(x)dx

= b f−1(b)−
∫ f−1(b)

0

xf ′(x)dx,

on résulte que

g(f−1(b)) =

∫ f−1(b)

0

xf ′(x)dx,

on fait le changement de variable y = f(x), on déduit que x = f−1(y) et

dx =
1

f ′(x)
.dy =⇒ dy = f ′(x)dx , cela nous donne

g(f−1(b)) =

∫ f(f−1(b))

f(0)

f−1(y)dy =

∫ b

0

f−1(x)dx. (1.9)

Mettant les égalités (1.7) et (1.9) dans l’inégalité (1.8), on obtient le résul-



1.2 Les inégalités intégrales classiques 13

tat voulu (1.6).

Remarque 1.2. On peut considérer l’inégalité intégrale de Young comme

une généralisation de l’inégalité classique de Young.

Démonstration. soient a, b ≥ 0 et p > 1, si on pose f(x) = x p−1 alors on

obtient f−1(x) = x
1
p−1 , d’où∫ a

0

f(x)dx =

∫ a

0

xp−1dx =
xp

p

∣∣∣∣a
0

=
a p

p
,

et ∫ b

0

f−1(x)dx =

∫ b

0

x
p
p−1−1dx =

(
p− 1

p

)
x

p
p−1

∣∣∣∣b
0

=
b q

q
.

On déduit que∫ a

0

f(x)dx+

∫ b

0

f−1(x)dx ≥ a b =⇒ a p

p
+
b q

q
≥ a b .

1.2.4 L’inégalité de Hölder

Lemme 1.3. Soient Ω ⊂ R un ensemble mesurable, f ∈ Lp(Ω) et g ∈
Lq(Ω) avec 1 ≤ p < +∞ et 1

p + 1
q = 1, alors

f.g ∈ L1 et
∫
Ω

∣∣fg∣∣dx ≤ ∥∥f∥∥
Lp(Ω)

∥∥g∥∥
Lq(Ω)

. (1.10)

Démonstration. pour 1 < p < +∞
on prend a =

|f(t)|
‖f‖Lp(Ω)

et b =
|g(t)|
‖g‖Lq(Ω)

.

D’aprés l’inégalité de Young (1.4), on a

|f(t)g(t)|
‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω)

≤ |f(t)|p

p‖f‖pLp(Ω)

+
|g(t)|q

q‖g‖qLq(Ω)

,
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puis en intégrant par rapport à t, on obtient

∫
Ω

|f(t)g(t)|
‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω)

dt ≤
∫
Ω

|f(t)|p

p‖f‖pLp(Ω)

dt+

∫
Ω

|g(t)|q

q‖g‖qLq(Ω)

dt

=
1

p‖f‖pLp(Ω)

∫
Ω

|f(t)|pdt+
1

q‖g‖qLq(Ω)

∫
Ω

|g(t)|qdt

=
1

p
+

1

q
= 1,

d’où ∫
Ω

|f(t)g(t)| dt ≤ ‖f‖Lp(Ω) × ‖g‖Lq(Ω).

1.2.5 L’inégalité de Minkowski ( sommes )

Lemme 1.4. Soient Ω ⊂ R un ensemble mesurable, 1 < p < ∞, f ∈
Lp(Ω) et g ∈ Lp(Ω), alors :∥∥f + g

∥∥
Lp(Ω)

≤
∥∥f∥∥

Lp(Ω)
+
∥∥g∥∥

Lp(Ω)
. (1.11)

Démonstration. d’aprés l’inégalité triangulaire, on a

‖f + g‖pLp(Ω) =

∫
Ω

|f(x) + g(x)|pdx

=

∫
Ω

|f(x) + g(x)| |(f(x) + g(x))|p−1dx
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≤
∫
Ω

|f | |(f(x) + g(x))p−1|dx

︸ ︷︷ ︸
(I)

+

∫
Ω

|g| |(f(x) + g(x))p−1|dx

︸ ︷︷ ︸
(II)

,

on va vérifier que (f + g)p−1 ∈ Lq(Ω).

‖(f + g)p−1‖qLq(Ω) =

∫
Ω

|f(x) + g(x)|q(p−1)dx

=

∫
Ω

(f(x) + g(x))pdx

= ‖ f + g ‖pLp(Ω) < +∞,

car

f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp(Ω) =⇒ (f + g) ∈ Lp(Ω),

et on déduit que

‖(f + g)p−1‖Lq(Ω) = ‖ f + g ‖
p
q

Lp(Ω) = ‖ f + g ‖p−1
Lp(Ω). (1.12)

Utilisant l’égalité (1.12) et l’inégalité de Hölder (1.10), on résulte

(I) ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖(f + g)p−1‖Lq(Ω)

= ‖f‖Lp(Ω)‖ f + g ‖p−1
Lp(Ω),

et
(II) ≤ ‖g‖Lp(Ω)‖(f + g)p−1‖Lq(Ω)

= ‖g‖Lp(Ω)‖ f + g ‖p−1
Lp(Ω),
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par conséquent

‖f + g‖pLp(Ω) ≤ (I) + (II)

≤
(
‖f‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω)

)
‖ f + g ‖p−1

Lp(Ω),

ainsi

‖f + g‖Lp(Ω) ≤ ‖g‖Lp(Ω) + ‖f‖Lp(Ω).

1.2.6 Inégalité intégrale de Minkowski

Lemme 1.5. Soient 1 ≤ p <∞ et f : (a, b)× (c, d) −→ R une fonction

mesurable, alors∥∥∥∥∫ d

c

f(x, y) dy

∥∥∥∥
Lp(a,b) ,x

≤
∫ d

c

‖f(x, y)‖Lp(a,b) ,x dy. (1.13)

1.2.7 L’inégalité classique de Hardy

Définition 1.6. Soit f une fonction positive mésurable sur (0,+∞), on

définit l’opérateur de Hardy, noté Hf := (Hf) par

(
Hf
)
(x) =

1

x

∫ x

0

f(t)dt, (1.14)

( la valeur moyenne de la fonction f dans l’intervalle (0, x)).

Lemme 1.6. Soient p > 1 et f une fonction positive mésurable sur

(0,+∞), alors on a∫ +∞

0

(
1

x

∫ x

0

f(t)dt

)p
dx ≤

(
p

p− 1

)p ∫ +∞

0

f p(x)dx. (1.15)
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Démonstration. pour tout x > 0, on pose t = s x, ce qui donne

dt = x ds, et

{
t = 0 =⇒ s = 0

t = x =⇒ s = 1
,

alors
1

x

∫ x

0

f(t)dt =
1

x

∫ 1

0

f(x s)x ds =

∫ 1

0

f(x s) ds,

on utilise l’inégalté intégrale de Minkowski (1.13), on a∫ +∞

0

(
1

x

∫ x

0

f(t)dt

)p
dx =

∫ +∞

0

(∫ 1

0

f(x s) ds

)p
dx

=

∥∥∥∥∫ 1

0

f(x s) ds

∥∥∥∥p
Lp(0,+∞), x

≤
(∫ 1

0

‖f(x s)‖Lp(0,+∞), x ds

)p

=

(∫ 1

0

(∫ +∞

0

f p(x s)dx

) 1
p

ds

)p

.

On pose maintenant s x = y, ce qui donne

dx =
1

s
dy, et

{
x = 0 =⇒ y = 0

x = +∞ =⇒ y = +∞
,
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alors∫ +∞

0

(
1

x

∫ x

0

f(t)dt

)p
dx ≤

(∫ 1

0

(∫ +∞

0

f p(x s)dx

) 1
p

ds

)p

=

(∫ 1

0

(∫ +∞

0

f p(y)
1

s
dy

) 1
p

ds

)p

=

(∫ 1

0

s−
1
p

(∫ +∞

0

f p(y)dy

) 1
p

ds

)p

=

(∫ 1

0

s−
1
p ds

)p ∫ +∞

0

f p(y)dy

=

(
P

P − 1
. s1− 1

p

∣∣1
0

)p ∫ +∞

0

f p(y)dy

=

(
P

P − 1

)p ∫ +∞

0

f p(x)dx.



Chapitre 2

Les inégalités inverses de Minkowski

En mathématiques, l’inégalité de Minkowski, ainsi nommée en l’honneur

de Hermann Minkowski, est l’inégalité triangulaire pour la norme des

espaces Lp pour p > 0, établissant ainsi que ce sont des espaces vectoriels

normés. Elle concerne également la norme des espaces de suites lp. Dans ce

chapitre les enoncés des Théorémes suivants 2.1, 2.2 et 2.3 sur les inégalités

inverses de Minkowski et leurs preuves ont fait l’objet des publications [11],

[12] et [1].

2.1 Résultats principales

En 2012, sulaimani a prouvé l’inégalité intégrale dite inverse de Min-

kowski [11, Théorème 1.5]

Théorème 2.1. Soient p ≥ 1 et f, g deux fonctions strictement positive

sur l’intervalle [a, b] satisfaisants : ∀x ∈ [a, b]

1 < m ≤ f(x)

g(x)
≤M,
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alors
M + 1

M − 1

(∫ b

a

(f(x)− g(x))pdx

)1/p

≤
(∫ b

a

f p(x)dx

)1/p

+

(∫ b

a

gp(x)dx

)1/p

≤ m+ 1

m− 1

(∫ b

a

(f(x)− g(x))pdx

)1/p

.

(2.1)

En 2013 Banyat Sroysang a donné une généralisation de l’inégalité in-

verse de Minkowski [12, Théorème 2.2]

Théorème 2.2. Soient p ≥ 1 et f, g deux fonctions strictement positive

sur l’intervalle [a, b] satisfaisants : ∀x ∈ [a, b]

0 < c < m ≤ f(x)

g(x)
≤M,

alors
M + 1

M − c

(∫ b

a

(f(x)− c g(x))pdx

)1/p

≤
(∫ b

a

f p(x)dx

)1/p

+

(∫ b

a

gp(x)dx

)1/p

≤ m+ 1

m− c

(∫ b

a

(f(x)− c g(x))pdx

)1/p

.

(2.2)

En 2020, B. Benaissa a généralisé l’inégalité intégrale dite inverse de

Minkowski [1, Théorème 2.1]

Théorème 2.3. Soient p ≥ 1, α > 0 et f, g deux fonctions strictement
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positive sur l’intervalle [a, b] satisfaisants : ∀x ∈ [a, b]

0 < c < m ≤ α f(x)

g(x)
≤M, (2.3)

alors
M + α

α(M − c)

(∫ b

a

(α f(x)− c g(x))pdx

)1/p

≤
(∫ b

a

f p(x)dx

)1/p

+

(∫ b

a

gp(x)dx

)1/p

≤ m+ α

α(m− c)

(∫ b

a

(α f(x)− c g(x))pdx

)1/p

.

(2.4)

Pour prouvé le Théorème 2.3 on va utiliser la proposition suivante :

Proposition 2.1. [1] Soient 0 < c < m ≤M et α > 0, on a

M + α

α(M − c)
≤ m+ α

α(m− c)
. (2.5)

Démonstration. on a

(c+ α)m ≤ (c+ α)M,

alors

αm− cM ≤ αM − cm,

on ajoutant le même nombre Mm− αc aux deux côtes de l’inégalité pré-

cédente, on obtient

Mm− αc+ αm− cM ≤Mm− αc+ αM − cm,

d’où

(M + α)(m− c) ≤ (m+ α)(M − c),
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ainsi
M + α

(M − c)
≤ m+ α

(m− c)
.

multipliant par 1
α , on trouve

M + α

α(M − c)
≤ m+ α

α(m− c)
.

Démonstration. du Théorème 2.3.

D’après l’hypothèse (2.3), on a

−1

c
< − 1

m
≤ − g(x)

αf(x)
≤ − 1

M

ce qui fait

0 <
1

c
− 1

m
≤ 1

c
− g(x)

αf(x)
≤ 1

c
− 1

M
,

on obtient

0 <
m− c
cm

≤ α f(x)− c g(x)

c α f(x)
≤ M − c

cM
,

en inversant l’inégalité précédente, ce qui donne

0 <
cM

M − c
≤ cαf(x)

α f(x)− c g(x)
≤ cm

m− c
, (2.6)

puisque f(x) > 0 , on résulte que le nombre
[
α f(x)− c g(x)

c

]
est stric-

tement positif, et en multipliant (2.6) par ce positif, devient

M

α(M − c)
(αf(x)− c g(x)) ≤ f(x) ≤ m

α(m− c)
(αf(x)− c g(x)),

et en intégrant sur [a, b], on obtient
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M

α(M − c)

(∫ b

a

(αf(x)− c g(x))pdx

)1/p

≤
(∫ b

a

f p(x)dx

)1/p

≤ m

α(m− c)

(∫ b

a

(αf(x)− c g(x))pdx

)1/p

.

(2.7)

D’une manière analogue, vu l’hypothèse (2.3), on obtient

0 < m− c ≤ α f(x)− c g(x)

g(x)
≤M − c,

inversant l’inégalité précédente et multipliant par le positif

[α f(x)− c g(x)], ce donne

αf(x)− cg(x)

M − c
≤ g(x) ≤ αf(x)− cg(x)

m− c
,

on intègre sur [a, b], ce qui implique

1

M − c

(∫ b

a

(α f(x)− c g(x))pdx

)1/p

≤
(∫ b

a

gp(x)dx

)1/p

≤ 1

m− c

(∫ b

a

(α f(x)− c g(x))pdx

)1/p

.

(2.8)

Par somation sur les inégalités (2.7) et (2.8) , on obtient l’inégalité (2.4).

Remarque 2.1. Si on pose α = 1 dans le Théorème 2.3, on obtient le

Théorème 2.2.

Remarque 2.2. Si on pose α = 1 et c = 1 dans le Théorème 2.3, on

obtient le Théorème 2.1.



Chapitre 3

Les inégalités inverses de Hardy

L’inégalité de Hardy est une inégalité en mathématiques, nommée d’aprés

G. H. Hardy ( Godfrey Harold Hardy mathématicien britannique).

L’inégalité de Hardy a été publiée et prouvée pour la premiére fois ( du

moins la version discréte avec une constante moins précise ) en 1920 dans

une note de Hardy [10]-[9], La formulation originale était sous une forme

intégrale légèrement différente de la précédente. Les enoncés des Théo-

rémes suivants 3.1, 3.2 et 3.3 sur les inégalités inverses de Hardy et leurs

preuves ont fait l’objet des publications [11], [13] et [1].

3.1 Résultat principale

En 2012, Sulaiman a prouve des inégalités intégrales dites inégalités

inverses de Hardy [11, Théorème 3.1].

Théorème 3.1. Soient 0 < a < b < +∞, p > 0 et f une fonction positive

mesurable sur [a, b] ⊆ (0,∞), on pose

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt,

alors
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1. Pour p ≥ 1

p

∫ b

a

(
F (x)

x

)p
dx ≤ (b−a)p

∫ b

a

(
f(x)

x

)p
dx−

∫ b

a

(
1− a

x

)p
f p(x)dx

(3.1)

2. Pour 0 < p < 1

p

∫ b

a

(
F (x)

x

)p
dx ≥

(
1− a

b

)p ∫ b

a

f p(x)dx− 1

bp

∫ b

a

(x− a)pf p(x)dx.

(3.2)

En 2013, Banyat Sroysang obtient une généralisation des inégalités in-

tégrales précédentes de Hardy, en introduisant un deuxième parametre

q > 0.[13, Théorème 2.1]

Théorème 3.2. Soient 0 < a < b < +∞, p, q > 0 et f une fonction

positive mesurable sur [a, b] ⊆ (0,∞), on pose

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt,

alors

1. Pour p ≥ 1

p

∫ b

a

F p(x)

xq
dx ≤ (b− a)p

∫ b

a

f p(x)

xq
−
∫ b

a

(x− a)p

xq
f p(x)dx (3.3)

2. Pour 0 < p < 1

p

∫ b

a

F p(x)

xq
dx ≥ (b− a)p

bq

∫ b

a

f p(x)dx− 1

bq

∫ b

a

(x−a)pf p(x)dx. (3.4)

En 2020, B. Benaissa a généralisé l’inégalité integrale dite inverse de

Hardy [1, Théorème 2.2]
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Théorème 3.3. Soient 0 < a < b < +∞, p > 0 et f , g deux fonctions

positives mesurables sur [a, b] ⊆ (0,∞), on pose

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt.

Si g est croissante sur [a, b], alors

1. pour p ≥ 1

p

∫ b

a

F p(x)

g(x)
dx ≤ (b− a)p

∫ b

a

f p(x)

g(x)
dx−

∫ b

a

(x− a)p

g(x)
f p(x)dx, (3.5)

2. pour 0 < p < 1

p

∫ b

a

F p(x)

g(x)
dx ≥ (b− a)p

g(b)

∫ b

a

f p(x)dx− 1

g(b)

∫ b

a

(x− a)pf p(x)dx.

(3.6)

Démonstration. 1. Pour p ≥ 1,

on utilise l’inégalité de Hölder pour 1
p + 1

q = 1, on a

∫ x

a

f(t)dt ≤
(∫ x

a

f p(t)dt

) 1
p
(∫ x

a

dt

) 1
q

=

(∫ x

a

f p(t)dt

) 1
p
(∫ x

a

dt

)p−1
p

=

(∫ x

a

f p(t)dt

) 1
p

(x− a)
p−1
p ,
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on note par g−1(x) = 1
g(x) , on obtient

∫ b

a

F p(x)

g(x)
dx =

∫ b

a

g−1(x)

(∫ x

a

f(t)dt

)p
dx

≤
∫ b

a

g−1(x)

[
(x− a)p−1

∫ x

a

f p(t)dt

]
dx

=

∫ b

a

∫ x

a

g−1(x)(x− a)p−1f p(t)dtdx .

D’aprés le Théorème de Fubini, on a∫ b

a

F p(x)

g(x)
dx ≤

∫ b

a

∫ b

t

g−1(x)(x− a)p−1f p(t)dxdt

=

∫ b

a

f p(t)

[∫ b

t

(x− a)p−1g−1(x)dx

]
dt, ...(I)

et comme g est une fonction croissante, on a

∀x ∈ [t, b] : g−1(x) ≤ g−1(t),

alors ∫ b

t

g−1(x)(x− a)p−1dx ≤
∫ b

t

g−1(t)(x− a)p−1dx

= g−1(t)

∫ b

t

(x− a)p−1dx

=
1

p
g−1(t)[(b− a)p − (t− a)p]
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et d’aprés l’inégalité (I), on déduit que∫ b

a

F p(x)

g(x)
dx ≤ 1

p

∫ b

a

f p(t)
{
g−1(t)[(b− a)p − (t− a)p]

}
dt

=
1

p

[∫ b

a

f p(t)g−1(t)[(b− a)p − (t− a)p]dt

]

=
1

p

[
(b− a)p

∫ b

a

f p(t)

g(t)
dt−

∫ b

a

f p(t)
(t− a)p

g(t)
dt

]
.

2. Pour 0 < p < 1

Utilisant l’inégalité de Hölder pour 1
p +1

q=1, et le Théorème de Fu-

buni, on a ∫ x

a

f(t)dt ≥
(∫ x

a

f p(t)dt

) 1
p
(∫ x

a

dt

) 1
q

=

(∫ x

a

f p(t)dt

) 1
p

(x− a)
p−1
p ,

comme g(x)−1 =
1

g(x)
, et d’aprés l’inégalité précédente, on résulte

que

∫ b

a

F p(x)

g(x)
dx =

∫ b

a

g−1(x)

(∫ x

a

f(t)dt

)p
dx

≥
∫ b

a

g−1(x)(x− a)p−1

(∫ x

a

f p(t)dt

)
dx

=

∫ b

a

∫ x

a

g−1(x)(x− a)p−1f p(t)dt dx
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=

∫ b

a

f p(t)

(∫ b

t

g−1(x)(x− a)p−1dx

)
dt, ...(II)

par l’hypothèse que g est une fonction croissante, conclut que

∀x ∈ [t, b] : g−1(x) ≥ g−1(b),

cela nous donne∫ b

t

g−1(x)(x− a)p−1dx ≥
∫ b

t

g−1(b)(x− a)p−1dx

= g−1(b)

∫ b

t

(x− a)p−1dx

=
1

p
g−1(b) [(b− a)p − (t− a)p] .

Remplaçant l’intégrale précédent dans l’inégalité (II) , on déduit que

∫ b

a

F p(x)

g(x)
dx ≥

∫ b

a

f p(t)

(∫ b

t

g−1(x)(x− a)p−1dx

)
dt

=
1

p
g−1(b)

∫ b

a

f p(t) [(b− a)p − (t− a)p] dt

=
1

p

[
(b− a)p

g(b)

∫ b

a

f p(x)dx− 1

g(b)

∫ b

a

(x− a)pf p(x)dx

]
.

Remarque 3.1. Si on remplace g(x) par xp dans le Théorème 3.3 on

obtient le Théorème 3.1.

Si on pose g(x) = xq dans le Théorème 3.3 on obtient le Théorème 3.2.



Chapitre 4

Les inégalités inverses de Hölder

En analyse mathématique, l’inégalité de Hölder ( Otto Hölder ), est

une inégalité fondamentale dans le calcul en analyse fonctionnelle et un ou-

til indispensable pour l’étude des espaces Lp. L’inégalité inverse de Hölder

a été explorée par un certain nombre de scientifiques à travers des articles

récents, pour plus de détails voire [2]-[8]. Dans ce chapitre Les enoncés des

Théorémes suivants 4.1 et 4.3 sur "les inégalités inverses de Hölder et leurs

preuves ont fait l’objet de la publication de B.Benaissa et H.Budak ( voir

[2] ).

4.1 1er résultat principal

Dans tout ce qui suit, −∞ < a < b < +∞ et α, β ∈ R. En 2020,

B.Benaissa et H.Budak ont prouve le Théorème suivant [2, Théorème 2.1]

Théorème 4.1. Soient α, β > 0, p > 1,1
p + 1

q = 1 et f, g deux fonctions

intégrables strictement positives sur [a, b], w est une fonction de poids (

mesurable positive ) sur [a, b]. Si

0 < m ≤ fα(x)

gβ(x)
≤M, ∀x ∈ [a, b], (4.1)
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alors (∫ b

a

fα(x)w(x)dx

) 1
p
(∫ b

a

gβ(x)w(x)dx

) 1
q

≤
(
M

m

) 1
pq
∫ b

a

f
α
p (x)g

β
q (x)w(x)dx.

(4.2)

Démonstration. à partir de l’hypothèse (4.1), on a

m ≤ fα(x)g−β(x) ≤M,

vu que −1
q < 0, on a

m
−1
q ≥ f

−α
q (x)g

β
q (x) ≥M

−1
q ,

multipliant par fα(x) l’inégalité précédente, on obtient

fα(x)

(
1

m

) 1
q

≥ fα(1− 1
q )(x)g

β
q (x) ≥ fα(x)

(
1

M

) 1
q

,

d’où (
1

m

) 1
q

fα(x) ≥ f
α
p (x)g

β
q (x) ≥

(
1

M

) 1
q

fα(x),

ce qui donne{ (
1
m

) 1
q fα(x) ≥ f

α
p (x)g

β
q (x)

f
α
p (x)g

β
q (x) ≥

(
1
M

) 1
q fα(x)

=⇒

{
fα(x) ≥ m

1
qf

α
p (x)g

β
q (x)

M
1
qf

α
p (x)g

β
q (x) ≥ fα(x)

,

on déduit que

m
1
qf

α
p (x)g

β
q (x) ≤ fα(x) ≤M

1
qf

α
p (x)g

β
q (x),

multipliant la dernière inégalité par w(x) et intégrant sur intervalle [a, b],
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on résulte que(∫ b

a

fα(x)w(x)dx

) 1
p

≤M
1
pq

(∫ b

a

f
α
p (x)g

β
q (x)w(x)dx

) 1
p

. (4.3)

Maintenant, suite à l’hypothèse (4.1), on obtient

m
1
p ≤ f

α
p (x)g

−β
p (x) ≤M

1
p ,

on multiplie par gβ(x) l’inégalité précédente, on résulte que

m
1
pgβ(x) ≤ f

α
p (x)gβ(1− 1

p )(x) ≤M
1
pgβ(x),

et par suite

m
1
pgβ(x) ≤ f

α
p (x)g

β
q (x) ≤M

1
pgβ(x),

on déduit que{
m

1
pgβ(x) ≤ f

α
p (x)g

β
p (x)

f
α
p (x)g

β
p (x) ≤M

1
pgβ(x)

=⇒

{
gβ(x) ≤

(
1
m

) 1
p f

α
p (x)g

β
p (x)(

1
M

) 1
p f

α
p (x)g

β
p (x) ≤ gβ(x)

,

ainsi (
1

M

) 1
p

f
α
p (x)g

β
p (x) ≤ gβ(x) ≤

(
1

m

) 1
p

f
α
p (x)g

β
p (x),

puis en multipliant la dernière inégalité par w(x) et en intégrant sur inter-

valle [a, b], on résulte que

(∫ b

a

gα(x)w(x)dx

) 1
p

≤
(

1

m

) 1
pq
(∫ b

a

f
α
p (x)g

β
q (x)w(x)dx

) 1
p

. (4.4)

En conclusion, multipliant les inégalités (4.3) et (4.4), on obtient l’inégalité

requise (4.2).

Si on choisit α = 1, β = 1 et w(x) = 1 dans le Théorème 4.1, alors le
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Théorème 4.1 se réduit au lemme suivant.

Lemme 4.1. Soient f, g deux fonctions intégrables strictement positives

sur [a, b] et p > 1, 1
p + 1

q = 1. Si

0 < m ≤ f(x)

g(x)
≤M,

alors(∫ b

a

f(x)dx

) 1
p
(∫ b

a

g(x)dx

) 1
q

≤
(
M

m

) 1
pq
∫ b

a

f
1
p (x)g

1
q (x)dx. (4.5)

Voire ([5], [6] p.126, [8] p.3).

Si on choisit α = p, β = q et w(x) = 1 dans le Théorème 4.1, alors le

Théorème 4.1 se réduit au lemme suivant.

Lemme 4.2. Soient f, g deux fonctions intégrables strictement positives

sur [a, b] et p > 1, 1
p + 1

q = 1. Si

0 < m ≤ f p(x)

gq(x)
≤M,

alors(∫ b

a

f p(x)dx

) 1
p
(∫ b

a

gq(x)dx

) 1
q

≤
(
M

m

) 1
pq
∫ b

a

f(x)g(x)dx. (4.6)

Voire ([3] p.212, [4] p.9, [7] p.206).
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En mettant le changement m = nq et M = N q, on déduit que

0 < m ≤ f p(x)

gq(x)
≤M ⇐⇒ 0 < nq ≤ f p(x)

gq(x)
≤ N q

⇐⇒ 0 < n ≤ f
p
q (x)

g(x)
≤ N,

alors le Lemme 4.2 se réduit au Corollaire suivant

Corollaire 4.1. Soient f, g deux fonctions intégrables strictement posi-

tives sur [a, b] et p > 1, 1
p + 1

q = 1. Si

0 < n ≤ f p−1(x)

g(x)
≤ N,

alors(∫ b

a

f p(x)dx

) 1
p
(∫ b

a

gq(x)dx

) 1
q

≤
(
N

n

) 1
p
∫ b

a

f(x)g(x)dx. (4.7)

Voire ([2, Corollaire 2.4] ).

En mettant le changement m = np et M = Np, on déduit que

0 < m ≤ f p(x)

gq(x)
≤M ⇐⇒ 0 < np ≤ f p(x)

gq(x)
≤ Np

⇐⇒ 0 < n ≤ f(x)

g
q
p (x)

≤ N,

alors le Lemme 4.2 se réduit au Corollaire suivant
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Corollaire 4.2. Soient f, g deux fonctions intégrables strictement posi-

tives sur [a, b] et p > 1, 1
p + 1

q = 1. Si

0 < n ≤ f(x)

gq−1(x)
≤ N,

alors(∫ b

a

f p(x)dx

) 1
p
(∫ b

a

gq(x)dx

) 1
q

≤
(
N

n

) 1
q
∫ b

a

f(x)g(x)dx. (4.8)

Voire ([2, Corollaire 2.5] ).

4.2 2eme résultat principal

En 2012 Sulaiman a presente une importante inégalité inverse de Hölder

([11, Théorème 2.2] )

Théorème 4.2. Soient f, g deux fonctions positives intégrables satisfaites

0 < m ≤ f(x)

g(x)
≤M, ∀x ∈ [a, b],

soient p > 0, q > 0 , alors(∫ b

a

f p(x)dx)

) 1
p
(∫ b

a

gq(x)dx)

) 1
q

≤

M

m

(∫ b

a

(f(x)g(x))
p
2dx)

) 1
p
(∫ b

a

(f(x)g(x))
q
2dx

) 1
q

.

(4.9)

B.Benaissa et H.Budak ont généralise ce résultat par le Théorème sui-



4.2 2eme résultat principal 36

vant ([2, Théorème 2.6] ).

Théorème 4.3. Soient α, c, p, q, p′, q′ > 0 et f, g deux fonctions positives

mesurable sur [a, b]. Si

0 < c < m ≤ αf(x)

g(x)
≤M, (4.10)

alors(∫ b

a

f p(x)dx

) 1
p
(∫ b

a

gq(x)dx

) 1
q

≤ M

α
(m+ c)

p′−q′
p′+q′ (M + c)

q′−p′
p′+q′

×
( α
m

) 2p′
p′+q′

(∫ b

a

(f p
′
(x)gq

′
(x))

p
p′+q′ dx

) 1
p
(∫ b

a

(f p
′
(x)gq

′
(x))

q
p′+q′ dx)

) 1
q

.

(4.11)

Démonstration. en vertu de l’hypothése (4.10), on obtient

m+ c ≤ α f(x) + c g(x)

g(x)
≤M + c, (4.12)

en multipliant l’inégalité (4.12) par g(x), d’où

(m+ c)g(x) ≤ α f(x) + c g(x) ≤ (M + c)g(x) ,

ceci implique pour tout q, q′ > 0, on a{
(m+ c)g(x) ≤ αf(x) + cg(x)

α f(x) + c g(x) ≤ (M + c)g(x)
⇒

{
(m+ c)qgq(x) ≤ (αf(x) + cg(x))q

(α f(x) + c g(x))q
′
≤ (M + c)q

′
gq
′
(x),

on intégre la première inégalité sur lintervale [a, b] et on garde la deuxième

inégalité , on déduit que(∫ b

a

(m+ c)qgq(x)dx

) 1
q

≤
(∫ b

a

(α f(x) + c g(x))qdx

) 1
q

,
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ce qui donne

(m+ c)

(∫ b

a

gqdx

) 1
q

≤
(∫ b

a

(α f(x) + c g(x))qdx

) 1
q

, (4.13)

et

(α f(x) + c g(x))q
′
≤ (M + c)q

′
gq
′
(x). (4.14)

D’autre part, d’aprés l’hypothése (4.10), on a

m

c
≤ α f(x)

c g(x)
≤ M

c
,

ainsi
c

M
≤ c g(x)

α f(x)
≤ c

m

c

M
+ 1 ≤ c g(x)

α f(x)
+ 1 ≤ c

m
+ 1,

d’où
M + c

M
≤ α f(x) + c g(x)

αf(x)
≤ m+ c

m
,

ce qui implique

α (M + c)

M
f(x) ≤ α f(x) + c g(x) ≤ α (m+ c)

m
f(x),

on peut écrire , pour tout p, p′ > 0{
α (M+c)

M f(x) ≤ α f(x) + c g(x)

α f(x) + c g(x) ≤ α (m+c)
m f(x)

⇒


(
α (M+c)

M

)p
f p(x) ≤ (α f(x) + c g(x))p

(α f(x) + c g(x))p
′
≤
(
α (m+c)

m

)p′
f p
′
(x),

intégrant la première inégalité sur lintervale [a, b] et conservant la deuxième
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inégalité, on résulte que(∫ b

a

(
α (M + c)

M

)p
f p(x)dx

) 1
p

≤
(∫ b

a

(α f(x) + c g(x))p dx

) 1
p

,

ce qui donne

α (M + c)

M

(∫ b

a

f p(x)dx

) 1
p

≤
(∫ b

a

(α f(x) + c g(x))p dx

) 1
p

, (4.15)

et

(α f(x) + c g(x))p
′
≤
(
α (m+ c)

m

)p′
f p
′
(x). (4.16)

En multipliant (4.13) et (4.15), on trouve

α

M
(M + c)(m+ c)

(∫ b

a

f p(x)dx

) 1
p
(∫ b

a

gq(x)dx

) 1
q

≤
(∫ b

a

(α f(x) + c g(x))pdx

) 1
p
(∫ b

a

(α f(x) + c g(x))qdx

) 1
q

, (4.17)

et en multipliant les inégalités (4.14) et (4.16), on conclut

(α f(x) + c g(x))p
′+q′ ≤

(
α (m+ c)

m

)p′
(M + c)q

′
f p
′
(x)gq

′
(x),

d’ou

(α f(x) + c g(x)) ≤ (M + c)
q′

p′+q′ (
α

m
(m+ c))

p′
p′+q′ f

p′
p′+q′ (x)g

q′
p′+q′ (x),

intégrant l’inégalité ci dessus sur lintervale [a, b] pour p > 0 et q > 0, ce

donne
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1. (∫ b

a

(α f(x) + c g(x))pdx

) 1
p

≤

(M + c)
q′

p′+q′
( α
m

(m+ c)
) p′
p′+q′

(∫ b

a

(
gq
′
(x)f p

′
(x)
) p
p′+q′

dx

) 1
p

2. (∫ b

a

(α f(x) + c g(x))pdx

) 1
q

≤

(M + c)
q′

p′+q′
( α
m

(m+ c)
) p′
p′+q′

(∫ b

a

(
gq
′(x)f p

′
(x)
) p
p′+q′

dx

) 1
q

,

par conséquent, on a(∫ b

a

(α f(x) + c g(x))pdx

) 1
p
(∫ b

a

(α f(x) + c g(x))pdx

) 1
q

≤

(M + c)
2q′
p′+q′

( α
m

(m+ c)
) 2p′
p′+q′

×
(∫ b

a

(gq
′
(x)f p

′
(x))

p
p′+q′ dx

) 1
q
(∫ b

a

(gq
′
(x)f p

′
(x))

p
p′+q′ dx

) 1
p

.

(4.18)

En vertu des inégalités (4.17) et (4.18), on déduit l’inégalité (4.11).

Remarque 4.1. si on prend p′ = q′ = α = 1 dans le Théorème 4.3, on

obtient le Théorème 4.2.
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