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INTRODUCTION

‘objectif de ce travail est de présenter quelques résultats des articles

L scientifiques internationaux sur les inégalités intégrales inverses de
Minkowski, Hardy et Holder.
Tous les inégalités intégrales étudiées sont considéres dans I'espace de Le-
besgue LP, ou 0 < p < +o00. Les techniques utilisées sont les propriétés du
calcul intégrale, I'intégration par parties, Théoréme de Fubuni, fonctions de
poids, les fonctions monotones et les inégalités classiques de Young , Hol-
der et Minkowski.

Ce mémoire est composé de quatre chapitres.

Dans le premier Chapitre (intitul¢ "Préliminaire"), nous donnons

des notations et des définitions sur les inégalités de

1. Young : les deux versions des inégalités classiques et une nouvelle

version connu par l'inégalité intégrale de Young.

2. Holder : les inégalités classiques (pour 0 <p < letp>1).
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3. Minkowski : les inégalités somes et intégrale.

4. Hardy : L’inégalité classique de Hardy.

Le deuxiéme chapitre est consacré au un résultat sur les inégalités
inverses de Minkowski, nous donnons les trois versions cites dans les ar-

ticles [11], [12] et [1].

Dans le troisiéme chapitre nous présentons un résultat lié aux inéga-

lités inverses de Hardy cites dans les trois articles scientifiques [11], [13] et

At

Dans le quatriéme chapitre nous é¢tudions deux résultats sur les in-
égalités intégrales connus par les inégalités inverses de Holder, cites dans

les deux articles internationaux [11] et [2].



Chapitre 1

Preliminaire

1.1 Définitions et propriétées sur les espaces L”

Définition 1.1. (Les espaces L?) Soit Q@ C R, un ensemble mesurable
avec 0 < p < oo et soit f:Q — R. On dit que f € LP(Q) si
(1) [ est mesurable sur Q.

iy = ([ 1@ )" < 00

Définition 1.2. soit e C ) telle que mes(e) =0, f: Q — R mesurable,

on définie le sup essentiel et [inf essentiel comme suite

supessf(z) = inf sup f(z).

z€Q le[=0 zen\e
inf essf(x) = sup inf f(x).
infess(2) = sup it f()

1. le sup essentiel est aussi appelé sup vraie

2. I'inf essentiel est aussi appellé inf vraie

Définition 1.3. Soient Q0 C R, mesurable et soit f : Q — R,
On dit que f € L>®(Q) si f est mesurable et

Q| > 0.

[ £]] g ) = sup ess| f ()| < oo. (1.1)
x€efd
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1.1.1 Théoréme de Fubuni

Théoréme 1.1. Soit f(z,y) une fonction intégrable sur Q = (a,b) X
(c,d) € RxR. Alors pour presque tous les x € (a,b) f(x,y) est intégrable
sur (c,d), pour presque tous les y € (c,d) f(x,y) est intégrable sur (a,b)
et :

b

[ 15t wldsdy = | /d f(z,)ldy | do = /d /b £, y)lda | dy,

Q a
si f(x,y) est une fonction mesurable sur (a,b) x (c,d) et l'une des inté-
grales est finie, alors toutes les intégrales existent et de plus cette derniéere
égalité est vérifice.
1.1.2 Fonction convexe

Définition 1.4. Soit ¢ une fonction définie sur un intervalle I C R a

valeurs dans R. ¢ est dite convexe sur I si :Vx,y € I et A € [0,1] -

p(Az + (1= Ny) < Ap(x) + (1= Np(y). (1.2)
Remarque 1.1. ¢ est dite concave si —p convexe.

Proposition 1.1. Soit f une fonction de classe C*(I,R).
f est convexe si et seulement si sa dérivée seconde f" est a valeurs positives

ou nulles.

Veel: () >0<= [ est convexe sur I. (1.3)



1.2 Les inégalités intégrales classiques 9

1.1.3 Fonction de poids

Définition 1.5. On dit que f est une fonction de poids sur un intervalle

I C R si seulement si f est une fonction mesurable et positive sur I.

1.2 Les inégalités intégrales classiques

1.2.1 Quelques propriétés des conjugées :

Soient p et ¢ deux conjugées ( = + % = 1), alors on a

=

p—1 1 _ g1

1.

q—1
q

1
q
9 — 4 — b _ oy __
2.p—q 1, =P 1

1.2.2 L’inégalité classique de Young

L’inégalité de Young ( 19° version)

Lemme 1.1. Soient a,b > 0 et p,q € (1,+00) ot p,q sont conjugées
1,1 _
st = 1, alors

1 1
ab < —a? 4+ b7, (1.4)
p q

Démonstration. 1. Sia=0oub=0, l'inégalité (1.4) est vérifiée.

2. Sia,b>0,o0na

a.b = exp(In(a.b)) = exp(In(a) +1In(b)) = exp (% In(a?) + gln(bq))
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Comme exp est convexe, on déduit que

1 1 1 1
exp [ —In(a?) + —In bq> < —expln(a?) + —exp In(b?
(S (@) + L) ) < explua) +  explu)

Slap—klbq.
p q

L’inégalité de Young ( 2" version)
Soient p,q € (1,400) o p,q sont conjugées, posant le changement de
variable A = ]lg, on résulte que A € [0,1] et 1 — X = % et on remplace a”

par a et b? par b, par conséquent on a le Lemme suivant.

Lemme 1.2. Soient a,b > 0 et X\ € [0, 1], alors
a* BN < Xa 4+ (1= N)b. (1.5)

Démonstration. soient a,b > 0, A € [0, 1], et vue que ” In” est une fonction

concave sur (0,400), on déduit que
l.sia=0o0ub=0avec A €]0,1], l'inégalité (1.5)) est vérifice.

2. Sia,b>0,o0na
In(Aa+ (1 =X)b)>Alna + (1 —\) Inb,
et comme exp est une fonction croissante, alors

expln(Aa + (1 —A)b) >exp(Alna + (1 — ) Inb)

> explna’. expln b=V,
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d’ou
Aa+ (1= \)b>atb ™

1.2.3 L’inégalité intégrale de Young

Théoréme 1.2. Soit f une fonction continue et strictement croissante
sur [0,¢] € R*, ouc > 0, si f(0) =0, a € [0,c, b € [f(0),f(c)] et
f : [O,C] — [f(O),f(C)], alors

/f dx+/f z)dx > ab (1.6)

ou f~1 désigne la fonction réciproque de f. L’égalité est vérifie si seulement
sib= f(a).

Démonstration. on écrit I'inégalité ([1.6]) sous la forme suivante

/f d:z:>ab—/f

le deuxiéme membre de cette inégalité est en fonction de a et d’autre part

f :10,¢] — [f(0), f(c)] est une fonction continue et strictement crois-
a
sante, d’on l'intégrale f(x)dx est convergente, considérons la fonction

0
g de la variable a sur l'intervalle [0, ¢] définie par :

—ab—/f , oub>0. (1.7)

La dérivée de la fonction g par rapport a la variable a est définie par

I’expression suivante

donc
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e J(a)=0<=b= f(a) = a= f1(b).

¢ g(a) >0 f(a) <b<=0<a< f1b),

alors | g est strictement croissante sur [0, f~1(b)].

¢ J(a) <0< fla) >b<= f1(b) <a<cq

par conséquent, g est strictement décroissante sur [f~1(b), c].

On conclut que g admet un maximum au point a = f~1(b), ce qui donne

Vael0,d: gla) <g(f (b)), (1.8)

en utilisant la formule ((1.7)) pour calculer g(f~1(b)), d’ott

En intégrant par parties 'intégrale au membre droit, on obtient

F7H0) o F70)
t/’ f(@)de = [2f (@), <“——]/ o' (@)da
0 0

on résulte que

on fait le changement de variable y = f(x), on déduit que z = f~(y) et
1
dr = ——.dy = dy = f'(x)dx , cela nous donne

/()

1)) b
guﬂw=éw fH@@:Afﬂwm (1.9)

Mettant les égalités (1.7]) et ((1.9)) dans l'inégalité (1.8)), on obtient le résul-
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tat voulu ({1.6)). O

Remarque 1.2. On peut considérer l'inégalité intégrale de Young comme

une généralisation de linégalité classique de Younyg.

Démonstration. soient a,b > 0 et p > 1, si on pose f(z) = 2?1 alors on

: 1 o
obtient f~*(x) = x#1, d’ou

a a D
/ f(x)dx = / 2PNy = il
0 0 p 0

/f dx—/ 71 e = (Zj;l)xppl
p

On déduit que

a

et

0 q

P q
/f d$+/f da:>ab:>a—+b—>ab
p q

1.2.4 L’inégalité de Holder

Lemme 1.3. Soient Q@ C R un ensemble mesurable, f € LP(Q2) et g €
L9(2) avec 1 < p < 400 et zl? + é =1, alors

roette [|folde < |y ol - (110)

Démonstration. pour 1 < p < 400
L, ()

on prend a =
£l zr (o) 191l 2o

D’aprés l'inégalité de Young ((1.4)), on a

SO0l _ ISP gl
FT@lglZ) = Pl alolt,m
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puis en intégrant par rapport a ¢, on obtient

p q
f()g /‘f“' dH/Mdt
anLpQHgnLq P J ol
PP+ —— / lg()|“dt
pIIfH / Ao u
1
:——l——:l)
p q

d’ou

[ 17®t0)1dt < 1510 * gl

Q

1.2.5 L’inégalité de Minkowski ( sommes )

Lemme 1.4. Soient 2 C R un ensemble mesurable, 1 < p < oo, f €
LP(QY) et g € LP(R2), alors :

I +gHLP(Q) < HfHLP(Q) T HgHLP(Q)' (1.11)
Démonstration. d’aprés 'inégalité triangulaire, on a
I+ 9l = [ 150+ gla)pdo

Q
= / [f(2) + g(@)](f(2) + g(2))[" da
Q
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Q

— [+ g(a)yas

2

=1f + gl < +oo,

car

felP(Q) et g€ LP(Q) = (f +g) € LP(Q),

et on déduit que

I(f + 9)p_1HLq(Q) = f+yg HZ»(Q) = f+yg HZSQ)' (1.12)

Utilisant 'égalité (1.12) et I'inégalité de Holder ((1.10]), on résulte

(1) < Mfllze@ll(f + 9P Loy
= @l £+ 9100,
et

(L) < |lgllrl(f + 9)P I zae)

1
=gl f + 9 1700
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par conséquent

Lf + 9l <) + ()

< (1l + Nlglloey) | £ + g1y
ainsi

1+ gllze) < lgllze@) + I1f 2o

1.2.6 Inégalité intégrale de Minkowski

Lemme 1.5. Soient 1 <p < oo et f: (a,b) X (¢,d) — R une fonction

mesurable, alors

fxy@ /foymmb (1.13)

(a,b),
1.2.7 L’inégalité classique de Hardy

Définition 1.6. Soit f une fonction positive mésurable sur (0,4+00), on

définit Uopérateur de Hardy, noté Hy := (H f) par

_ i / o (1.14)

( la valeur moyenne de la fonction f dans lintervalle (0, x)).

Lemme 1.6. Soient p > 1 et f une fonction positive mésurable sur

(0, +00), alors on a

/Om (é /Oxf(t>dt>pdx < <%)p O+OO f(x)de.  (1.15)
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Démonstration. pour tout x > 0, on pose t = sz, ce qui donne

t=0 —s=0
dt = xds, et :
t=ox —s=1

L[ Cswa=2 [ swsas= [ s

on utilise I'inégalté intégrale de Minkowski ((1.13]), on a

/Om G/Oxf(t)dt)pdx :/O+oo (/Olf(xs)ds)pdx

S RLSL

< ([ 17 Mo soreats)

_ (/01 ( Om (a s)dx>; ds)p

On pose maintenant sz = y, ce qui donne

alors

r=0 —y =0

1
dr = —dy, et ,
S r =400 =y = +00



1.2 Les inégalités intégrales classiques

18

alors




Chapitre 2

Les inégalités inverses de Minkowski

En mathématiques, I'inégalité de Minkowski, ainsi nommeée en I’honneur
de Hermann Minkowski, est I'inégalité triangulaire pour la norme des
espaces LP pour p > 0, établissant ainsi que ce sont des espaces vectoriels
normés. Elle concerne également la norme des espaces de suites [”. Dans ce

chapitre les enoncés des Théorémes suivants 2.1], [2.2] et [2.3] sur les inégalités

inverses de Minkowski et leurs preuves ont fait 'objet des publications [11],

2] et [1].

2.1 Reésultats principales

En 2012, sulaimani a prouvé l'inégalité intégrale dite inverse de Min-

kowski [11, Théoréme 1.5]

Théoréme 2.1. Soient p > 1 et f, g deux fonctions strictement positive

sur l'intervalle [a,b] satisfaisants : Vx € |a, b]

/(=)

l<m<—= < M,
9()
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ML [ -atwpas)

< ( / b fp(x)das) 1/p+ ( / ’ gp(x)dx> " (2.1)

<ol ( / () - g(as))pdx) "

“m-—1

alors

En 2013 Banyat Sroysang a donné une généralisation de l'inégalité in-

verse de Minkowski [12], Théoréme 2.2]

Théoréme 2.2. Soient p > 1 et f,g deux fonctions strictement positive

sur l'intervalle [a,b] satisfaisants : Vx € |a, b]

f(x)

O<c<m<—=< M,
g9(z)

alors

<l ( / () - cg(x))pdx) "

m — ¢
En 2020, B. Benaissa a généralisé 'inégalité intégrale dite inverse de

Minkowski [T, Théoréme 2.1]

Théoréme 2.3. Soient p > 1, a > 0 et f,g deux fonctions strictement
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positive sur l'intervalle |a,b] satisfaisants : Vx € |a, b]

a f(x)
g()

S ( / (o f(o) - cg(x))pdx)
1/p

< ( / b fp(x)da:> 1/p+ ( / b gp(x)d:z:> (2.4)

< L‘“) ( / (0 f ) - cg(x))pdx) "

a(m —c

O<ec<m<

< M, (2.3)

alors
1/p

Pour prouvé le Théoréme [2.3] on va utiliser la proposition suivante :

Proposition 2.1. [1] Soient 0 <c<m < M et a >0, on a

M+« < m+ «
a(M—c¢) ~ alm—c)

(2.5)

Démonstration. on a
(c+a)m < (c+a)M,

alors

am — cM < aM — cm,

on ajoutant le méme nombre Mm — ac aux deux cotes de I'inégalité pré-

cédente, on obtient
Mm —ac+am—cM < Mm — ac+ aM — cm,

d’oll

(M +a)(m—c) < (m+a)(M —c),
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ainsi

multipliant par é, on trouve

M+« < m—+ o
a(M—c¢) ~ alm—c)

[]
Démonstration. du Théoréme [2.3]
D’aprés 'hypothése (2.3)), on a
Lo 19w 1
c m af(x) = M
ce qui fait
1 1 1 gz 1 1
0<-—-—<=_ <z
c m~c¢ af(x) Tec M
on obtient
m—c _af(x)—cglr) M-—c
0< < )
cm ca f(z) cM
en inversant 'inégalité précédente, ce qui donne
0 < cM < caf(z) < cm | (2.6)
M—-—c~ af(z)—cglx) " m—c
puisque f(z) > 0, on résulte que le nombre o flz) = cg(:c)] est stric-
c

tement positif, et en multipliant (2.6)) par ce positif, devient

@) —egla)) < f() € —(af(@) = cgla).

a(m — c)

et en intégrant sur [a, b], on obtient
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% (/ab(o‘f (z) - Cg(af))pd:c) " < ( /a b () dx) "

(2.7)
b 1/p
< ([ ar@) - gy
~alm—c) \J, '
D’une maniére analogue, vu I’hypothése , on obtient
0<m—ec< i@ —cgl@) <M_e
9(x)
inversant 1'inégalité précédente et multipliant par le positif
la f(x) — cg(x)], ce donne
af(x) B Cg('r) < g(l’) < &f(x) B Cg(ﬂ?))
M —c m—c
on intégre sur [a, b], ce qui implique
1 b 1/p b 1/p
i ([ —cowpar) < ([ piw)
(2.8)
1 b 1/p
< — Pd :
<L ([(ar@) - cgoyyas)
O

Par somation sur les inégalités ([2.7)) et (2.8]) , on obtient I'inégalité (2.4)).

Remarque 2.1. St on pose o = 1 dans le Théoreme 2.5, on obtient le
Théoreme [2.2.

Remarque 2.2. 57 on pose « = 1 et ¢ = 1 dans le Théoréme on
obtient le Théoreme 2.1,



Chapitre 3

Les inégalités inverses de Hardy

L’inégalité de Hardy est une inégalité en mathématiques, nommeée d’aprés
G. H. Hardy ( Godfrey Harold Hardy mathématicien britannique).
L’inégalité de Hardy a été publiée et prouvée pour la premiére fois ( du
moins la version discréte avec une constante moins précise ) en 1920 dans
une note de Hardy [10]-[9], La formulation originale était sous une forme
intégrale légerement différente de la précédente. Les enoncés des Théo-

rémes suivants [3.1], [3.2] et [3.3] sur les inégalités inverses de Hardy et leurs

preuves ont fait 'objet des publications [11], [I3] et [1].

3.1 Résultat principale

En 2012, Sulaiman a prouve des inégalités intégrales dites inégalités

inverses de Hardy [I1, Théoréme 3.1].

Théoréme 3.1. Soient ) < a < b < 400, p > 0 et f une fonction positive

mesurable sur |a,b] C (0,00), on pose

Py = | (.

alors
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1. Pourp>1

p/ab (Ff))pdaz < (b—a)p/ab (@)pdx—/: (1 - %)pfp(x)da:

(3.1)

2. Pour0<p<1
p/ab (@)pdx > (1- %)p/ab () dr — blp/ab(x o) fP(x)da.
(3.2)

En 2013, Banyat Sroysang obtient une généralisation des inégalités in-
tégrales précédentes de Hardy, en introduisant un deuxiéme parametre

q > 0.[13, Théoréme 2.1]

Théoréme 3.2. Soient 0 < a < b < 400, p,q > 0 et f une fonction

positive mesurable sur [a,b] C (0,00), on pose

Fa) = [ s

alors
1. Pourp>1
b pp b rp b ()P
7 P e < (b ay [ fo / P s (33

2. Pour0<p<1

b Fp (g e b
p/ P )dxz %/ fp(x)dx—%/ (x—a)? fP(z)dx. (3.4)

x4

En 2020, B. Benaissa a généralisé¢ 'inégalité integrale dite inverse de
Hardy [I, Théoréme 2.2]
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Théoréme 3.3. Soient 0 < a < b < +o0, p > 0 et f, g deuxr fonctions

positives mesurables sur [a,b] C (0,00), on pose

F(z) = / " F@ydt.

Si g est croissante sur [a,b], alors

1. pourp >1
)y [ [
p/a g(z) do = )/a o) / 9(z) fHimlds, (85

2. pour 0 < p<1

b Fr(x) (b—a)r [ ) e bx—appx N
p/a g0) g /am)dx g<b>/a( ”“?3'6)

Démonstration. 1. Pour p > 1,

on utilise I'inégalité de Holder pour ]l) + % =1,0na

/;f(t)dt < </:fp(t)dt); </:dt>;
([ o) ([w)”
- (/j fp(t)dt); (x—a)7,
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on note par g~ (z) = ﬁ, on obtient

/ab Z(ij)dx -/ ) ( / xf(t)dt)pdx
: /abg @) [(x —a) / w fp(t)dt] da
/ / )(x —a)P ! fP(t)dtdx .

D’aprés le Théoréme de Fubini, on a

/Fp du <// )P~ () dedt
_ / oty { /t @y (@)de| dt, (D)

et comme g est une fonction croissante, on a

Vo e [t,0] 1 g7 (x) < g7 (1),
alors

/tb g N x)(z—a)l tde < /tb g ') (z —a) lda
=g 1(t) /tb(a: —a)P ldw

— g Ol 0P~ (= o)’
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et d’aprés 'inégalité (1), on déduit que

pr

b
< % / ) {g 1O — a)’ — (¢ — a)’]} dt

a

/b &g~ O —a)’ — (¢ — a)p]dt]
:<b ap /ab L /ab f p(”%dt] |

Utilisant I'inégalité de Holder pour % +%:1, et le Théoréeme de Fu-

"N =

"N =

2. Powr0<p<1

buni, on a
/ F(Odt > (/ fp(t)dt)p </ dt)q
- ([ i) @-o7
comme g(z)"1 = ﬁ7 et d’aprés l'inégalité précédente, on résulte
g(x
que

[ 5 = [ ([ som
z/abg‘l( (z —a)’ (/ ot dt)

_ / b / "o @) (e — o) () dt da
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— /ab fP(t) (/tbg_l(x)(x — a)p_ldx) dt, ..(II)

par I’hypothése que g est une fonction croissante, conclut que

Vo e [t,0] 1 g7 (x) > g7 (b),

cela nous donne

/tb g Y z)(z —a) tdx > /tb g () (x — )P dw

— g\(b) /t o - apda

=570 (b=’ = (t = ).

Remplagant l'intégrale précédent dans 'inégalité (11) , on déduit que

/ab ngi?dx > /ab fP(t) </tb g Nx)(x — a)plda:) dt

= %gl(b) / b FF) (b —a)? = (t —a)]dt

[]

Remarque 3.1. Si on remplace g(x) par zP dans le Théoréme on
obtient le Théoreme 31

Si on pose g(x) = z? dans le Théoréme on obtient le Théoreme [3.3.



Chapitre 4

Les inégalités inverses de Holder

En analyse mathématique, l'inégalité de Holder ( Otto Holder ), est
une inégalité fondamentale dans le calcul en analyse fonctionnelle et un ou-
til indispensable pour I’étude des espaces LP. L’inégalité inverse de Holder
a été explorée par un certain nombre de scientifiques a travers des articles
récents, pour plus de détails voire [2]-[8]. Dans ce chapitre Les enoncés des
Théorémes suivants [4.1] et [4.3] sur "les inégalités inverses de Holder et leurs

preuves ont fait 'objet de la publication de B.Benaissa et H.Budak ( voir

2])-

4.1 1 résultat principal

Dans tout ce qui suit, —oco < a < b < +oo et a, € R. En 2020,

B.Benaissa et H.Budak ont prouve le Théoréme suivant [2, Théoréme 2.1]

Théoréme 4.1. Soient o, 3 > 0, p > 1,% + % =1 et f,g deux fonctions
intégrables strictement positives sur [a,b], w est une fonction de poids (

mesurable positive ) sur [a,b]. Si

O0<m<

<M, Vx € la,bl, (4.1)
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alors X

(f b f“(fc)w(x)dx); (/ b oeyule)ir)

< (MY" / i (g’ (e

m

(4.2)

Démonstration. a partir de 'hypothese (4.1]), on a
m < f(x)g ™ (z) < M,

quue%l<0,0na

m > 7 (2)gr(x) > M

multipliant par f*(z) 'inégalité précédente, on obtient

() (i)'ll > D @)yt (@) 2 () (ﬁ) ,

m

d’ou

on déduit que

1 « B
q

mi f5(x)ge (x) < f(x) < Maf5

<
—~

S
SN——
)

multipliant la derniére inégalité par w(x) et intégrant sur intervalle [a, b],
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on résulte que

([ romions) <ae ([ o).

Maintenant, suite & I’hypothése (4.1]), on obtient
1 a =6 1
mr < fr(z)gr (x) < M,
on multiplie par ¢”(z) I'inégalité précédente, on résulte que
mig’(z) < 7 (2)g"" P () < Mrg’(a),

et par suite

ainsi <M>1 gt ) < a) < (%)ifg(x)gg(:v)?
(z)

puis en multipliant la derniére inégalité par w(z) et en intégrant sur inter-

valle [a, b], on résulte que

(/abga(x)w(x)dx) < ( )m (/ 5 e )da:);, ",

En conclusion, multipliant les inégalités (4.3)) et ( . on obtient I'inégalité
requise (4.2)). O

S =

Si on choisit @ =1, 8 =1 et w(z) = 1 dans le Théoréme [L.1] alors le



4.1 1°¢ résultat principal 33

Théoréme .1 se réduit au lemme suivant.

Lemme 4.1. Soient f, g deux fonctions intégrables strictement positives
sur |a,b] et p > 1, %—k%:l. Si

flz

O<m<—=< M,

g()

~—

alors

b vl o MNE YL
(/ f(a:)da:) </ g(:z:)d:v) < (—) / fr(z)gi(z)dz.  (45)
a a m a
Voire ([5], [6] p.126, [8] p.3).
Si on choisit « = p, 8 = q et w(z) =1 dans le Théoreme [1.1] alors le

Théoréme se réduit au lemme suivant.

Lemme 4.2. Soient f,g deux fonctions intégrables strictement positives

1,1 _ :
sur [a, b] etp>1, -+, =1 05i

O0<m<

alors

(/abfp(az)dx); </abgq(x)dx>; < <%>I}q/abf(x)g(gj)dx. (4.6)

Voire ([3] p.212, [4] p.9, [7] p.206).
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En mettant le changement m = n? et M = N9 on déduit que

O<m§fp($) <M <— O<nq§M§Nq
g4(r) 94()
¢$O<n§f%m§N,
g9(x)

alors le Lemme [4.2] se réduit au Corollaire suivant

Corollaire 4.1. Soient f,g deux fonctions intégrables strictement posi-

tives sur |a,b] et p > 1, ]%Jr % =1. S

fr~ ()

0<n<
g9(x)

<N,

alors

([ o) ([ o) < (X) [ somtars. 60

Voire ([2, Corollaire 2.4] ).

En mettant le changement m = n? et M = NP, on déduit que

fr(x) f*(x)

<M <= 0<n/<——=< NP

S gi(z)

f(z)

— 0<n< -
g7 ()

<N,

alors le Lemme [4.2] se réduit au Corollaire suivant
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Corollaire 4.2. Soient f,g deux fonctions intégrables strictement posi-

. 1 1 .
tives sur [a,b] et p > 1, st =1 Si

(@)
TS i)

([ o) ([ stas) < (2) [ st s

Voire ([2, Corollaire 2.5] ).

N

IA

Y

alors

4.2  2°7¢ résultat principal

En 2012 Sulaiman a presente une importante inégalité inverse de Holder
([1T, Théoréme 2.2] )

Théoréme 4.2. Soient f, g deux fonctions positives intégrables satisfaites

/(=)

0<m< —=<M, Vzx¢&la,lb,
9(x)

sotent p > 0,q > 0 , alors

=

1

( abfm<x>dx>)p <j€bg%a»dx>>q <
%%(L?ﬂxmu»%moé(LﬁfwmuwQM>q

B.Benaissa et H.Budak ont généralise ce résultat par le Théoréme sui-
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vant ([2, Théoréme 2.6] ).
Théoréme 4.3. Soient o, ¢, p,q,p',q' > 0 et f, g deux fonctions positives

mesurable sur |a,b]. Si

0<c<m< < M, (4.10)

alors

: ]% ' % '—q q—p
(/ fp(x)dfﬁ) (/ gq(x)das) <M o ) (M 4 o)

«

1

!
2p q

(0% P+
X | —
m

Démonstration. en vertu de 'hypothése (4.10]), on obtient

(/ab(fp/(x)gq’l(x))p’ﬁq’al:z:)]i </ab(fp/(a:)gq'(g:))zﬂqfdx)>
(4.11)

af(x) +cg(x)
9(x)

en multipliant I'inégalité (4.12)) par g(z), d’ou

m+c < <M +c, (4.12)

(m+c)g(x) < o f(x) +cglz) < (M +c)g(x) ,
ceci implique pour tout ¢,¢' > 0, on a

{ (m+0)g(x) < af(@) +egle) { (m+)'g(v) < (af(2) + cg(x))’
af(r)+eg@) < (M+agle) | (@ f@)+eg(@)” < (M+0)7g (),

on intégre la premiére inégalité sur lintervale [a, b] et on garde la deuxiéme
inégalité , on déduit que

1

(/ o+ c>ng<x>dx); <(/ (@ f) + cota)ar)
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ce qui donne

1

(m +¢) ( / ’ qu:E)é < ( / (o f(2) + ¢ g(x))qd:c)q o 13)

(a f(@) +cg@)? < (M +c)7g" (). (4.14)

D’autre part, d’aprés I'hypothése (4.10]), on a

et

aflz) _
c e cg(x) ?7
alnsi
o o cgl@) ¢
M~ af(x) ™ m
c cg(r) ¢
d’ou
M+c af(x)+cglz)  m+e
M — af(x) m
ce qui implique
wﬂ@ < af(@)+egle) < Wﬂx%

on peut écrire , pour tout p,p’ > 0

{%m)mﬂmcg(@ [ (45) @) < @s@ + egw)y
o f(x) + cglz) < 229 f(z) (a f(z) + cglx)) < (M)p 7 (2),

m

intégrant la premiére inégalité sur lintervale [a, b] et conservant la deuxiéme
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inégalité, on résulte que

(/ (%)p%)dw); < ( / (0 (@) + eqla)) dx) ,

ce qui donne

8=

1

sBEA (] b fp(sc)da:); <(/ (0 f@) + cg@) i)', ()

et

m

En multipliant (4.13)) et (4.15]), on trouve

srrom o ( | b f”(x)dw); (/ b i (o))

<(/ (0 f@) + cg@)pdx); (/ (0 f() + cota)id) (417

et en multipliant les inégalités (4.14]) et (4.16)), on conclut

(a f(z) + cg@)) < (M) 7 (@) (4.16)

Q=

Q=

a(m+c)

(a f(z) + cgla))’ s( ) (M + &)Y 7 (2)g" ().

d’ou
/ /

(@ f(2) + g(2) < (M + )77 (2 (m+ )77 f77 (2)g757 (),

intégrant l'inégalité ci dessus sur lintervale [a,b] pour p > 0 et ¢ > 0, ce

donne
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1.
(/ab(& flz)+cg( ))pdx> <
(M + 077 (m +-0) ( / (o @ )7 dx>’1’
2.

([rw+ cg(as))pda:); <
T (/ (7 @) i)'

par conséquent, on a

(/ab(ozf( )+ el pda:) ( 5) + gl >>pdm)(l’ <

(M + )77 ( (m + ))+ (4.18)
X (/ab(gq'@)fp( ))p*q’dfc)

(/ab( (2)f? (a;))p,iq,dxy.

En vertu des inégalités (4.17) et (4.18), on déduit l'inégalité (4.11). O

SIQ

£S}

Remarque 4.1. si on prend p' = ¢’ = a = 1 dans le Théoreme[4.5, on
obtient le Théoreme[{.3.
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