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aidé de loin ou de près afin de réaliser ce travail nous exprimons ici notre profonde re-
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Notation

Dans tout ce qui suit, nous utilisons les notations suivantes :

N : L’ensemble des nombres naturels.

R : L’ensemble des nombre réels.

R
∗
+, x ∈R : x > 0, : L’ensemble des nombres réels strictement positifs.

C : L’ensemble des nombres complexe.

Re(α) : Partie réelle de α

Lp 1 ≤ p ≤ +∞ :L’espace des fonctions de puissance p-intégrables.

Γ : La fonction Gamma.

β : La fonction bêta.

Iαb− : L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche.

Iαa+ : L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à droite.

Jαa+,g : l’opérateur intégrale généralisé .

Q(I) : la classe des fonctions de Gadunova-Livin.

Ks : la classe des fonctions s-convexe.

Qs(I) : la classe des fonctions s-Gadunova-Livin.

SX(h,I) : la classe des fonctions h-convexe.

SV (h,I) : la classe des fonctions h-concave.

Ω un ensemble mesurable.

III



Introduction

En mathématique, le calcul fractionnaire joue un rôle important dans le développe-

ment de les branches, une inégalités est très intéressante qui est largement étu-

diée la littérature est due à Hermite et Hadamard qui l’on découverte indépendam-

ment (découverte par Charles Hermite en 1883 et prouvée par Jaques Hadamard en

1893). [5] [7] [9]

L’objet de ce travail est d’étudier et généraliser quelques inégalés intégrales pour les

fonctions h-convexes en utilisant l’approche fractionnaire a ses de Riemmann Liouville

généralisé.

Dans ce mémoire, nous allons proposer une introduction, quatre chapitres

Dans le premier chapitre on introduit des notions préliminaires concernant les différents

types de convexités.

Le deuxième chapitre est concerné à établir le théorème d’Hermite Hadamard sur les

fonctions convexes et h-convexe.

Puis dans le troisième chapitre nous présentons les notions de bases de l’intégrale frac-

tionnaire au sens de R-L et quelques inégalités des fonctions h-convexes.

Enfin, notre dernier chapitre est concerné l’ensemble et la fontion g-convexe et on donne

certains théorèmes concernant la généralisation de Riemann Liouville sur les fonctions

h-convexes, et termine notre mémoire par quelques applications.
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Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on va donner les définitions et leurs propriétés avec des exemples

pour chaque type de convexité.

1.1 Ensemble convexe :

Soit E un espace vectoriel sur R ou C.

Définition 1.1. Une partie I d’un espace vectoriel E est dite convexe, si elle est non vide, non

réduite à un point et si pour tout couple (x,y) ∈ I le segment [x,y] est définit par :

[x,y] = {z/z = tx+ (1− t)y, x,y ∈ I, t ∈ [0,1]}. (1.1)

est contenu dans I .

I.e : I est un ensemble convexe⇔ ∀x,y ∈ I,∀t ∈ [0,1] : tx+ (1− t)y ∈ I .

Exemple 1.1. Si on prend E = R
2.

1. K ensemble telle que : K = {(x,y) ∈R2/x+ y ≥ 0} est un ensemble convexe de R2 car :

si on prend x = (x1, y1) et y = (x2, y2) t ∈ [0,1], il vient que :


x ∈ K ⇔ x1 + y1 ≥ 0

y ∈ K ⇔ x2 + y2 ≥ 0,

2



1.1 Ensemble convexe :

alors :

tx+ (1− t)y =(tx1 + ty1) + ((1− t)x2 + (1− t)y2)

=(tx1 + (1− t)x2 + ty1 + (1− t)y2).

Et comme :

tx1 + (1− t)x2 + ty1 + (1− t)y2 = t(x1 + y1) + (1− t)(x2 + y2) ≥ 0.

Donc : tx+(1-t)y ∈ K , d’où K est convexe de R2.

2. L’ensemble K telle que K := {(x,y) ∈R2/x2 + y2 = 1} n’est pas un convexe de R2 car :

si en prend x = (1,0) et y = (0,1), t =
1
2

il vient que :

tx+ (1− t)y =(
1
2
,0) + (0,

1
2

)

=(
1
2
,
1
2

),

et (
1
2
,
1
2

) < K car (1
2 )2 + (1

2 )2 , 1.

Remarque 1.1. Les intervalles dans R sont des parties convexes.

Proposition 1.1. 1. Une combinaison linéaire de convexe est convexe.

2. Si C, C1 et C2 sont des convexes, alors nous avons :

(a) Pour tout λ ∈R : λ(C1 +C2) = λC1 +λC2.

(b) Pour tout λ,µ ∈R :(λ+µ)C = λC +µC.

3. Soient E1,E2,......,Em des espaces de banach etC1,C2......Cm des convexes de E1,E2,......,Em

(resp), alors C1.C2....... .Cm est un convexe de E1 E2......Em.

4. Tout intersection d’ensembles convexes est convexe .

Démonstration. 1. Soient C1 et C2 deux convexes, x1, x2 ∈ C1 et y1,y2 ∈ C2, λ ∈ R,t∈

[0,1], nous avons :

t(x1 + y1) + (1− t)(x2 + y2) = (tx1 + (1− t)x2) + (ty1 + (1− t)y2) ∈ C1 +C2.

2. tλx1 + (1− t)λx2 = λ(tx1 + (1− t)x2) ∈ λC1, ce qui montre que (C1 +C2) et λC1 sont

convexes.

FMI Tiaret 3



1.2 Fonctions convexes :

(a) L’égalité (C1 +C2) = λC1 +λC2 est évident.

(b) L’inclusion (λ+µ)C ⊂ λC +µC est facile.

On montre que :(λ+µ)C ⊃ λC +µC.

Le cas où λ = µ = 0 est trivial.

On peut supposer que l’un des cœfficients n’est pas nul. x1,x2 ∈ C alors :

λx1 +µx2 = (λ+µ)(
λ

λ+µ
x1 +

µ

λ+µ
x2),

d’après la convexité de C, nous avons :

(
λ

λ+µ
x1 +

µ

λ+µ
x2) ∈ C.

4 On note G = ∩K
i∈I

, avec K est un ensemble convexe de E.

Pour montrer que G convexe, il suffit de montrer que : ∀x,y ∈G, t ∈ [0,1] : λx+ (1−

λ)y ∈G.

soient x,y ∈G, t ∈ [0,1]alors :
x ∈G

y ∈G
⇒


x ∈ ∩

i∈I
Ki

y ∈ ∩
i∈I
Ki

⇒


x ∈ Ki ,∀i ∈ I

y ∈ Ki ,∀i ∈ I.

Donc tx+ (1− t)y ∈ Ki ,∀i ∈ I

⇒ tx+ (1− t)y ∈ ∩
i∈I
Ki ,

d’où tx+ (1− t)y ∈G. Alors G convexe.

�

1.2 Fonctions convexes :

Définition 1.2. [17, p.7] Soit E un espace vectoriel et C une partie convexe dans E. On dit

que la fonction f : C→R est convexe si :

∀x,y ∈ C,∀t ∈ [0,1] : f (tx+ (1− t)y) ≤ tf (x) + (1− t)f (y). (1.2)

Elle est strictement convexe si l’inégalité stricte, pour t ∈]0,1[ et x , y.

Remarque 1.2. Si l’inégalité (1.2) est inversée , alors la fonction (−f ) est convexe.

Exemple 1.2. 1. La fonction "exp" est strictement convexe sur R.

FMI Tiaret 4



1.3 Quelques types de convexité

2. La fonction "log" est strictement concave sur R+.

3. La fonction puissance :

si α ∈R, x 7→ xα est une fonction de classe C∞ sur R∗+, et la dérivée

seconde x 7→ α(α − 1)xα−2.

Donc : x 7→ xα est :


convexe sur R

∗
+, si α < 0 ou α > 1.

concave sur R
∗
+, si 0 < α < 1.

convexe et concave (af f ine)sur R
∗
+ si α = 0 ou α = 1.

Proposition 1.2. (Opérations sur les fonctions convexe)

1. Soit λ > 0 , f convexe, alors λf est convexe.

2. Soient f ,g : I →R deux fonctions convexes, alors f + g est aussi.

Propriétés 1.1.

Si f et g deux fonctions convexes sur [a,b], alors f ◦ g : x 7→ f (g(x)) n’est pas nécessairement

convexe. Une condition nécessaire est que f soit croissante.

1.3 Quelques types de convexité

En 1985, E.K.Gadunova et Levin ont introduit le concept de fonction dite de Gadunova-

Levin .

Définition 1.3. (classe Q(I) ) [13, p,410] On dit que f : I ⊆ R → R est une fonction de

Gadunova-Levin . Si f est non-négative et pour tout x,y ∈ I et t∈ (0,1), nous avons :

f (tx+ (1− t)y) ≤ 1
t
f (x) +

1
1− t

f (y). (1.3)

On note cette classe par Q(I).

Exemple 1.3. Pour tout x ∈ I([a,b]) la fonction

f(x)=


1, a ≤ x < a+b

2 ,

4, x = a+b
2 ,

1, a+b
2 < x ≤ b,

est dans la classe Q(I) .

FMI Tiaret 5



1.3 Quelques types de convexité

- Fonctions non négatives monotones appartiennent à la classe Q(I) .

Définition 1.4. (classe P (I) ) [7] On dit que f : I ⊂ R
∗
+ → R une p-fonction, ou que f ap-

partient à la classe P (I), si f est une fonction non négative et pour tout x,y ∈ I, t ∈ [0,1], nous

avons :

f (tx+ (1− t)y) ≤ f (x) + f (y). (1.4)

Exemple 1.4. Tout les fonctions convexes monotones sont contenus dans la classe P(I).

Définition 1.5. (classe K1
s ) [10] Une fonction f : R+→ R est dite s-convexe dans le 1er sens

si :

f (αx+ βy) ≤ αsf (x) + βsf (y), ∀s ∈]0,1], (1.5)

pour tout x,y ∈ [0,∞[ avec αs + βs = 1.

On désigne la classe des fonctions s-convexe par K1
s .

Définition 1.6. (classe K2
s ) [10] Une fonction f : R+→R est dite s-convexe dans le 2eme sens

si :

f (tx+ (1− t)y) ≤ tsf (x) + (1− t)sf (y), ∀t ∈ [0,1], (1.6)

pour tout s ∈]0,1].

On désigne cette classe de fonctions par K2
s .

Remarque 1.3. Pour s = 1, la s-convexité se réduit à la convexité (pour le deuxième sens )

ordinaire sur [0,+∞[ :

Exemple 1.5. Soit f : [0,∞[→R définie par :

f(x)=


a, si : x = 0

bxs + c, si : x > 0
; s ∈]0,1],

est une fonction s-convexe dans[0,∞[.

Remarque 1.4. Les classes K1
1 , K2

1 et la classe des fonctions convexes sont coïncident sur R+.

FMI Tiaret 6



1.3 Quelques types de convexité

Propriétés 1.2. 1. Sif ∈ K2
s , alors f est positive sur [0;+∞[.

2. Soit 0 < s1 ≤ s2 ≤ 1, si f ∈ K2
s2 et f (0) = 0 alors f ∈ K2

s1 .

3. Soit 0 < s1 ≤ s2 ≤ 1, si f ∈ K1
s2 etf (0) ≤ 0 alors f ∈ K1

s1 .

4. Soient f ,g : R+→R, si f ,g ∈ k1
s alors f + g ∈ k1

s .

Démonstration. 1. Soit f ∈ K2
s , s ∈ (0,1). Alors, nous avons :

f (x) = f (x2 + x
2 ) ≤ f (x)

2s + f (x)
2s = 21−sf (x),

donc

21−sf (x)− f (x) ≥ 0.

Ce qui implique que

f (x)(21−s − 1) ≥ 0,

et comme 21−s − 1 ≥ 0, Alors f (x) ≥ 0.

2. On suppose que f ∈ K2
s2 , pour tout x,y ∈ [0,+∞[ et t ∈ [0,1], nous avons :

f (αx+ βy) ≤ αs2f (x) + βs2f (y)

≤ αs1f (x) + βs1f (y).

Ce qui signifie que f ∈ K2
s1 .

3. On suppose que f ∈ K1
s2 , pour tous x,y ∈ [0;+∞[ et α,β ≥ 0, nous avons :

αs2 + βs2 ≤ αs1 + βs1 = 1.

Alors, nous avons :

f (αx+ βy) ≤ αs2f (x) + βs2f (y) ≤ αs1f (x) + βs1f (y).

4. Supposons que f ,g ∈ K1
s alors pour tous x,y ∈ [0,+∞[,α,β ≥ 0, nous avons

f (αx+ βy) ≤ αsf (x) + βsf (y)

g(αx+ βy) ≤ αsg(x) + βsg(y),

ce qui entraine

f (αx+ βy) + g(αx+ βy) ≤ αs(f (x) + g(x)) + βs(f (y) + g(y)).

FMI Tiaret 7



1.3 Quelques types de convexité

Donc

(f + g)(αx+ βy) ≤ αs(f + g)(x) + βs(f + g)(y).

�

Définition 1.7. (classe Qs(I) ) [6] On dit que f : I →R+ est s-Gadunova-Levin, avec s ∈ [0,1]

si :

f (tx+ (1− t)y) ≤ 1
ts
f (x) +

1
(1− t)s

f (y), ∀t ∈]0,1[.

On désigne cette classe de fonctions par Qs(I) .

1.3.1 Le Concept de la h-convexité

Définition 1.8. [22] Soit h : J ⊂ R→ R une fonction positive, on dit que f : I ⊂ R→ R est

h-convexe(h-concave) si f est positive et pour tous x,y ∈ I, t ∈ [0,1], nous avons :

f (tx+ (1− t)y) ≤ (≥)h(t)f (x) + h(1− t)f (y). (1.7)

On note par SX(h,I) cette classe de fonctions h-convexes.

Remarque 1.5. Si l’inégalité (1.7) est inversée, alors f est dite h -concave. La classe des fonc-

tions h-concave est noté par SV (h,I).

Remarque 1.6. Soit h une fonction positive telle que : h(α) ≥ α pour tout α ∈ (0,1). La

fonction hk(x) = xk où k ≤ 1 et x > 0 a cette propriété : si f est une fonction convexe non

négative sur I , alors pour x,y ∈ I,α ∈ (0,1), nous avons :

f (αx+ (1−α)y) ≤ αf (x) + (1−α)f (y) ≤ h(α)f (x) + h(1−α)f (y).

Donc, f ∈ SX(h,I). De même, si la fonction h a la propriété : h(α) ≤ α pour tout α ∈ (0,1) ,

alors toute fonction concave positive f appartienne à la classe SV(h,I) .

Exemple 1.6. Soit hk , k < 0, une fonction définie comme dans la remarque (1.5) et soit f définie

comme suit :

f : I = [a,b]→R, f(x)=


1, x , a+b

2 ,

21−k , x = a+b
2 .

Alors f est une fonction non-convexe, mais elle est hk-convexe.

FMI Tiaret 8



1.3 Quelques types de convexité

Proposition 1.3. [22]

1. Soient h1,h2 des fonctions non négatives définies sur un intervalle J, avec la propriété

h2(t) ≤ h1(t), t ∈ J.

(a) Si f ∈ SX(h2, I), alors f ∈ SX(h1, I).

(b) Si f ∈ SV (h1, I), alors f ∈ SV (h2, I).

2. Si f ,g ∈ SX(h,I) et λ > 0, alors f + g, λf ∈ SX(h,I). Si f ,g ∈ SV (h,I) et λ > 0, alors

f + g, λf ∈ SV (h,I).

3. Soit f et g des fonctions d’ordre asynchrone sur I, i.e

(f (x)− f (y))(g(x)− g(y)) ≥ 0. (1.8)

Pour tout x,y ∈ I .

i) Si f ∈ SX(h1, I), g ∈ SX(h2, I) et h(α) + h(1−α) ≤ c pour tout α ∈ (0,1), où h(t) =

max(h1(t),h2(t)) et c est un nombre positif fixé, alors le produit fg appartient à

SX(ch,I).

ii) Si f et g sont asynchrones, f ∈ SV (h1, I), g ∈ SV (h2, I) et h(α) + h(1 −α) ≥ c pour

tout α ∈ (0,1), où h(t) = min(h1(t),h2(t)) et c> 0 , alors le produit fg appartient à

SV(ch,I).

Démonstration. 1) Si f ∈ SX(h2, I), alors pour tout x,y ∈ I , α ∈ (0,1). Nous avons :

f (αx+ (1−α)y) ≤ h2(α)f (x) + h2(1−α)f (y)

≤ h1(α)f (x) + h1(1−α)f (y).

Donc f ∈ SX(h1, I).De même pour le cas concave.

2) si f ,g ∈ SX(h,I), alors nous avons :

f (αx+ (1−α)y) ≤ h(α)f (x) + h(a−α)f (y)

et

g(αx+ (1−α)y) ≤ h(α)g(x) + h(a−α)g(y),

FMI Tiaret 9



1.3 Quelques types de convexité

ce qui implique

(f + g)(αx+ (1−α)y) ≤ h(α)(f (x) + g(x)) + h(1−α)(f (y) + g(y))

≤ h(α)(f + g)(x) + h(1−α)(f + g)(y).

D’où (f + g) ∈ SX(h,I). Si f ∈ SX(h,I), alors pour tout λ > 0, nous avons :

(λf )(αx+ (1−α)y) ≤ h(α)(λf )(x) + h(1−α)(λf )(y)

≤ h(α)(λf )(x) + h(1−α)(λf )(y).

De même pour le cas concave.

3) Dans (1.8), nous avons :

f (x)g(x) + f (y)g(y) ≥ f (x)g(y) + f (y)g(x).

Soient α et β des nombres positifs tels que α + β = 1. Alors, on obtient

f g(αx+ βy)

≤ (h1(α)f (x) + h1(β)f (y)).(h2(α)g(x) + h2(β)g(y))

≤ h(α)2(f g)(x) + h(α)h(β)f (x)g(y) + h(α)h(β)f (y)g(x) + h(β)2(f g)(y)

≤ h(α)2(f g)(x) + h(α)h(β)f (x)g(x) + h(α)h(β)f (y)g(y) + h(β)2(f g)(y)

= (h(α) + h(β))h(α)(f g)(x) + h(β)(f g)(y)

≤ ch(α)(f g)(x) + ch(β)(f g)(y).

ii) Même démonstration que i).

�

Remarque 1.7. 1. Si h(t)=t, alors toute fonction convexe positive appartienne à SX(h,I)

et toute fonction concave negative appartienne à SV (h,I).

2. Si h(t) = 1
t , alors SX(h,I) = Q(I).

3. Si h(t)=1, alors SX(h,I) ⊃ P (I).

4. Si h(t) = ts, ou s ∈ (0,1), alors SX(h,I) ⊃ K2
s .

Il suffit d’utiliser la définition pour établir ces résultat.
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1.3 Quelques types de convexité

1.3.1.1 Fonction super additive

Définition 1.9. [23] Une fonction h : J →R est dite une fonction super-additive si :

h(x+ y) > h(x) + h(y), (1.9)

pour tout x,y ∈ J .

1.3.1.2 Fonction super (sous) multiplicative h :

Définition 1.10. [22, p,306] Une fonction h : J → R est dite fonction super-multiplicative

si :

h(xy) ≥ h(x)h(y), (1.10)

pour tout x,y ∈ J . Si l’inégalité (1.10) est inversée, on dit alors que h est une fonction sous-

multiplicative. Si l’égalité tient dans (1.10), alors h est dit une fonction multiplicative.

Exemple 1.7. Soit h une fonction définie par h(x) = (c+x)p−1, x ≥ 0. Si c=0, alors la fonction

h est multiplicative. Si c ≥ 1, alors pour p ∈ (0,1) la fonction h est super-multiplicative et pour

p>1 la fonction h est sous-multiplicative.

Théorème 1.1. [22] Soit I un intervalle tel que 0 ∈ I .

a) Soit f ∈ SX(h,I) et f (0) = 0. Si la fonction h est super-multiplicative, alors l’inégalité

f (αx+ βy) ≤ h(α)f (x) + h(β)f (y), (1.11)

vérifie pour tout x,y ∈ I et tout α,β > 0 tels que α + β ≤ 1 .

b) Soit h une fonction non négative avec h(α) <
1
2

, pour certain α ∈ (0, 1
2 ). Si f est une

fonction positive telle que l’inégalité (1.11) est vraie pour tout x,y ∈ I et tout α,β > 0

avec α + β ≤ 1 , alors f (0) = 0 .

c) Soit f ∈ SV (h,I) et f (0) = 0. Si la fonction h est sous-multiplicative, alors l’inégalité

f (αx+ βy) ≥ h(α)f (x) + h(β)f (y), (1.12)

valable pour tout x,y ∈ I et tout α,β > 0 avec α + β ≤ 1.
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1.3 Quelques types de convexité

d) Soit h une fonction non négative avec h(α) > 1
2 pour certain α ∈ (0, 1

2 ). Si f est non

négative-fonction telle que l’inégalité (1.12) est valable pour tout x,y ∈ Iet tout α,β > 0

avec α + β ≤ 1, alors f (0) = 0.

Démonstration. a) Soit α et β des nombres positifs tels que α + β = γ < 1. Définissons

les nombres a et b comme suit : a = α
γ et b = α

γ . Alors a+ b = 1 et on a ce qui suit :

f (αx+ βy) = f (αγx+ βγy) ≤ h(a)f (γx) + h(b)f (γy)

= h(a)f (γx+ (1−γ)y) + h(b)f (γy(1−γ)y)

≤ h(a)(h(γ)f (x) + h(γ)f (y)) + h(b)(h(γ)f (y) + h(1−γ)f (y))

= h(a)h(γ)f (x) + h(b)h(γ)f (y) ≤ h(aγ)f (x) + h(bγ)f (y)

= h(α)f (x) + h(β)f (y).

Où nous utilisons que f ∈ SX(h,I), f (0) = 0 et h est super multiplicative, respecti-

vement.

b) Supposons que f (0) , 0, c’est-à-dire f (0) > 0. En mettant x = y = 0 dans (1.11), on

obtient

f (0) ≤ h(α)f (0) + h(β)f (0) pour α,β > 0, α + β ≤ 1.

Mettre α = β, α ∈ (0, 1
2 ) et en divisant par f(0) on obtient 1 ≤ 2h(α) pour tout

α ∈ (0, 1
2 ) ce qu’est en contradiction avec l’hypothèse du théorème. Donc, il s’en-

suit quef (0) = 0.

Les preuves pour les cas (c) et (d) sont similaires aux précédentes.

�

Corollaire 1.1. Soit hs(x) = xs, s ∈ R,x ∈ (0,∞). Si f ∈ SX(hs, I) avec s> 0,0 ∈ I , alors

l’inégalité (1.11) est valable pour tout α,β > 0 avec α + β ≤ 1 si et seulement si f(0)=0. Si

f ∈ SV (hs, I) avec s < 0, 0 ∈ I , alors l’inégalité (1.12) est vraie pour tout α,β > 0 avec α+β ≤ 1

si et seulement si f(0)=0 .

Proposition 1.4. [22, p.308] Soit h : J →R une fonction super-multiplicative positive et soit

f : I → R une fonction telle que f ∈ SX(h,I). Alors pour x1,x2,x3 ∈ I,x1 < x2 < x3 tel que

x3 − x1,x3 − x2,x2 − x1 ∈ J l’inégalité suivante est vraie :

h(x3 − x2)f (x1)− h(x3 − x1)f (x2) + h(x2 − x1)f (x3) ≥ 0. (1.13)
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1.3 Quelques types de convexité

Si la fonction h est super-multiplicative et f ∈ SV (h,I), alors l’inégalité (1.13) est inversée.

Démonstration. Soit f ∈ SX(h,I) et x1,x2,x3 ∈ I des nombres qui satisfont aux hypothèses

de la proposition. En suite

x3 − x2

x
3
− x1

∈ (0,1) ⊆ J, x2 − x1

x3 − x1
∈ (0,1) ⊆ J et x3 − x2

x3 − x1
+
x2 − x1

x3 − x1
= 1.

Également

h(x3 − x2) = h(
x3 − x2

x3 − x1
.(x3 − x1)) ≥ h(

x3 − x2

x3 − x1
).h(x3 − x1)

et

h(x2 − x1) ≥ h(
x2 − x1

x3 − x1
).h(x3 − x1).

Soit h(x3 − x1) > 0.Si on prend : α =
x3 − x2

x3 − x1
,x = x1, y = x3 dans (1.11) x2 = αx+ (1−α)y

f (x2) ≤ h(
x3 − x2

x3 − x1
)f (x1) + h(

x2 − x1

x3 − x1
)f (x3)

≤ h(x3 − x2)
h(x3 − x1)

f (x1) +
h(x2 − x1)
h(x3 − x1)

f (x3).

En multipliant l’inégalité par h(x3 − x1), nous obtenons l’inégalité (1.13). �

Théorème 1.2. [22, p.307] Soit f : I1 → [0,∞), g : I2 → [0,∞) des fonctions avec g(I2) ⊆

I1 . Si la fonction g est convexe ( concave ) et la fonction f est croissante ( décroissante )

f ∈ SX(h,I1), alors la composition f ◦ g appartient à SX(h,I2). Si la fonction g est convexe

(concave ) et la fonction f est décroissante ( croissante ) , f ∈ SV (h,I1) alors la composition

f ◦ g appartient à SV (h,I2).

Démonstration. Supposons que g est une fonction convexe, f est croissante, f ∈ SX(h,I1).

Puis pour x,y ∈ I2 et α ∈ (0,1), nous avons :
(f ◦ g)((αx+ (1−α)y)) ≤ f (αg(x) + (1−α)g(y))

≤ h(α)(f ◦ g)(x) + h(1−α)(f ◦ g)(y).

�
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Chapitre 2
Inégalites fractionnaires

Inégalité classique usuelles

1) Inégalité de Hôlder

Théorème 2.1. Soient Ω ⊂ R
n un ensemble mesurable, et 0 < p < ∞, f ∈ Lp(Ω) et

g ∈ Lq(Ω) avec 1
p + 1

q = 1, alors :

– Si 1 ≤ p <∞ ∫
Ω
|f g |dx ≤ ‖f ‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω).

– Si 0 < p < 1, |Ω| > 0 et ∀x ∈Ω,g(x) , 0.∫
Ω
|f g |dx > ‖f ‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω).

2) Inégalité de Minkowsky

Théorème 2.2. Soit Ω ⊂R
n un ensemble mesurable, et 1 ≤ p <∞, f ∈ Lp(Ω) et

g ∈ Lq(Ω). Alors :

‖f + g‖Lp(Ω) ≤ ‖f ‖Lp(Ω) + ‖g‖Lq(Ω).

3) Inégalité de Dirichlet

Théorème 2.3. Soient h(x,y) une fonction continue et α,β deux réels positifs. L’expres-

sion suivante est dite formule de Dirichlet :∫ 1

0
(t − x)α−1dx

∫ x

0
(t − x)α−1h(x,y)dy =

∫ t

0
dy

∫ t

y
(t − x)α−1(t − x)α−1h(x,y)dx.

14



2.1 Inégalité d’Hermite-Hadamard

Certains cas particuliers de la formule de Dirichlet sont d’un intérêt particulier.Par

exemple, si on prend :

h(x,y) = g(x)f (y),

et

g(x) = 1.

Alors ∫ t

0
(t − x)α−1dx

∫ x

0
(x − y)β−1f (y)dy = B(α,β)

∫ t

0
(t − y)α+β−1f (y)dy.

ou B est la fonction Bêta.

2.1 Inégalité d’Hermite-Hadamard

Au cours des dernières année il ya eu de nombreuses extensions, des généralisations

et des résultats similaires à l’inégalité d’Hermite Hadamard pour différents types de

convexités. Dans ce chapitre nous allons citer quelque résultat avec prouves concernant

l’inégalité d’Hermite-Hadamard pour la classe des fonctions convexes et h-convexes.

2.1.1 Cas convexe

Théorème 2.4. [18] Soit f : [a,b]→R est une fonction convexe, alors l’inégalité d’Hermite-

Hadamard est donnée comme suit :

f (
a+ b

2
) ≤ 1

b − a

∫ b

a
f (x)dx ≤

f (a) + f (b)
2

. (2.1)

Démonstration. On suppose que f est convexe sur [a,b], alors nous avons :

f (
a+ b

2
) = f (

a
2

+
b
2

+
x
2
− x

2
)

= f (
1
2
f (a+ b − x) +

1
2
f (x))

≤ 1
2
f (a+ b − x) +

1
2
f (x). (2.2)

On pose :x = ta+ (1− t)b,avec t ∈ [0,1], on obtient :

f (a+ b − x) + f (x) = f (a+ b − ta− (1− t)b) + f (ta+ (1− t)b)
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2.1 Inégalité d’Hermite-Hadamard

= f ((1− t)a+ tb) + f (ta+ (1− t)b)

≤ f (a) + f (b). (2.3)

D’après (2.2) et (2.3) :

2f (
a+ b

2
) ≤ f (a+ b − x) + f (x)

≤ f (a) + f (b),

on intégré les deux membres de l’inégalité sur [a,b], on trouve

f (
a+ b

2
) ≤ 1

b − a

∫ b

a
f (x)dx ≤

f (a) + f (b)
2

.

�

Théorème 2.5. [18] Soient f ,g : [a,b] ⊂ R → [0;+∞[ deux fonctions convexes sur [a,b],

a < b, nous avons :
1

b − a

∫ b

a
f (x)g(x) ≤ 1

3
M(a,b) +

1
6
N (a,b), (2.4)

et

2f (
a+ b

2
)g(
a+ b

2
) ≤ 1

b − 1

∫ b

a
f (x)g(x) ≤ 1

3
M(a,b) +

1
6
N (a,b).

Ou : M(a,b) = f (a)g(a) + f (b)g(b) et N (a,b) = f (a)g(b) + f (b)g(a).

Démonstration. D’une part, supposons que f ,g sont convexes sur [a,b] alors pour tout

t ∈ [0,1], nous avons :

f (ta+ (1− t)b) ≤ tf (a) + (1− t)f (b), (2.5)

g(ta+ (1− t)b) ≤ tg(a) + (1− t)g(b). (2.6)

Alors

(f g)(ta+ (1− t)b) ≤ t2(f g)(a) + (1− t)2(f g)(b) + t(1− t)[f (a)g(b) + f (b)g(a)].

De même, nous avons :

(f g)((1− t)a+ tb) ≤ (1− t)2(f g)(a) + t2(f g)(b) + t(1− t)[f (a)g(b) + f (b)g(a)],

ce qui implique que

(f g)(ta+ (1− t)b) + (f g)((1− t)a+ tb) (2.7)
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2.1 Inégalité d’Hermite-Hadamard

≤ (2t2 − 2t + 1)[(f g)(a) + (f g)(b)] + 2t(1− t)[f (a)g(b) + f (b)g(a)].

On intègre inégalité (2.7) sur [0,1], on aura∫ 1

0
[(f g)(ta+ (1− t)b) + (f g)((1− t)a+ tb)]dt

≤ [(f g)(a) + (f g)(b)]
∫ 1

0
(2t2 − 2t + 1)dt + 2[f (a)g(b) + f (b)g(a)]

∫ 1

0
t(1− t)dt

=
2
3

[(f g)(a) + (f g)(b)] +
1
3

[f (a)g(b) + f (b)g(a)].

D’où

1
b − a

∫ b

a
f (x)g(x)dx ≤ 1

3
[f (a)g(a) + f (b)g(b)] +

1
6

[f (a)g(b) + f (b)g(a)].

D’autre part, nous avons

a+ b
2

=
ta+ (1− t)b

2
+

(1− t)a+ tb
2

.

Alors

f

(
a+ b

2

)
g

(
a+ b

2

)
= f

(
ta+ (1− t)b

2
+

(1− t)a+ tb
2

)
g

(
ta+ (1− t)b

2
+

(1− t)a+ tb
2

)
≤ 1

4
[f (ta+ (1− t)b) + f ((1− t)a+ tb)][g(ta+ (1− t)b) + g((1− t)a+ tb)]

≤ 1
4

[(f g)(ta+ (1− t)b) + (f g)((1− t)a+ tb)]

+
1
4

[tf (a) + (1− t)f (b)][(1− t)g(a) + tg(b)]

+
1
4

[(1− t)f (a) + tf (b)][tg(a) + (1− t)g(b)]

≤ 1
4

[(f g)(ta+ (1− t)b) + (f g)((1− t)a+ tb)]

+
1
4

{
2t(1− t)[(f g)(a) + (f g)(b)] +

[
t2 + (1− t)2

]
[f (a)g(b) + f (b)g(a)]

}
.

On intègre les deux membre de l’inégalité sur [0, 1], on obtient

f

(
a+ b

2

)
g

(
a+ b

2

)
≤ 1

4

∫ 1

0
{(f g)(ta+ (1− t)b) + (f g)((1− t)a+ tb)} dt

+
1

12
[f (a)g(a) + f (b)g(b)] +

1
6

[f (a)g(b) + f (b)g(a)].

Ce qui donne

2f
(
a+ b

2

)
g

(
a+ b

2

)
≤ 1
b − a

∫ b

a
(f g)(x)dx+

1
6

[(f g)(a) + (f g)(b)] + [f (a)g(b) + f (b)g(a)].

�
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2.1 Inégalité d’Hermite-Hadamard

2.1.2 Cas h-convexe

Dans [18],Sarikaya et al, on l’inégalité d’une fonction d’Hermite-Hadamard pour une

fonction h-convexe comme suit :

Théorème 2.6. [18] Soit f : I ⊂R→R est une fonction h-convexe sur I et a,b ∈ I , avec a < b

et f ∈ L1([a,b]). Alors, nous avons :

1

2h(1
2 )
f (
a+ b

2
) ≤ 1

b − a

∫ b

a
f (x)dx ≤ [f (a) + f (b)]

∫ 1

0
h(α)dα. (2.8)

Démonstration. On suppose que f ∈ SX(h,I) , c’est á dire

f (αx+ (1−α)y) ≤ h(α)f (x) + h(1−α)f (y) ,∀α > 0. (2.9)

On suppose x = ta+ (1− t)b, y = (1− t)a+ tb et α = 1
2 , on obtient

f (
a+ b

2
) ≤ h(

1
2

)(f (ta+ (1− t)b) + h(
1
2

)f ((1− t)a+ tb)

≤ h(
1
2

) [f (ta+ (1− t)b) + f ((1− t)a+ tb)] .

Puis, on intègre par rapport á t sur [0,1], on obtient

f (
a+ b

2
) ≤ h(

1
2

)
[∫ 1

0
f (ta+ (1− t)b)dt +

∫ 1

0
f ((1− t)a+ tb)dt

]
≤ h(

1
2

)
2

b − a

∫ b

a
f (x)dx,

donc
1

2h(1
2 )
f (
a+ b

2
) ≤ 1

b − a

∫ b

a
f (x)dx.

D’où la première inégalité est prouvée.

D’autre part, en utilisant (2.8), avec x = a,y = b, puis on intègre l’inégalité par rapport á

α sur [0,1], on obtient

1
b − 1

∫ b

a
f (x)dx ≤ (f (a) + f (b))

∫ 1

0
h(α)dα.

D’où le résultat. �
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2.1 Inégalité d’Hermite-Hadamard

Théorème 2.7. [14] Soient f ∈ SX(h1, I), g ∈ SX(h2, I), a,b ∈ I , avec a < b, telle que f ,g ∈

L1[a,b] et h1h2 ∈ L1[a,b]. Alors, nous avons

1
b − a

∫ b

a
f (x)g(x)dx ≤M(a,b)

∫ 1

0
h1(t)h2(t)dt +N (a,b)

∫ 1

0
h1(t)h2(1− t)dt, (2.10)

oú

M(a,b) = f (a)g(a) + f (b)g(b),

et

N (a,b) = f (a)g(b) + f (b)g(a).

Démonstration. Comme f ∈ SX(h1, I) et g ∈ SX(h2, I), nous avons

f (ta+ (1− t)b) ≤ h1(t)f (a) + h1(1− t)f (b),

et

g(ta+ (1− t)b) ≤ h2(t)g(a) + h2(1− t)g(b),

pour tout t ∈ [0,1]. Comme f et g sont positives, donc

f (ta+ (1− t)b)g(ta+ (1− t)b) ≤ h1(t)h2(t)f (a)g(a) + h1(t)h2(1− t)f (a)g(b)

+ h2(t)h1(1− t)f (b)g(a) + h1(1− t)h2(1− t)f (b)g(b).

Puis on intègre par rapport à t sur [0,1], on obtient∫ 1

0
[f (ta+ (1− t)b)g(ta+ (1− t)b)]dt

≤ f (a)g(a)
∫ 1

0
h1(t)h2(t)dt + f (a)g(b)

∫ 1

0
h1(t)h2(1− t)dt

+ f (b)g(a)
∫ 1

0
h2(t)h1(1− t)dt + f (b)g(b)

∫ 1

0
h1(1− t)h2(1− t)dt

= [f (a)g(a) + f (b)g(b)]
∫ 1

0
h1(t)h2(t)dt

+ [f (a)g(b) + f (b)g(a)]
∫ 1

0
h1(t)h2(1− t)dt.

Alors

1
b − a

∫ b

a
f (x)g(x)dx ≤M(a,b)

∫ 1

0
h1(t)h2(t)dt +N (a,b)

∫ 1

0
h1(t)h2(1− t)dt.

�
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2.1 Inégalité d’Hermite-Hadamard

Remarque 2.1. Dans le théorème (2.4) si on prend h1(t) = h2(t) = t, alors l’inégalité(2.10)

réduire à (2.4).

Théorème 2.8. [22] Soient f ∈ SX(h1, I), g ∈ SX(h2, I), a,b ∈ I , a < b, telle que f g ∈ L1[a,b]

et h1h2 ∈ L1[a,b]. Alors nous avons :

1

2h1(1
2 )h2(1

2 )
f

(
a+ b

2

)
g

(
a+ b

2

)
− 1
b − a

∫ b

a
f (x)g(x)dx

≤M(a,b)
∫ 1

0
h1(t)h2(t)dt +N (a,b)

∫ 1

0
h1(t)h2(1− t)dt,

où

M(a,b) = f (a)g(a) + f (b)g(b)

et

N (a,b) = f (a)g(b) + f (b)g(a).

Démonstration. Nous avons

a+ b
2

=
ta+ (1− t)b

2
+

(1− t)a+ bt
2

,

donc

f

(
a+ b

2

)
g

(
a+ b

2

)
= f

(
ta+ (1− t)b

2
+

(1− t)a+ bt
2

)
g

(
ta+ (1− t)b

2
+

(1− t)a+ bt
2

)
≤ h1

(1
2

)
[f (ta+ (1− t)b) + f ((1− t)a+ tb)]

× h2

(1
2

)
[g(ta+ (1− t)b) + g((1− t)a+ tb)]

= h1

(1
2

)
h2

(1
2

)
× [f (ta+ (1− t)b)g(ta+ (1− t)b) + f ((1− t)a+ tb)g((1− t)a+ tb)]

+ [f (ta+ (1− t)b)g((1− t)a+ tb) + f ((1− t)a+ tb)g(ta+ (1− t)b)]

≤ h1(
1
2

)h2(
1
2

)

× {f (ta+ (1− t)b)g(ta+ (1− t)b) + f ((1− t)a+ tb)g((1− t)a+ tb)}

+ h1(
1
2

)h2(
1
2

) {[h1(t)f (a) + h1(1− t)f (b)][h2(1− t)g(a) + h2(t)g(b)]}

+ {[h1(1− t)f (a) + h1(t)f (b)][h2(t)g(a) + h2(1− t)g(b)]} .
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2.1 Inégalité d’Hermite-Hadamard

Donc, nous avons

f

(
a+ b

2

)
g

(
a+ b

2

)
≤ h1(

1
2

)h2(
1
2

) {f (ta+ (1− t)b)g(ta+ (1− t)b) + f ((1− t)a+ tb)g((1− t)a+ tb)}

+ h1(
1
2

)h2(
1
2

)f (h1(t)h2(1− t) + h1(1− t)h2(t))M(a,b)

+ (h1(t)h2(t) + h1(1− t)h2(1− t))N (a,b).

En intégrant sur [0,1], on obtient

f

(
a+ b

2

)
g

(
a+ b

2

)
−

2h1(1
2 )h2(1

2 )
b − a

∫ b

a
f (x)dx

≤ 2h1(
1
2

)h2(
1
2

)
{
M(a,b)

∫ 1

0
h1(t)h2(1− t)dt +N (a,b)

∫ 1

0
h1(t)h2(t)dt

}
.

D’où le résultat. �

Corollaire 2.1. – Soit f : [0,+∞[→ [0,+∞[ une fonction s-convexe dans le premier sens

où s ∈]0,1] et a,b ∈ [0,+∞[ , avec a < b, si f ∈ L1([a,b]), nous avons

f (
a+ b

2
) ≤ 1

b − a

∫ b

a
f (x)dx ≤

f (a) + sf (b))
s+ 1

. (2.11)

– Soit f : [0,∞[→ [0,∞[ une fonction s-convexe dans le second sens ou s ∈]0,1] et a,b ∈

[0,∞[ avec a < b , Si f ∈ L1([a,b]), nous avons :

2s−1f (
a+ b

2
) ≤ 1

b − a

∫ b

a
f (x)dx ≤

f (a) + f (b)
s+ 1

. (2.12)

– Soient f ,g : [a,b] → R, a,b ∈ [0,∞), a < b, des fonctions telles que g et f g sont dans

L1([a,b]). Si f est convexe et non négatif sur [a,b], et si g est s-convexe sur [a,b] pour un

certain s ∈ (0,1) fixé, alors

2sf
(
a+ b

2

)
g

(
a+ b

2

)
− 1
b − a

∫ b

a
f (x)g(x)dx

≤ 1
(s+ 1)(s+ 2)

M(a,b) +
1

(s+ 2)
N (a,b).

Corollaire 2.2. Soit f ∈Q(I), a,b ∈ I , avec a < b et f ∈ L1([a,b]). Puis

f

(
a+ b

2

)
≤ 4
b − a

∫ b

a
f (x)dx.
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2.1 Inégalité d’Hermite-Hadamard

Corollaire 2.3. Soit f ∈ P (I), a,b ∈ I , avec a < b et f ∈ L1([a,b]). Puis

f

(
a+ b

2

)
≤ 2
b − a

∫ b

a
f (x)dx ≤ 2[f (a) + f (b)]. (2.13)

Remarque 2.2. dans le théorème(2.3), si on prend :

1. h(α) = α, alors (2.7) se réduite à (2.4).

2. h(α) = αs, alors (2.7) se réduite à (2.11).

3. h(α) = 1, alors (2.7) se réduite à (2.12).

.
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Chapitre 3
Fonctions convexes et h-convexes dans le

cas fractionnaire

Avec la naissance de l’intégrale fractionnaire, d’autres variantes de l’inégalité d’Hermite-

hadamard ont été obtenues pour différentes classes de fonctions,voir [12, 13, 17, 19].

Dans ce chapitre, il sera question de l’inégalté d’Hermite-Hadamard pour les fonctions

convexes et h-convexes.

3.1 Rappel sur le calcul fractionnaire

3.2 Fonction spéciales :

Dans cette section on introduit deux fonctions spéciales dites aussi fonctions d’Euler.

Définition 3.1. ( Fonction Gamma ) La fonction Gamma (ou fonction d’Euler de deuxième

espèce) est une fonction qui prolonge la fonction factorielle aux valeurs réelles. définie par

l’intégrale suivante :

Pour α ∈C− {0,−1,−2,−3, ...}

Si Re(α) > 0

Γ (α) =
∫ ∞

0
tα−1e−tdt. (3.1)

23



3.2 Fonction spéciales :

Si Re(α) ≤ 0,α , {0,−1,−2,−3, ......}

Γ (α) =
Γ (α + 1)
α

.

3.2.0.1 Propriétés de fonction Γ (α) :

1. Γ (1) = 1 = Γ (2) item Pour α ∈C− {0,−1,−2,−3, ...}

Γ (α + 1) = αΓ (α).

2. Pour n ∈N∗

Γ (n) = (n− 1)!.

3. Pourα ∈C− {0,−1,−2,−3, ...}

Γ (1−α) = −αΓ (−α).

Définition 3.2. ( Fonction Bêta ) La fonction Bêta est définie par :

B : (p,q) =
∫ 1

0
tp−1(1− t)q−1dt,

tel que p,q > 1.

Théorème 3.1. Propriétes de la fonction Béta

1. Pour Re(p),Re(q) > 0, nous avons

B(p,q) =
∫ 1

0
tp−1(1− t)q−1dt

=
∫ +∞

0

tp−1

(1 + p)p+q

= 2
∫ π

2

0
(sint)2p−1(cost)2q−1.

2.

B(p+ 1,q+ 1) =
∫ 1

0
tp(1− t)qdt.

3. La fonction Béta possède l’identité suivante :

B(p,q) = B(q,p).
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3.3 Intégrale fractionnaire de R-L.

3.3 Intégrale fractionnaire de R-L.

Définition 3.3. Soit f une fonction Lebesgue intégrable, soit α ∈ C,Re(α) > 0. pour tout

t ∈ [a,b], on définit l’intégrale á gauche (respectivement á droite) d’ordre α de Riemann -

Liouville de la fonction f par :

Jαa+f (x) =
1

Γ (α)

∫ x

a
(x − t)α−1f (t)dt x > a,

et

Jαb−f (x) =
1

Γ (α)

∫ b

x
(t − x)α−1f (t)dt x < b.

- Pour α = 0 : J0
a+
f (x) = J0

b−
f (x) = f (x).

Propriétés 3.1. (Semi-groupe) Pour f ∈ C[a,b],l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

possède les propriétés suivantes :

1. Iαa+[Iβa+f (x)] = Iα+β
a+ f (x) .

2. Iαb−[I
β
b−f (x)] = Iα+β

b− f (x).

Démonstration. 1) Soit f ∈ C[a,b], α > 0 et β > 0 alors :

Iαa+
(Iβa+f )(t) =

1
Γ (α)

∫ t

a
(t − r)α−1(Iβa+f )(r)dr

=
1

Γ (α)

∫ t

a
(t − r)α−1

[
1

Γ (β)

∫ r

a
(r − s)β−1f (s)ds

]
dr

=
1

Γ (α)Γ (β)

∫ t

a
(t − r)α−1

[∫ r

a
(r − s)β−1f (s)ds

]
dr.

D’après la formule de Dirichlet on trouve :

Iαa+
(Iβa+f )(t) =

β(β,α)
Γ (α)Γ (β)

∫ t

a
(t − s)α+β−1f (s)ds

=
Γ (α)Γ (β)

Γ (α)Γ (β)Γ (α + β)

∫ t

a
(t − s)α+β−1f (s)ds

=
1

Γ (α + β)

∫ t

a
(t − s)α+β−1f (s)ds

= Iα+β
a+ f (t).

2) De mémé manière on montre que Iαb−[I
β
b−f (x)] = Iα+β

b− f (x).

�
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3.3 Intégrale fractionnaire de R-L.

Proposition 3.1. : Soient f ∈ Lp([a,b],R) et g ∈ Lq([a,b],R) de plus α > 0 et,

p,q > 1, 1
p + 1

q = 1, alors ∫ b

a
f (x)(Jαa+g)(x)dx =

∫ b

a
g(x)(Jαb−f )(x)dx.

Démonstration. D’après la théorème de Fubini, on obtient∫ b

a
f (x)(Jαa+g)(x)dx =

∫ b

a
f (x)

(
1

Γ (α)

∫ x

a
(x − t)α−1g(t)dt

)
dx

=
∫ b

a
g(t)

(
1

Γ (α)

∫ b

t
(x − t)α−1f (x)dx

)
dt

=
∫ b

a
g(x)(Iαb−f )(x)dx.

�

3.3.1 Via la convexité

Théorème 3.2. Soit f : [a,b]→R une fonction positive avec 0 ≤ a < b et f ∈ L1[a,b]. Si f est

une fonction convexe sur [a,b], α > 0, alors :

f

(
a+ b

2

)
≤ Γ (α + 1)

2(b − a)α
[
Jαa+f (b) + Jαb−f (a)

]
≤
f (a) + f (b)

2
. (3.2)

Démonstration. Puisque f est une fonction convexe sur [a,b], nous avons pour x,y ∈ [a,b]

f
(x+ y

2

)
≤
f (x) + f (y)

2
. (3.3)

En possant

x = ta+ (1− t)b,y = (1− t)a+ tb,

on obtient

2f
(
a+ b

2

)
≤ f (ta+ (1− t)b) + f ((1− t)a+ tb). (3.4)

En multipliant les deux membres de (3.4) par tα−1, puis en intégrant l’inégalité résultante
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3.3 Intégrale fractionnaire de R-L.

par rapport à t sur [0,1], on obtient

2
α
f

(
a+ b

2

)
≤

∫ 1

0
tα−1f (ta+ (1− t)b)dt +

∫ 1

0
tα−1f ((1− t)a+ tb)dt

=
∫ a

b

(
b −u
b − a

)α−1

f (u)
du
a− b

+
∫ b

a

(v − a
b − a

)α−1
f (v)

dv
a− b

=
Γ (α)

(b − a)α
[
Jαa+f (b) + Jαb−f (a)

]
,

c’est à dire

f

(
a+ b

2

)
≤ (α + 1)

2(b − a)α
[
Jαa+f (b) + Jαb−f (a)

]
.

D’où la première inégalité est prouvée.

D’autre part, si f est une fonction convexe, alors pour t ∈ [0,1], nous avons :

f (ta+ (1− t)b) ≤ tf (a) + (1− t)f (b),

et

f ((1− t)a+ tb) ≤ (1− t)f (a) + tf (b).

En additionnant ces inégalités, on obtient

f (ta+ (1− t)b) + f ((1− t)a+ tb) ≤ tf (a) + (1− t)f (b) + (1− t)f (a) + tf (b). (3.5)

En multipliant ensuite les deux membre de (3.5) par tα−1 et en intégrant l’inégalité ré-

sultante par rapport à t sur [0,1], on obtient∫ 1

0
tα−1f (ta+ (1− t)b)dt +

∫ 1

0
tα−1f ((1− t)a+ tb)dt ≤ [f (a) + f (b)]

∫ 1

0
tα−1dt.

C’est à dire.
Γ (α)

(b − a)α
[
Jαa+f (b) + Jαb−f (a)

]
≤
f (a) + f (b)

α
.

La preuve est terminée.
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3.4 Inégalité pour fonction dont la dérivée en valeur est convexe

3.4 Inégalité pour fonction dont la dérivée en valeur est

convexe

Lemme 3.1. [20] Soit f : [a,b] → R une fonction différentiable sur (a,b) avec a < b. Si

f ′ ∈ L1[a,b]. Alors nous avons légalité suivante pour les intégrales fractionnaires :

f (a) + f (b)
2

− Γ (α + 1)
2(b − a)α

[Jαa+
f (b) + Jαb−f (a)]

=
b − a

2

∫ 1

0
[(1− t)α − tα]f ′[ta+ (1− t)b]dt. (3.6)

Démonstration. Il suffit de noter que

I =
∫ 1

0
[(1− t)α − tα]f ′[ta+ (1− t)b]dt

=
[∫ 1

0
(1− t)αf ′(ta+ (1− t)b)dt

]
+
[
−
∫ 1

0
tαf ′(ta+ (1− t)b)dt

]
=I1 + I2. (3.7)

Par intégration par parties, on obtient

I1 =
[∫ 1

0
(1− t)αf ′(ta+ (1− t)b)dt

]
= (1− t)α

f (ta+ (1− t)b)
b − a

|10 +α
∫ 1

0
(1− t)α

f (ta+ (1− t)b)
b − a

dt

=
f (b)
b − a

− α
b − a

∫ b

a

(a− x
a− b

)α−1 f (x)
a− b

dx

=
f (b)
b − a

− Γ (α + 1)
(b − a)α+1 J

α
b−f (a), (3.8)

de même, nous avons

I2 =
[
−
∫ 1

0
tαf ′(ta+ (1− t)b)dt

]
= −

tαf (ta+ (1− t)b)
b − a

|10 +α
∫ 1

0
tα−1 f (ta+ (1− t)b)

b − a
dt

=
f (a)
b − a

− α
b − a

∫ b

a

(a− x
a− b

)α−1 f (x)
a− b

dx

=
f (a)
b − a

− Γ (α + 1)
(b − a)α+1 J

α
a+f (b). (3.9)
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3.4 Inégalité pour fonction dont la dérivée en valeur est convexe

En utilisant (3.7) et (3.8) dans (3.9), il s’ensuit que

I =
f (b)− f (a)
b − a

− Γ (α + 1)
(b − a)α+1 [Jαa+f (b) + Jαb−f (a)]. (3.10)

Ainsi, en multipliant les deux côtés de (3.10 ) par
a− b

2
, on obtient (3.6).

Lemme 3.2. Soit f : I ⊂ R une fonction différentiable sur I◦ et a,b ∈ I , avec a<b. Si f ′ ∈

L[(a,b)], alors

f

(
a+ b

2

)
− 2α−1Γ (α + 1)

(b − a)α
[
Jα
( a+b2 )
− f (a) + Jα

( a+b2 )
+ f (b)

]
=
b − a

4

∫ 1

0

[
tαf ′

(
(1− t)a+ t

a+ b
2

)
− (1− t)αf ′

(
(1− t)a+ b

2
+ tb

)]
dt,

et
f (a) + f (b)

2
− 2α−1Γ (α + 1)

(b − a)α

[
Jαa+f (

a+ b
2

) + Jαb−f
(
a+ b

2

)]
=
b − a

4

∫ 1

0

[
tαf ′

(
(1− t)a+ b

2
+ tb

)
− (1− t)αf ′

(
(1− t)a+ t

a+ b
2

)]
dt.

Démonstration. voir [20]. �

Théorème 3.3. [19] Soit f : [a,b]→R une fonction différentiable sur (a,b) avec a < b. Si |f ′ |

est convexe sur [a,b]. Alors on a l’inégalité suivante pour les intégrales fractionnaires :∣∣∣∣∣f (a) + f (b)
2

− Γ (α + 1)
2(b − a)α

[
Jαa+f (b) + Jαb−f (a)

]∣∣∣∣∣ ≤ b − a
2(α + 1)

(
1− 1

2α

)
[f ′(a) + f ′(b)] . (3.11)

Démonstration. En utilisant le lemme (3.1) et la convexité de |f ′ |, nous trouvons∣∣∣∣∣f (a) + f (b)
2

− Γ (α + 1)
2(b − a)α

Jαa+f (b) + Jαb−f (a)
]∣∣∣∣∣

≤ b − a
2

∫ 1

0
|(1− t)α − tα |

∣∣∣f ′(ta+ (1− t)b)
∣∣∣ dt

≤ b − a
2

∫ 1

0
|(1− t)α − tα |

[
t
∣∣∣f ′(a)∣∣∣+ (1− t)

∣∣∣f ′(b)
∣∣∣] dt

=
b − a

2


∫ 1

2

0
[(1− t)α − tα]

[
t
∣∣∣f ′(a)∣∣∣+ (1− t)

∣∣∣f ′(b)
∣∣∣] dt +

∫ 1

1
2

[tα − (1− t)α]
[
t
∣∣∣f ′(a)∣∣∣+ (1− t)

∣∣∣f ′(b)
∣∣∣] dt

=
b − a

2
(K1 +K2). (3.12)
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3.4 Inégalité pour fonction dont la dérivée en valeur est convexe

En calculant K1 et K2, nous avons

K1 = |f ′(a)|
∫ 1

2

0
t(1− t)α dt −

∫ 1
2

0
tα+1dt

+ |f ′(b)|
∫ 1

2

0
(1− t)α+1dt −

∫ 1
2

0
(1− t)tα dt


= |f ′(a)|

 1
(α + 1) + (α + 2)

−
(1

2 )α+1

α + 1

+ |f ′(b)|
 1
(α + 2)

−
(1

2 )α+1

α + 1

 ,
et

K2 = |f ′(a)|
∫ 1

1
2

tα+1dt −
∫ 1

1
2

t(1− t)α dt
+ |f ′(b)|

∫ 1

1
2

(1− t)tα dt −
∫ 1

1
2

(1− t)α+1dt


= |f ′(a)|

 1
(α + 2)

−
(1

2 )α+1

α + 1

+ |f ′(b)|
 1
(α + 1) + (α + 2)

−
(1

2 )α+1

α + 1

 . (3.13)

Ainsi, si on utilise (??) et (3.13) dans (3.12), on obtient l’inégalité de (3.11). Ceci termine

la preuve. �

3.4.1 Via la h-convexité

Théorème 3.4. [9] Soit f ∈ SX(h,I), a,b ∈ I avec a < b et f ∈ L1[a,b]. Alors, nous avons

l’inégalité suivante :

Γ (α)
(b − a)α

[
Jαa+f (b) + Jαb−f (a)

]
≤ [f (a) + f (b)]

∫ 1

0
tα+1 [h(t) + h(1− t)] dt

≤
2[f (a) + f (b)]

(αp − p+ 1)
1
p

(∫ 1

0
(h(t))q

) 1
q

, (3.14)

avec p−1 + q−1 = 1.

Démonstration. Comme f ∈ SX(h,I), nous avons

f (tx+ (1− t)y) ≤ h(t)f (x) + h(1− t)f (y) (3.15)

et

f ((t − 1)x+ ty) ≤ h(1− t)f (x) + h(t)f (y). (3.16)

En ajoutant (3.15) et (3.16), nous avons

f (tx+ (1− t)y) + f ((1− t)x+ ty) ≤ [h(t) + h(1− t)] [f (x) + f (y)] . (3.17)
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3.4 Inégalité pour fonction dont la dérivée en valeur est convexe

En utilisant (3.17) avec x = a et y = b, on obtient

f (ta+ (1− t)b) + f ((1− t)a+ tb) ≤ [h(t) + h(1− t)] [f (a) + f (b)] . (3.18)

En multipliant les deux membres de (3.18) par tα−1, puis en intégrant inégalité résultante

par rapport à t sur [0,1], on obtient∫ 1

0
tα−[f (ta+ (1− t)b) + f ((1− t)a+ tb)]dt ≤

∫ 1

0
tα−1[h(t) + h(1− t)][f (a) + f (b)]dt,

et
Γ (α)

(b − a)α
[
Jαa+(b) + Jαb−(a)

]
≤ [f (a) + f (b)]

∫ 1

0
tα+1 [h(t) + h(1− t)] dt, (3.19)

d’où la première inégalité de (3.2) est prouvée .

D’autre part, en utilisant l’inégalité de Hölder et de Minkowski respectivement pour le

côté droit de(3.19), on obtient∫ 1

0
tα−1[h(t) + h(1− t)]dt ≤

(∫ 1

0
(tα−1)p dt)

) 1
p
(∫ 1

0
(h(t) + h(1− t))q

) 1
q

=
(
tαp−p+1

αp − p+ 1
|10

) 1
p
(∫ 1

0
(h(t) + h(1− t))q dt

) 1
q

=
(

1
αp − p+ 1

) 1
p
(∫ 1

0
(h(t) + h(1− t))q dt

) 1
q

=
(

1
αp − p+ 1

) 1
p


(∫ 1

0
(h(t))q dt

) 1
q

+
(∫ 1

0
(h(1− t))q dt

) 1
q


=

2

(αp − p+ 1)
1
p

(∫ 1

0
(h(t))q dt

) 1
q

,

d’où le résultat. �

Théorème 3.5. [9] Soit f ∈ SX(h,I) ,a,b ∈ I avec a < b, h superadditive sur I et f ∈ L1[a,b]

h ∈ L1[0,1]. Alors, nous avons

Γ (α)
(b − a)α

[
Jαa+(b) + Jαb−(a)

]
≤ h(1)

α
[f (a) + f (b)] . (3.20)

Démonstration. Comme f ∈ SX(h,I), nous avons

f (tx+ (1− t)y) ≤ h(t)f (x) + h(1− t)f (y), (3.21)
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et

f ((1− t)x+ ty) ≤ h(1− t)f (x) + h(t)f (y). (3.22)

En ajoutant (3.21) et (3.22), on obtient

f (tx+ (1− t)y) + f ((1− t)x+ ty) ≤ [h(t) + h(1− t)][f (x) + f (y)]. (3.23)

On pose x = a et y = b dans (3.23) sachant que h est super-additive, ce qui donne

f (ta+ (1− t)b) + f ((1− t)a+ tb) ≤ h(1)[f (a) + f (b)]. (3.24)

En multipliant les deux membres de (3.24)par tα−1, puis en intégrant l’inégalité par rap-

port à t sur [0,1], on obtient∫ 1

0
tα−1[f (ta+ (1− t)b) + f ((1− t)a+ tb)]dt

≤
∫ 1

0
tα−1h(1)[f (a) + f (b)]dt,

donc

Γ (α)
(b − a)α

[
Jαa+(b) + Jαb−(a)

]
≤ h(1) [f (a) + f (b)]

∫ 1

0
tα−1dt

=
h(1)
α

[f (a) + f (b)] .

D’où le résultat. �

Lemme 3.3. Soit f :⊂R→R dérivable surI◦, et a,b ∈R avec a < b, et f ′ ∈ (L[a,b]). Si |f ′ | est

h-convexe sur [a,b], alors∣∣∣∣∣∣f
(
a+ b

2

)
− 2α−1Γ (α + 1)

(b − a)α

∣∣∣∣∣∣ [Iα( a+b2 )−
f (a) + Iα

( a+b2 )+f (b)
]

≤ b − a
4

[
2

∣∣∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣∣∣
∫ 1

0
tαh(t)dt +

[∣∣∣f ′(a)∣∣∣+
∣∣∣f ′(b)

∣∣∣]∫ 1

0
tαh(1− t)dt

]

et ∣∣∣∣∣∣f
(
a+ b

2

)
− 2α−1Γ (α + 1)

(b − a)α

∣∣∣∣∣∣
[
Iαa+f (

a+ b
2

) + Iαb−f (
a+ b

2
)
]

≤ b − a
4

[
2

∣∣∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣∣∣
∫ 1

0
tαh(1− t)dt +

[∣∣∣f ′(a)∣∣∣+
∣∣∣f ′(b)

∣∣∣]∫ 1

0
tαh(t)dt

]
.
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3.5 Inégalité pour fonction dont la dérivée est h-convexe

Démonstration. Voir [19]. �

Remarque 3.1. si on prend α = 1 dans le théorème (3.5), alors (3.20) réduire a la version

spécial du coté droit de (3.14).

3.5 Inégalité pour fonction dont la dérivée est h-convexe

Théorème 3.6. [21] Soit h : J ⊂R→R et f : [a,b]→R est une fonction strictement positive

avec 0 ≤ a < b et hq ∈ L1[a,b] , f ∈ L1[a,b]. Si |f ′ |

est une fonction h-convexe sur [a,b]. Alors nous avons l’inégalité suivante pour les inté-

grales fractionnaires∣∣∣∣∣f (a) + f (b)
2

− Γ (α + 1)
2(b − a)α

[Jαa+f (b) + Jαb−f (a)]
∣∣∣∣∣

≤
(b − a) [|f ′(a)|+ |f ′(b)|]

2

( 2αp+1 − 1
2αp+1(αp+ 1)

) 1
p

−
(

1
2αp+1(αp+ 1)

) 1
p


×


∫ 1

2

0
(h(t))q dt


1
q

+

∫ 1

1
2

(h(t))q dt


1
q

 , (3.25)

où α > 0 ,p > 1 et p−1 + q−1 = 1.

Démonstration. D’après le Lemme (3.1) et en utilisant les propriétés du module, nous

avons ∣∣∣∣∣f (a) + f (b)
2

− Γ (α + 1)
2(b − a)α

[Jαa+f (b) + Jαb−f (a)]
∣∣∣∣∣

≤ b − a
2

∫ 1

0
|(1− t)α − tα ||f ′(ta+ (1− t)b)|dt
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Comme |f ′ | est une fonction h-convexe sur [a,b], nous avons∣∣∣∣∣f (a) + f (b)
2

− Γ (α + 1)
2(b − a)α

[Jαa+f (b) + Jαb−f (a)]
∣∣∣∣∣

≤ b − a
2


∫ 1

2

0
[(1− t)α − tα][h(t)|f ′(a)|+ h(1− t)|f ′(b)|]dt

+
∫ 1

1
2

[tα − (1− t)α][h(t)|f ′(a)|+ h(1− t)|f ′(b)|]dt

=
b − a

2
|f ′(a)|

∫ 1
2

0
(1− t)αh(t)dt − |f ′(a)|

∫ 1
2

0
tαh(t)dt

+ |f ′(b)|
∫ 1

2

0
(1− t)αh(1− t)dt − |f ′(b)|

∫ 1
2

0
tαh(1− t)dt

+ |f ′(a)|
∫ 1

1
2

tαh(t)dt − |f ′(a)|
∫ 1

1
2

(1− t)αh(t)dt

+ |f ′(b)|
∫ 1

1
2

tαh(1− t)dt − |f ′(b)|
∫ 1

1
2

(1− t)αh(1− t)dt.

En utilisant l’inégalité de Hölder pour le côté droit avec p−1 +q−1 = 1 et p > 1, nous avons

∫ 1
2

0
(1− t)αh(t)dt =

∫ 1

1
2

tαh(1− t)dt ≤
[

2αp+1 − 1
2αp+1(αp+ 1)

] 1
p
∫ 1

2

0
[h(t)]q dt


1
q

,

∫ 1
2

0
(1− t)αh(1− t)dt =

∫ 1

1
2

tαh(t)dt ≤
[

2αp+1 − 1
2αp+1(αp+ 1)

] 1
p
∫ 1

1
2

[h(t)]q dt


1
q

,

∫ 1
2

0
tαh(t)dt =

∫ 1

1
2

(1− t)αh(1− t)dt ≤
[

1
2αp+1(αp+ 1)

] 1
p
∫ 1

2

0
[h(t)]q dt


1
q

,

et∫ 1
2

0
tαh(1− t)dt =

∫ 1

1
2

(1− t)αh(t)dt ≤
[

1
2αp+1(αp+ 1)

] 1
p
∫ 1

1
2

[h(t)]q dt


1
q

.
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Ensuite employons les inégalités précédentes dans le coté droit, nous avons∣∣∣∣∣f (a) + f (b)
2

− Γ (α + 1)
2(b − a)α

[Jαa+f (b) + Jαb−f (a)]
∣∣∣∣∣

≤ b − a
2

|f ′(a)|

[ 2αp+1 − 1

2αp+1(αp+ 1)

] 1
p

−
[

1
2αp+1(αp+ 1)

] 1
p

∫ 1

2

0
[h(t)]q dt


1
q


+

[ 2αp+1 − 1
2αp+1(αp+ 1)

] 1
p

−
[

1
2αp+1(αp+ 1)

] 1
p

∫ 1

1
2

[h(t)]q dt


1
q

+ |f ′(b)|


[ 2αp+1 − 1

2αp+1(αp+ 1)

] 1
p

−
[

1
2αp+1(αp+ 1)

] 1
p

∫ 1

1
2

[h(t)]q dt


1
q

+

[ 2αp+1 − 1
2αp+1(αp+ 1)

] 1
p

−
[

1
2αp+1(αp+ 1)

] 1
p

∫ 1

2

0
[h(t)]q dt


1
q

=
b − a

2

|f ′(a)|
[ 2αp+1 − 1

2αp+1(αp+ 1)

] 1
p

−
[

1
2αp+1(αp+ 1)

] 1
p


∫ 1

2

0
[h(t)]q dt


1
q

+

∫ 1

1
2

[h(t)]q dt


1
q


+ |f ′(b)

[ 2αp+1 − 1
2αp+1(αp+ 1)

] 1
p

−
[

1
2αp+1(αp+ 1)

] 1
p


∫ 1

2

0
[h(t)]q dt


1
q

+

∫ 1

1
2

[h(t)]q dt


1
q


=

(b − a)[|f ′(a)|+ |f ′(b)|]
2

[ 2αp+1 − 1
2αp+1(αp+ 1)

] 1
p

−
[

1
2αp+1(αp+ 1)

] 1
p


×


∫ 1

2

0
[h(t)]q dt


1
q

+

∫ 1

1
2

[h(t)]q dt


1
q

.
D’où résultat. �

FMI Tiaret 35



Chapitre 4
Intégrales fractionnaires généralisées

La motivation principale de ce chapitre est d’introduire la notion de fonction g-

convexe par rapport à une fonction "g" continue strictement monotone . Plus pré-

cisément, on définit les fonctions g-convexes via la formule :

M[g](x,y) := g−1[(1− t)g(x) + tg(y)],

qui est associée à la fonction continue strictement monotone g. En tant qu’applications

des fonctions g-convexes, nous prouvons quelques inégalités appelées en générale dans

la littérature mathématique inégalité de type Hermite-Hadamard.

4.1 Ensemble g-convexe

Introduisons maintenant une nouvelle classe d’ensemble g-convexe.

Définition 4.1. [8, p,2] Un ensembleA ⊂R est dite g-convexe par rapport à une fonction

g continue strictement monotone si :

M[g](x,y) := g−1[(1− t)g(x) + tg(y)] ∈ A, ∀x,y ∈ A,t ∈ [0,1].
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4.2 La fonction g-convexe

4.2 La fonction g-convexe

Définition 4.2. [8, p,2] La fonction f : R → R est dite g-convexe par rapport à la

fonction continue, strictement monotone de g si :

f (M[g](x,y)) ≤ (1− t)f (g(x)) + tf (g(y)), ∀x,y ∈ I et t ∈ [0,1]. (4.1)

Notez que la fonction f est dite strictement g-convexe sur A si l’inégalité ci-dessus est vraie

comme une inégalité stricte pour chaque x,y ∈ A et pour chaque t ∈ (0,1).

Exemple 4.1. 1. Si on prend t = 1
2 dans (3.1), alors nous avons

f (g−1(
g(x) + g(y)

2
)) ≤ 1

2
[f (g(x)) + f (g(y))], ∀x,y ∈ A. (4.2)

2. Si on prend t = xp, p > 0, alors (3.1) s’écrit.

f (((1− t)g(x)p + tg(y)p)
1
p ) ≤ (1− t)f (g(x)) + tf (g(y)), ∀x,y ∈ [a,b], t ∈ [0.1]. (4.3)

Remarque 4.1. Si (4.2) est inversée, alors la fonction f est dite g-concave.

On présente avec démonstrations les inégalités liant les intégrales fractionnaires

pour les différentes classes de fonction appelées en général inégalités de type Hermite-

Hadamard.

Définition 4.3. [21] Soient α > 0 et f : [a,b] → R une fonction intégrable et g une

fonction croissante sur [a,b] ayant une dérivée continue g ′ sur [a,b]. Les intégrales frac-

tionnaire gauche et droite d’ordre α d’une fonction f par rapport à une autre fonction g sur

[a,b] sont définies par :

(Jαa+,gf )(x) =
1

Γ (α)

∫ x

a
[g(x)− g(t)]α−1g ′(t)f (t)dt, (4.4)

et

(Jαb−,gf )(x) =
1

Γ (α)

∫ b

x
[g(x)− g(t)]α−1g ′(t)f (t)dt. (4.5)

Propriétés 4.1. [21] Soient Re(α) > 0 et Re(β) > 0 .

1. Si f (x) = [g(x)− g(a)]β−1, alors :

(Jαa+,gf )(x) =
Γ (α)

Γ (α + β)
[g(x)− g(a)]α+β−1.
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4.2 La fonction g-convexe

2. Si f (x) = [g(b)− g(x)]β−1, alors :

(Jαb−,gf )(x) =
Γ (β)

Γ (α + β)
[g(b)− g(x)]α+β−1.

Démonstration. On pose f (x) = [g(x)− g(a)]β−1, nous avons

Jαa+f (x) =
1

Γ (α)

∫ x

a
[g(x)− g(t)]α−1f (t)g ′(t)dt.

Avec le changement de variable s =
g(t)− g(a)
g(x)− g(a)

, nous avons


t = a⇒ s = 0

t = x⇒ s = 1.

Alors

Jαa+f (x) =
1

Γ (α)

∫ 1

0
(1− s)α−1[g(x)− g(a)]α−1sβ−1[g(x)− g(a)]β−1[g(x)− g(a)]ds

=
1

Γ (α)

∫ 1

0
sβ−1(1− s)α−1[g(x)− g(a)]α+β−1ds

=
[g(x)− g(a)]α+β−1

Γ (α)

∫ 1

0
sβ−1(1− s)α−1ds

=
B(α,β)
Γ (α)

[g(x)− g(a)]α+β−1

=
Γ (β)

Γ (α + β)
[g(x)− g(a)]α+β−1.

De la même manière pour la deuxième. �

Théorème 4.1. [21] Soit f une fonction continue sur Ω et α,β ∈ C avec Re(α),Re(β) >

0, nous avons

Jαa+,g(Jβa+,gf )(t) = (Jα+β
a+,g f )(t)

et

Jαb−,g(Jβb−,gf )(t) = (Jα+β
b−,g f )(t).
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Démonstration. Nous avons par définition et le changement de variable z =
g(u)− g(τ)
g(t)− g(τ)

on obtient

Jαa+,g(Jβa+,gf )(t) =
1

Γ (α)

∫ t

a
(g(t)− g(u))α−1

(
1

Γ (β)

∫ u

a
(g(u)− g(τ))β−1g ′(τ)f (τ)dτ

)
× g ′(u)du

=
1

Γ (α)Γ (β)

∫ t

a

∫ u

a
(g(t)− g(u))α−1(g(u)− g(τ))β−1

× f (τ)g ′(τ)dτg ′(u)du

=
1

Γ (α)Γ (β)

∫ t

a
f (τ)

∫ t

τ
(g(t)− g(u))α−1(g(u)− g(τ))β−1

× g ′(u)dug ′(τ)dτ

=
1

Γ (α)Γ (β)

∫ t

a
(g(t)− g(τ))α+β−1f (τ)g ′(τ)dτ

×
∫ 1

0
(1− z)α−1zβ−1dz

=
1

Γ (α + β)

∫ t

a
(g(t)− g(τ))α+β−1f (τ)g ′(τ)dτ

= (Jα+β
a+,g f )(t).

�

Théorème 4.2. Soit f ∈ SX(h,g(I)) et a,b ∈ I avec a < b,h super-additive et f ∈ L1[0.1]

Alors l’inégalité

Γ (α)
(g(b)− g(a))α

=
[
Jαg,a+

f (x) + Jαg,b−f (x)
]
≤ h(1)

α
[f (g(a)) + f (g(b))] . (4.6)

a lien.

Démonstration. Analogue voir [21] �

Lemme 4.1. Soit f : [a,b]→ R une fonction différentiable sur (a,b) avec a < b.Si f ′ ∈

L1[a,b] et g une fonction croissante positive sur [a,b], alors on a l’inégalité suivante pour

les intégrales fractionnaires :
f (g(a)) + f (g(b))

2
− Γ (α + 1)

2(g(b)− g(a))α
[Jαa+,gf (b) + Jαb−,gf (a)]

=
g(b)− g(a)

2

∫ 1

0
[(1− t)α − tα]f ′[g(ta+ (1− t)b)]dt. (4.7)
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Démonstration. D’une maniére analogue. Voir [16] �

Théorème 4.3. [16] Soit f ∈ (h,g(I)) ,a,b ∈ I et f ∈ L1[a,b] et g une fonction croissante

positive ,alors on a l’inégalité pour les fonction h-convexe via les intégrale fractionnaire :

Γ (α)
(g(b)− g(a))α

[
Jαa+f (b) + Jαb−f (a)

]
≤ [f (g(a)) + f (g(b))]

∫ 1

0
tα+1 [h(t) + h(1− t)] dt

≤
2[f (g(a)) + f (g(b))]

(αp − p+ 1)
1
p

(∫ 1

0
(h(t))q

) 1
q

, (4.8)

avec p−1 + q−1 = 1.

Démonstration. Voir [16]. �
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Conclusion

Toutes les inégalités dans le troisième chapitre, on prend h(t) = t,
1
t
, 1 et ts pour

s ∈ (0,1) ,on obtient des résultats pour les classe fonctions convexes non négatives,

Q(I), P (I),K2
s . Et dans le dernier chapitre

1. Si nous considérons g(x) = x dans l’équation (4.1), nous avons

Jαa+,xf (x) =
1

Γ (α)

∫ x

a
(x − t)α−1f (t)dt

= RLJαa+,xf (x).

l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville .

2. En choisissant g(x) = lnx et en substituant par l’équation (4.1), nous avons

Jαa+,lnxf (x) =
1

Γ (α)

∫ x

a

1
t

(lnx − ln t)α−1f (t)dt

=
1

Γ (α)

∫ x

a
(ln

x
t

)α−1f (t)
dt
t

= H Jαa+,lnxf (x).

L’intégrale fractionnaire de Hadamard .

3. Pour g(x) = x, b =∞ et en substituant dans l’équation (4.1), on obtient

Jαb−,xf (x) =
1

Γ (α)

∫ +∞

x
(t − x)α−1f (t)dt

=x W
α
+∞f (x).

L’intégrale fractionnaire de Weyl .
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