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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudié la solution de l’équation différentielle :{
X ′(t) = A(t)[X(t)] +B(t)

X(t0) = X0

avec A(t) ∈Mn(Rn), B(t) ∈ (Rn) ;
on distingue 2 cas :
1ere cas : si t ∈ [a, b] (compact) nous avons rappelé le cour d’EDO du 3eme année
telle que la solution donnée par :

X(t) = R(t, t0)X0 +

∫ t

t0

R(t, s)B(s)ds

avec R(t, t0) est la résolvante.
2emecas : si t ∈ R (non compact), on se propose une nouvelle méthode est la
dichotomie exponentielle, cette dernière donnée la solution sous la forme :

X(t) =

∫ t

−∞
X(t)PX−1(s)ds+

∫ +∞

t

X(t)(I − P )X−1(s)ds.

Les mots clés : Équation différentielle, point fixe, semi-groupe, la résolvante, di-
chotomie exponentielle.
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NOTATIONS

Notations générales.
N :l’ensemble de tous les nombres entiers positifs.
N∗ :{1, 2, 3, ......}.
R : l’ensemble de tous les nombres réels.
R+ : l’ensemble de tous les nombres réels positifs.
Rn := {(x1, · · · , xn) : x1 ∈ R, · · · , xn ∈ R.}
C :l’ensemble de tous les nombres complexes.
p.p : presque partout.
σ(A) := {λ ∈ C; la matrice(λI − A) ne soit pas inversible} .
λ(]a, b[)=b-a (la mesure de Lebesgue).
‖f‖∞=sup

x∈E
‖f(x)‖F .

ssi : si et seulement si.
d(x,y) :la distance entre x et y.
L (E,E) : l’ensemble des applications linéaires.
C(E,F) :l’espace des fonctions continus de E dans F.
(ei) := (0, 0, · · · , 1, · · · , 0) avec 1 le ieme composante.

IRn =

 1 · · · 0
... . . . ...
0 · · · 1


ker f :le noyau de la fonction f.
⊕ : Signe de la somme directe.
Cb :espace des fonctions bornées.



INTRODUCTION

L’objectif de ce travail est de présenter des résultats d’existence des solutions pour
une classe d’équation différentielle :{

X ′(t) = A(t)[X(t)] +B(t)

X(t0) = X0

(1)

avec A(t) ∈Mn(Rn), B(t) ∈ Rn, t ∈ R
La dichotomie exponentielle est l’une des propriétés asymptotiques fondamentales
des solutions du l’équation différentielle (1). Il a ses origines dans l’œvre d’O.Perron
dans son ouvrage classique[10] et a été étudié avec beaucoup d’emphases au cours
des soixante dernière années par de nombreux auteurs, [8][9][11][12][13][14], au
cours des dernières années, plusieurs auteurs ont attiré beaucoup d’attention sur
l’étude de l’existence de solutions périodiques, presque périodiques à l’équation (1),
en utilisant la dichotomie exponentielle.
Ce mémoire est composé de cinq chapitres.
Dans le premier chapitre, nous avons rappelé les notions classiques en analyse fonc-
tionnelle et quelques théorèmes du point fixe avec des propriétés du semi-groupes
servant comme outils pour aborder ce manuscrit (voir [1][2][3][4][5][6][7]).
Dans le deuxième chapitre , nous avons défini la notion du résolvante qui repré-
sente en quelque sort la notion de semi-groupes dans un espace de dimension fini
et ses propriétés, en suite nous avons défini la notion de dichotomie exponentielle
et ses propriétés.
Dans le troisième chapitre, on étudié une propriété primordiale de la dichotomie
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exponentielle, à savoir la perturbation de l’équation différentielle correspondante
on s’avère que si l’équation est perturbée par une perturbation linéaire bornée B(t)
c’est-à-dire sup |B(t)|t∈R∗ existe, donc on démontre que la dichotomie correspon-
dante à l’équation perturbée est proche de l’ancienne.
Dans le chapitre quatre on détermine la relation entre la fonction de Lyapunov
qu’est exactement un outil standard dans la théorie de la stabilité et la dichotomie
exponentielle.
Dans le chapitre cinq on définit une application sur la dichotomie exponentielle
dans l’espace Cb et L .



CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions et résultats préliminaires nous
utiliserons dans la suite du mémoire.

1.1 Espace de Banach

1.1.1 La norme sur un espace vectoriel

Définition 1.1. Soit E un espace vectoriel, une norme est une application définie
sur E à valeur dans R+, notée ‖·‖E et telle que les trois propriétés suivantes soient
satisfaites :
01) ∀x ∈ E, ‖x‖E = 0⇔ x = 0.
02) ∀λ ∈ R,∀x ∈ E, ‖λx‖E = |λ|‖x‖E.
03) Inégalité triangulaire : ∀x, y ∈ E, ‖x+ y‖E ≤ ‖x‖E + ‖y‖E.
• On dit que (E, ‖.‖E) est un espace vectoriel normé.

1.1.2 Suite de Cauchy

Définition 1.2. Soit (Un)n∈N une suite de E, on dit que (Un)n∈N est une suite de
Cauchy pour la norme ‖.‖E si :

∀ε > 0,∃n ≥ 0, n ∈ N,∀p, q ≥ n : ‖Up− Uq‖E ≤ ε.
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1.1.3 Espace Complet

Un espace vectoriel normé (E, ‖.‖E) est dit complet si toute suite de Cauchy
est convergente, un tel espace est aussi appelé espace de Banach .

1.1.4 Espace LP

Définition 1.3. Soit Ω un ouvert de Rn, muni de la mesure de Lebesgue dx. On
désigne par L1(Ω) l’espace des fonctions intégrables sur Ω à valeurs dans R, on le
munit de la norme :

‖u‖L1 =

∫
Ω

|u(x)|dx.

Soit p ∈ R avec 1 ≤ p < +∞, on définit l’espace LP (Ω) par :

Lp(Ω) =

{
f : Ω −→ R, f mesurable et

∫
Ω

|f(x)|pdx < +∞
}
.

Sa norme est :

‖u‖Lp =

(∫
Ω

|u(x)|pdx
) 1

p

.

On définit aussi l’espace L∞(Ω) par :

L∞(Ω) = {f : Ω −→ R, f mesurable ∃ c > 0, tel que |f(x)| < c p.p sur Ω} .

Il sera muni de la norme du sup-essentielle :

‖u‖L∞ = ess supx∈Ω|u(x)| = inf {c ; |u(x)| ≤ c, p.p sur Ω} .

1.2 La compacité

Soient E et F deux espaces de Banach.

1.2.1 Partie relativement compacte

Une partie A d’un espace métrique X est dite relativement compacte si son
adhérence est une partie compacte de X.
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1.2.2 Application compacte ; Complètement continue

Soit A une partie bornée de E, une application continue T : A ⊆ E → F est
dite compacte si T(Ā) est relativement compacte, elle dite complètement continue
si l’image de toute sous ensemble bornée de A est relativement compacte dans F.

1.2.3 Partie équicontinue de C(E,F)

Soit A une partie de C(E,F), soit x un point de E.
On dit que A est une famille équicontinue en x si :

∀ε > 0,∃δ > 0,∀y ∈ E, ‖x− y‖E < δ ⇒ ‖f(x)− f(y)‖F < ε , ∀f ∈ A.
On dit que A est équicontinue sur E si A est équicontinue en tout x ∈ E.

1.2.4 Théorème d’Ascoli-Arzela

Théorème 1.1. Une partie A de C(E,F) est relativement compacte ssi :
01) l’ensemble A est bornée :

∃K > 0, ∀f ∈ A, ‖f‖∞ < K.

02) A est équicontinue.
03) ∀x ∈ E, l’ensemble A(x)={f(x); f ∈ A} est relativement compacte.

1.2.5 La compacité dans L1

Théorème 1.2. (de kolmogorov) Soit A une partie de L1(R) telle que :
01) La partie A est bornée dans L1(R).
02) La partie A est uniformément intégrable :

∀ε > 0,∃R > 0 : ∀f ∈ A,
∫
|x|≥R

|f(x)|dx ≤ ε.

03) On a :

∀ε > 0,∃δ > 0 : ∀f ∈ A,∀|h| ≤ δ,

∫ +∞

−∞
|f(x+ h)− f(x)|dx ≤ ε.

Alors A est une partie relativement compacte de L1(R).
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1.3 Théorème de point fixe

1.3.1 L’application contractante

Soit (E,d) un espace métrique complet et l’application T : E → E.
On dit que T est une application lipschitzienne s’il existe une constante posi-
tive k ≥ 0 telle que l’on ait pour toute couple d’élément x, y ∈ E, l’inégalité
d(T (x), T (y)) ≤ K(d(x, y)) :
Si K ≥ 1 T est non expansive.
Si K < 1 T est appelée contraction.

1.3.2 Théorème du point fixe du Banach

Soit (E,d) un espace métrique complet et T : E → E une application contrac-
tante avec la constante de contraction K, alors T a un unique point fixe x ∈ E.

1.3.3 Théorème de point fixe de Shauder

Soit E un espace de Banach, K un convexe fermé borné de E et
T : K → K un opérateur continu et compact, alors T admet au moins un point
fixe dans K.

1.3.4 Théorème de point fixe de Scheafer

Soit E un espace de Banach et T : E → E un opérateur complètement continu
si l’ensemble X = {u ∈ E, u = λTu, λ ∈ [0, 1]}, est borné alors T possède au moins
un point fixe.

1.4 Semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés

1.4.1 Semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés uniformé-
ment continus

Soit X un espace de Banach de norme ‖.‖ et notons par LB(X) l’algèbre
de tous les opérateurs linéaires bornés de X dans X de norme d’opérateurs qu’on
notera aussi par : ‖.‖.
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Définition 1.4. Une famille à un paramètre (T (t))t≥0 d’opérateurs linéaires bornés
de X dans X, est dite un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X si :
1) T(0)=I, (où I est l’opérateur identité de X).
2) T(t+s)=T(t)T(s), ∀t, s ≥ 0.

- un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés (T (t))t≥0 sur X est dit unifor-
mément continu sur X, si :

lim
t→0+
‖T (t)− I‖ = 0.

- L’opérateur linéaire est défini par :

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

=
dT (t)x

dt|t=0

, ∀x ∈ D(A)

et

D(A) =

{
x ∈ X, lim

t→0+

T (t)x− x
t

existe

}
est appelé le générateur infinitésimal du semi-groupe (T (t))t≥0 et D(A) est appelé
le domaine de A.
Dans ce paragraphe, nous allons étudier quelques propriétés des semi-groupes d’opé-
rateurs linéaires bornés uniformément continus.

Remarque 1.1. Il est facile de voir que si (T (t))t≥0 est un semi-groupe unifor-
mément continu sur X, alors :

lim
s→t
‖T (s)− T (t)‖ = 0.

Théorème 1.3. Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe uniformément continu sur X ssi A est un opérateur linéaire borné sur X.

Remarque 1.2. De la définition (1), on voit bien qu’un semi-groupe (T (t)t≥0)
admet un unique générateur. Si (T (t)t≥0) est uniformément continu, alors son
générateur infinitésimal est un opérateur linéaire borné. D’autre part, tout opéra-
teur linéaire borné est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément
continu.Ce semi-groupe est-il unique ? la réponse est affirmative à cette question
est donnée par le théorème suivant.
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Théorème 1.4. Soit (T (t))t≥0 et (S(t))t≥0 deux semi-groupes uniformément conti-

nus, Si lim
t→0+

T (t)− I
t

= A = lim
t→0+

S(t)− I
t

.

Alors : T (t) = S(t), ∀t ≥ 0.

1.4.2 Semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés fortement
continus

Définition 1.5. Un semi-groupe (T (t))t≥0 d’opérateurs linéaires bornés sur X est
dit un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés, fortement continu sur X, si :
lim
t→0+

T (t)x = x, ∀x ∈ X.

Un semi-groupe fortement continu sur X appelé aussi semi-groupe de classe C0

sur X, où tout simplement : un C0- semi-groupe sur X. On établit le théorème
suivant :

Théorème 1.5. Soit (T (t))t≥0 un C0-semi-groupe sur X. Alors il existe deux
constantes ω ≥ 0 et M ≥ 0 telles que : ‖T (t)‖ ≤Meωt ∀t ≥ 0.

Corollaire 1.1. Soit (T (t))t≥0 un C0-semi-groupe sur X. Alors : pour tout x ∈ X,
la fonction t 7→ T (t)x est continue de R+ sur X.

Corollaire 1.2. Si A est le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe (T (t))t≥0

, alors :
1) Le domaine de A est dense dans X, (c’est-à-dire D(A) = X).
2)A est un opérateur linéaire fermé,autrement dit A est un opérateur linéaire dont
le graphe G(A)est un fermé de X ×X.

Théorème 1.6. Soit (T (t))t≥0 et (S(t))t≥0 deux C0-semi-groupes sur X, de géné-
rateur infinitésimaux respectivement A et B.
Si A=B, alors T(t)=S(t), ∀t ≥ 0.

1.5 Lemme de Gronwall
Soient ϕ et ψ et y trois fonctions continues sur un segment [a,b], à valeurs

positives et vérifiant l’inégalité

∀t ∈ [a, b], y(t) ≤ ϕ(t) +

∫ t

a

ψ(s)y(s)ds.
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Alors

∀t ∈ [a, b], y(t) ≤ ϕ(t) +

∫ t

a

ϕ(s)ψ(s)exp

(∫ t

s

ψ(u)du

)
ds.

1.6 Fonction de Lyapunov
On appelle fonction de Lyapunov une fonction V de classe C1 définit au voisi-

nage du point d’équilibre x∗ et à valeurs réelles possèdent les deux propriétés avec
ẋ = f(x) :
1) V(x) ≥ 0, la fonction étant nulle uniquement en x = x∗.
2) < ∆V (x), f(x) >≤ 0 ou ∆V est le gradiant de V.



CHAPITRE 2

DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS DE LA
DICHOTOMIE EXPONENTIELLE

Ce chapitre est consacré à quelque rappel sur la résolvante et la définition de la
dichotomie exponentielle et leur propriété.

2.1 Equation différentielle linéaire d’ordre 1
Définition 2.1. : Soient I un intervalle de R, E un espace de Banach et{
A : I 7−→ L (E,E)

B : I 7−→ E
deux applications continues.

On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 1 l’égalité :

x′(t) = A(t)[x(t)] +B(t) (2.1)

Si E=Rn,∀t ∈ I, A(t) ∈ L (Rn,Rn)

A(t) =

 a11 · · · a1n
... . . . ...
an1 · · · ann


et
x(t) = (x1(t), ......., xn(t)).
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B(t) = (b1(t), ......., bn(t)).

(2.1) devient :


x′1(t) = a11(t)x1(t) + a12x2(t) + .......+ a1nxn(t) + b1(t).
...
x′n(t) = an1(t)xn(t) + .......+ ann(t) + bn(t).

Définition 2.2. .
- On dit que l’équation (2.1) est autonome si A et B sont des constantes (indépen-
dantes de t).
- On dit que l’équation (2.1) est homogène si B(t)=0, ∀t ∈ I.

Théorème d’existence et d’unicité

Soient I ⊂ R, E un espace de Banach.{
A : I 7−→ L (E,E)

B : I 7−→ E
deux applications continues.

Alors ∀(t0, x0) ∈ I × E, il existe une unique solution ϕ de (2.1) définie sur I telle
que ϕ(t0) = x0.

Equation différentielle linéaire homogène :

x′(t) = A(t)[x(t)]. (2.2)

Proposition :

Soit ϕ : I 7−→ E une solution de (2.2) telle que ϕ(t0) = 0E.
Alors ϕ(t) = 0E, ∀t ∈ I.

Démonstration :

Soit

{
ψ : I 7−→ E

t 7−→ ψ(t) = 0E
ψ est une solution de (2.2, ψ(t0) = 0E.

Et

{
ϕ : I 7−→ E

t 7−→ ϕ(t)
est une solution de l’équation (2.2), ϕ(t0) = 0E.

D’après le théorème d’existence et d’unicité : ϕ(t) = ψ(t) = 0E, ∀t ∈ I.
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Proposition :

On suppose que E est de dimension finie n, alors l’ensemble des solutions de
(2.2) est un espace vectoriel de dimension n.

Démonstration :

Soit S l’ensemble des solutions de (2.2), et ϕ1, ϕ2 ∈ S λ, µ ∈ R
Montrons que S est un sous espace vectoriel.
A voir : (λϕ1 + µϕ2)′(t) = A(t)[λϕ1(t) + µϕ2(t)]{
ϕ1 ∈ S

ϕ2 ∈ S
=⇒

{
ϕ′1(t) = A(t)[ϕ1(t)]

ϕ′2(t) = A(t)[ϕ2(t)]

(λϕ1 + µϕ2)′(t) = (λϕ′1(t) + µϕ′2(t))

= λA(t)[ϕ1(t)] + µA(t)[ϕ2(t)]

= A(t)[λϕ1(t) + µϕ2(t)](car A(t) est linéaire).

Soit t0 ∈ I {
f : S 7−→ E

ϕ 7−→ f(ϕ) = ϕ(t0).

A voir : f isomorphisme c’est à dire :
-f linéaire (évident).
-f bijective (injective, surjective).
1) Montrons que f est injective :

kerf = {ϕ ∈ S \f(ϕ) = 0}
= {ϕ ∈ S \ϕ(t0) = 0}
= {0S } .

Donc f est injective.
2) Montrons que f est surjective :
∀x0 ∈ E, ∃ ϕ ∈ S telle que f(ϕ) = ϕ(t0) = x0, c’est vérifiée d’après le théorème
d’existence et d’unicité.
D’où f est bijective =⇒ f isomorphisme.
Par conséquent S ' E et dimS = dimE = n.
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Preuve de théorème d’existence et d’unicité :

(Méthode d’approximation successive de Picard)
On cherche x : I−→E telle que :

x(t0) = x0

et

x′(t) = A(t)[x(t)] +B(t).

On a :

∫ t

t0

x′(u)du =

∫ t

t0

[A(u)[x(u)] +B(u)]du

donc

x(t) = x0 +

∫ t

t0

[A(u)[x(u)] +B(u)]du (2.3)

Une application x : I −→ E est une solution telle que x(t0) = x0 de l’équation
différentielle (2.1) ssi x vérifiée (2.3).
On définit la suite récurrente (xn) par :

{
x0(t) = x0.

xn+1(t) = x0 +
∫ t
t0

[A(u)[xn(u)] +B(u)]du.

1er étape : on démontre que la suite de fonctions converge uniformément sur I.
On suppose que l’intervalle I est un compact c’est à dire fermé borné (I=[a,b])
Majoration préliminaire :{
I −→ R+

t −→ ‖A(t)‖
est continue sur I car A l’est aussi.

Comme I est fermé borné, alors ∃α > 0 ‖A(t)‖ ≤ α, ∀t ∈ I.
On a :

xn+1 − xn =

∫ t

t0

(A(u)[xn(u)− xn−1(u)])du.
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donc :

‖xn+1(t)− xn(t)‖ ≤
∫ t

t0

‖A(u)[xn(u)− xn−1(u)]‖du

≤
∫ t

t0

‖A(u)‖‖[xn(u)− xn−1(u)]‖du

≤ α

∫ t

t0

‖[xn(u)− xn−1(u)]‖du

{
I −→ R+

t −→ ‖B(t)‖
est continue sur I.

Alors ∃β > 0, telle que ‖B(t)‖ ≤ β, ∀t ∈ I.

‖A(u)[x0] +B(u)‖ ≤ ‖A(u)[x0]‖+ ‖B(u)‖
≤ α‖x0‖+ β, ∀u ∈ I.

Si n=0, alors :

x1(t)− x0 =

∫ t

t0

(A(u)[x0] +B(u)du

et
‖x1(t)− x0‖ ≤ (t− t0)(α‖x0‖+ β).

Si n=1, alors :

‖x2(t)− x1‖ ≤ α(α‖x0‖+ β)
(t− t0)2

2
.

Par récurrence, on obtient :

‖xn+1(t)− xn(t)‖ ≤ αn(α‖x0‖+ β)
(t− t0)n+1

(n+ 1) !
(2.4)

On démontre (2.4) par récurrence sur n :
pour n=0 :

‖x1(t)− x0‖ ≤ (α‖x0‖+ β)(t− t0).

Donc (2.4) est vérifié pour n=0.
Supposons que (2.4) est vraie à l’ordre n et on démontre que la formule est vraie
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à l’ordre n+1 :

‖xn+2(t)− xn+1(t)‖ ≤ α

∫ t

t0

‖xn+1(u)− xn(u)‖du

≤ α

∫ t

t0

αn(α‖x0‖+ β)
(u− t0)n+1

(n+ 1) !
du

≤ αn+1(α‖x0‖+ β)

∫ t

t0

(u− t0)n+1

(n+ 1) !

≤ αn+1(α‖x0‖+ β)
(t− t0)n+2

(n+ 2) !

Comme I est fermée borné, on note par h la longueur de l’intervalle I
t− t0 < h, d’où

‖xn+1(t)− xn‖ ≤ αn(α‖x0‖+ β)
hn+1

(n+ 1) !
.

Soit la série numérique : Un =
∑α

n=0

αnhn+1

(n+ 1) !
.∣∣∣∣Un+1

Un

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣αn+1hn+2

(n+ 2) !
× (n+ 1) !

αnhn+1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ αhn+ 2

∣∣∣∣ −→ 0 quand n−→∞.

Donc elle est convergente.
Soit la série de fonctions :

∞∑
n=0

xn+1(t)− xn(t)

est normalement convergente donc elle est uniformément convergente sur I.
On obtient :

Sn(t) =
n∑
p=0

(xp+1(t)− xp(t)) = xn+1(t)− x0.

Donc la suite xn+1(t)− x0 converge uniformément sur I d’où la suite de fonction
xn converge uniformément sur I vers une fonction x : I −→ E continue.
A voir : la limite x : I −→ E vérifiée (2.1) :

x(t) = x0 +

∫ t

t0

(A(u)[x(u)] +B(u))du.
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Or

xn+1(t) = x0 +

∫ t

t0

(A(u)[xn(u)] +B(u))du.

Par passage à la limite on obtient (2.1).
2eme étape : unicité de la solution :

soient

{
x1 : I −→ E

x2 : I −→ E
deux solutions de l’équation différentielle (2.1).

A voir : x1(t) = x2(t) ∀t ∈ I

soit

{
y : I −→ E

t 7−→ y(t) = x1(t)− x2(t)

On a :

x1(t) = x0 +

∫ t

t0

(A(u)[x1(u)] +B(u))du.

et

x2(t) = x0 +

∫ t

t0

(A(u)[x2(u)] +B(u))du.

Donc :

y(t) =

∫ t

t0

A(u)[y(u)]du

y est continue sur I, donc ∃M > 0, ‖y(t)‖ ≤M , ∀t ∈ I.
∀t ∈ I,

‖y(t)‖ ≤M
αn(t− t0)n

n !
(2.5)

On démontre (2.5) par récurrence sur n.
Pour n=0 : ‖y(t)‖ ≤M
supposons que l’égalité est vraie à l’ordre n, et on démontre qu’elle est vraie pour
n+1 :
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‖y(t)‖ ≤
∫ t

t0

‖A(u)[y(u)]‖du

≤
∫ t

t0

‖A(u)‖‖y(u)‖du

≤
∫ t

t0

αM
αn(u− t0)n

n !
du

≤ αn+1M
(t− t0)n+1

(n+ 1) !
.

La suite Mαn
(t− t0)n

n !
−−−−→
n→+∞

0.

Donc lim
n→+∞

‖y(t)‖ ≤ 0⇒ ‖y(t)‖ = 0⇒ y(t) = 0 ∀t ∈ I.

Définition 2.3. On appelle système fondamental de solutions de l’équation homo-
gène (2.2), une base de l’espace vectoriel des solutions de l’équation.
Soient ϕ1, ϕ2, .....ϕp solutions de l’équation (2.2), on dit qu’elles sont linéairement
indépendantes ssi :
λ1, λ2, ....λp ∈ R \ λ1ϕ1 + λ2ϕ2 + ....+ λpϕp = 0E, ∀t ∈ I
alors λ1 = λ2 = ...... = λp = 0.

Cas ou E = Rn : soit (ei) la base canonique de Rn

Définition 2.4. : On appelle matrice fondamentale de l’équation x′(t) = A(t)[x(t)]
relativement à la base (ei) la matrice dont les colonnes sont des solutions linéaire-
ment indépendantes.

Soient


ϕ1 : I 7−→ Rn

...
ϕn : I 7−→ Rn

des solutions de l’équation homogène (2.2) .

Donc on définit la matrice fondamentale par la formule suivante :

Φ(t) = (ϕ1(t), ϕ2(t), · · · , ϕn(t))

=

 ϕ11(t) · · · ϕ1n(t)
... . . . ...

ϕn1(t) · · · ϕnn(t)


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Définition 2.5. La matrice fondamentale Φ(t0) = IRn est appelée résolvante de
l’équation (2.2), et on la note Φ(t) = R(t, t0).

Proposition :

Toute matrice fondamentale est une solution de l’équation matricielle (2.2) .

Démonstration :

Soient


A : I 7−→ L (Rn,Rn)

X : I 7−→ L (Rn,Rn)

t 7−→ X(t)

et

{
Φ : I 7−→ L (Rn,Rn)

t 7−→ Φ(t)

On doit vérifiée que :

Φ′(t) = A(t)Φ(t).

On a :
Φ(t) = (Φ1(t), Φ2(t), ....., Φn(t)).

Donc :
Φ′(t) = (Φ′1(t), ......, Φ′n(t)).

On obtient :


Φ′1(t) = A(t)Φ1(t).
...
Φ′n = A(t)Φn(t).

Car ∀i = 1, ..., n, Φi est une solution de l’équation (2.2).
Alors :

Φ′(t) = (A(t)Φ1(t), A(t)Φ2(t), .....A(t)Φn(t)) = A(t)X(t).

Par conséquent :
R′(t, t0) = A(t)R(t, t0).

Proposition

La solution ϕ de l’équation (2.2) , telle que ϕ(t0) = x0 est égale à R(t, t0)x0.
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Démonstration

Soient t0 ∈ I, x0 ∈ Rn et ϕ : I 7−→ Rn une solution de l’équation
(2.2), telle que ϕ(t0) = x0.
A voir ϕ(t) = R(t, t0)x0

soit

{
ψ : I 7−→ R
t 7−→ ψ(t) = R(t, t0)x0.

Montrons que ψ est une solution de (2.2) Par la définition de ψ, on obtient :

ψ′(t) = (R(t, t0)x0)′

= R′(t, t0)x0

= A(t)R(t, t0)x0

= A(t)ψ(t).

Et de plus
ψ(t0) = R(t0, t0)x0 = IRnx0 = x0.

Donc ψ est une solution de (2.2) et d’après le théorème d’unicité on déduit que
ψ(t) = ϕ(t) = R(t, t0)x0.

Proposition :

Soient t,t0et t1, trois points de I alors :
1) R(t,t0) = R(t, t1)R(t1, t0).
2) (R(t,t0))−1 = R(t0, t).

Démonstration :

soit

{
B : I 7−→ L (Rn,Rn)

t 7−→ B(t) = R(t, t1)R(t1, t0)

A voir B′(t) = A(t)B(t).
On a :

B′(t) = [R(t, t1)R(t1, t0)]′

= R′(t, t1)R(t1, t0)

= A(t)R(t, t1)R(t1, t0).
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Et B(t1) = R(t1, t1)R(t1, t0) = R(t1, t0).
Donc B(t) est une solution de l’équation matricielle (2.2) telle que
B(t1) = R(t1, t0).
Donc

B(t) = R(t, t1)R(t1, t0) = R(t, t0).

2) Montrons que [R(t, t0)]−1 = R(t0, t)
d’après 1) on a :

R(t, t0) = R(t, t1)R(t1, t0).

Si t = t0 alors :

R(t0, t0) = R(t0, t1)R(t1, t0) = IRn .

Par conséquent :

[R(t, t0)]−1 = R(t0, t).

Proposition

Soit x′(t) = A(t)x(t) +B(t), une équation différentielle linéaire. La solution
de cette équation telle que ϕ(t0) = x0 est :

ϕ(t) = R(t, t0)x0 +

∫ t

t0

R(t, s)B(s)ds

telle que :
R(t, t0)x0 la solution de l’équation homogène (2.2)
et ∫ t

t0

R(t, s)B(s)ds.

la solution particulière de l’équation.
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Démonstration

La solution générale de l’équation homogène (2.2) est de la forme R(t, t0)C ou
C est un vecteur constant de Rn.
Soit ϕ(t) = R(t, t0)C(t), pour que ϕ soit une solution de l’équation
x′(t) = A(t)x(t) +B(t). il faut que :

ϕ′(t) = A(t)ϕ(t) +B(t)

On a :
ϕ′(t) = R′(t, t0)C(t) +R(t, t0)C ′(t).

telle que :

R′(t, t0) = A(t)R(t, t0).

Donc :
ϕ′(t) = A(t)R(t, t0)C(t) +R(t, t0)C ′(t).

D’autre part :
R(t, t0)C ′(t) = B(t).

Et d’après la proposition précédente, comme :

R(t0, t)R(t, t0)C ′(t) = R(t0, t)B(t).

Alors
C ′(t) = R(t0, t)B(t).

Par intégration on trouve :

C(t)− C(t0) =

∫ t

t0

R(t0, s)B(s)ds.

Donc :

C(t) = x0 +

∫ t

t0

R(t0, s)B(s)ds.
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Par conséquent :

ϕ(t) = R(t, t0)x0 +R(t, t0)

∫ t

t0

R(t0, s)B(s)ds

= R(t, t0)x0 +

∫ t

t0

R(t, t0)R(t0, s)B(s)ds

= R(t, t0)x0 +

∫ t

t0

R(t, s)B(s)ds.

2.2 Définitions et quelques exemples de la dicho-
tomie exponentielle

Définition 2.6. soit A(t) une fonction à valeurs matricielles, continue sur un
intervalle J de R, soit X(t) la matrice fondamentale du système :

x′(t) = A(t)x. (2.6)

On dit que l’équation (2.6) a une dichotomie exponentielle sur J s’il existe une
projection P et des constantes positives K et α telle que :{

|X(t)PX−1(s)| ≤ Ke−α(t−s) t ≥ s dans J

|X(t)(I − P)X−1(s)| ≤ Ke−α(s−t) s ≥ t dans J
(2.7)

Remarque 2.1. Une matrice P est un projecteur si P 2=P.

Exemple

L’équation autonome x’(t)=A0x, (EA) a une dichotomie exponentielle ssi au-
cune valeur propre de la matrice constante A0, n’est à partie réelle nulle.
En effet : on a la matrice fondamentale de (EA) est X(t) = eA0t et (EA) a une di-
chotomie exponentielle, alors il existe une projection P et des constantes positives
K et α telle que :|X(t)P| ≤ Ke−αt, t≥ 0 , donc

|eA0t| ≤ |X(t)P||P−1| ≤ K|P−1|e−αt = Ke−αt.

σ(A0) ⊆ {λ ∈ C : Reλ < 0}, (où σ(A0) est le spectre de la matrice A0).
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Figure 2.1 –

Réciproquement, on définit

P =
1

2πi

∫
γ

(zI − A0)−1dz =
1

2πi

∫
γ

R(z, A0)dz,

la courbe γ est orientée positivement, simple fermée dans le demi plan gauche, qui
entoure les valeurs propres de A0 à partie réelle négative (voir figure 2.1).

Le spectre de A0 se décompose en deux parties disjointes non vide σs et σu.
Soit γ1 une courbe simple fermée contenue dans l’intérieur de γ, alors

P 2 = − 1

4π2

∫
γ1

R(y, A0)

∫
γ

R(z, A0)dzdy.

Par le théorème de Fubini, on obtient
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P 2 = − 1

4π2

∫
γ1×γ

R(y, A0)R(z, A0)dydz

= − 1

4π2

∫
γ1×γ

1

z − y
(R(y, A0)−R(z, A0))dydz

=
1

2πi

∫
γ1

R(y, A0)

(
1

2πi

∫
γ

1

z − y
dz

)
dy − 1

2πi

∫
γ

R(z, A0)

(
1

2πi

∫
γ1

1

z − y
dy

)
dz

= P.

car ∫
γ1

1

z − y
dy = 0, (z ∈ γ) et

∫
γ

1

z − y
dz = 2πi , (y ∈ γ1).

Ce qui prouve que P est un projecteur.

Remarque 2.2. .
• La stabilité asymptotique uniforme est un cas particulier de dichotomie expo-
nentielle, elle correspond au cas où P=I.
• 0 est uniformément asymptotique stable ⇔ ∃K,α > 0 :
|X(t)X−1(s)| ≤ Ke−α(t−s) pour 0 ≤ s ≤ t ≤ +∞.
• 0 est uniformément stable ⇔ ∃K > 0, |X(t)X−1(s)| ≤ K pour
0 ≤ s ≤ t ≤ +∞.

Définition 2.7. (cas générale) Pour voir la signification de la dichotomie exponen-
tielle dans le cas général réécrivons les conditions (2.7) sous une forme équivalente :

|X(t)Pξ| ≤ Le−α(t−s)|X(s)Pξ| t ≥ s dans J

|X(t)(I − P )ξ| ≤ L′e−α(s−t)|X(s)(I − P )ξ| s ≥ t dans J

|X(t)PX−1(t)| ≤M ∀t ∈ J
(2.8)

avec L,L′, α et M sont des constantes positives, ξ est un vecteur arbitraire constant.

Remarque 2.3. Notons k le rang de P.
• La première condition de (2.8), montre qu’il existe un sous espace de dimension
finie k, de solutions qui tendent vers 0, uniformément exponentiellement quand t
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tend vers ∞.
• La seconde montre qu’il existe un sous espace supplémentaire, de dimension n-
k, de solutions qui tendent vers l’infini uniformément et exponentiellement quand
t tend vers ∞.

Définition 2.8. On dit que (2.6) est à croissance bornée sur un intervalle J de R,
s’il existe des constantes c et µ telles que :

|X(t)X−1(s)| ≤ ceµ(t−s), pour t ≥ s, t, s ∈ J. (2.9)

Proposition

Supposons que (2.6) est à croissance bornée sur un intervalle J de R et qu’il
existe une projection P telle que :

(2.8)

{
|X(t)Pξ| ≤ Le−α(t−s)|X(s)Pξ| t ≥ s dans J

|X(t)(I − P )ξ| ≤ Le−α(s−t)|X(s)(I − P )ξ| s ≥ t dans J

alors (2.6) admet une dichotomie exponentielle sur J.

Démonstration

Il suffit de montrer que ∃M ≥ 0 , |X(t)PX−1(t)| ≤ M ∀t ∈ J. Pour tout
h > 0 on a :

|X(t+ h)PX−1(t)| ≤ |X(t+ h)PX−1(t)||X(t)PX−1(t)|
≤ Le−αh|X(t)PX−1(t)|,

et

|X(t)(I − P )X−1(t)| ≤ |X(t)(I − P )X−1(t)||X(t)(I − P )X−1(t)|
≤ Le−αh|X(t+ h)(I − P )X−1(t)|.

Donc |X(t+ h)(I − P )X−1(t)| ≥ L−1eαh|X(t)(I − P )X−1(t)|.
En posons ρ = |X(t)(I − P )X−1(t)|, σ = |X(t)PX−1(t)|,
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A = |X(t+ h)PX−1(t)| et B = |X(t+ h)(I − P )X−1(t)|,
alors on a :

|σ−1A| ≤ Le−αh et |ρ−1B| ≥ L−1eαh.

Donc on obtient

ϕ(t) = |ρ−1B + σ−1A|
≥ |ρ−1B| − |σ−1A|
≥ L−1eαh − Le−αh

= γ.

Or d’après (2.9) :

ϕ(t) ≤ |X(t+ h)X−1(t)||ρ−1X(t)(I − P )X−1(t) + σ−1X(t)PX−1(t)|
≤ ce−µh|ρ−1X(t)(I − P )X−1(t) + σ−1X(t)PX−1(t)|.

Alors :

D = |ρ−1X−1(t)(I − P )X−1 + σ−1X(t)PX−1(t)| ≥ c−1e−µhϕ(t) ≥ c−1e−µhγ.

D’autre part :

D = |σ−1I + (ρ−1 − σ−1)X(t)(I − P )X−1(t)|
≤ σ−1 + |ρ−1 − σ−1|ρ
= σ−1 + σ−1ρ−1|σ − ρ|ρ
≤ σ−1(1 + |σ − ρ|)
≤ 2σ−1(car |σ − ρ| < 1).

D’où c−1e−µhγ ≤ D ≤ 2σ−1 donc σ ≤ 2γ−1ceµh.
On choisit h suffisamment grand de sorte que γ > 0, en fixant

h =
log(L)

α
+

1

µ
, alors γ = γ(h) = e

α
µ − e−

α
µ > 0.

Finalement, on a σ ≤M avec M = 2cL
µ
α e(e

α
µ − e−

α
µ )−1.
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Remarque 2.4. Il existe des cas où la proposition est vérifiée sans avoir la crois-
sance bornée, ce qui n’est pas vrai en général, comme nous le verrons dans l’exemple
suivant :

Exemple

Nous allons voir à travers cet exemple que la troisième condition de (2.8) est
nécessaire si (2.6) n’est pas à croissance bornée.
Le système du second ordre : {

ẋ = −x+ e2ty

ẏ = y

dont la matrice fondamentale est :

X(t) =

(
e−t e3t−e−t

4

0 et

)
,

est telle que les deux premières conditions de (2.8) sont satisfaites avec

P =

(
1 0
0 0

)
, α = 3.

En effet, pour tout t ≥ s on a :

X(t)PX−1(s) =

(
es−t e−3s−t−es−t

4

0 0

)
,

donc

|X(t)Pξ| = |X(t)PX−1(s)||X(s)Pξ|
≤ e−(t−s)|X(s)Pξ| pour t ≥ s,

de la même manière, on a :

|X(t)(I − P )ξ| ≤ e−3(s−t)|X(s)(I − P )ξ| pour s ≥ t.

Mais la troisième n’est pas satisfaite et on a pas de dichotomie exponentielle sur
R.
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En effet, on a :

|X(t)PX−1(t)| =

∣∣∣∣(e−t e3t−e−t
4

0 et

)(
1 0
0 0

)(
et e3t−e−t

4

0 e−t

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(e−t 0
0 0

)(
et e3t−e−t

4

0 e−t

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(1 e−4t−1
4

0 0

)∣∣∣∣
≤ e−4t − 1

4
−−−−→
t→−∞

+∞.

2.3 Les propriétés de la dichotomie exponentielle
Nous rappelons dans cette section les propriétés les plus connues de la dichoto-

mie exponentielle.

Lemme 2.1. Soit t0, τ des constantes réelles, τ < t0 (resp τ > t0), si l’équa-
tion (2.6) a une dichotomie exponentielle (2.7) sur [t0,+∞) (resp (−∞, t0]), alors
elle en a une sur [τ,+∞) (resp (−∞, τ ]), avec le même exposant α et la même
projection P.

Preuve

Soit x est une solution de l’équation 2.6, donc x(t) = x(s) +
∫ t
s
A(u)x(u)du

pour t ≥ s, d’après l’inégalité de Gronwall, on a |x(t)| ≤ |x(s)|e
∫ t
s |A(u)|du

t ≥ s, par conséquent

|x(t)x−1(s)| ≤ N pour τ ≤ s ≤ t ≤ t0,

avec N=e
∫ t0
τ |A(u)du|. Pour montrer la première inégalité de (2.7) il faut distinguer

deux situations possibles :
•Si τ ≤ s ≤ t0 ≤ t :

|X(t)PX−1(s)| ≤ |X(t)PX−1(t0)||X(t0)X−1(s)|
≤ Ke−α(t−t0).N

= NKe−α(t−s)eα(t0−s)

≤ NKe−α(t−s)eα(t0−τ)

= K ′e−α(t−s) avec K ′ = Nkeα(t0−τ)
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•Si τ ≤ s ≤ t ≤ t0

|X(t)PX−1(s)| ≤ |X(t)X−1(t0)||X(t0)PX−1(t0)||X(t0)X−1(s)|
≤ N.K.N

≤ N2Keα(t0−τ)e−α(t−s) (car eα((t0−t)+(s−τ))) ≥ 1

= K ′′e−α(t−s) avec K ′′ = N2Keα(t0−τ),

donc la première inégalité de (2.7) est satisfaite avec la constante
L = max(K ′, K ′′), de la même manière en remplaçant P par I-P on obtient la
deuxième inégalité de (2.7).

Lemme 2.2. Si l’équation (2.6) a des dichotomies exponentielles sur les demi-
droites R+ et R−, avec la même projection P, alors elle en a une sur R, avec la
même projection.

Preuve

Soit X(t) la matrice fondamentale de 2.6, notons K+, α+ (resp K−, α−) les
constantes associées aux dichotomies exponentielles sur R+ (resp R−), posons
α = min(α+, α−) et K = max(K+, K−), pour montrer la première inégalité de
(2.7) il faut distinguer trois situations possibles :
•Si t ≥ s ≥ 0

|X(t)PX−1(s)| ≤ K+e−α
+(t−s)

≤ Ke−α(t−s)

•Si t ≥ 0 ≥ s

|X(t)PX−1(s)| = |X(t)P 2X−1(s)|
≤ |X(t)P ||PX−1(s)|
≤ K+e−α

+tK−e−α
−t

≤ K2e−α(t−s)

•Si 0 ≥ t ≥ s

|X(t)PX−1(s)| ≤ K−e−α
−(t−s)

≤ Ke−α(t−s)

donc la première inégalité de (2.7) est satisfaite avec la constante
L = max(K,K2), de la même manière on obtient la deuxième inégalité.
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Proposition

Si le système (2.6) a une dichotomie exponentielle (2.7) sur un intervalle J et
si X(t) est une matrice fondamentale (2.6), alors le système adjoint ẋ = −A∗(t)x,
a une dichotomie exponentielle sur J, de projection S=I-P ∗.

Démonstration

On a la matrice fondamentale de ẋ = −A∗(t)x est Y (t) = X−1∗(t), alors pour
t ≥ s dans J on a

|Y (t)SY −1(s)| = |X−1∗(t)(I − P ∗)X∗(s)|
= |X(s)(I − P )X−1(t)∗|
= |X(s)(I − P )X−1(t)|
≤ Ke−α(t−s).

De la même manière, on a |Y (t)(I − S)Y −1(s)| ≤ Ke−α(s−t) pour s ≥ t
dans J.

2.4 La dichotomie exponentielle dans le cas des
coefficients discontinus

Définition 2.9. Soit X(t) la matrice fondamentale de (2.6) avec X(0)=I, suppo-
sons que l’équation (2.6) admet une dichotomie exponentielle avec la projection P.
On dit que P(t) est une matrice projection si on a
P(t) = X(t)PX−1(t) pour tout t.

Remarque 2.5. Soit P(t) la matrice projection alors pour tout t,s ∈ J on a
•X(t)PX−1(s) = X(t)X−1(s)P(s) = P(t)X(t)PX−1(s).
•X(t)(I − P )X−1(s) = X(t)X−1(s)(I − P(s)) = (I − P(t)X(t)(I − P )X−1(s).
•P(t) est une solution de système matricielle

dX(t)

dt
= A(t)X −XA(t).

Lemme 2.3. Pour tout entier k, soit Ak une matrice carrée continue et normée
tel que le système :

dx

dt
= Ak(t)x. (2.10)
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admet une dichotomie exponentielle sur un intervalle [tk−1, tk] avec des constantes
K ≥ 1, α > 0 et une matrice projection Pk(t) .
Si pour tout k :
i) tk − tk−1 ≥ 2α−1 log(K).
ii) Pk(tk−1) = Pk(tk).
Alors le système :

dx

dt
= A(t)x

avec A(t) = Ak(t) pour tk−1 ≤ t ≤ tk, admet une dichotomie exponentielle sur R
de constantes K2, α

2
.

Démonstration

Supposons 0 ≤ s ≤ t, il existe alors des entiers positifs k ≤ l tels que

tk−1 ≤ s ≤ tk et tl−1 ≤ t ≤ tl.

Alors

|X(t)PX−1(s)| ≤ |X(t)PX−1(tl−1)||X(tl−1)PX−1(tl−2)|...|X(tk+1)PX−1(tk)||X(tk)PX
−1(s)|

= |X(t)X−1(tl−1)Pl(tl−1)||X(tl−1)X−1(tl−2)Pl−1(tl−2)|...
.. |X(tk+1)X−1(tk)Pk+1(tk)||X(tk)X

−1(s)Pk(s)|
≤ Ke−α(t−tl−1)Ke−α(tl−1−tl−2)...Ke−α(tk−s)

= K l−k+1e−α(t−s)

= e(l−k+1) log(K)e−
α
2

(t−s)e−
α
2

(t−s)

≤ e(l−k+1) log(K)e−(l−k−1) log(K)e−
α
2

(t−s)

= K2e−
α
2

(t−s).

Puisque t− s ≥ tl−1 − tk ≥ (l − k − 1) 2
α

log(K).
De la même manière on montrera que pour : s ≥ t ≥ 0

|X(t)(I − P )X−1(s)| ≤ K2e−
α
2

(s−t)

Lemme 2.4. Sous les mêmes hypothèses que dans le lemme précédent sauf que
|Ak(t)| ≤ N pour tout t et k et i) et ii) sont remplacées par :
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i) tk − tk−1 ≥ 2α−1 log(3K).
ii) Pk(tk−1)− Pk(tk) ≤ δ.
Alors si

δ ≤ min

{
1

4K
,

α

2592K

[
2N +

α

2 log(3K)

]}
.

Le système défini comme dans le lemme précédent admet une dichotomie exponen-
tielle sur R de constantes dépendent seulement de K et de α.

Preuve

On pose Pk = Pk(tk−1) et Qk = Pk−1(tk−1) et considérons

Jk = PkQk + (I − Pk)(I −Qk).

En utilisant le fait que P 2
k = Pk,

|Jk − I| = |PkQk + (I − Pk)(I −Qk)− I|
= |Pk(Qk − Pk) + (I − Pk)(Pk −Qk)|
≤ |Qk − Pk|(|Pk|+ |I − Pk|)

≤ δ(K +K) = 2Kδ ≤ 2K
1

4K

<
1

2

donc Jk est inversible et

|J−1
k | = | [I − (I − Jk)]−1 | ≤

+∞∑
l=0

|I − Jk|l ≤ (1− 2Kδ)−1.

Et on a
PkJk = PkQk + (PK − Pk)(I −Qk) = PkQk = JkQk,

ainsi Pk = JkQkJ
−1
k . Maintenant, écrivons

Sk(t) = I + (tk − tk−1)−1(t− tk−1)(Jk+1 − I) pour tk−1 ≤ t ≤ tk.

Alors
|Sk(t)− I| ≤ |Jk+1 − I| ≤ 2Kδ <

1

2
.
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Par suite S−1
k existe et

|S−1
k (t)| ≤ (1− 2Kδ)−1 < 2.

Donc
|S ′k(t)| = |(tk − tk−1)−1(Jk+1 − I)| ≤ 2(2 log(3K))−1αKδ.

Pour tout entier k soit Xk(t) la matrice fondamentale du système (2.10) satisfai-
sant Xk(tk−1) = I ; alors

Pk(t) = Xk(t)PkX
−1
k (t).

Alors Yk(t) = Sk(t)Xk(t) est une matrice fondamentale du système

y′(t) = Bk(t)y. (2.11)

avec Bk(t) = Y ′kY
−1
k (t) = Sk(t)Ak(t)S

−1
k (t) + S ′k(t)S

−1
k (t).

Donc si tk−1 ≤ t ≤ tk,

|Bk(t)− Ak(t)| ≤ |Sk(t)− I||Ak(t)||S−1
k (t)|+ |Ak(t)||S−1

k (t)− I|+ |S ′k(t)||S−1
k (t)|

≤ 4KδN + 4KδN + 4K
α

2 log(3K)
δ

≤ 4K

[
2N +

α

2 log(3K)

]
δ. (1.6)

Maintenant, notons que le système (2.11), admet une dichotomie exponentielle sur
[tk−1, tk], puisque si tk−1 ≤ t ≤ s ≤ tk,

|Yk(t)PkY −1
k (s)| ≤ |Sk(t)||Xk(t)PkX

−1
k (s)||S−1

k (t)|

≤ 3

2
Ke−α(t−s) × 2

= 3Ke−α(t−s).

De la même façon, on montrera que si tk−1 ≤ s ≤ t ≤ tk,
|Yk(t)(I − Pk)Y −1

k (s)| ≤ 3ke−α(t−s).
La matrice de projection correspondante est :

Dk(t) = Yk(t)PkY
−1
k (t).
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On a pour tout entier k,

Dk−1(tk−1) = Yk−1(tk−1)Pk−1Y
−1
k−1(tk−1)

= Sk−1(tk−1)Xk−1(tk−1)Pk−1X
−1
k−1(tk−1)S−1

k−1(tk−1)

= Sk−1(tk−1)Pk−1(tk−1)S−1
k−1(tk−1)

= Jk−1Pk−1(tk−1)J−1
k−1

= Jk−1QkJ
−1
k−1

= Pk

et

Dk(tk−1) = Yk(tk−1)PkY
−1
k (tk−1)

= Sk(tk−1)Xk(tk−1)PkX
−1
k (tk−1)S−1

k (tk−1)

= Pk car Sk(tk−1) = I et X−1
k (tk−1) = I.

Si on définit B(t) sur R tel que B(t) = Bk(t) pour tk−1 ≤ t ≤ tk , il s’en suit
d’après le lemme précédent que le système y′(t) = B(t)y , admet une dichotomie
exponentielle sur R de constantes 9K2 et

α

2
.

D’après (1.6) et l’hypothèse sur δ, on a

sup
t
|A(t)−B(t)| < α

648K2
.

Et par suite le système x′(t) = A(t)x, admet une dichotomie exponentielle sur R
de constantes dépendent seulement de K et de α.



CHAPITRE 3

CONSERVATION DE LA DICHOTOMIE
EXPONENTIELLE PAR PERTURBATION

Le théorème suivant est une propriété très importante, la préservation par petites
perturbations linéaires.

Théorème 3.1. Supposons que l’équation différentielle (2.6) a une dichotomie ex-
ponentielle (2.7) sur R+(resp R−,R). Soit B une fonction à valeurs matricielles
continue et bornée sur R+(resp R−,R) telle que

δ = sup
t∈R+

|B(t)| < α

4K2
( resp R−,R).

Alors l’équation perturbée

ẋ = [A(t) +B(t)]x. (3.1)

a une dichotomie exponentielle sur R+( resp R−,R), de constantes
K1 = 5

2
K2 et d’exposant (α−2Kδ) et de projection Q de même noyau (resp image)

que celui de P.
De plus, si Y(t) est la matrice fondamentale de (3.1) vérifiant Y (0) = I, alors

|Y (t)QY −1(t)−X(t)PX−1(t)| ≤ 4α−1k3δ, pour tout t ≥ 0.
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Démonstration

On a besoin les deux lemmes suivantes :

Lemme 3.1. Soit φ(t) une fonction continue, bornée à valeurs réelles telle que

φ(t) ≤ ke−αt + θα

∫ +∞

0

e−α|t−u|φ(u)du pour tout t ≥ 0.

Avec k,α,θ sont des constantes positives. Si θ < 1
2
alors

φ(t) ≤ ρke−βt,

où β = α(1− 2θ)
1
2 , ρ = θ−1

[
1− (1− 2θ)

1
2

]
.

Preuve

On considère l’équation

ψ(t) = ke−αt + θα

∫ +∞

0

e−α|t−u|ψ(u)du. (3.2)

D’après le théorème de dérivation sous le singe intégral, on a pour chaque solution
ψ(t) continue et bornée de (3.2) est différentiable et

ψ′(t) =

(
ke−αt + θα

∫ t

0

e−α|t−u|ψ(u)du+ θα

∫ +∞

t

e−α|t−u|ψ(u)du

)′
= −αke−αt − θα2

∫ t

0

e−α(t−u)φ(u)du+ θα2

∫ +∞

t

e−α(u−t)φ(u)du.

D’où ψ′(t) est différentiable et

ψ′′(t) = −α2ke−αt − 2θα2ψ(t) + θα3

∫ +∞

0

e−α|t−u|φ(u)du.

Par suite ψ(t) la solution de l’équation différentielle

ψ′′ = α2(1− 2θ)ψ.

Or ψ(t) est bornée, ce qu’implique si θ < 1
2
, alors
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ψ(t) = ce−βt

où c est une constante.
On remplace ψ(t) par ce−βt dans (3.2) on obtient c = ρk. D’où l’équation (3.2)
admet une unique solution bornée, continue ψ(t) = ρke−βt.
Pour toute constante L ≥ θ−1k, on a

L ≥ ke−αt + θα

∫ +∞

0

e−α|t−u|Ldu pour t ≥ 0.

En effet, on pose

h(t) = ke−αt + θα

∫ +∞

0

e−α|t−u|Ldu− L.

Donc h(t) = ke−αt + 2Lθ − Lθe−αt − L et h′(t) ≥ 0 pour t ≥ 0, or

lim
t→+∞

h(t) = L(2θ − 1) < 0,

alors h(t) ≤ 0 pour t ≥ 0. D’où le résultat.
Si on choisit L ≥ supψ(t), alors d’après la méthode d’approximations successives
l’équation (3.2) admet une solution ψ(t) telle que φ(t) ≤ ψ(t) ≤ L pour t ≥ 0.

Lemme 3.2. Soit φ(t) une fonction continue à valeurs réelles telle que

φ(t) ≤ ke−α(s−t) + θα

∫ +∞

0

e−α|t−u|φ(u)du pour tout t ≥ 0,

avec k, α, θ sont des constantes positives. Si θ < 1
2
alors :

φ(t) ≤ ρke−β(s−t),

où β = α(1− 2θ)
1
2 , ρ = θ−1

[
1− (1− 2θ)

1
2

]
.

Preuve

Il suffit d’appliquer le lemme précédent avec φ(s− t).
Maintenant, nous sommes en mesure de montrer le théorème précédent, en effet
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Soit Y (t) une fonction à valeurs matricielles, continue, bornée, on pose
‖Y ‖ = sup

t≥0
|Y (t)| et

TY (t) = X(t)P+

∫ t

0

X(t)PX−1(u)B(u)Y (u)du−
∫ +∞

t

X(t)(I−P )X−1(u)B(u)Y (u)du.

Alors

|TY (t)| ≤ Ke−αt +K‖Y ‖
(∫ t

0

e−α(t−u)B(u)du−
∫ +∞

t

e−α(u−t)B(u)du

)
≤ Ke−αt +K‖Y ‖δ

(∫ t

0

e−α(t−u)du−
∫ +∞

t

e−α(u−t)du

)
≤ Ke−αt +Kδα−1(−e−αt − eαt)‖Y ‖.

Donc ‖TY ‖ ≤ K + 2Kδα−1‖Y ‖. De la même manière on obtient
‖TY−TỸ‖ ≤ 2Kδα−1‖Y−Ỹ‖.
D’après le principe de contraction, si θ = α−1kδ < 1

2
, alors T admet un unique

point fixe Y1(t) avec

Y1(t) = X(t)P+

∫ t

0

X(t)PX−1(u)B(u)Y1(u)du−
∫ +∞

t

X(t)(I−P )X−1(u)B(u)Y1(u)du.

(3.3)
Ce qui implique que Y1(t) est différentiable et une solution de l’équation (3.1). Or
Y1(t)P est aussi point fixe de T donc Y1(t)P = Y1(t). En particulier, si Q = Y1(0)
alors QP = Q .
À partir de (3.3), on remplace t par s, on obtient

X(t)PX−1(s)Y1(s) = X(t)P +

∫ s

0

X(t)PX−1(u)B(u)Y1(u)du. (3.4)

En comparent (3.3) et (3.4) on a

Y1(t) = X(t)PX−1(s)Y1(s) +
∫ t
s
X(t)PX−1(u)B(u)Y1(u)du−∫ +∞

t
X(t)(I − P )X−1(u)B(u)Y1(u)du. (3′)

D’autre part, on choisit t = s = 0 dans (3.3) on obtient PQ = P . Donc Y1(t)Q est
aussi un point fixe de T et d’où Y1(t)Q = Y1(t). pour t = 0 on a Q2 = Q alors Q
est une projection.
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Si Y (t) la matrice fondamentale de l’équation (3.1) telle que Y (0) = I alors
Y1(t) = Y (t)Q .
On pose Y2(t) = Y (t)(I −Q) de sorte que Y (t) = Y1(t) +Y2(t). D’après la formule
de la variation de la constante,

Y2(t) = X(t)(I −Q) +

∫ t

0

X(t)X−1(u)B(u)Y2(u)du. (3.5)

On remplace t par s et on utilisons (I − P )(I −Q) = I −Q on obtient

X(t)(I − P )X−1(s)Y2(s) = X(t)(I −Q) +

∫ s

0

X(t)(I − P )X−1(u)B(u)Y2(u)du.

En comparent avec (3.5),on a

Y2(t) = X(t)(I − P )X−1(s)Y2(s)−
∫ t

s

X(t)(I − P )X−1(u)B(u)Y2(u)du+∫ t
0

X(t)PX−1(u)B(u)Y2(u)du. (3′′)

D’après (3′) et (3′′) ,on a pour tout vecteur ξ,

|Y1(t)ξ| ≤ ke−α(t−s)|Y1(s)ξ|+ θα

∫ +∞

s

e−α|t−u||Y1(u)ξ|du pour t ≥ s ≥ 0,

|Y2(t)ξ| ≤ ke−α(t−s)|Y2(s)ξ|+ θα

∫ s

0

e−α|t−u||Y2(u)ξ|du pour s ≥ t ≥ 0.

On applique les lemmes 1 et 2, on a{
|Y1(t)ξ| ≤ ρke−β(t−s)|Y1(s)ξ| pour t ≥ s ≥ 0,

|Y2(t)ξ| ≤ ρke−β(s−t)|Y2(s)ξ| pour s ≥ t ≥ 0,
(3.6)

où
β = α(1− 2θ)

1
2 , ρ = θ−1

[
1− (1− 2θ)

1
2

]
.

D’après (3.3) et (3.5) on a{
X(t)(I − P )X−1(t)Y1(t) = −

∫ +∞
t

X(t)(I − P )X−1(u)B(u)Y1(u)du,

X(t)PX−1(t)Y2(t) =
∫ t

0
X(t)PX−1(u)B(u)Y2(u)du.
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D’après (3.6) on a{
|Y1(u)ξ| ≤ ρke−β(u−t)|Y1(t)ξ| pour u ≥ t ≥ 0,

|Y2(u)ξ| ≤ ρke−β(t−u)|Y2(t)ξ| pour t ≥ u ≥ 0.

Alors{
|X(t)(I − P )X−1(t)Y1(t)ξ| ≤ θαρk

∫ +∞
t

e−(α+β)(t−u)du = η|Y1(t)ξ|,
|X(t)PX−1(t)Y2(t)ξ| ≤ θαρk

∫ t
0
e−(α+β)(u−t)du = η|Y2(t)ξ|,

(3.7)

avec η = (ρ− 1)k. Et on a aussi

Y (t)QY −1(t)−X(t)PX−1(t) = X(t)(I−P )X−1(t)Y (t)QY −1(t)−X(t)PX−1(t)Y (t)(I−Q)Y −1(t).

Alors d’après (3.7) on a

|Y (t)QY −1(t)−X(t)PX−1(t)| ≤ |X(t)(I − P )X−1(t)Y (t)QY −1(t)|+
| X(t)PX−1(t)Y (t)(I −Q)Y −1(t)|
= |X(t)(I − P )X−1(t)Y1(t)ξ||Y −1

1 (t)ξ−1||Y (t)QY −1(t)|+
| X(t)PX−1(t)Y2(t)ξ||Y −1

2 (t)ξ−1||Y (t)(I −Q)Y −1(t)|
≤ η|Y1(t)ξ||Y −1

1 (t)ξ−1||Y (t)QY −1(t)|+
η |Y2(t)ξ||Y −1

2 (t)ξ−1||Y (t)(I −Q)Y −1(t)|
= η|Y (t)QY −1(t)|+ η|Y (t)(I −Q)Y −1(t)|
= η(γ1 + γ2),

où γ1 = |Y (t)QY −1(t)| ; γ2 = |Y (t)(I −Q)Y −1(t)|. D’où

γ1 ≤ |Y (t)QY −1(t)−X(t)PX−1(t)|+ |X(t)PX−1(t)| ≤ η(γ1 + γ2) +K.

Or Y (t)QY −1(t)−X(t)PX−1(t) = X(t)(I−P )X−1(t)−Y (t)(I−Q)Y −1(t). Alors

γ2 ≤ η(γ1 + γ2) +K.

On fait la somme, on obtient γ1 + γ2 ≤ 2(1− 2η)−1K ,si η < 1
2
, alors

γ1, γ2 ≤ (1− 2η)−1K.
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Si on remplace ξ par Y −1(s)ξ dans (3.6), on obtient pour t ≥ s ≥ 0

|Y (t)QY −1(s)| = |Y (t)QY −1(t)||Y (t)QY −1(s)ξ||ξ−1|
= γ1|Y1(t)Y −1(s)ξ||ξ−1|
≤ (1− 2η)−1ρK2|Y1(s)Y −1(s)|
≤ (1− 2η)−1ρK2e−β(t−s)

≤ Le−β(t−s),

où L = (1− 2η)−1ρK2. De la même manière on a pour s ≥ t ≥ 0

|Y (t)(I −Q)Y −1(s)| ≤ Le−β(s−t).

•Pour le cas t ≥ 0. On a δ = sup
t∈R+

|B(t)| < α
4K2 , donc la condition η < 1

2
est

satisfaite si θ < 1
4K

donc nécessairement K ≥ 1, pour δ très petit on a

(1− 2θ)
1
2 ' 1− θ.

Donc
β ' α−Kδ, L ' K2, η ' 0 et ρ ' 1.

D’où pour tout t ≥ s ≥ 0, on a

|y(t)Qy−1(s)| ≤ Le−β(t−s)

≤ K2e−(1−Kδ)(t−s)

≤ K2e−(1−2Kδ)(t−s)

≤ 5

2
K2e−(1−2Kδ)(t−s).

De la même manière, on a pour s ≥ t ≥ 0

|y(t)(I −Q)y−1(s)| ≤ 5

2
K2e−(1−2Kδ)(s−t).

•Pour le cas t ≤ 0, il est similaire au cas précédent.
•Pour le cas t ∈ R.
Supposons que (2.6) admet une dichotomie exponentielle sur R, alors l’équation
perturbée (3.1) admet une dichotomie exponentielle sur R− et R+ avec des projec-
tions respectivement Q′ et Q′′. De plus ker(Q′) = ker(P ) et ker(I−Q′′) = ker(I−
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P ), et |Q′− P | ≤ θ(1− 2θ)−1K, |Q′′− P | ≤ θ(1− 2θ)−1K avec θ = α−1Kδ < 1
4K

.
Ainsi Q′P = P , PQ′ = P , Q′′P = P , PQ′′ = Q′′ et |Q′ −Q′′| < 1. On pose

S = I +Q′ −Q′′, Q = SPS−1.

Alors Q est une projection et

SP = Q′, S(I − P ) = I −Q′′.

Par conséquent ker(Q) = ker(Q′′), et Im(Q) = Im(Q′). Donc l’équation perturbée
(3.1) admet a une dichotomie exponentielle sur R− et R+ avec une projection
commune Q.



CHAPITRE 4

DICHOTOMIE EXPONENTIELLE ET FONCTION DE
LYAPUNOV

Les fonctions de Lyapunov sont un outil standard dans la théorie de la stabilité.
Dans ce chapitre, on se propose de voir leur relation avec la dichotomie exponen-
tielle.

Définition 4.1. Soit A(t) une fonction à valeurs matricielles, définie et continue
pour t ≥ 0. La forme hermitienne x∗G(t)x, où G(t) est une fonction à valeurs
matricielles, bornée, continument différentiable et hermitienne, est dite fonction
de Lyapunov pour l’équation différentielle (2.6), si sa dérivée par rapport au temps
le long des solutions de (2.6) est définie négative.

Remarque 4.1.

d

dt
x∗G(t)x|(11) = ẋ∗G(t)x+ x∗Ġ(t)x+ x∗G(t)ẋ

= x∗A∗(t)G(t)x+ x∗Ġ(t)x+ x∗G(t)A∗(t)x.

Par définition,x∗G(t)x est une fonction de Lyapunov s’il existe une constante η >
0, telle que d

dt
x∗G(t)x|(11) ≤ −η|x2|.

Théorème 4.1. Si l’équation (2.6) a une dichotomie exponentielle sur R+ (resp.
R−,R) alors il existe une fonction à valeurs matricielles H bornée, continument
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différentiable et hermitienne vérifiant

Ḣ(t) +H(t)A(t) + A∗(t)H(t) ≤ −I pour tout t ≥ 0. (4.1)

(resp t ≤ 0, t ∈ R)

Démonstration

Pour simplifier on pose

X1(t, s) = X(t)PX−1(s),

X2(t, s) = X(t)(I − P )X−1(s).

•Soit H(t) la fonction définie sur R par

1

2
H(t) =

∫ +∞

t

X∗1 (t, s)X1(t, s)ds−
∫ t

−∞
X∗2 (t, s)X2(t, s)ds.

On a

|1
2
H(t)| ≤ K2

(∫ +∞

t

e−2α(s−t)ds+

∫ t

−∞
e−2α(t−s)ds

)
=
K2

α
.

H(t) est hermitienne, bornée et continument différentiable de plus

d

2dt
H(t) = −1

2
A∗(t)H(t)− 1

2
H(t)A(t)−X∗1 (t, t)X1(t, t)−X∗2 (t, t)X2(t, t)

car
d

dt
X1(s, t) = −X1(s, t)A(t),

d

dt
X∗1 (s, t) = −A∗(t)X∗1 (s, t).

En considérant les projections B(t) = X1(t, t),Q(t) = X2(t, t) = I −B(t) on a

Ḣ(t) +H(t)A(t) + A∗(t)H(t) = −2B∗(t)B(t)− 2Q∗(t)Q(t).

Posons pour simplifier, R(t) = B∗(t)B(t) + Q∗(t)Q(t).
Soit ξ un élément quelconque de l’espace des états, ξ = ξ1 + ξ2, avec

ξ1 ∈ ImB(t), ξ2 ∈ ImQ(t) = kerB(t).
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Par conséquent

ξ∗R(t)ξ = ξ∗1R(t)ξ1 + ξ∗1R(t)ξ2 + ξ∗2R(t)ξ1 + ξ∗2R(t)ξ2

= ξ∗1ξ1 + 0 + 0 + ξ∗2ξ2

= ξ∗1ξ1 + ξ∗2ξ2

≥ 1

2
ξ∗ξ.

•Pour le cas R−, on définit H(t) par :

1

2
H(t) =

∫ 0

t

X∗1 (t, s)X1(t, s)ds−X∗1 (0, t)X1(0, t)−
∫ t

−∞
X∗2 (t, s)X2(t, s)ds.

•Pour le cas R+, on définit H(t) par :

1

2
H(t) =

∫ +∞

t

X∗1 (t, s)X1(t, s)ds−X∗2 (0, t)X2(0, t)−
∫ t

0

X∗2 (t, s)X2(t, s)ds.

Le théorème suivant est la réciproque au théorème précédent.

Théorème 4.2. Supposons que (2.6) est à croissance bornée sur R, s’il existe une
fonction H(t) bornée, hermitienne, de classe C1, vérifiant (4.1), alors l’équation
(2.6), admet une dichotomie exponentielle sur R.

Démonstration

On a (2.6) est à croissance bornée sur un intervalle J, donc pour h fixé stric-
tement positif, il existe une constante C ≥ 1, telle que toute solution x(t) de (2.6),
vérifiée

|x(t)| ≤ C|x(s)| s, t ∈ J, s ≤ t ≤ s+ h. (4.2)

Par hypothèse il existe deux constantes ρ > 0 et C ≥ 1 telles que
H(t) ≤ ρ ; t∈ R et pour toute solution x(t) de (2.6),

|x(t)| ≤ C|x(s)|, 0 ≤ s ≤ t ≤ s+ e.

Notons X(t) la matrice fondamentale de (2.6) telle que, X(0) = I, x(t, ξ) la solu-
tion de (2.6), vérifiant x(0, ξ) = ξ (i.e : x(t, ξ) = X(t)ξ),

V (t, ξ) = x∗(t, ξ)H(t)x(t, ξ),



47

V1 = {ξ ∈ Rn : x(t, ξ) bornée sur R∗} ,

V2 un sous espace complémentaire quelconque,

S2 = {ξ ∈ V2 : |ξ| = 1} ,

on notera parfois pour simplifier

V (t) = V (t, ξ), x(t) = x(t, ξ).

Soit ξ ∈ Rn, |ξ| = 1, on a

V̇ (t) = x∗(t)
[
Ḣ(t) +H(t)A(t) + A∗(t)H(t)

]
x(t) ≤ −|x(t)2|. (4.3)

V(t) est une fonction strictement décroissante. On se place ici dans l’hypothèse où
V (t) ≥ 0, pour tout t ≥ 0. On a∫ t

0

|x(u)|2du ≤ −
∫ t

0

V̇ (t)

= V (0)− V (t)

≤ V (0)

≤ ρ|x(0)|2

≤ ρ

c’est à dire
∫ t

0
|x(u)|2du < ρ et

lim
t→+∞

|x(t)| = 0, lorsque |x(0)| = 1.

Soit m > 0, tm la plus petite valeur réelle positive vérifiant |x(tm)| = e−
m
2 .

Si u < tm alors |x(u)| ≥ |x(tm)|, sinon il existe ν < tm tel que
|x(ν)| < e−

m
2 < |x(0)| = 1. Du théorème des valeurs intermédiaires on déduit

l’existence d’un νm ∈ (0, tm), vérifiant |x(νm)| = e−
m
2 , ce qui est impossible. Par

suite (tm) est une suite croissante. De l’inégalité

−ρ|x(tm)|2 ≤ −V (tm) ≤ V (tm+1)− V (tm) =

∫ tm+1

tm

V̇ tudu
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et de (4.3) il vient

ρ|x(tm)|2 ≤ −
∫ tm+1

tm

|x(u)|2du

≤ −(tm+1 − tm)|x(tm+1)|2.

Or |x(tm)|2 = e|x(tm+1)|2, donc tm ≤ tm+1 ≤ tm+ρe . Maintenant, considérons
deux réels s,t 0 ≤ s ≤ t < +∞ et m,n deux entiers tels que tm ≤ s ≤ tm+1

,tn ≤ t ≤ tn+1 .d’où en posant α = 1
2ρe

, on obtient

t− s ≤ tn+1 − tm = (tn+1 − tn) + (tn − tn−1) + ...+ (tm+1 − tm) ≤ (n+ 1−m)ρe

et n+1−m
2
≥ α(t− s). Ce qui par utilisation de (4.2), conduit à

|x(t)| ≤ C|x(tn)|
= Ce−n

n
2

= Ce
1
2 e−

n+1−m
2 e−

m
2

= Cee−
n+1−m

2 |x(tm+1)|
< eC2e−

n+1−m
2 |x(s)|

≤ eC2e−α(t−s)|x(s)|.



CHAPITRE 5

APPLICATION DE LA DICHOTOMIE
EXPONENTIELLE

5.1 Admissibilité de (Cb, Cb) :

Proposition

(Cb, Cb) est admissible si et seulement s’il existe une projection P telle que
l’application :

t→
∫ t

−∞
‖X(t)PX−1(s)‖ds+

∫ +∞

t

‖X(t)(I − P )X−1(s)‖ds.

existe et bornée.

Preuve

Condition suffisante :
soit f ∈ Cb, posons :

x(t) =

∫ t

−∞
X(t)PX−1(s)f(s)ds−

∫ +∞

t

X(t)(I − P )X−1(s)f(s)ds.



50 Application de la dichotomie exponentielle

il est clair que x répond à la question. Condition nécessaire :
Étape 1 :Posons

X1 = {c ∈ Rn, t→ X(t)c est bornée sur R+}

X2 = {c ∈ Rn, t→ X(t)c est bornée sur R−}

On a alors Rn = X1⊕X2 en effet : X1∩X2 = {0} résulte de l’unicité de la solution
bornée de (2.6). Soit x0 ∈ Rn, montrons que x0 ∈ X1+X2. Soit f à support compact
inclus dans [-1,1], l’équation :

ẋ = A(t)x(t) + f(t) (5.1)

admet une unique solution x dans Cb. Posons x(t) = X(t)α(t) et
f(t) = X(t)β(t) l’équation (5.1) devient :

α̇ = β.

Pour t ≥ 1, α̇ = 0, donc ∀t ≥ 1, x(t) = X(t)α1 où α1 ∈ X1, de même ∀t ≤ −1,
x(t) = X(t)α2 où α2 ∈ X2, d’autre part α1 − α2 =

∫ 1

−1
β, donc pour avoir

x0 ∈ X1 + X2, il suffit de choisir β de sorte que x0 =
∫ 1

−1
β, ce choix est possible

par exemple β(t) = x0(1− |t|) si t ∈ [−1, 1] et β(t) = 0 sinon. Ainsi

Rn = X1 ⊕X2.

Soit P une projection sur X1 parallèlement à X2.
Étape 2 :Pour f ∈ Cb soit xf l’unique solution bornée de l ’équation (5.1), alors
l’application linéaire
T : f → xf est continue en effet : soit (xn, fn) une suite convergente d’éléments
du graphe de T, avec (x,f) sa limite, montrons que x=Tf on a :
xn(t) = xn(0) +

∫ t
0
(A(s)xn(s) + fn(s))ds, en faisant tendre n vers +∞ on obtient :

x(t) = x(0) +

∫ t

0

(A(s)x(s) + f(s))ds.

Il en résulte que x=Tf, le théorème du graphe fermé permet de conclure.
Si f est à support compact, l’unique solution bornée de (5.1) est :

xf (t) =

∫ t

−∞
X(t)PX−1(s)f(s)ds−

∫ +∞

t

X(t)(I − P )X−1(s)f(s)ds
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en effet, les intégrales convergent car f est à support compact, x est solution de
(5.1) car

x(t) = X(t)x0 +

∫ t

0

X(t)X−1(s)f(s)ds

avec

x0 =

∫ 0

−∞
PX−1(s)f(s)ds−

∫ +∞

0

(I − P )X−1(s)f(s)ds

de plus x est bornée en effet si suppf ⊂ [−R,R] on a pour t ≥ R :

x(t) = X(t)c1, c1 = P

∫ R

−R
X−1(s)f(s)ds ∈ X1

et pour t ≤ −R :

x(t) = X(t)c2, c2 = −(I − P )

∫ R

−R
X−1(s)f(s)ds ∈ X2.

Étape 3 : Soit t un réel fixé, a ≤ t, c, v ∈ Rn avec ‖c‖, ‖v‖ ≤ 1.

f(s)=

{
signe((X(t)PX−1(s)|v|))c si t ∈ [a, t]

0 si non
alors

‖xf (t)‖ =

∥∥∥∥∫ t

a

X(t)PX−1(s)f(s)ds

∥∥∥∥
≤ L‖f‖∞
≤ L.

Et par suite
|(xf (t)|v|)| ≤ L

c’est à dire ∫ t

a

∣∣(X(t)PX−1(s)c|v|)
∣∣ ds ≤ L

donc ∫ t

a

∥∥X(t)PX−1(s)
∥∥

1
ds ≤

∑
1≤i,j≤n

∫ t

a

∣∣(X(t)PX−1(s)ej|ei|)
∣∣ ds

≤ n2L
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il en résulte que ∫ t

−∞

∥∥X(t)PX−1(s)
∥∥

1
ds ≤ n2L.

Soit t un réel fixé, a ≥ t, c, v ∈ Rn avec ‖c‖, ‖v‖ ≤ 1.

f(s)=

{
signe((X(t)QX−1(s)|v|))c si t ∈ [t, a]

0 si non
on a

‖xf (t)‖ =

∥∥∥∥−∫ a

t

X(t)QX−1(s)f(s)ds

∥∥∥∥
≤ L

donc
‖(xf (t)|v|)‖ ≤ L.

C’est à dire ∫ a

t

∣∣(X(t)QX−1(s)c|v|)
∣∣ ds ≤ L

d’où ∫ a

t

∥∥X(t)QX−1(s)
∥∥

1
ds ≤ Ln2

ainsi ∫ +∞

t

∥∥X(t)QX−1(s)
∥∥

1
ds ≤ Ln2.

Remarque 5.1. Dans le cas où X(t) est à croissance bornée, on sait que l’ad-
missibilité de (Cb, Cb) est équivalente à la dichotomie exponentielle, mais on peut
avoir l’admissibilité de (Cb, Cb) sans dichotomie exponentielle comme le montre la
proposition suivante :

Proposition

Soit ϕ : R → R dérivable positive et a(t) = eϕ(t) − ϕ̇(t), alors (Cb, Cb) est
admissible pour l’équation ẋ = a(t)x+ f , Si de plus on choisit

ϕ(t) =

{
k
2
(1 + cos(πek(t− k))) si ∃k ∈ N∗, |t− k| ≤ e−k

0 si non
alors ẋ = a(t)x n’admet pas de dichotomie exponentielle.
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Preuve

on a

X(t)−1 = exp(−
∫ t

0

a(s)ds)

= exp(−
∫ t

0

eϕ(s)ds)exp(ϕ(t)− ϕ(0))

= −exp(−ϕ(0))
d

dt
exp(−

∫ t

0

eϕ(s)ds)

donc ∫ ∞
t

X(s)−1ds = −exp(−ϕ(0))

[
exp(−

∫ s

0

eϕ(u)du)

]∞
t

or ϕ positive donne :

exp(−
∫ s

0

eϕ(u)du) ≤ e−s.

donc ∫ ∞
t

X(s)−1ds = exp(−ϕ(0))exp(−
∫ t

0

eϕ(u)du). (2)

Montrons par l’absurde que X(t) n’est pas majoré, alors il existe m > 0 tel que :

m ≤ −exp(−ϕ(0))
d

dt
exp(−

∫ t

0

eϕ(s)ds)

par intégration sur [0,t], on a pour tout t ≥ 0 :

mt ≤ exp(−ϕ(0))

(
1− exp(−

∫ t

0

eϕ(s)ds)

)
ce qui est absurde. Il en résulte que l’équation 1 admet au plus une solution dans
Cb. Existence de la solution dans Cb : D’après 2 on peut définir :

x(t) = −
∫ ∞
t

X(t)X(s)−1f(s)ds.

Il est clair que x est une solution de l’équation 1, montrons que x est bornée :

|x(t)| ≤ ‖f‖∞
∫ ∞
t

X(t)X(s)−1ds
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et d’après 2 on aura :

|x(t)| ≤ ‖f‖∞X(t)exp(−ϕ(0))exp(−
∫ t

0

eϕ(u)du)

≤ ‖f‖∞exp(−ϕ(t))

≤ ‖f‖∞.

Finalement pour tout f dans Cb, l’équation 1 admet une unique solution bornée.
Supposons qu’on a la dichotomie exponentielle, on a vu que X(t) n’est pas majoré
donc P=0, donc

∃M > 0, ∃α > 0, pour t ≤ s,X(t)X−1(s) ≤Me−α(s−t)

par suite

−
∫ s

t

a(u)du ≤ lnM − α(s− t).

En particulier, il existe β > 0 tel que pour s ≥ t :

−
∫ s

t

a(u)du ≤ β

d’où
ϕ(s)− ϕ(t) ≤ β +

∫ s

t

eϕ(u)du

en particulier ∀n ∈ N∗ :

ϕ(n)− ϕ(n− e−n) ≤ β +

∫ n

n−en
endu

ce qui donne la contradiction :

∀n ∈ N∗;n ≤ β + 1.

5.2 Admissibilité de (L,L)
On note L l’ensemble suivante :

L =
{
f : R→ Rn,∀α > 0, t→ e−α|t|f(t) intégrable sur R

}
.

On a alors
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Proposition

Si l’équation :
ẋ = A(t)x (3)

admet une dichotomie exponentielle, alors (L,L) est admissible.

Preuve

il existe α > 0,M > 0 et une projection P tels que pour c ∈ Rn

∀t ≥ s, |X(t)Pc| ≤Me−α(t−s)|X(s)c|

∀t ≤ s, |X(t)(I − P )c| ≤Me−α(s−t)|X(s)c|.
Unicité de la solution dans L : montrons que si t → X(t)c est dans L alors c=0.
On a pour 0 ≤ s, |(I − P )c| ≤Me−αs|X(s)c| donc
s→ |(I − P )c| intégrable sur [0,+∞[ par suite Pc=c, donc pour 0 ≥ s,
|c| = |Pc| ≤Meαs|X(s)c| donc s→ c est intégrable sur ]−∞, 0] par suite c=0.
Existence de la solution dans L : soit f ∈ L, posons

x(t) =

∫ t

−∞
X(t)PX−1(s)f(s)ds−

∫ +∞

t

X(t)(I − P )X−1(s)f(s)ds.

On a alors x est une solution de l’équation 1 et

‖x(t)‖ ≤M

∫
R
e−α|t−s||f(s)|ds.

Soit β > 0 et γ = min(α, β) alors

e−β|t|‖x(t)‖ ≤M

∫
R
e−γ(|t−s|+|t|)|f(s)|ds

et ∫
R

∫
R
e−γ(|t−s|+|t|)|f(s)|dsdt =

∫
R
(

∫
R
e−γ(|t−s|+|t|)dt)|f(s)|ds.

D’autre part s→
∫
R e
−γ(|t−s|+|t|)dt est paire et pour s ≥ 0, on a∫

R
e−γ(|t−s|+|t|)dt =

∫ 0

−∞
e−γ(s−2t)dt+

∫ s

0

e−γsdt+

∫ +∞

s

e−γ(2t−s)dt

=
1

2γ
e−γs + se−γs +

1

2γ
e−γs.
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Ainsi
∀s ∈ R,

∫
R
e−γ(|t−s|+|t|)dt =

1

γ
e−γ|s| + |s|e−γ|s|

il en résulte que :∫
R
e−β|t|‖x(t)‖dt ≤M

∫
R
(
1

γ
e−γ|s| + |s|e−γ|s|)|f(s)|ds.

Comme
|s|e−γ|s| = o(e−

γ
2
|s|)( quand |s| → +∞).

On déduit que x ∈ L.
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