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DAns ce mémoire, nous avons €tudié la solution de I’équation différentielle :

X'(t) = A@)[X (1)) + B(t)
X(tg) = XO

avec A(t) € A#n(R™), B(t) € (R");

on distingue 2 cas :

1¢7¢ cas : sit € [a,b] (compact) nous avons rappelé le cour d’EDO du 3™ année
telle que la solution donnée par :

X(t) = R(t,to)Xo + / t R(t, s)B(s)ds

to

avec R(t,ty) est la résolvante.
2¢€cqs @ sit € R (non compact), on se propose une nouvelle méthode est la
dichotomie exponentielle, cette derniére donnée la solution sous la forme :

t +oo
X(t):/ X(t)PXY(s)ds + t X () (I — P)X (s)ds.

Les mots clés : Equation différentielle, point fize, semi-groupe, la résolvante, di-
chotomie exponentielle.
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NOTATIONS

Notations générales.
N :l’ensemble de tous les nombres entiers positifs.
N*:{1,2,3,...... }.
R : l’ensemble de tous les nombres réels.
R : l’ensemble de tous les nombres réels positifs.
R™ :={(x1, -+ ,xn) 121 €R,--- ,x, € R}
C :l’ensemble de tous les nombres complezes.
p.p : presque partout.
o(A) :={\ € C;la matrice(A] — A) ne soit pas inversible} .
A(a, b)) =b-a (la mesure de Lebesgue).
[/ lloc=sup || f () r -

el

sst : st et seulement si.

d(z,y) :la distance entre x et y.

L (E,E) : l'ensemble des applications linéaires.
C(E,F) :lespace des fonctions continus de E dans F.

(e;) :=(0,0,--- ,1,---,0) avec 1 le i°m™ composante.
1 - 0

Ign =1 oo
0 --- 1

ker f :le noyau de la fonction f.
@ : Signe de la somme directe.
Cy :espace des fonctions bornées.



INTRODUCTION

L’objectif de ce travail est de présenter des résultats d’existence des solutions pour
une classe d’équation différentielle :

X'(t) = AWX ()] + B(t) (1)
X(to) = X()

avec A(t) € #n(R"), B(t) e R",t e R

La dichotomie exponentielle est l'une des propriétés asymptotiques fondamentales

des solutions du ’équation différentielle . 1l a ses origines dans l’cevre d’O. Perron

dans son ouvrage classique[I0] et a été étudié avec beaucoup d’emphases au cours

des soizante derniére années par de nombreuzr auteurs, [8[9/[11][12/[13][14], au

cours des dernieres années, plusieurs auteurs ont attiré beaucoup d’attention sur

I’étude de l’existence de solutions périodiques, presque périodiques a I’équation ,

en utilisant la dichotomie exponentielle.

Ce mémoire est composé de cing chapitres.

Dans le premier chapitre, nous avons rappelé les notions classiques en analyse fonc-

tionnelle et quelques théorémes du point fize avec des propriétés du semi-groupes

servant comme outils pour aborder ce manuscrit (voir [1f[2][3][4][5]]6][7]).

Dans le deuxiéme chapitre , nous avons défini la notion du résolvante qui repré-

sente en quelque sort la notion de semi-groupes dans un espace de dimension fini

et ses propriétés, en suite nous avons défini la notion de dichotomie exponentielle

et ses propriétés.

Dans le troisieme chapitre, on étudié une propriété primordiale de la dichotomie
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exponentielle, a savoir la perturbation de [’équation différentielle correspondante
on s’avére que si l’équation est perturbée par une perturbation linéaire bornée B(t)
c’est-a-dire sup |B(t)|cr+ existe, donc on démontre que la dichotomie correspon-
dante a I’équation perturbée est proche de l'ancienne.

Dans le chapitre quatre on détermine la relation entre la fonction de Lyapunov
qu’est exactement un outil standard dans la théorie de la stabilité et la dichotomie
exponentielle.

Dans le chapitre cing on définit une application sur la dichotomie exponentielle
dans espace Cy et L .



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

ns ce chapitre nous rappelons quelques définitions et résultats préliminaires nous
utiliserons dans la suite du mémoire.

1.1 Espace de Banach

1.1.1 La norme sur un espace vectoriel

Définition 1.1. Soit E un espace vectoriel, une norme est une application définie
sur E a valeur dans Ry, notée ||- || g et telle que les trois propriétés suivantes soient
satisfaites :

01)Vz € E,||z||lg=0< 2 =0.

02) VA e RVx € E, || \x||g = |\|||z]| &

03) Inégalité triangulaire : Vx,y € E, ||z +yllg < ||zl + ||ylle-

e On dit que (E,|.|g) est un espace vectoriel normé.

1.1.2 Suite de Cauchy

Définition 1.2. Soit (Un),en une suite de E, on dit que (Un),en est une suite de
Cauchy pour la norme ||.|g si :

Ve>0,In>0,n e N,Vp,g>n:||Up—Uq|p <e.
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1.1.3 Espace Complet

Un espace vectoriel normé (E, ||.|g) est dit complet si toute suite de Cauchy
est convergente, un tel espace est aussi appelé espace de Banach .

1.1.4 Espace L*

Définition 1.3. Soit Q) un ouvert de R", muni de la mesure de Lebesque dx. On
désigne par L*(Q)) l'espace des fonctions intégrables sur Q & valeurs dans R, on le
munit de la norme :

Jullr = /Q |u(z)|da.

Soit p € R avec 1 < p < 400, on définit 'espace LY (Q) par :

LP(Q)) = {f : Q — R, fmesurable et/ |f(z)|Pdx < —1—00} :
Q

[ullz» = (/Q \u(w)\pdx);.

On définit aussi lespace L(Q2) par :

Sa norme est :

L=®(Q) ={f:Q — R, fmesurable 3 ¢ >0, tel que |f(x)| < c p.p sur Q}.

1l sera muni de la norme du sup-essentielle :

|u|| e = ess sup,cqlu(x)] =inf {c;|u(z)] <e¢, p.p sur}.

1.2 La compacité

Soient E et F' deux espaces de Banach.

1.2.1 Partie relativement compacte

Une partie A d’un espace métrique X est dite relativement compacte si son
adhérence est une partie compacte de X.
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1.2.2 Application compacte ; Complétement continue

Soit A une partie bornée de E, une application continue T : A C E — F est
dite compacte si T(A) est relativement compacte, elle dite complétement continue
si l'tmage de toute sous ensemble bornée de A est relativement compacte dans F.

1.2.3 Partie équicontinue de C(E,F)

Soit A une partie de C(E,F), soit x un point de E.
On dit que A est une famille équicontinue en x si :

Ve>0,36 >0V € E, ||z —y|lp <6=||f(x) — f(y)llr <e,VfeEA.

On dit que A est équicontinue sur E si A est équicontinue en tout x € E.

1.2.4 Théoréme d’Ascoli-Arzela

Théoréme 1.1. Une partie A de C(E,F) est relativement compacte ssi :
01) ’ensemble A est bornée :

AK >0, Vfe A |flleo<K.

02) A est équicontinue.
03)Vx € E, 'ensemble A(x)={f(z); f € A} est relativement compacte.

1.2.5 La compacité dans L'

Théoréme 1.2. (de kolmogorov) Soit A une partie de L*(R) telle que :
01) La partie A est bornée dans L'(R).
02) La partie A est uniformément intégrable :

Ve>0,3R>0:erA,/ f(z)|dz < e.

lz|>R
03) On a :
+o0
V5>O,E|5>O:Vf€A,V]h]§6,/ |f(z+h) = f(z)|de <e.

Alors A est une partie relativement compacte de L'(R).



1.3 Théoréme de point fixe 7

1.3 Théoréme de point fixe

1.3.1 L’application contractante

Soit (E,d) un espace métrique complet et Uapplication T : E — E.
On dit que T est une application lipschitzienne s’il existe une constante posi-
tive k > 0 telle que l'on ait pour toute couple d’élément x,y € E, linégalité
A(T(), T(y) < K(d(z,)) -
Si K > 1 T est non expansive.
Si K <1 T est appelée contraction.

1.3.2 Théoréme du point fixe du Banach

Soit (E,d) un espace métrique complet et T : E — E une application contrac-
tante avec la constante de contraction K, alors T a un unique point fize v € E.

1.3.3 Théoréme de point fixe de Shauder

Soit E un espace de Banach, K un convexe fermé borné de E et
T : K — K un opérateur continu et compact, alors T admet au moins un point
fizxe dans K.

1.3.4 Théoréme de point fixe de Scheafer

Soit E un espace de Banach et T : E — E un opérateur complétement continu
si Uensemble X = {u € E,u = XTu, X € [0,1]}, est borné alors T posséde au moins
un point fize.

1.4 Semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés

1.4.1 Semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés uniformé-
ment continus
Soit X un espace de Banach de norme ||.|| et notons par ZLp(X) lalgébre

de tous les opérateurs linéaires bornés de X dans X de norme d’opérateurs qu’on
notera aussi par : ||.||.
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Définition 1.4. Une famille a un parametre (T'(t))i>o d’opérateurs linéaires bornés
de X dans X, est dite un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X si :

1) T(0)=1, (ou I est l'opérateur identité de X).

2) T(t+s)=T(t)T(s), ¥t,s > 0.

- un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés (T'(t))i>o sur X est dit unifor-
mément continu sur X, si :

lim | 7(t) — I = 0.

t—0t
- L’opérateur linéaire est défini par :

A= lim LWE=2 _dTWr by
t—0+ t dt‘tzo

et

D(A) = {x € X, lim Mz em’ste}
t—0+ t

est appelé le générateur infinitésimal du semi-groupe (T'(t))i>o et D(A) est appelé

le domaine de A.

Dans ce paragraphe, nous allons étudier quelques propriétés des semi-groupes d’opé-

rateurs linéaires bornés uniformément continus.

Remarque 1.1. [ est facile de voir que si (T(t))i>0 est un semi-groupe unifor-
mément continu sur X, alors :

liy /() = 7(0) | = .
Théoréme 1.3. Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe uniformément continu sur X ssi A est un opérateur linéaire borné sur X.

Remarque 1.2. De la définition (1), on wvoit bien qu’un semi-groupe (T'(t)i>0)
admet un unique générateur. Si (T'(t);>0) est uniformément continu, alors son
générateur infinitésimal est un opérateur linéaire borné. D’autre part, tout opéra-
teur linéaire borné est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément
continu.Ce semi-groupe est-il unique ? la réponse est affirmative a cette question
est donnée par le théoreme suivant.
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Théoréme 1.4. Soit (T'(t))i>0 et (S(t))i>0 deux semi-groupes uniformément conti-
T(t)—1 S(t)y—1

nus, St lim = A= lim
t—0+ t t—0+

Alors : T(t) = S(t), Vt > 0.

1.4.2 Semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés fortement
continus

Définition 1.5. Un semi-groupe (T'(t))i>0 d’opérateurs linéaires bornés sur X est
dit un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés, fortement continu sur X, si :
lim T(t)r =z, Vre X.
t—0t

Un semi-groupe fortement continu sur X appelé aussi semi-groupe de classe C
sur X, ou tout simplement : un Cy- semi-groupe sur X. On établit le théoréeme
sutvant :

Théoréme 1.5. Soit (T'(t));>0 un Co-semi-groupe sur X. Alors il existe deux
constantes w > 0 et M >0 telles que : ||T(t)]| < Me¥t Vit > 0.

Corollaire 1.1. Soit (T'(t))i>0 un Cy-semi-groupe sur X. Alors : pour tout x € X,
la fonction t — T(t)x est continue de Ry sur X.

Corollaire 1.2. Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (T'(t))>0
, alors : L

1) Le domaine de A est dense dans X, (c’est-a-dire D(A) = X).

2)A est un opérateur linéaire fermé,autrement dit A est un opérateur linéaire dont
le graphe G(A)est un fermé de X x X.

Théoréme 1.6. Soit (T'(t))i>0 et (S(t))i>0 deux Cy-semi-groupes sur X, de géné-
rateur infinitésimaux respectivement A et B.

Si A=B, alors T(t)=S(t), ¥t > 0.

1.5 Lemme de Gronwall

Soient ¢ et 1 et y trois fonctions continues sur un segment [a,b], & valeurs
positives et vérifiant l'inégalité

Vi € [a, b, y(t) < olt) + / (s)y(s)ds.
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o vt a.tly(t) < o(6)+ | " p(sh(s)eap ( / twu)du) ds.

a

1.6 Fonction de Lyapunov

On appelle fonction de Lyapunov une fonction V de classe C' définit au voisi-
nage du point d’équilibre x* et a valeurs réelles possedent les deux propriétés avec
1) V(z) > 0, la fonction étant nulle uniquement en x = z*.

)

a
2) < AV(x), f(z) >< 0 ou AV est le gradiant de V.



CHAPITRE 2

DEFINITIONS ET PROPRIETES DE LA
DICHOTOMIE EXPONENTIELLE

chapitre est consacré a quelque rappel sur la résolvante et la définition de la
dichotomie exponentielle et leur propriété.

2.1 Equation différentielle linéaire d’ordre 1

Définition 2.1. : Soient I un intervalle de R, E un espace de Banach et
A:I— Y(E,E)
B:I— FE

On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 1 I’égalité :

' (t) = A(t)[x(t)] + B(t) (2.1)

Si E=R" Yt € I, A(t) € Z(R",R")

deuz applications continues.

Ap1 = Gpn
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Définition 2.2. .

- On dit que I’équation est autonome si A et B sont des constantes (indépen-
dantes de t).

- On dit que I’équation est homogene si B(t)=0, ¥Vt € 1.

Théoréme d’existence et d’unicité

Sotent I C R, FE un espace de Banach.
A:l— Z(E,E)
B:1—F

Alors ¥(tg,xo) € I X E, il existe une unique solution ¢ de définie sur I telle
que p(to) = xo.

deuz applications continues.

Equation différentielle linéaire homogéne :
/(1) = A(t)[x(t)]. (2.2)

Proposition :

Soit ¢ : [ — E une solution de (2.2)) telle que p(to) = Og.
Alors p(t) =0, Vt € 1.

Démonstration :
Soit Y:l—= B
t— ¢(t) =0p

7t p:1— F
t— p(t)
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Proposition :

On suppose que E est de dimension finie n, alors I’ensemble des solutions de
(2.2) est un espace vectoriel de dimension n.

Démonstration :

Soit . ’ensemble des solutions de (2.2)), et 1,00 € & A\, p € R
Montrons que . est un sous espace vectoriel.

A voir : - (Ag1 + jup) (1) = A (1) + g (1)
{sol €7 _ [eit)=AWle(®)
p2 €S ph(t) = A(t)[pa(?)]

(Apr 4 p2)(8) = (A (E) + pp (1))
= MO ()] + pA{)[2(t)]
= A@t)[Ae1(t) + ppa(t)] (car A(t) est linéaire).

Soit to € 1

f: S —F
o — f(v) = ¢(to)-

A wvoir : fisomorphisme c’est a dire :
-f linéaire (évident).
-f bijective (injective, surjective).
1) Montrons que f est injective :

kerf = {pe \f(p)=0}
= {ve \plt) =0}
= {0s}.

Donc f est injective.

2) Montrons que f est surjective :

Vg € E, 3 p € F telle que f(p) = (ty) = xo, c’est vérifiée d’apres le théoréme
d’existence et d’unicité.

D’ou f est bijective => f isomorphisme.

Par conséquent . ~ E et dim.¥ = dimFE = n.
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Preuve de théoréme d’existence et d’unicité :

(Méthode d’approximation successive de Picard)
On cherche x : [—FE telle que :

x(to) = X
et
a'(t) = At)[z(t)] + B(?)
On a
/t ' (u)du :/t [A(u)[z(u)] + B(u)|du
donc

£(t) = o + / [A(w)[z(w)] + B(w)du (2.3)

to

Une application x : I — E est une solution telle que x(ty) = xo de l’équation

différentielle (2.1)) ssi x vérifiée (2.3)).

On définit la suite récurrente (x,,) par :

{Io(t) = X29-.
o1 (t) = 20+ [} [A()[20 ()] + B(u)]du.

1" étape : on démontre que la suite de fonctions converge uniformément sur I.
On suppose que lintervalle I est un compact c’est a dire fermé borné (I=[a,b])
Magjoration préliminaire :

I — RT , ,
est continue sur I car A 'est aussi.
t— A@)
Comme [ est fermé borné, alors Ja >0 ||A@)|| < a, Vt € I.
On a:

Toir — = / (AW (1) — 2o (1)])du.

to
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donc :
fonea(®) = 0l < [ JAGLenw) ~ sl
< [ I - 20estl
< o [ o)~ oucstill
{I — R est continue sur 1.
¢ — 1B

Alors 36 > 0, telle que ||B(t)|| < 5, Vt € 1.

[A(w)[zo] + B(u) [A(w) o || + [ B(w)]l

<
< ofzol + 8, Vuel

St n=0, alors :

x1(t) — 2o = /t (A(u)[xo] + B(u)du

et
[21(t) — zol| < (t — to)(allzoll + B).
Si n=1, alors :
(t — to)?
5

[22(t) — 21| < alallzol| + B)
Par récurrence, on obtient :

(t _ to)nJrl

CEE (24)

[ 21 (t) = 2n (B[] < o (allzoll + 5)

On démontre (2.4)) par récurrence sur n :
pour n=0 :
21 (t) — o] < (allzol + B)(t — to).

Donc ([2.4)) est vérifié pour n=0.
Supposons que (2.4) est vraie a l'ordre n et on démontre que la formule est vraie
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a ordre n+1 :

[Zn12(t) = T (D] < a/t 2011 (w) = 2 (u)]|du

0

N n+1
< Oz/t a"(@l!onﬂLﬁ)%

t . n+1
< an+1(a||xo|| + ) /to %
(t —to)"*?

< an+1(a”1b“ +’ﬂ) (TL*‘Q)!

Comme [ est fermée borné, on note par h la longueur de lintervalle I
t—ty < h, dou

hn+l
[2n41(t) — 2| < ™ (allzoll + B) (n+1) 1’
anhn+1
Soit la série numérique : Uy = >y +———.
01t la seérie numerique > n=o (n+1)!
Uyiy "R (4 1)1 ah
‘ Un (n+2)!  arhrt! n+ 2 e

Donc elle est convergente.
Soit la série de fonctions :

Y wur(t) —au(t)

est normalement convergente donc elle est uniformément convergente sur I.
On obtient :

n

Sul(t) =Y _(@psa(t) = 25(t)) = Tusa (1) — .

p=0

Donc la suite x,.1(t) — xog converge uniformément sur I d’ou la suite de fonction
Tn converge uniformément sur I vers une fonction x : I — E continue.

A woir : la limite x : [ — FE vérifice (2.1)) :

2(t) = 70 + / (A(w)[2(w)] + B(u))du.

to
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Or

Tni1(t) = 20 + / (A(u) [z (u)] + B(u))du.

to

Par passage a la limite on obtient (2.1)).
2¢me étape : unicité de la solution :

I — F
soient {$1 7 deux solutions de [’équation différentielle {)

Ty - I —
A voir : x(t) = xo(t) VE € 1
Ny I — F
soit
On a:

z1(t) = 20 + / (A(u)[z1(uw)] + B(u))du.

to

et

ralt) =0+ [ (A@lralu)] + Bw)du

to

Donc :

y est continue sur I, donc IM > 0, ||y(t)|| < M, Vt € I.
Vtel,

Oén(t - to)n

Iyl < M=

(2.5)

On démontre (2.5) par récurrence sur n.

Pour n=0 : ||y(t)|| < M

supposons que [’égalité est vraie a 'ordre n, et on démontre qu’elle est vraie pour
n+1 :
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ol < [ Al
< [ 1ol

—1
< / QMMC[U
to n!

< O[n+1 (t B to)n+1
- (n+1)!

t—to)"
La suite Ma"< 0) s> 0.
n—-4o0o

n!
Donc lirf ly@®)] <0=|yt)||=0=y(t) =0 Vtel.
n—-+0oo

Définition 2.3. On appelle systéme fondamental de solutions de [’équation homo-
gene (2.2)), une base de lespace vectoriel des solutions de l’équation.

Soient p1, P, .....¢0p solutions de I'équation (2.2), on dit qu’elles sont linéairement
indépendantes ssi :

)\1, )\2, )\p eR \ )\1@1 + )\QQOQ + ...+ )\p@p = 0g, Vitel

alors \y = Xy = ...... =, =0.

Cas ou E = R" : soit (e;) la base canonique de R"

Définition 2.4. : On appelle matrice fondamentale de l’équation x'(t) = A(t)[z(t)]
relativement a la base (e;) la matrice dont les colonnes sont des solutions linéaire-
ment indépendantes.

p1: [ — R"
Soient { : des solutions de l’équation homogéne (|2.2) .

On [ — R"
Donc on définit la matrice fondamentale par la formule suivante :

@(t) = (‘Pl(t% @2@)7 T 790n(t))
ei(t) - pult)

ont(t) - o)
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Définition 2.5. La matrice fondamentale ®(ty) = Ign est appelée résolvante de
Iéquation (2.2)), et on la note (t) = R(t,to).

Proposition :

Toute matrice fondamentale est une solution de I’équation matricielle (2.2)) .

Démonstration :

&I — Z(R"R")

Soient § X : [ — Z(R",R") t— &(t)

t— X(t)
On doit vérifiée que :

A: 1 — ZR"R")
et{

On a
O(t) = (P1(t), Pa(t), ..., P (t))
Donc :
D'(t) = (Pi(t), ..., D (1))
P1(t) = At)P1 (1)
On obtient :

¥ — AP, (1),

n

CarVi=1,...,n, ®; est une solution de l’équation ({2.2]).
Alors -

B (1) = (A()D,(t), At)Bo(L), ... A(t)D, (1)) = A(t) X (2).

Par conséquent :

Proposition

La solution ¢ de l'équation (2.2) , telle que p(ty) = xo est égale a R(t,ty)xo.
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Démonstration

Soient to € I,xg € R" et ¢ : I — R™ une solution de l’équation

B, telle que p(to) = zo.
A voir ¢(t) = R(t,t9)xo

v I—R
Montrons que 1 est une solution de (2.2)) Par la définition de 1, on obtient :

V() = (R(t to)wo)
R/(t,to)x'o
A(t)R(t, to)l‘o
= A@)p().

soit

Et de plus
’Qb(to) = R(to,to).]?o = [Rnxo = 2.

Donc 1 est une solution de (2.2)) et d’aprés le théoréme d’unicité on déduit que

b(t) = p(t) = R(t, to)o.

Proposition :
Soient ttyet t1, trois points de I alors :

1) R(t.to) = R(t, t1)R(t1,t,).
2) (R(t,to))~" = R(to, ).

Démonstration :
B:I+— ZR",R")
t s B(t) = R(t,t)R(t1, to)
A voir B'(t) = A(t)B(t).
On a :

soit

B'(t) = [R(tt)R(t,t)]
= R(t,t)R(ty, )
= A()R(t,t1)R(t1, ).
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Et B(t) = R(t1,t1)R(t1, to) = R(t1,to).

Done B(t) est une solution de I’équation matricielle (2.2)) telle que
B(t1) = R(t1,19).

Donc

B(t) - R(t, tl)R(tl, to) - R(t, to)

2) Montrons que [R(t, )] = R(to,t)
d’aprés 1) on a :

R(t, to) - R(t, tl)R(tl, to)

Sit =ty alors :
R(to, to) = R(to, t1>R(t1, to) - IRn.
Par conséquent :

[R(t,t)] ™" = R(to, t).

Proposition

Soit o' (t) = A(t)x(t) + B(t), une équation différentielle linéaire. La solution
de cette équation telle que @(ty) = xo est :

o(t) = R(t,tg)xo +/ R(t,s)B(s)ds

to
telle que :
R(t, to)xo la solution de ’équation homogéne ([2.2))
et

/ t R(t, s)B(s)ds.

to

la solution particuliére de I’équation.
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Démonstration

La solution générale de ’équation homogéne est de la forme R(t,ty)C ou
C' est un vecteur constant de R".
Soit (t) = R(t,t9)C(t), pour que ¢ soit une solution de l’équation
z'(t) = A(t)z(t) + B(t). il faut que :

¢'(t) = A)e(t) + B(t)

On a:
2t = Rt 1)C(8) + R(t, 1)),
telle que :
R/(t, to) == A(t)R(t, to)
Donc :

O'(t) = A(t)R(t, to)C(t) + R(t, to)C' ().

D’autre part :

R(t,t0)C"(t) = B(t).

Et d’apres la proposition précédente, comme :

R(to, t)R(t,t0)C"(t) = Rto, t) B(t).

Alors
C'(t) = R(to,t)B(t).

Par intégration on trouve :

Clt) — Clt) = /t Rito, s)B(s)ds.

Donc :

C(t) = xo + /tR(to, s)B(s)ds.

to
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Par conséquent :

o(t) = R(t,to)xo+R(t,t0)/tR(t0,s)B(s)ds

to

= R(t, to)l‘o + /t R(t, to)R(tQ, S)B(S)ds

to

= R(t,t9)zo —l—/t R(t,s)B(s)ds.

to

2.2 Définitions et quelques exemples de la dicho-
tomie exponentielle

Définition 2.6. soit A(t) une fonction a valeurs matricielles, continue sur un
intervalle J de R, soit X(t) la matrice fondamentale du systéme :

2'(t) = A(t)z. (2.6)

On dit que 'équation (2.6) a une dichotomie exponentielle sur J s’il existe une
projection P et des constantes positives K et a telle que :

{ IX(H)PX(s)| < Ke™®t=)  t>s dans J 2

IX(t)(I — P)X~(s)] < Ke o= s>t dans J

Remarque 2.1. Une matrice P est un projecteur si P?=P.

Exemple

L’équation autonome z’(t)=Aox, (EA) a une dichotomie exponentielle ssi au-
cune valeur propre de la matrice constante Ay, n’est a partie réelle nulle.
En effet : on a la matrice fondamentale de (EA) est X (t) = e/t et (EA) a une di-
chotomie exponentielle, alors il existe une projection P et des constantes positives
K et a telle que | X (t)P] < Ke=*, >0 , donc

e < |X(t)P|| P~ < K|P e ™ = Ke .

d(Ap) C{A e C: ReX <0}, (ou o(Ay) est le spectre de la matrice Ay ).
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FIGURE 2.1 —

Réciproquement, on définit

1 1
P=— [ (2] — Ay) 'dz = Py R(z, Ap)dz,

27 . i/,

la courbe v est orientée positivement, simple fermée dans le demi plan gauche, qui
entoure les valeurs propres de Ag a partie réelle négative (voir figure 2.1).

Le spectre de Ay se décompose en deux parties disjointes non vide o et o,.
0 s u
Soit 1 une courbe simple fermée contenue dans l'intérieur de v, alors

1
P = [ R A / Rz, Ag)dzdy.
" g

Par le théoréeme de Fubini, on obtient
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1
P = —— R(yon)R(%Ao)dde

47T2 YL XY
1 1
- (R(y, Ao) — R(z, Ag))dydz

)
AT Sy 2 =Y

1 1 1 1 1 1
= %/wR(y,AO) (%/Vz—ydz) dy—%/vR(Z,Ao) <%/%Z_ydy

= P

car

1 1
/ dy=0, (z€7) et/ dz =2mi , (y € ).
n*cTY vFTY

Ce qui prouve que P est un projecteur.

Remarque 2.2. .

e La stabilité asymptotique uniforme est un cas particulier de dichotomie expo-
nentielle, elle correspond au cas ou P=1I.

o 0 est uniformément asymptotique stable < K, a > 0 :

X ()X (s)] < Ke =) pour 0 < s <t < 4o0.

e 0 est uniformément stable < IK > 0, | X (t)X '(s)| < K pour

0<s<t < +oo.

Définition 2.7. (cas générale) Pour voir la signification de la dichotomie exponen-
tielle dans le cas général réécrivons les conditions (2.7)) sous une forme équivalente :

| X(t)PE| < Le™ 9| X (s)P¢| t>s dans J
| X(t)(I — P)¢| < L'e @YX (5)(I — P)¢| s>t dans J (2.8)
IXOPX ') <M Vteld
avec L, L', a et M sont des constantes positives, & est un vecteur arbitraire constant.
Remarque 2.3. Notons k le rang de P.

e La premiére condition de ([2.8)), montre qu’il existe un sous espace de dimension
finie k, de solutions qui tendent vers 0, uniformément exponentiellement quand t

)a:
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tend vers oo.

e La seconde montre qu’il existe un sous espace supplémentaire, de dimension n-
k, de solutions qui tendent vers linfini uniformément et exponentiellement quand
t tend vers oco.

Définition 2.8. On dit que (2.6)) est a croissance bornée sur un intervalle J de R,
s’il existe des constantes c et u telles que :

X)X (s)| < e pourt > s, t,s € J (2.9)

Proposition

Supposons que (2.6 est a croissance bornée sur un intervalle J de R et qu’il
existe une projection P telle que :

b.) | X(t)PE| < Lem@t=9|X (s)PE| t>s dans J
T IX@)(I - P)é| < Le G| X (s)(I — P)¢| s>t dans J

alors (2.6) admet une dichotomie exponentielle sur J.

Démonstration

11 suffit de montrer que IM > 0 , | X(t)PXY(t)] < MVt € J. Pour tout
h>0ona:

| X (t+ h)PX (1) X (t+h)PX ()| X () PX (1))
Le ®M X () PX (1),

et

X = P)X (1) (X = P)YXO|IX ()T — P)X (1)

Le " X (t + h)(I — P)X ().

Done [X(t+ h)(I — PYX-1(t)] > L~1e®h| X (£)(I — P)X~1(t)].
En posons p= |X(t)(I — P)X(t)], 0 = | X(t)PX1(t)],
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A=|X(t+h)PX (1) et B=|X(t+h)(I—-P)X (1),

alors on a :

lo7'A| < Le ™" et |p7'B| > L7te™.

Donc on obtient

p(t) = |p'B+o A
> [p7'B| — o074
> Lfleah o Lefah

Or d’apres (2.9) :

IX(t+ W)X O)|p ' X)) — P)XHt) + o' X () PX ()]

e(t) <
< ceMMpT X ()T - P)YXTHt) + o X () PXTH(t)].

Alors :
D=|p ' X't)I - P)X '+ o' Xt)PXI(t)| > c e p(t) > c ey,
D’autre part :

D = o' I +(p =o)X - P)X (1)
o+ pt =7l p

IN

= o'+ p o —plp
o (L+o—pl)
20 Y(car |o—p| <1).

IAINA

Dot c7le iy < D < 207! donc o < 2y Leeth.
On choisit h suffisamment grand de sorte que v > 0, en fizant

h:M+_, alors y =y(h) =er —e > 0.
a o p

Finalement, on a 0 < M avec M = 2cL§e(e% — e_%)*l,
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Remarque 2.4. [] existe des cas ot la proposition est vérifiée sans avoir la crois-
sance bornée, ce qui n’est pas vrai en général, comme nous le verrons dans l’exemple
sutvant :

Exemple

Nous allons voir a travers cet exemple que la troisiéme condition de (2.8|) est
nécessaire si (2.6) n’est pas a croissance bornée.
Le systeme du second ordre :

T =—x+ey
y=y

dont la matrice fondamentale est :

est telle que les deux premiéres conditions de (2.8)) sont satisfaites avec

10
P—(O 0), a = 3.

En effet, pour toutt > s on a :

s—t

X(t)PX‘l(s)_<€0 —3_ )

donc

| X(t) P¢] X () PX ()] X (s)P¢]

< e 79X (s)P¢| pour t> s,
de la méme maniere, on a :

|X(t)(I — P)¢| < e 3679 X (s)(I — P)¢| pour s >t.

Majis la troisieme n’est pas satisfaite et on a pas de dichotomie exponentielle sur

R.
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t e3t76*t
€ 1
0 et

En effet, on a :

X()PX ()| = ( ) (1 O)(
)]

< “+00.
- 4 t——o00

2.3 Les propriétés de la dichotomie exponentielle

Nous rappelons dans cette section les propriétés les plus connues de la dichoto-
mie exponentielle.

Lemme 2.1. Soit ty, 7 des constantes réelles, T < ty (resp T > to), si l’équa-
tion a une dichotomie exponentielle sur [tg, +00) (resp (—o0,to]), alors
elle en a une sur [T,4+00) (resp (—00,T]), avec le méme exposant a et la méme
projection P.

Preuve

Soit x© est une solution de [’équation donc z(t) = x(s) + fstA(u)x(u)du
pour t > s, d’apreés l'inégalité de Gronwall, on a |z(t)| < \x(s)|ef: |A(w)ldu
t > s, par conséquent

lz(t)z" (s)| < N pour T<s<t<ty,

avec N=el* 1AWl - poyr montrer la premiere inégalité de {D il faut distinguer
deuz situations possibles :
oS T<s<ty<t:

[ X(H)PX'(s)] [ X () PX ™ (to)]| X (to) X' (s)]
Ke (=) N

— NKe—a(t—s)ea(to—s)
NKefa(tfs)ea(tofT)

K'e—(t=9) avec K' = Nke*to—7)

IAIA

IN
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oSiT <s<t<t

[ X (t)PX(s)] | X (8)X ™ (to)|| X (t0) PX ™ (o) | X (t0) X ' (s)]
N.K.N
N2 elto—T) g—ali—s) (car ea((to—t)+(8—f))) > 1

_ K//e—cx(t—s) avec K = N2K€a(t0_T), B

VANVANRVAN

donc la premiere inégalité de est satisfaite avec la constante

L = max(K’', K"), de la méme maniére en remplagant P par I-P on obtient la
deuziéme inégalité de (2.7)).

Lemme 2.2. Si l’équation a des dichotomies exponentielles sur les demi-
droites RT et R™, avec la méme projection P, alors elle en a une sur R, avec la
méme projection.

Preuve

Soit X(t) la matrice fondamentale de notons KT, at (resp K~ a7) les
constantes associées aux dichotomies exponentielles sur R (resp R™), posons
a = min(at,a”) et K = max(K™", K~), pour montrer la premiére inégalité de
(2.7) il faut distinguer trois situations possibles :
0Sit>s5>0

KJrefaJr (t—s)

Ke—a(t—s)

X&) PX(s)]

IA A

eSit>0>s

[ X(t)PX(s)| | X (1) P2X 7 (s)]
| X (t)P|[PX™(s)]
Kte @K e ot

K2e—a(t—s)

VANRVARN VAN

S 0>t>s
K e & (t—s)
Ke—a(t—s)

(X () PX(s)]

ININA

donc la premiere inégalité de (2.7) est satisfaite avec la constante
L = max(K, K?), de la méme maniére on obtient la deuzieme inégalité.
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Proposition

Si le systéeme (2.6)) a une dichotomie exponentielle (2.7) sur un intervalle J et
si X(t) est une matrice fondamentale (2.6)), alors le systéeme adjoint & = —A*(t)x,
a une dichotomie exponentielle sur J, de projection S=I-P*.

Démonstration

On a la matrice fondamentale de & = —A*(t)x est Y (t) = X '*(t), alors pour
t>s dans J on a

Y ()SY " (s)| = [XTH()(I — PY)X*(s)]
= |X(s)(I = P)X~}(t)"]
= |X(s)(I = P)X~'(t)]
< Ke —a(t—s)

De la méme maniére, on a |Y (t)(I — S)Y(s)| < Ke ™ pour s > t
dans J.

2.4 La dichotomie exponentielle dans le cas des
coefficients discontinus

Définition 2.9. Soit X(t) la matrice fondamentale de (2.6) avec X(0)=I, suppo-
sons que l’équation (2.6) admet une dichotomie exponentielle avec la projection P.
On dit que P(t) est une matrice projection si on a

P(t) = X(t)PX~'(t) pour tout t.
Remarque 2.5. Soit P(t) la matrice projection alors pour tout t,s € J on a
oX(H)PX(s) = X)X (s)P(s) = P() X (t)PX 1(s).
oX(t) I —P)X s) = X)X (s)(I —P(s) = (I —PH)X(t)(I—P)X(s).
oP(t) est une solution de systeme matricielle
dX(t)
dt

Lemme 2.3. Pour tout entier k, soit A, une matrice carrée continue et normée
tel que le systéeme :

= A()X — XA(t).

X A (2.10)
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admet une dichotomie exponentielle sur un intervalle [ty_1,tx] avec des constantes
K >1,a >0 et une matrice projection P(t) .

St pour tout k :

7,) tp —tp_1 = 2071 lOg<K)

i) Pr(te—1) = Pr(tr).

Alors le systéeme :

dx
A
o (t)x

avec A(t) = Ag(t) pour ty_1 <t < ty, admet une dichotomie exponentielle sur R
de constantes K2, %.

Démonstration

Supposons 0 < s < t, il existe alors des entiers positifs k <[ tels que

lee1 <s <ty et t_1<t<H.

Alors
(X(H)PX7H(s) < [X(O)PX Mt )|IX (o) PX T (tioo) [ | X () PX () || X (1) PX ()]
= [XOX ()Pt )| Xt ) X 2) P (i)
o X () X () P (611X (81) X (5) P ()]
< Ke t=ti) pro—alii—tiz)  fro—alty—s)
_ Lk g —alt—s)
_ (k) log(K) g~ § (t-5) oy~ § (1)
< ellmkHD) log(K) o ~(1—k—1)log(K) =5 (t=5)

o L)

Puisquet —s >t 1 —tp > (I —k — 1)%10g(K).
De la méme maniére on montrera que pour : s >t >0

X ()(I — P)X7(s)| < K2 3670

Lemme 2.4. Sous les mémes hypothéses que dans le lemme précédent sauf que
|Ak(t)] < N pour tout t et k et i) et ii) sont remplacées par :
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Z) tp —tp_1 = 2071 10g(3K>
ZZ) Pk(tk_1> — Pk(tk) <.

Alors si

1 « «
s<mind —, —2 Jon4—2 |1
= mm{u(’ 2502K { - 2log(3K)} }

Le systéeme défini comme dans le lemme précédent admet une dichotomie exponen-
tielle sur R de constantes dépendent seulement de K et de c.
Preuve
On pose P, = Pr(tx—1) et Qr = Pr_1(tx_1) et considérons
e = PQp + (I — Pp)(I — Q).

En utilisant le fait que P? = Py,

|J = 1| = |PQr+ (I = P)(I — Q) — 1|
= |Pu(Qr — Px) + (I — Pe)(Pr — Q)|
Q. — Pl (|Px| + [T — Py)

1
K+ K)=2K6 <2K—
(K + K) 0 < Ve

IN

IN

A\
N | —

donc J;, est inversible et
+oo
=== J) <D = Jl < (1—2K68)"
1=0

Et on a
PrJy = PuQy + (Px — Po)(I — Q) = PuQr = JuQr,

ainst P, = JkaJk_l. Maintenant, écrivons
Se(t) =T+ (tr —tp1) "t —to1)(Jpg1 — I) pour ty_1 <t <t

Alors .
|S/€(t) —I| < |Jk+1 —]| < 2K6 < 5
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Par suite S, ' existe et
1SH)] < (1—2K6) ! < 2.
Donc
Sk = 1t = te—1) ™ (Jesr — )| < 2(21og(3K)) " a K.
Pour tout entier k soit Xy (t) la matrice fondamentale du systéeme (2.10)) satisfai-
sant Xy (ty—1) =1 ; alors
Pe(t) = Xp(t) P X, ' (1).

Alors Yy, (t) = Sk(t) Xk (t) est une matrice fondamentale du systéme

y/(t) = Bi(t)y. (2.11)

avec By(t) = YV, H(t) = Sp(t) Ap(t) S (1) + S (8) S, 1 (2).
Donc si t_1 <t < ty,

|Bi(t) — Ax®)] < 18u(t) = I A@)IS; O] + [AxO11S: (1) — 1] + SIS, (1))

< 4KON +4K6N +4K——9
- - * 21log(3K)

< 4K {QN + (1.6)

Maintenant, notons que le systeme (2.11)), admet une dichotomie exponentielle sur
[te—1,ti], puisque si tp_1 <t < s <y,

Yi(t)PY, (s)]

IN

Sk ()| Xk(t) P X, (5)]]S (1)
< gKea(tS) X 2

= 3Ke (=),
De la méme fagon, on montrera que sitp_1 < s <t <y,

Yi(t)(I = Py)Yy (s)] < ke t=9),
La matrice de projection correspondante est :

Dy(t) = Yi(t) B.Y, L (1).
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On a pour tout entier k,

Dy_1(ty—1) = Yk—1(tk—1)Pk—1Y;;11 (tr—1)
= Skfl(tkfl)kal(tkfl)Pklek__ll (th_1)Sit (tr1)
= S (th1)Pr1(te1)S:t (te1)
= Jk—llpk—l(tk—l)t]kj_ll
= Jk—lejk__ll

et

Di(ti1) = Yi(ti)PY, '(te1)
= Sk(tkq)Xk(tkq)PkX;;l(tkq)s;;l(tkq)
= P, car Sp(tp—1)=1 et Xk_l(tk_l) = 1.

Si on définit B(t) sur R tel que B(t) = By(t) pour ty_y <t <ty , il s’en suit
d’apres le lemme précédent que le systéme y'(t) = B(t)y , admet une dichotomie
exponentielle sur R de constantes 9K? et — .

D’apres (1.6) et Uhypothése sur §, on a

Q

648 K2’

sup |A(t) — B(t)] <

Et par suite le systéeme x'(t) = A(t)x, admet une dichotomie exponentielle sur R
de constantes dépendent seulement de K et de a.



CHAPITRE 3

CONSERVATION DE LA DICHOTOMIE
EXPONENTIELLE PAR PERTURBATION

E théoréme suivant est une propriété trés importante, la préservation par petites
Lperturbations linéaires.

Théoréme 3.1. Supposons que l’équation différentielle (2.6) a une dichotomie ex-
ponentielle (2.7) sur R (resp R™,R). Soit B une fonction & valeurs matricielles
continue et bornée sur R (resp R~ R) telle que

5 = sup | B(Y)

teR+

< %( resp R™, R).

Alors ’équation perturbée

T =[A(t) + B(t)] x. (3.1)
a une dichotomie exponentielle sur RT( resp R™,R), de constantes
Ky = 2K? et d’exposant (a«—2K6) et de projection @ de méme noyau (resp image)

que celui de P.
De plus, si Y(t) est la matrice fondamentale de (3.1)) vérifiant Y (0) = I, alors

Y()QYHt) — X(t)PX Ht)| < 4a kS, pour tout t > 0.
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Démonstration

On a besoin les deux lemmes suivantes :

Lemme 3.1. Soit ¢(t) une fonction continue, bornée a valeurs réelles telle que

“+o0o
P(t) < ke " + 904/ e~ (u)du pour tout t > 0.
0
Avec k,a,0 sont des constantes positives. Si 6 < % alors

o(t) < pke™™,
0t f=a(l —20)%, p= 6! [1 (1- 29)%} .

Preuve
On considere [’équation

Y(t) = ke " + 0a /+OO e~ Mt=uly () du. (3.2)

0

D’apres le théoréeme de dérivation sous le singe intégral, on a pour chaque solution
W(t) continue et bornée de (3.2)) est différentiable et

t +00 /
V() = (ke‘at+0a/ e_o‘t_“|w(u)du+9a/ e‘”‘“'zﬂ(u)du)
" t : 400
= —ake ™ — 9@2/ e_“(t_“)gb(u)du+9@2/ e~ =D g () du.
0 t
D’ou ¢/ (t) est différentiable et

+oo
U'(t) = —alke ™ — 20a%Y(t) + «9&3/ e~ =g (w)du.
0

Par suite 1(t) la solution de l’équation différentielle

U = a?(1 - 20)0.

Or (t) est bornée, ce qu’implique si 6 < %, alors
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Y(t) = ce Pt

ot ¢ est une constante.

On remplace ) (t) par ce™P* dans on obtient ¢ = pk. D’ou ’équation (3.2)
admet une unique solution bornée, continue (t) = pke=Pt.

Pour toute constante L > 07'k, on a

+oo
L> ke + (904/ et Ly, pour t>0.
0

En effet, on pose
+oo
h(t) = ke ™ + Ha/ et Ldu — L.
0

Donc h(t) = ke ® +2L0 — LOe " — L et W' (t) > 0 pourt >0, or

lm h(t) = L(20 — 1) < 0,

t——+o0

alors h(t) < 0 pourt > 0. D’ou le résultat.
Si on choisit L > sup)(t), alors d’aprés la méthode d’approximations successives
léquation (3.2) admet une solution (t) telle que ¢(t) < (t) < L pour t > 0.

Lemme 3.2. Soit ¢(t) une fonction continue a valeurs réelles telle que

+oo
B(t) < ke 7D 4 9&/ e~ (u)du pour tout t > 0,
0

avec k, o, 0 sont des constantes positives. Si 0 < % alors :
o(t) < pke P70,
0ot f=a(l—20)%, p=6" [1 —(1—20)}

Preuve

Il suffit d’appliquer le lemme précédent avec ¢(s —t).
Maintenant, nous sommes en mesure de montrer le théoréeme précédent, en effet
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Soit Y (t) une fonction a valeurs matricielles, continue, bornée, on pose
||| = sup [Y ()| et
>0

TY (t) = X(t)P+ /0 X#)PX H(u)B(u)Y (u)du— ooX(t)(I—P)X‘l(u)B(u)Y(u)du.

t
Alors
t +oo
ITY ()] < Ke ™+ K|Y]| (/ e~ B(u)du —/ e_a(“_t)B(u)du)
0 t

t +o0
Ke ™ + K||Y|6 (/ ety — / e_o‘(“_t)du>
0 t

< Ke ™ 4+ Kda ' (—e ™ —et)||Y]].

IN

Donc ||TY|| < K +2Kda Y|Y||. De la méme maniére on obtient
ITY —TY]| < 2Kda~ Y —Y]].
D’apres le principe de contraction, si 0 = o 'ké < %, alors T admet un unique
point fize Y1(t) avec
t +oo

Yi(t) = X(t) P+ / X#)PX(u)B(w)Y; (u)du— X(t)(I—P)X (u)B(u)Y:(u)du.

’ t (3.3)
Ce qui implique que Y1(t) est différentiable et une solution de l’équation . Or
Y1(t)P est aussi point fivze de T donc Y1(t)P = Yi(t). En particulier, si Q = Y1(0)
alors QP = () .
A partir de , on remplace t par s, on obtient

X(H)PX~N(s)Yi(s) = X(£)P + /0 CXOPX W) B)Yi(wdu.  (3.4)

En comparent (3.3)) et (3.4) on a

Yi(t) = X()PXY(s)Y1(s) + f;X(t)PX’l(u)B(u)Yl(u)du—
[ X = P)X Y (u)B(w)Yi (u)du.  (3')
D’autre part, on choisitt = s =0 dans (3.3]) on obtient PQ) = P. Donc Y1(t)Q est
aussi un point fize de T et d’ou Yi(t)Q = Yi(t). pourt =0 on a Q* = Q alors Q
est une projection.
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Si Y (t) la matrice fondamentale de ’équation (3.1) telle que Y (0) = I alors

Yi(t) =Y ()Q .

On pose Ya(t) =Y (t)(I — Q) de sorte que Y (t) = Y1(t) + Ya(t). D’apres la formule
de la variation de la constante,

Ya(t) = X(1)(I — Q) /X ) B(u) Ya(u)du. (3.5)

On remplace t par s et on utilisons (I — P)(I — Q) =1 — Q on obtient
X()(I = P)X ™ (s)Ya(s) = X(t)(I — Q) + /OSX(t)(I — P)X ™} (u) B(u)Ya(u)du.

En comparent avec (3.5)),0n a

Ya(t) = X0 —P)X /X )(I — P)X " (w) B(w)Ya () du +
du. (3")

Jo X(t)PX 7' (u)B(u)Ya(u

D’apres (3') et (3") ,on a pour tout vecteur &,

+oo
Y1(1)€] < ke t=9|Yy(s)€] + 904/ e~ =y, (u)é|du pour t > 5 >0,

S

Yo (£)€] < ke 9| Yy(s)€| + 904/ e~ Yy (w)é|du pour s >t > 0.
0

On applique les lemmes 1 et 2, on a

(3.6)

Y1(8)¢] < pe PU9Y(s)E| pour t > s > 0,
Y2 ()] < pkePED|Yo(s)E| pour s > ¢ >0,

ol

N

B=a(l—20)3 p=6" [1—(1—29)
D’apres (3.3)) et (3.5) on a

{X(t)(f — P)X ()Yi(t) = <t><f P)X () B(w)Yi(u)du,
X(t)PXY(t)Ys(t) fo (u) B(u)Ys(u)du.
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D’apres (3.6) on a

[YVi(u)€] < pke POy, (4)E| pour u >t >0,
Ya(u)g| < pke™ =Yy (t)8] pourt > u > 0.

Alors

{|X(t>(1 P)X—H()Y1(1)¢ |<904/)/<if+°o D du = Y1 ()€,

X()PX1()Ya()€] < Bapk [ o0y = niYa(t)e], (37)

avec n = (p— 1)k. Et on a aussi

Y(O)QYH()-X()PX (1) = X(O)(I-P)X ()Y ()QY ' (1)~ X () PX ()Y (1) ([-Q)Y ™

Alors d’apres (3.7)) on a

YV(6)QYH(t) — X(H)PX (1) X = P XY (H)QY ™ (1)] +
|

X(OPXO)Y ()T - Q)Y (1)

N Y1) Y, OEHY (H)QY ()] +
Ya()E|[Ys H(OEHY ()T = Q)Y (1)
n|Y ()QY ()| + Y (t)(I — Q)Y ~*(t)]
n(m +2),

oty = Y()QY ()] ;2 = [Y()(I — Q)Y ()[. Dou

= IN— I —IA

N < Y(OQY (1) - X PX O]+ [X(O)PX ()] < nin +72) + K.
OrY()QY'(t) = X(t)PX'(t) = X(t)(I - P)X ' (t) =Y (t)(I —Q)YL(t). Alors

Yo < +72) + K.
On fait la somme, on obtient v + 2 < 2(1 —2n) 'K ,sin < 3, alors

Y72 < (1 —2n)" 'K.

(X () (I = P)X T (t)Ya()ElYy ()8 IV (HQY ™
X(OPXH()Y2(0€Yy (MY (1) (T - Q)Y ™

)]+
()l

L(t).
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Si on remplace & par Y 1(s)¢ dans (3.6), on obtient pour t > s >0

Y(O)QY T (s)| = [YOQY ' OIY ()QY T (s)¢|l¢™
Ny (s)€]1€7

(1 —20) ' pK?|Y1(s)Y "' (5)]

(1= 25) " pK2eB0-9)

Le—ﬁ@—@’

VANRVANVAN

ou L =(1-2n)"'pK? De la méme manic¢re on a pour s >t >0
Y (t)(I = Q)Y '(s)| < Le P,

ePour le cast > 0. On a § = sup |B(t)| < est

teR+
satisfaite si 0 < & donc nécessairement K > 1, pour § trés petit on a

a 4 1
1wz, donc la condition n < 5

N

(1-20)2 ~1-6.

Donc
f~a—K§ L~K? n~0 e p~1.

D’ot pour toutt > s >0, on a

ly(t)Qy " (s)] Le—B=9)

2o~ (1-K0)(t—s)
J2e—(1-2K6)(t—5)
5!

2

VAN VANV

2o (1-2K6)(t—s)

IN

De la méme maniére, on a pour s >t >0

5
[yt (I —Q)y~'(s)] < §K2€*(1*2K‘”(s*t)-
e Pour le cas t <0, 1l est similaire au cas précédent.
e Pour le cas t € R.
Supposons que (2.6]) admet une dichotomie exponentielle sur R, alors l’équation

perturbée (3.1) admet une dichotomie exponentielle sur R~ et RY avec des projec-
tions respectivement Q' et Q)". De plus ker(Q') = ker(P) et ker(I —Q") = ker(I —
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P), et |Q) —P|<0(1—-20)"'K, |Q"— P| <0(1—20)"'K avec § = ' Kb < 1.
Ainsi Q'P =P, PQ' =P, Q"P =P, PQ" =Q" et |Q' — Q"] < 1. On pose

S=1+Q -Q", Q=8Ps™".
Alors () est une projection et
SP=@Q, SI-P)=I1-Q".
Par conséquent ker(Q) = ker(Q"), et Im(Q) = Im(Q'). Donc I’équation perturbée

(3.1) admet a une dichotomie exponentielle sur R~ et RT avec une projection
commune Q).



CHAPITRE 4

{DICHOTOMIE EXPONENTIELLE ET FONCTION DE
LYAPUNOV

Es fonctions de Lyapunov sont un outil standard dans la théorie de la stabilité.
Dans ce chapitre, on se propose de voir leur relation avec la dichotomie exponen-
tielle.

Définition 4.1. Soit A(t) une fonction a valeurs matricielles, définie et continue
pour t > 0. La forme hermitienne x*G(t)x, ou G(t) est une fonction a valeurs
matricielles, bornée, continument différentiable et hermitienne, est dite fonction
de Lyapunov pour ’équation différentielle , st sa dérivée par rapport au temps
le long des solutions de est définie négative.

Remarque 4.1.

ix*G(t)xkn) = &*Gt)r + 2 G(t)x + *G(t)i

dt
= A (G (t)x + 2 G(t)x + G (t) A*(t)x.

Par définition,x*G(t)x est une fonction de Lyapunov s’il existe une constante n >
0, telle que Lx*G(t)x|q1) < —nl2?).

Théoréme 4.1. Si l’équation (2.6) a une dichotomie exponentielle sur R (resp.
R~,R) alors il existe une fonction a valeurs matricielles H bornée, continument
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différentiable et hermitienne vérifiant

H(t)+ H(t)A(t) + A*(t)H(t) < —I pour tout t > 0. (4.1)

(respt <0,t€R)

Démonstration

Pour simplifier on pose
Xl(t7 8) = X<t)PX71<8)7

Xo(t,s) = X(t)(I — P)X (s).
eSoit H(t) la fonction définie sur R par

1 400 t
EH(t) = X7 (t,s)X;(t, s)ds —/ X5 (t, s)Xa(t, s)ds.

t

1 +o00 t K2
|-H(t)| < K? (/ e 2l +/ e‘za(t_s)ds) = —.
2 . oo «Q

H(t) est hermitienne, bornée et continument différentiable de plus

d 1. 1 ) .
SEH() = =S AN H() = SHOAR) — X (8)X1(1) = X3 (10 Xa(t,1)

d
CXa(s,1) = X (s, 1) A(1),

X (s5,1) = ~A (X (5,1)

En considérant les projections B(t) = X1(t,t), Q(t) = Xao(t,t) =1 —B(t) on a

H(t)+ H(t)A(t) + A*(t)H(t) = —2B*(t)B(t) — 29" (1)Q(¢).
Posons pour simplifier, R(t) = B*(t)B(t) + Q*(£)Q(¢).

Soit & un élément quelconque de [’espace des états, & = & + &, avec

& € ImB(t), & € ImQ(t) = kerB(t).
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Par conséquent

ERE)E = ER)E + GRS + ER(E)E + ER(H)E
E6E+0+048E
= &+ 68

1*
> 555-

e Pour le cas R™, on définit H(t) par :

%H(t) = /tO Xi(t,8)Xq1(t,s)ds — X7(0,t)X1(0,t) — /_too X5 (t,8)Xa(t, s)ds.

e Pour le cas R, on définit H(t) par :
1 “+o00o t
SH() = XT@,QXQ@;st—quOJLXAOJ)—l/‘X;@MQAQUde&
t 0
Le théoreme suivant est la réciproque au théoréeme précédent.

Théoréme 4.2. Supposons que (2.6]) est a croissance bornée sur R, s’il existe une
fonction H(t) bornée, hermitienne, de classe Ct, vérifiant (4.1), alors I’équation
(2.6), admet une dichotomie exponentielle sur R.

Démonstration

On a est a croissance bornée sur un intervalle J, donc pour h fizé stric-
tement positif, il existe une constante C' > 1, telle que toute solution x(t) de ,
vérifiée

lz(t)] < Clz(s)] s, ted, s<t<s+h. (4.2)
Par hypothese il existe deux constantes p > 0 et C' > 1 telles que
H(t) < p; te R et pour toute solution z(t) de (2.6)),

lz(t)| < Clz(s)], 0<s<t<s+e.

Notons X(t) la matrice fondamentale de (2.6) telle que, X(0) = I, x(t,£) la solu-
tion de (2.6)), vérifiant x(0,&) =& (i.e : x(t,£) = X (t)€),

VI(t,8) = a™(t, &) H (t)x(t,8),
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Vi ={&eR": z(t, &) bornée sur R*} |

Vo un sous espace complémentaire quelconque,
Sy ={{eVa:[¢] =1},
on notera parfois pour simplifier
V() =V(t,8), a(t) =x(t,E).
Soit £ € R™, |£] =1, on a
V() = o (6) [H(1) + HOAR) + A (OH(B)| 2() < 2t (43)

V(t) est une fonction strictement décroissante. On se place ici dans Uhypothése ow
V(t) > 0, pour tout t > 0. On a
t .
- [ v
0

/0 () Pdu
V(0) - V(1)

V(0)
plz(0)[?
p

IN

IA A IA

c’est a dire f; |z (u)Pdu < p et

lim |z(t)] =0, lorsque |x(0)] = 1.

t——+o00

_m
2

Soit m > 0, t,,, la plus petite valeur réelle positive vérifiant |x(t,)| = e
Siu < ty, alors |x(u)| > |x(ty)|, sinon il existe v < t,, tel que

lz(v)| < e=% < |z(0)] = 1. Du théoréme des valeurs intermédiaires on déduit
Vezistence d’un vy, € (0,t,,), vérifiant |x(v,,)| = e~ 2, ce qui est impossible. Par
suite (t,,) est une suite croissante. De [’inégalité

tma1 .
—plr(tm)]? < =V (tm) < Vtmir) — Vty,) = / Vitudu
t'm
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et de (4.3)) il vient

tm+1
plaltn)P < — / () Pdu
tm
S _(tm-f—l - tm)|x(tm+1)|2‘

Or |z(ty)]? = elx(tmer)|?, donc ty, < tmy1 < tym+pe . Maintenant, considérons
deuzr réels s,t 0 < s < t < 400 et m,n deux entiers tels que t,, < s < 41
gt <t <tpy1 .dou en posant a = ﬁ, on obtient

t—8<tpy1 —tm=(tns1 —tn) + (tn —tn-1) + oo + (L1 — tm) < (n+1—m)pe
et E > ot — ). Ce qui par utilisation de (4.2), conduit a

[z(@)] < Cla(tn)|
Ce ™™z

Ceze~ "5 "¢
= Cee™ ™ |x(tm)|

_ntl—-m

eC?e 2 |z(s)|
eC?e=t=9) |1 (s)|.

m
2

IN A



CHAPITRE 5

APPLICATION DE LA DICHOTOMIE
EXPONENTIELLE

5.1 Admissibilité de (C}, C}) :

Proposition
(Cy, Cp) est admissible si et seulement s’il existe une projection P telle que
Uapplication :

t—>/_ \]X(t)PX‘l(s)]\ds+/t T IX O = PYX\(s)]ds.

existe et bornée.

Preuve

Condition suffisante :
soit f € Cy, posons :

—+00

() = /_ X(H)PXY(s)f(s)ds — t X(H)(I — P)XY(s)f(s)ds.
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il est clair que x répond a la question. Condition nécessaire :
FEtape 1 :Posons

X1 ={ceR" t— X(t)c est bornée sur R*}

Xo ={ceR" t — X(t)c est bornée sur R™}

On a alors R™ = X1® X5 en effet : XN Xy = {0} résulte de l'unicité de la solution
bornée de ([2.6)). Soit xy € R™, montrons que xy € X1+ Xs. Soit f a support compact
inclus dans [-1,1], ’équation :

i = A)x(t) + f(t) (5.1)

admet une unique solution x dans Cy. Posons x(t) = X (t)a(t) et

f(t) = X(t)5(t) l’équation devient :
&= 8.

Pourt > 1, & =0, donc ¥Vt > 1, xz(t) = X(t)ay ou o € Xy, de méme Vt < —1,
z(t) = X(t)ag ot ay € Xy, d’autre part oy — cg = f B, donc pour avoir

xo € X1+ Xy, il suffit de choisir B de sorte que xo = f_l B, ce choix est possible
par ezemple B(t) = xo(1 — |t|) sit € [—1,1] et B(t) = 0 sinon. Ainsi

Rn - X1 EBXQ

Soit P une projection sur X parallélement a Xs.

Etape 2 :Pour f € Cy soit x¢ l'unique solution bornée de | ‘équation (5.1), alors
l'application linéaire

T : f — xy est continue en effet : soit (x,, f,) une suite convergente d’éléments
du graphe de T, avec (x f) sa limite, montrons que x=Tf on a :

zp(t) = x,(0 +f0 s)+ fu(8))ds, en faisant tendre n vers +o0o on obtient :

£(t) = 2(0) + / (A(s)z(s) + f(s))ds

Il en résulte que x="TY, le théoreme du graphe fermé permet de conclure.
Si f est a support compact, l'unique solution bornée de (5.1)) est :

—+00

_ /_ X(OPX"(s)f(s)ds — [ X(6)(T = P)X"(s)f(s)ds

t
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en effet, les intégrales convergent car f est a support compact, x est solution de

1) cor |
() = X (D20 + /0 X ()XY (s) f(s)ds

0 +o0
T :/ PX ' (s)f(s)ds —/0 (I —P)X '(s)f(s)ds

—00

de plus z est bornée en effet si suppf C [—R, R] on a pourt > R :
z(t) = X(t)c, / X! s)ds € X,
et pourt < —R :
(1) = X (e, (- P) / X1(s) f(s)ds € Xo.

Etape 3 : Soit t un réel fivé, a < t,c,v € R" avec ||c||, ||v]| < 1.

f(s){Zz'g@e«)((wpx—l(s)|v|>>c sitelat

les0ll = | [ X(OPX (5 f(s)ds

L[ floe
L.

IA A

Et par suite

(@] < L

/ (X(0)PX " (s)clo])| ds < L

Z /} (s)ejleil) !ds

1<4 j<1’L

c’est a dire

donc

IN

/ | X (6)PX 7 (s)]], ds
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il en résulte que

t
/ | X () PX " (s)||, ds < n’L.

Soit t un réel firé, a > t,c,v € R™ avec |||, ||v| < 1.

f(s)= {Signe((X QXY (s)[u]))e sit € [t,a]

0 s2 non

on a

s = H— [ xwex - e)ris
L

IN

donc
[(zp ()] < L.

C’est a dire

/ta (X ()QX(s)clv])|ds < L

/ 1X()QX ()], ds < In®
t
ainsi
+00

/ | X(HQX'(s)]|, ds < Ln’.

t
Remarque 5.1. Dans le cas ou X(t) est a croissance bornée, on sait que l’ad-
missibilité de (Cy, Cy) est équivalente a la dichotomie exponentielle, mais on peut

avoir l'admissibilité de (Cy, Cy) sans dichotomie exponentielle comme le montre la
proposition sutvante :

Proposition

Soit ¢ : R — R dérivable positive et a(t) = et — o(t), alors (Cy, Cy) est
admissible pour l'équation & = a(t)x + f, Si de plus on choisit
t) E(1+ cos(me®(t — k))) si Ik € N*, |t — k| < e7*
(p =

0 st non
alors & = a(t)x n’admet pas de dichotomie exponentielle.
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Preuve
Xt = ea:p(—/o a(s)ds)
= canl= [ eOdsean(e(t) - ¢(0)
~ —ean(—pl0) Gern(= [
donc

[e.o]

/tOOX(S)lds = —exp(—p(0)) [exp(_ /03 e@(u)du)]

or ¢ positive donne :

t

ea:p(—/ e?Wdy) < e”*.
0
donc

/tooX(s)_lds = exp(—gp(()))exp(—/o e?Wdu).  (2)

Montrons par l'absurde que X(t) n’est pas majoré, alors il existe m > 0 tel que :

d t
m < —exp(—@(O))Eexp(—/ e ds)
0

par intégration sur [0,t], on a pour tout t >0 :

it < eapl—o(0) (1 con(~ [ e0as))

ce qui est absurde. Il en résulte que [’équation 1 admet au plus une solution dans
Cy. Existence de la solution dans Cy : D’aprés 2 on peut définir :

2(t) = — /t T X)X ()" f(5)ds.

1l est clair que x est une solution de [’équation 1, montrons que x est bornée :

2(0)] < 1l / " X(1)X(s)ds
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et d’apres 2 on aura :

A\

(1) _Hﬂuxwmw—wwmm—éewww

[ fllscezp(=e(t))
1/ loo-

Finalement pour tout f dans Cy, l’équation 1 admet une unique solution bornée.
Supposons qu’on a la dichotomie exponentielle, on a vu que X(t) n’est pas majoré
donc P=0, donc

ININA

IM > 0,3a > 0, pourt < s, X ()X '(s) < Me 0
par suite

— /S a(u)du < InM — a(s —t).

En particulier, il existe B > 0 tel que pour s >t :

- /S a(u)du <
d’ou .
w@—¢w35+/ewwu

en particulier Yn € N* :

n

p(n) —p(n —e™) < B+ / " du

n—en

ce qui donne la contradiction :

VneN5n<pg+1.

5.2 Admissibilité de (L,L)
On note L l'ensemble suivante :
L= {f ‘R — R Va > 0,t — e I (t) intégrable sur ]R} .

On a alors
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Proposition

Si l’équation :
T=Alt)r (3)

admet une dichotomie exponentielle, alors (L,L) est admissible.

Preuve
il existe a« > 0, M > 0 et une projection P tels que pour ¢ € R™
Vt > s, | X(t)Pc| < Me 9| X (s)c|
Vt <5, | X (t)(I — P)c| < Me 9| X (s)c|.

Unicité de la solution dans L : montrons que sit — X(t)c est dans L alors c¢=0.
On a pour 0 < s,[(I — P)c| < Me=**| X (s)c| donc

s = |(I — P)c| intégrable sur [0,4o00[ par suite Pc=c, donc pour 0 > s,

lc| = |Pc| < Me**| X (s)c| donc s — ¢ est intégrable sur | — oo, 0] par suite c=0.
Existence de la solution dans L : soit f € L, posons

+o0

x(t) = /_ XOPX(s)f(s)ds — X () (I — P)X'(s)f(s)ds.

t

On a alors x est une solution de l’équation 1 et

le(t)] < M / e~lt=51| £ (3)|ds.

Soit B> 0 et v =min(a, B) alors
e P2 < M | e YE=slHED | £(5)|ds
le@)] < [£(s)]
R

—(lt=sl+It) — —y([t—s|+[t])
/R/Re |f(s)|dsdt /R(/Re dt)| f(s)|ds.

D’autre part s — [, e 7= dt est paire et pour s >0, on a

0 s +o0
/ eiV(ltfs‘Htht = / e*V(S*Zt)dt + / e 5dt + / efv(2tfs)dt
R —00 0 s

1 1
= 56_75 +se 7+ 56_78.

et
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Ainsi
Vs € R,/ e=(t=sl+ltD gy — L=l | |gle=
R Y

il en résulte que :

/ e Mla(t)dt < M / ée“' + [sle™ ) £ (5)lds.

Comme
Isle™ sl = o(e™2 ) ( quand |s| — +00).

On déduit que x € L.
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