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INTRODUCTION

La quantification est la théorie mathématique qui a pour but d’essayer de construire un mor-
phisme entre le monde classique et le monde quantique. Plus précisément la quantification est le
passage du mécanique classique au quantique et 'opération inverse est qualifiée de limite semi-
classique. Par exemple, le moment cinétique d’un électron liée & un atome ou molécule est quantifié.

Pas longtemps aprés 'invention de la mécanique quantique Herman Weyl a introduit en 1928
une nouvelle quantification qui permet d’associer un opérateur W, agissant sur R a une fonction
o qui est appelée symbole de W, définie sur 'espace de phase R?".

Une des premieres questions a traiter par Weyl est celle du caractere auto-adjoint. Un opérateur
auto-adjoint sur un espace de Hilbert est par définition I’'observable de la mécanique quantique.

De nos jours la théorie des opérateurs pseudo-différentiels est devenue un outil d’analyse tres
puissant, en particulier en équations aux dérivées partielles, en analyse sur les variétés et méme
en géométrie algébrique complexe.

A partir de ces considérations générales, nos travaux exposés dans ce mémoire abordent es-
sentiellement le calcul de Weyl. Décrivons un peu plus précisément les résultats que nous avons
établi.

Notre premier chapitre est un rappel des notions mathématiques, nous donnons des notation
de dérivation plus élevées et les formules de Leibniz et Taylor, apres nous définissons les espaces
fonctionnels et quelques notions sur les opérateurs.

Le 2éme chapitre est consacré a I’étude des classes des symboles et leurs propriétés utiles, aprées nous
donnons une idée sur la somme asymptotique. On expose au chapitre 3 les propriétés fondamentales
de la transformation de Weyl. La derniere partie discute la continuité de 'opérateur sur L.

Dans le chapitre 4, on énonce une inégalité de Garding, puis on étudie une preuve utilisant une

approximation du flot pseudo-différentiel.
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FIGURE 1 — Hermann Klaus Hugo Weyl

Hermann Klaus Hugo Weyl (1885-1955) est un mathématicien et un physicien théoricien des
plus influents du XX éme siécle. Weyl étudia de 1904 a 1908 a Gottingen et & Munich. Son doctorat
fut soutenu a Gottingen sous la direction de Hilbert et Minkowski. En 1913, Weyl publia Die Idee
der Riemannschen Fliche (Le concept de surface de Riemann).

De 1923 4 1938, Weyl étudia les groupes compacts, en termes de représentation matricielle. Weyl
continua a travailler a I'Institute for Advanced Study (IAS) jusqu’a sa retraite en 1952 et il mourut
a Zurich, Suisse. Principales découvertes : Multiples travaux dans les domaines suivants : équations
intégrales, analyse harmonique, théorie analytique des nombres, fondements des mathématiques,
relativité, électromagnétisme, mécanique quantique, théorie des groupes de Lie, théorie de jauge,

spineurs, géométrie différentielle, surface de Riemann.



Chapitre

Définitions et propriétés de base

Dans ce chapitre nous donnerons les diverses notations utilisées dans notre travail.
Comme nous avons indiqué dans I'introduction, nous introduisons dans ce chapitre les

éléments nécessaires a notre étude de la Transformation de Weyl.

1.1 Notations et préliminaires

Soit ©Q un ouvert de R™. On introduit les notation suivantes :

Pour x = (21, %2, ...,xT,) € R" et £ = (£1,&2, ...,&,) € R™, on note le produit scalaire :

€ =116 + 2282 + ...+ 20,

et on note £€ = |¢|%.
On désigne par a = (a1, @9, ..., ap) € N” un multi-indice.

|a] = a1 + @z + ... + ap, est la longueur du multi-indice « et on note par :

al = () (ag!)...(an)),

« a0

— Qn
% = xtwy?

ol
R

M ay.00 Ty,
oud; = % est la dérivée partielle par rapport a la variable z;, 1 < j < n.
J
D; = —i0;j et D* = D{"*...Dg".
Si a, 8 sont deux multi-indices on a :
a<lpBESa <B,Vi=1,2..n.
Pour a,b € N, on note
(3) = i sia > b.

0; sinon.



1.2. ESPACES FONCTIONNELS CHAPITRE 1. DEFINITIONS ET PROPRIETES

Pour «, 8 € N", on note

On a donc

(5) = masgyisia 2 B.

0; stnon.

1.2 Espaces fonctionnels

Soit £ un ouvert de R™ et k € N.
Définition 1.2.1. C(2) désigne lespace des fonctions continues sur §2, a valeurs dans R.

Définition 1.2.2. C*(Q) est l’espace des fonctions k fois continument différentiables sur 2

valeurs dans R. C’est-a-dire :
CH(Q) = {f € C(Q),Ya € N",|a| < k,0°f € C(Q)}.
Définition 1.2.3. C°(R") désigne l’espace des fonctions indéfiniment différentiables sur R™.

Définition 1.2.4. C§°(R"™) désigne le sous-espace de C*>°(R™) formé par des fonctions a support

compact.

Définition 1.2.5. (Les espaces LP)

LP(R™) est l’espace des fonctions mesurables f sur R™ telles que :
Pl = ([ 17@PPde)? < o
et L= (R™) est l’espace des fonctions mesurables f sur R™ telles que :
| f| Lo ®n) =zern | f(2)] < 0.
L2(R™) est l’espace de Hilbert muni du produit scalaire donné par :
(u,v) = /" u(z)v(z)dz, Yu,v € L*(R™).

Définition 1.2.6. (Espace de Hilbert)
Une espace de Hilbert est un espace de Banach dont la norme ||.|| découle d’un produit scalaire

ou Hermitien < .,. > par la formule :

llz|]| = V< z,z>.

10



CHAPITRE 1. DEFINITIONS ET PROPRIETES 1.2. ESPACES FONCTIONNELS

Soit H un espace de Hilbert et soit Hy un sous espace vectoriel dense dans H.

Définition 1.2.7. (Adjoint d’un opérateur )

L’adjoint de lopérateur A est l'unique opérateur noté A* vérifiant :
Yu € Hy, < Au,v >=< u, A%v > .
L’existence étant assurée par le théoréme de Reisz.

Définition 1.2.8. (Opérateur autoadjoint)
Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Un opérateur A: H — H de domaine dense dans

H est dit autoadjoint s’il vérifie A* = A.

Formule de Leibniz :

Soit a € N™. Pour toutes fonctions u et v de classe C!1®l on a

0% (w) = (g)aﬁu 0 b

Ba

Lemme 1.2.1. Soits€R. On a :

/ (1+ [22) 3 do
est convergente si et seulement si s > n.

Formule de Taylor :
Soit f : R — R une fonction indéfiniment différentiable sur un voisinage de z, alors on a la

formule de Taylor suivante avec reste intégral :

1

fa= ¥ s X Sy [ 0ot tle -
jaj<m lal=mt+1  ©

Opérateurs différentiels

Définition 1.2.9. Un opérateur différentiel linéaire de degré m est donné par une exrpression de

la forme :

p(x,D)ZP: Z aa(x)Do"

la|<m

ou an € C'™° sont appelés coefficients de l'opérateur,a € N™, un multi-indice.

Définition 1.2.10. Soit P un opérateur différentiel d’ordre m, on définit son symbole comme

étant la fonction de 2 variables définie par :

o(x,&) = Z a(z)E.

lo|<m

11



1.3. TRANSFORMATION DE FOURIER CHAPITRE 1. DEFINITIONS ET PROPRIETES

Espace de Schwartz :
Soit un ouvert de R™. On dit qu’une fonction w appartient & I'espace de Schwartz S(R™) si u est
de classe C*° et que de plus toutes ses dérivées sont a décroissance rapide.
C’est-a-dire :
SR™) ={u € C*[R")/Va, s € N, seuﬂg) |2%0Pu(x)| < +oo}.
2ER"

Proposition 1.2.1. (Propriétés fondamentales )

1. C§°(R™) est dense dans S(R™),

2. S(R™) est dense dans LP(R™), 1 < p < o0,

3. S(R™) est invariant par dérivation et par multiplication par des polynémes,

4. Pour touta e N* et k€N, on a :
10%0lk < |@litial; Vo €S,

(c’est la continuité de la dérivation)

1.3 Transformation de Fourier

Soit f € LY(R™) alors la Transformée de Fourier de f est donnée par
for =ent [ e payda.

On note souvent f ou F'f la transformée de Fourier de f.
Formule de Parseval

Soient f,g € L'(R") alors on a

f@)g(@)de = | f(x)§(w)dx.
R R

Formule d’inversion

La transformation de Fourier F' est un isomorphisme sur S(R™) et on a Vf € S(R™)

=5
Il
~

avec f = f(—x).

Proposition 1.3.1. Pour f € L'(R"), on a f est une fonction continue bornée et qui tend vers
0 a l'infini.

Formule de Plancherel

L’application F': S(R™) — S(R™) peut se prolonger d'une fagon unique comme opérateur
unitaire sur L?(R™).

Inégalité de Peetre

(@ +1y)° < Col@)y), 2,y e R, s € R, C, > 0.

12



Chapitre

Les symboles

Dans notre étude sur 'opérateur de Weyl, on va commencer dans ce chapitre par introduire
les classes des symboles comme étant un outil de base.

On définit les symboles et on donne quelques propriétés utiles et quelques théoremes essentiels.

Définition 2.0.1. Soit m € R. On dit que a € C*(R™ x R™ C) est un symbole d’ordre m si :
Vo, 3 € N*,3C, 5 > 0 tels que :

0207 a(,§)| < Cap(1+ Jg)" VL.
On note S™ = S™(R™ x R™) l’ensemble des symboles d’ordre m ou tout simplement S™.

Et on notera de plus

S =] sm,

meR

Steo = U s,

meR

2.1 Exemples

Exemple 2.1.1. Soit a € C*(R?") une fonction (positivement) homogéne de degré m ( c’est a
dire : YA > 0,a(x, A§) = N"a(x,§)), pour £ # 0 et a est a support compact par rapport & x.

Alors a est un symbole d’ordre m.

13



2.1. EXEMPLES CHAPITRE 2. LES SYMBOLES

En effet,
020fa(z,6)| = |050fa ( (+le ><1f|g|>> ’
< 8;*(85(1+|§|)ma (96, (1f_£|)‘
aa a’Y 1 ma,@—’y ( a€>
< gﬁg (L4 [E)™0 Talx (1+ €]
9 (1 maaaﬂ—’Y ( , f )
< (gﬁ L+ [E)™070 Ta (@ (1+ I€])
< (L+[ghmIFl ag‘afa (x’(lflﬁl))‘
< Cap(l+ g™,

Exemple 2.1.2. Soit a une fonction définie par :

a(z,&) = Y aa(2),

la|<m
ol ay € C®(R™); a, bornée ainsi que toutes ses dérivées. Alors a est un symbole d’ordre m de
Uopérateur différentiel défini dans le premier chapitre.
En effet, pour a, 5 € N*, on a :

| _ .
L E07F L si(a > p)
a?ga _ ) (a=p)

0, sinon.

Alors on a :

05€°] < al(+ g,

20fa(x,€)| = 0207 D aa(w)e

lo|<m

= | ) aa(z)dle”

|a|<m

< Y Cal gl
laj<m

< (m+1)CK!(1+ |¢])mI=18l,

Ce qui montre que a € S™.

Exemple 2.1.3. La fonction a(z,£) = €' n’est pas un symbole.
En effet, soient x,& € R? et o, B € N? tels que :
x = (x1,22) et £ = (£1,&2) et a=(0,0),8 = (1,0), alors :

‘agla(m,f)’ = ‘8?16”5 = ‘8glei(wlfl+”252) = |iz e8| = |izy| = |21].

14



CHAPITRE 2. LES SYMBOLES 2.1. EXEMPLES

Théoréme 2.1.1. Définissons sur S™ les semi-normes :

a7y = sup  [(1+ Je) T ozl ez, €)]]
P altiBizm ¢

(z,£)eR®™

Alors S™ est un espace de Fréchet pour la famille de semi norme : |a|;nﬂ.

Remarque 2.1.1. La convergence a,, — a dans S™ signifie :

Vo, B € N*, |a, —aly 3 — 0,n — 4o00.
Proposition 2.1.1. 1. Sia € S™ alors : 8?8?(1 € g8l
2. SiaeS™;beS™ alors : abe S™H™

. ’ . . . .
3. Sim <m alors : S™ C S™ | avec injection continue.
Preuve.

1. Ona :

o009l 0c of a(x,g))

929f [a;’af’a(x,g)”

o+ 0¢ a(. )|

Clor grr (1 + €)™ 181=1B7D

IN

Cop(1+ g 181=15D,

IN

Donc 856?61 € sm-I8l,
2. Soient a, f € N*, pour tout multi-indices §,~ il existe deux nombres réels Cjs et C{M telles

que :

0307 a(x,€) < Cs (1 + [¢))m 1
D207 b(x,€) < Cj (1 + g™ .

020 (alw, )b(,))|.

Alors on calcule :

02 (00 a(z, )07b(,))|

0) =)

() (5) Comamst+teh ot 0+

e

C(1+[g)mem =19,

920 (ala, )b(x,6)| <

02007 a(w, )|

O201b(a,€)|

IN

NN g

IN

IN

oll on a posé :

Tl

Y<BI<a

15



2.2. APPROXIMATION DES SYMBOLES CHAPITRE 2. LES SYMBOLES

3. Soit m < m/ alors :

(L+]eh™ < (1+[eh™
(L4 g < (@ fghy™ A,

Donc a € S™, on a :
Vo, 8 € N*,3C, 5 > 0,
Alors a € S™.

8;38?@(95,@’ < Cop(1+ €)™ 181 < Ca (1 + €)™ 181,

Lemme 2.1.1. : Siay,...,a, € S°, et F € C®(R",CF), alors F(ay,...,a;) € S°.
Preuve.

Comme Re ay, et I'm ay sont dans S°, on peut supposer a; sont & valeurs réelles et F' € O (RF).

Maintenant :

Nous allons démontrer par récurrence sur p des estimations du type
|05 a(x,€)| < Cap(1+[g)™ 7.

Pour toute fonction de type F(a) sont vraies pour |a| + |8] < p.

Le cas p = 0 est clair. Par ailleurs, pour |a| + |5] < p+ 1, la formule de Leibniz appliquée &

) " IF

o, (a) = 2 @azjakv
ou

0 " OF

)=S0 ay,

an (G;) ~ aak f;ak

et ’hypothese de récurrence appliquée aux dérivées de %(a), permettent de conclure.

2.2 Approximation des symboles
Lemme 2.2.1. Soit a € S°(R?) et posons :
ac(z, &) = a(z, £§).
Alors acest bornée dans SO ou € est un réel et a. — ag dans S™ pour m > 0 lorsque € — 0.

Preuve.

16



CHAPITRE 2. LES SYMBOLES 2.2. APPROXIMATION DES SYMBOLES

1. On montre que a. est borné dans S°.

On a a € S°(R?) alors :

0200ac(0,6)| < Capll+e) ™

8§8§a(m, )

0207 a-(2,€)|

< Cope®l(1+[eg]) 1AL
2. a. — ag dans S™.
Si B # 0 alors :
020f (0 = ao) (,6)| = [0207 (a-(2,€) — ao(,))|
= |osofacte,o)
= |M0p0fa(e, )|
< 9 |opofala, 8]

alors

(14 €)™ 020 (0 — ao) (@, €)| < (1 + ¢y~

050 a(x,©)|
<elfla|7y —0;
lorsque € — 0.

Si 8 =0 alors :

En utilisant la formule de Taylor, on obtient :
1
02 (0. — a0)(, €) = <€ / Dedal, te€)dt
0
On pose :
f(t) = 0Za(x,tef).

Alors :
f(t) = 0.0%a(x, ts€),

1
00~ an)(w.€) = =€ [ BcO%alzt=)i
0

1
dt
0

f'(t)
f(1) = 1(0)]
= OYa(x,e€) — 05a(x,0)

= Ofac(w,€) — Ofao(x, ).

€€
= &



2.3. SOMME ASYMPTOTIQUE DES SYMBOLES CHAPITRE 2. LES SYMBOLES

Par passage au module on obtient :

1
02 (ae —a0)] < el / 9 |0%a(x, t=6)| dt
0
1
< cle|Ca / (1+ te [e)~dt
0
1
<

1

0

On pose S = te || alors :

1
1 1
- < -
K Co [ gt < <lelCa [ eltlpas
0

0
£ 1€ Calog(1 + £ [¢])

C'e™ |§‘m — 00.

IN

Alors |a. — ag|™ — 0.
e—0

2.3 Somme asymptotique des symboles

Définition 2.3.1. Soient a; € S7",(j € N), pour une suite décroissante m; — —oo( dans la
pratique ce sera souvent m; = m —j ou m; = m — j/2). On dit qu'une fonction a € C*> est

somme asymptotique de (a;) et on note :

oo
a ~ E aj,
Jj=1

k
Vk>0;a— ) a; € S

Jj=1

Théoréme 2.3.1. Soit (a;); € N une suite de symboles telle que pour tout j, a; € SJ* et :

lim m; — —o0.
Jj—+oo

Alors il existe un symbole a unique module S™° tel que :
+oo
o~
Jj=0
et a € S™° ou
mo = maxm;.

j=0

18



CHAPITRE 2. LES SYMBOLES 2.4. OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

2.4 Opérateurs pseudo-différentiels de S

Un opérateur pseudo-différentiel s’écrit sous la forme :

Au(z) = //Rzn eI STTYE> g (2, y, E)u(y)dydE

ou dé = (2w)~"d¢,a € S™ et u € D(R™).
On veut donner un sens a cette expression, qui permettra de définir 'opérateur pseudo-différentiel
A comme étant 'application : u — Au.
Pour cela, on va considérer ’expression Au(z) = ffRQ,, e'<T=YE>q(z, y, E)u(y)dydé comme une

intégrale oscillante.

Définition 2.4.1. On définit opérateur pseudo-différentiel d’ordre m par :
Au(z) = Op(a)u(z) = I(x)

Alors u — Au est un application linéaire continue de S(R™) dans S(R™).

On appelle Uespace de ces opérateurs L.

19



Chapitre

Quantification de Weyl

En 1928 Weyl a proposé une nouvelle quantification, qui est invariante par le groupe linéaire
symplectique et la quantifiée d’un symbole réel est un opérateur auto-adjoint.
Dans ce chapitre, on définit 'opérateur de Weyl, avec ses propriétés puis nous discutons la conti-

nuité sur L2.

3.1 Action sur S

Définition 3.1.1. Soit ¢ € S(R™). De maniére formelle, la quantification de Weyl (noté W, ) est

donnée par :
W,o(x) = (2m) " / / ei@—y)%(%y,g)@(y)dydg.

On peut la définir autrement
Woip(x) = A Ko (x,y)e(y)dy,

avec K, est le noyau de W, défini par :

Ko(2,y) = (21) " / 0T Y oyge.

n 2

Une des premiéres difficultés de la théorie des opérateurs pseudo-différentiels est de donner un
sens a ce type de formule, bien sir pour des symboles o € S(R?™) c’est plutot facile a définir. Mais

pour faire de la quantification il faut au moins autoriser des symboles polynomiauz en x et &.

Théoréme 3.1.1. Soient o € S™ et ¢ € S(R™). Alors W, € S(R™) et
Wy : S(R™) — S(R™) est continue.
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CHAPITRE 3. QUANTIFICATION DE WEYL 3.1. ACTION SUR S

Preuve.
Soient N € N, & > 0 et ¢ € S(R™). Remarquons d’abord que
(1= AN 08 = (14 ¢)Ne' 08, 2y, € €R™

Soit # € C§°(R™) qui vaut 1 en 0. En intégrant par parties, on a :

[ [ oot (112 6) ptwapas

e N AV o (56 ) oy
[ scaa+ gt va-apy {eenso (T e) i
L oo ity - ap fo (252 ot f v

On pose P(D) = (1 — A,)" et en utilisant la formule de Leibniz on a :

P o (52) o} = S Cutpe) (52 6) D)

Or 3C > 0, telle que

rty

o(e) 1+ €)Y 05 (a) (T2 ) (PO D)) <

C(L+[E%) = N)A+ ) (P (D)p)(y)l.

m+n

Ceci nous mene & choisir N > (d’apres le lemme 1.1.1) pour que

(L+ €)M+ €)™ (POD)p)(y)] € L (R™).

En utilisant le théoréme de convergence dominée (T.C.D), on aura

| |<C/Z| |n+1

= |WU<P|0 < C//|<P|n+l+ka

avec C,,C’,C" sont des réels positifs et k € N.

De plus on a :

zj(Wop)(x) = Wo(zj0)(z) +i(Woe,00),
9i(Wop)(z) = Wo(9;0)(x) + (Wa,00) ().

D’ott 2%9° W, une est combinaison linéaire de (xgagwa (@795~ p).

Par suite, Va, 8 € N™, on a 2*9°W, ¢ est bornée.
Remarque 3.1.1. Si o est réel, alors W, est formellement un opérateur autoadjoint.

Pour fixer les idées, donnons maintenant quelques exemples.
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3.2. OPERATIONS SUR LES SYMBOLES CHAPITRE 3. QUANTIFICATION DE WEYL

Exemple 3.1.1. 1. Le quantifié¢ de Weyl de la fonction o(x,&) =1 est Uopérateur identité.

2. Sio(x,€) = |€]? alors Wy = —A ot A = 27 1 az
On a:

Wapla) = 2n) " [ [ etenio(T 1Y, oy)dyde,

et on a aussi o(x,&) = |€|2, alors :

enyn [ [ ey
= — (27 -n - 2 7;(1‘7 )5
e [ ] () sl
= (e [ [ e eatae
S )
= =Y 92 o)
j=1

Wop(x)

alors W, = —A.

3. Le quantifié de Weyl de la fonction o(z,§) = x; est lopérateur de multiplication par la

variable x;. En effet,

Wapla) = (o [ [ @ niaIY o)y

- e[ / 08B o) dyde
= (2m)~ ?J / / etl@— y)EyJ (y)dydé

= (2n)” lJ // etl@— y)Ew Ydydé

= fv?() 2</>(

= zjp(x).
3.2 Opérations sur les symboles

On peut maintenant définir les symboles a* et a#b de 'adjoint et du composé respectivement.

Théoréme 3.2.1. Soit a € S™ et b € S' alors les intégrales oscillantes
' (2.6) = (1) " [ I alo — y.¢ — n)dyd,

a#tb(z,€) = (21) " / U g€~ )b(a — y, €)dydn.

définissent des symboles avec les développements asymptotiques suivants :
a* ~ Z — ¢ D3a,
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CHAPITRE 3. QUANTIFICATION DE WEYL  3.2. OPERATIONS SUR LES SYMBOLES

E 1 « «
Preuve.

La forme quadratique < y,n > est non dégénérée. Pour voir que la fonction b, ¢ < y,n >=

a(x — y,& — 1) est une amplitude, remarquons simplement que l'inégalité de Peetre donne les

estimations :
050 a(x —y, & —n)] < CapA™(€—n)
< Cog2™N™M (A (€)
Im|
< Cap2™NEO+ |y + ) =

Pour tout o, 8 € Z7, a partir du quelle b, ¢ € AI™I(R*™) avec|||by ¢||[jm|+2n+1 < CoA™(€). Grace
a l'estimation donnée dans le théoreme, il s’en suit que A™™a* est bornée, et puisque 8;’85'8 (a*) =
(8;?8?(1)* et 8§8§a e S™=181 on obtient la borne de /\W_m@g@?a* pour tout «, 8 € Z} par le
méme argument, de sorte que a* € S™. La preuve de a#b € S™+ est similaire, puisque la fonction
Cue(y,n) = a(z, & — n)b(z — y, &) satisfait Cy ¢ € Alm|(R?™) avec |||Cyell|jm|+ont1 < CoA™ (),
o) = X () @)oo s
B

pour tout o € Z%_". Pour obtenir les développements asymptotiques, nous utilisons la formule de

Taylor : 5
aw-pe-n= Y “jﬂ“ﬁ”,) 0207 a(x, &) + e, €. y.1),
la+B|<2k ’ ’
avec p
ey = Y S e,
|a+B|=2k
et

1
rag (€. ym) = / (1 — )12 a(, ty, €, tn)dt.
0

Pour 7, qui est dans Al™+2% dans (y,m), on intégre par parties :

B

—i<y,n> (=y)* (=n)
I e ogj' Al

1 —
a ( g)ﬂmﬁ(xvgay»n))dydﬁ

- % ei<y’n>z<3>((Dn)v(n)ﬂ)((Dn)”‘”Taﬁ(%E,y,n))dydn

TapB (l‘, ga Y, n)dydn

31

= 2 (;),;,7' (3) (5) /€*i<y’">(—n)ﬁ’”(—Dn)“’”Taﬂ(%§,y7n))dydn-

Une seconde intégration par parties donne :

S EEE () () [ et 0,0 D) e

131
> alp! v/ \y
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3.3. CONTINUITE SUR L2 CHAPITRE 3. QUANTIFICATION DE WEYL

Rappelons la définition de 7,3 que I'on a :
(_Dy)ﬁi’y(_Dﬂ)airyr(xﬁ (za 57 Y, 77)

1
= / (1 — )2k =L (—it) =279 PG (x — ty, € — tn)dt

0
Puisque v < a et v < 3, on a aussi |y| < k et |a+ 8 — 7| > k ensuite 8La+ﬁ77|8£a+577‘d e Smk,

Ainsi, les calculs donnés ci-dessus peuvent étre reformulés

/6’i<y’”>7’k(x,£,y,n))dydn: /e’i<y’”>8k(x,§,y,n))dydn

, ol maintenant I'amplitude s, satisfait s, € A™=* avec |||s|[jm—k/+2n+1 < CLA™F(€). On

obtient ainsi la borne de :

Am’k(é)/6’i<y’”>rk(x,é,y,n))dydn,

et en utilisant le méme argument que ci-dessus, on obtient :
/e‘i<y”’>rk(m,€,y7n))dydn e smH,

juste en remarquant que 8;‘8? r est le reste de 'indice 2k dans le développement de Taylor de
aﬁafd(x—y, ¢—n), pour lequel on a d%9p¢a € S™~ 181, Finalement, le développement asymptotique

de a+#b peut étre obtenu de la méme maniere.

3.3 Continuité sur L2

Dans cette section, nous montrons qu'un opérateur de Weyl est continu sur L?(R") quand le

symbole est une fonction de Schwartz ou il est borné.

Proposition 3.3.1. Pour a,b € S*(R?"), les semi normes de a#b sont controlées comme suite :

Va,y € N?" VYp € R?",

N—1 pnj

|70 (a#b)(p) < Y ( % 1070 [a(p) (w(D, D))”b(p)]|
j=0 7

+CON .0l < p>D< D SNHlF2HL g1 || < D SNFlalthintl g

Les normes du dernier terme pourraient étre symétrisées entre a et b, elle peuvent étre remplacées

par des normes du type

> l<p>" 0%l

|BISN+|a|+2n+1
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CHAPITRE 3. QUANTIFICATION DE WEYL 3.3. CONTINUITE SUR L2

Pour N = 0, cette borne lit
Yo,y € N2 |

|70% (@) ()] < Coyal| < p >PI< D SIA2HL g|| || < p Slalthitentt
Proposition 3.3.2. Soit a € S(R*"). Alors il existe Cy >0 ,
Yu € S(R*™), [[Waul|z2 < Cullul|ge.
La constante C, peut étre estimée comme suit : il exist Cy > 0
Ca=Ca > l0%al|p:.
la|<2d+1
Lemme 3.3.1. Soient a € C°(R?") et b € S™. Alors a#b € S(R*™). Plus précisément, pour

tout o € N?" et tout point p ¢ suppa, on a l’estimation

1
0% (a+#tb =0((=————)™).
(@#8)(p) = Ol(grgrres)™)
Lemme 3.3.2. Soient zp,z1 € R?" tels que |29 — 21| > 10. Considérons ag,a; € C(R?"), tels
que suppa; C {p € R*" |p — 2| < 2}. Alors le produit de Moyal ap#ay satisfait les estimations
1

Yo € N?" Yk >0, |0%(ap#b)(p)| < Caok —.
(1 — ol + lp — 2522 )5

Théoréme 3.3.1. (Théoréme de Coltar-Stein) Soit (A;);>1 une famille d’opérateurs bornés sur

un espace de Hilbert H et supposons que les bornes suivantes sont vérifiées :
sup; Y JATALII2 < C, et sup; Y |4, 47|12 < C.
k k
Alors la série ) ; Aj converge vers un opérateur A, qui satisfait [|Al| < C .
Preuve.

On tronque la somme & A = AU = 25:1 Aj;, de sorte que la somme soit bien définie. A est un

opérateur borné, donc A*A est un opérateur autoadjoint positif, qui satisfait
(A% A)™|| = ||A*A™ = || A|*™.

Nous voulons estimer la norme de (A*A)™. A partir de la décomposition de A, on écrit
J J
(ATA)™ = > A5 AL A5 A = > A
J1,J2,J3 J1:J2:0m

l’astuce consiste a trouver deux bornes pour la norme A4;, . ;,.

< A7, A |1 A7, Ajs ][] A

J2m—1""J2m

)

A1 jan
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3.3. CONTINUITE SUR L2 CHAPITRE 3. QUANTIFICATION DE WEYL

14

En prenant la moyenne géométrique de ces deux bornes (et en remarquant que tous les [|4,|| < C

J1---J2n Jo2m

< 1145, 11145 A5, 1I---[14;

de nos hypothéses ), on a :

1 Ajy - gon | < CIIAG A, [[2[] A, AT (121 AT, Ay 12 [ A7, A

J2m—1""J2m

1
| 2
)

par 'inégalité triangulaire, cela donne :

i
IAA™I <O Y 1145, Apll2 1145 A5 1A, A, |12 145, Ajaml |2

J2m—1
J1,d2,d2m

Si nous additionnons d’abord sur j; en utilisant I’hypothese, nous produisons un facteur C. En
suite nous additionnons sur jy etc . Enfin, on additionne sur jo,, ce qui produit un facteur 7,
cela donne finalement ||(A*A)™]| < ¢cC?™=1j, et donc ||A]] < Cjzm. Puisque cette estimation
est valable pour tout m > 1, nous obtenons ||AU)|| < C, une borne indépendante de 'ordre de
troncature j. Montrons maintenant la convergence forte lorsque j — oo, soit ¢ € H, et considérons
¢ = Aj, . On peut alors écrire formellement

Yo A= A AL,

Jj21 Jj21

et cette série converge puisque

A

J

YolAAL I < Y IAA I
j

< U4 AL 12114, A lF 1)
J

< S U4 AL 12114, A lZ 1)
3,37
2

< Oyl

Donc la limite A, = limj_woA(j)go converge pour tout ¢ € {spanAj(H),k > 1}. D’autre part,
on a prouvé que ||AU)|| < C uniformément pour tout j, on en déduit donc que ||Ag|| < C||¢||
pour tout ¢ € {spanA;j(H),k > 1}. Il est alors possible d’étendre A & n’importe quel ¢ dans la
fermeture de ce sous-espace, en gardant la méme borne ||Ap|| < C||¢|| quelle est le complément
orthogonal de cette fermeture? cette le sous- espace (), kerAj, pour les états de ce sous -espace,

on prend Ay = 0. Enfin on a défini Ay pour tout ¢ € H satisfaisant la borne annoncée.

Théoréme 3.3.2. (Théoréme de Caldéron-Vaillancourt) Soit a € S°(R?*™). Alors 'opérateur W,
s’étend a un opérateur borné sur L?(R™). Plus précisément, il existe une constante C,, > 0 telle
que

Wallpzsze < Cn > [10%al| L (gen).-

|a]<6n+2
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CHAPITRE 3. QUANTIFICATION DE WEYL 3.3. CONTINUITE SUR L2

Preuve.

Nous divisions l'opérateur W(a) = >, W(a,), si nous appelons A, = W(a,) le théoreme de

Cotlar-Stein nécessite de calculer les normes des opérateurs
W(an) W(an) = W (an#an ), etW (an )W (an)* = W(ay #ay,).

1- Pour |n — n’| < 10R,, nous appliquons les bornes de la proposition m pour les semi-normes

de a,#a, , pour pres de n nous avons
|0%(@n#tan)(p)| < Cyall <D Sleltant an|[7|| < D Sleltant an|| oo,

ou nous avons utilisé le fait que les symboles a,, sont supportés de maniere compacte pres de n .

Pour loin du support de a,, ou a},, le lemme implique que

||an]|cr+1al||ans || rtial

(dist(p, suppay) + (dist(p, suppan:))k”

|aa (a_n#an/)(p)| <C

On peut appliquer la proposition en prenant |a| < 2d+1 et k = 2n+1 pour avoir 'intégrabilité
dans p € (R*).

Nous obtenons 'estimation,
145 A || 2222 < Callanlleansallan||can+e < cnllallZinse.

2- Lorsque |n — n'| > 10R,, on utilise le lemme m pour montrer que le symbole du produit

satisfait
lan ek tial ||ans || or1ad

(I =2+ 1o — 25P2)

|8a (dn#an’)(P)| <

k)
2

(o1 les constantes dépendent implicitement de la coupure). Encore une fois, la proposition m

utilisée pour tout || < 2n+1 et k > 2n + 1 conduit a

‘ |an| ‘ck+2n+1 | |an/ | |Ck+2n+1

145 Awllpope < Cpie B %
< C ||an||3k+2n+1 k>2d+1
= R sk TS '

La méme borne vaut pour les normes ||A,s A% ||. En prenant k > 4n + 1, on voit que les expressions

SAL A2 et 3, [|An AL]|Z convergent
1 1
supn Y || AnAw |2 < Caxllallgonsz, supn || A As |2 < Cayllallgonss.
n’ n’

On peut donc appliquer le théoreme de Cotlar -Stein il montre que W, est bien défini comme

un opérateur borné sur L? avec une norme

IWallzzoz2 < Cullallonsz = Ca D 110%al|z=.
|a|<6n+2
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3.4. ACTION SUR Hg CHAPITRE 3. QUANTIFICATION DE WEYL

3.4 Action sur H,

Définition 3.4.1. (Espace de Sobolev) : On note par Hy cet espace et pour s € R,

Ho={1e sl = [ @+ ieDrIfrde <oof.
On pose H_ oo = J,ep Hs et Hoo = (V,cp Hs-

On dit que " f € H, en xj) si f € H, sur un voisinage de xy.

Théoreme 3.4.1. : Soitoc € S™, s € R alors W, : H, — H,_,, est bornée, c-a-d, AC, > 0 telle
que

[[Wo flls—m < Csl|flls; Vf € Hs.

Corollaire 3.4.1. : Soit c € S™ et f € Hs en xg alors Wy f € Hs_, en xg.

Pour la réciproque on a la proposition suivante :

Proposition 3.4.1. : Soit 0 € S™ est un symbole elliptique alors pour f € S’ on a
1. Si fe H o et Wof € Hg alors f € Hspm

2. SiW,f e Hs enxgy alors f € Heppp, €n xg.
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Chapitre

Application

Dans ce chapitre, on démontre I'inégalité de Garding.
On va donner le théoréme nécessaire avec la preuve en utilisant la approximation du flot de a; en

quantification de Weyl.

Théoréme 4.0.2. Soit ¢ € S, (R™ x R") a valeurs dans C tel que Reo > 0, alors pour tout

0 <6 <1, il existe C >0 tel que pour tout u € H™(R™), on ait
Re < Wyu,u > +C||u||2ﬁ > 0.
2

Ce théoreme est un résultat partial de 'inégalité de Garding parce qu’on a besoin dans la
preuve d’avoir # < 1 pour obtenir une décroissance exponentielle, mais I'inégalité de Garding est
encore vraie pour ¢ = 1.

De plus a doit étre ici un symbole scalaire, mais pour l'inégalité de Garding générale, a peut étre

un symbole & valeurs dans L(H), ou H est un espace de Hilbert de dimension quelconque.
Preuve.

En utilisant quelque propriétés de quantification de Weyl, on peut se ramener a prouver
< o%u,u > +C|“‘?{<m70)/2 >0,

ou o est un symbole réel.
En effet, on a vu que W, = o*+W(p), p € Sié et que I'adjoint de Popérateur o® est (a*)* = ()",
ce qui nous donne

Re < 0%u,u >=< (Reo)“u,u > .
En suite, en posant og =< & > a € 5(1)70 et A =W(<.>), on a par la formule de composition
A™MPo AP = 0" 4+ R
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4.1. REFORMULATION AVEC LE FLOT DE o% CHAPITRE 4. APPLICATION

avec

—2)/2
< Rw,w >< [Rwlp—(m — 2)/2w|§]" ™" < |lollow@|wl oy o

pour tout w € H(™=2)/2 Comme A est autoadjoint dans L2, on a
< ou,u >=< oé”/lm/2u,/1m/2u >+ < Ru,u > .

Donc on peut se ramener au cas m = 0.
Un résultat dit que si (¢;);>0 et (’l/JjZ) ;>0 sont deux décompositions de Littlewood-Paley telles que

¢j = ¢;47, alors an a l'estimation

| <oVuu> =Y < (60)"U;(D)u,vj(Dyu> | < Clulfy-y,
i>0

ou C dépend des normes de a. La caractérisation de H® par la décompositions de Littlewood-Paley

nous dit qu’il suffit de prouver
< ajuj,uj > +C279% ]2, > 0,

pour o; = ¥;(§)o(x,§),u; = ¥;(D)u, et pour un certain C' > 0 ne dépendant pas de j et u. En
ajoutant 279 & 0;, on peut supposer

a; Z 27j9.
De plus, pour un jj fixé, les termes de basse fréquence peut étre majorées par

3 <ofuuy >5 [[allo2ul s
0<5<jo

En divisant a par ||o||c ) pour un C(f) assez grand, on peut finalement se ramener & montrer ce
qui suit :
Soit o € 7 un symbole réel et positif, a; = 1;a + 2799 tel que ||oj||ce) < 1, alors il existe

jo € N tel que pour tout u € L? et pour tout j > jo, on a

< ofuj,ujy >> 0,u; = P(D)u.

4.1 Reformulation avec le flot de 0}”

Le théoréme de Calderén-Vaillancourt nous donne que 0%’ est linéaire borné de L* — L*. Soit
® la flot de of
®(t) = exp(tay’),

c’est & dire pour tout w € L?, t — ®(¢)w est la solution unique dans C(R, L?) de
Y =0y, y(0) = w.
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CHAPITRE 4. APPLICATION 4.2. APPROXIMATION DU FLOT DE A

On a ainsi que
td
el - fufs = [ SleEufds
o ds
t
= / 2 < af®(s)w, ®(s)w > ds
0
< 2t <ofe(t)w, d(tw >

puisque l'intégrande est croissante par rapport a s.
Le flot étant bijectif en ¢ fixé, il existe w tel que u; = ®(t)w (et donc w = (—t)u;).

L’intégralité précédente devient
lujl72 = |(—t)uylT2 <2t < 0fuj,uy > .
Donc on il nous suffit de trouve ¢ > 0 tel que

ujl7s > |B(—t)u;|7s.

4.2 Approximation du Flot de a; en quantification de Weyl
On va maintenant approximer le flot ®(t) de o} : posons Sy = exp(—ta;) et

6t5q = —aqu — E 0j Cqq Sq2, Sq(O) =0.
q1+q2=q
q1>0

On fixe qp = 1+ cd[%e] pour un certain ¢g dépendant uniquement de d qu’on fixera plus tard
dépendent. En utilisant la méme méthode que pour la preuve du lemme d’approximation en

quantification semi-classique, on a :
Lemme 4.2.1. Soit ¥ =3, .. 15, alors
KX = =08 + p(t)"

ou p € ST wérifie
p()* e S o(B)|wlprs—a,

avec

o(t) = Z ||Sq(t)||qo—q+0(d);

0<g<qo—1

pour un certain C(d) > 0 dépendant seulement de d.

Corollaire 4.2.1. Il existe des constantes C, C' ne dépendant que de d telles que l’on ait

|D(—t)u;| < [B(t)"ujlL2 + C'2277% o] L (0, || L2 L2] oo (0,01

[r2
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4.3. ESTIMATIONS FINALES CHAPITRE 4. APPLICATION

lorsque

Ct277% 0| o 0,0y < 1/2.
Preuve.

On pose

Alors u satisfait 1’équation

si et seulement si
(Id+ po)g(t) = —p(t)"“u;,
ol ,
(o)) = [ plt =)ottt
En utilisant le fait que les fréquences de u; sont localisées autour de 27, on obtient par récurrence
la majoration
106 (p() " uy) (1) S (8277 o] Lo (0,8)) " fuuy 2.
Donc si Ct2779 |o| Lo (0,6) < 1/2 est vérifiée, Id+po est inversible, ce qui nous donne la présentation
O(—t)u; = ()" vy — /t S =)D (=1 b (p() ) (t)dt
0 k>0
d’on I'estimation voulue. Donc on peut se ramener & trouver un ¢ > 0 satisfaisant C't2774 lo|Loe(0,t) <
1/2 tel que
12()*]| 2 + C'#2277% 0| oo (0.0) [|E]] L2 | Low (0,6 < 1.

4.3 Estimations Finales

Posons

Ty :jT*Qje

ol 7, > 0 ne dépend que de d est sera choisi plus tard. La raison pour laquelle on choisit ¢, comme
cela sera dans la section suivante. Le lemme suivant nous donne des estimations concernant les

correcteurs Sy :

Lemme 4.3.1. Il existe un polynéme Pj en j de degré q+ (|a|+|5])/2 tel que pour tout 0 <t < t,

et 0<q<qy, on a
< & >atIpl agagsq(t)‘ < Pj(1 4 t) 0t UelH18D/2 g (—42799),
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CHAPITRE 4. APPLICATION 4.3. ESTIMATIONS FINALES

L’idée de la preuve de ce lemme est d’utiliser la formule de Fad di Bruno pour obtenir par
récurrence des €galités de la forme
<E>IDIS =et NY Cut"(Day) Pu(0)(D%ay)
1<k<]v|
a1+...fap=y

ou C, sont des constantes, et
DY =< &> 009 v =a+ 8 e N

max(ko, k) < 2q + ||, k — ko/2 < g+ |7|/2;
(Da;) = Tics sca(@aia)s (< € > 9,00, pour un certain 7o € N2" 30| = koset P.(9)(D%0)
est un polynéme a coefficients constant en des dérivées de o d’ordre au moins 2.
Cette borne vient du fait que pour a; > 2719 4 Ct=tint, les dérivées de a; sont plus petites que

1 et de la minoration de o; par 2799 et pouroj < 2799 1 Ct~Yint, on peut majorer par le lemme

suivant les dérivées d’ordre 1 de o;.

Lemme 4.3.2. Sur le domaine {o; < h}, on a |Da;| < 4h'/? aqvec D = (V,, < & > V).

Ce lemme nous donne la majoration
< &> |DVS,| < Cyth /2 (Int)ko/2e =127

qui ne permet de conclure avec l'aide de max(ko, k) < 2q+ ||, k—ko/2 < q+|v|/2; et le choix de
s

On est maintenant en mesure de finir la démonstration du théoréme. ’estimation du lemme

4.4.1 et le fait que les fréquences de S, soient localisées autour de 27 nous donnent que

A

omax |Sq(t)" [z

[Sq(t) L2~ p2

0(q0+C(d
02%§*||5q(t)\|qo+q+0(d) < P2ifato(d)

pj2—jq+j9(q+0(d))7

pj2—J'q-|-j0(q+0(cl))e—nj7

A

ot P est un polynéme en j de degré inférieur a qo+ C(d). En fait, le facteur 279 est obtenu grace
a lestimation suivante :
(Sq()u)(x) = (Gq(t)“T™Tu)(x)
= ((S4(t) <&>71)"T"u)(x)
r+y

— ei(w*y)-ﬁgq( ,E) < & >79 (T%)(y)dédy
R™ xR™ 2

< 97J4 / le—y)&g (ac +y
~ ) q 2
RIL XR?’L

= 2779((84(1)"Tu) ().

»§)(Du) (y)dédy
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4.3. ESTIMATIONS FINALES CHAPITRE 4. APPLICATION

Donc

[Sq(t)* " ulr2 S 277ISgllc ()T | -0 < 277Syllca lul -

Comme 0 < 1, on somme par rapport & q et on obtient

A

(£ PQjGC(d)
Oggg*l ()2 12 ) :

St resre S PijHC(d)e*T*j7

lolre0,) S pj2j9(q0+C(d)).

On choisi d’abord T, assez grand dépendant seulement de d et 6, puis on choisi j1 assez grand
dépendant seulement de 7., d tel que pour j > ji
IS 15 is < ORI < 172,

Puis, en utilisant le choiz de qq, on choisi jo assez grand dépendant seulement de 6, d tel que pour

Jj=>j2ona

Ct227790| oo (0,0 ||| Z] 2 12| 1o 0,0,) < C'P;270000FC @) =00 < 1 /9,

Enfin, on obtient||S(t)"||L2 + O/t22_jq0‘O’|Loc(0’t)|||EHL2‘Loo(o’t) <1 pour j > jo = max(j1,j2)-
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