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...je dédie ce travail :

À
A mes chers parents♥ GUERBOUZ BENAOUDA ♥BELMIRAD AICHA♥, pour tous leurs

sacrifices, leur amour, leur tendresse, leur soutien et leurs prières tout au long de mes études

À
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• A mon père Ghammar Mohamed qui m’a toujours transmis l’amour du travail et le sens du

perfectionnisme et qui m’a toujours encadré avec beaucoup d’amour et d’attention.
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6



INTRODUCTION

La quantification est la théorie mathématique qui a pour but d’essayer de construire un mor-

phisme entre le monde classique et le monde quantique. Plus précisément la quantification est le

passage du mécanique classique au quantique et l’opération inverse est qualifiée de limite semi-

classique. Par exemple, le moment cinétique d’un électron liée à un atome ou molécule est quantifié.

Pas longtemps après l’invention de la mécanique quantique Herman Weyl a introduit en 1928

une nouvelle quantification qui permet d’associer un opérateur Wσ agissant sur Rn à une fonction

σ qui est appelée symbole de Wσ définie sur l’espace de phase R2n.

Une des premières questions à traiter par Weyl est celle du caractère auto-adjoint. Un opérateur

auto-adjoint sur un espace de Hilbert est par définition l’observable de la mécanique quantique.

De nos jours la théorie des opérateurs pseudo-différentiels est devenue un outil d’analyse très

puissant, en particulier en équations aux dérivées partielles, en analyse sur les variétés et même

en géométrie algébrique complexe.

A partir de ces considérations générales, nos travaux exposés dans ce mémoire abordent es-

sentiellement le calcul de Weyl. Décrivons un peu plus précisément les résultats que nous avons

établi.

Notre premier chapitre est un rappel des notions mathématiques, nous donnons des notation

de dérivation plus élevées et les formules de Leibniz et Taylor, après nous définissons les espaces

fonctionnels et quelques notions sur les opérateurs.

Le 2ème chapitre est consacré à l’étude des classes des symboles et leurs propriétés utiles, après nous

donnons une idée sur la somme asymptotique. On expose au chapitre 3 les propriétés fondamentales

de la transformation de Weyl. La dernière partie discute la continuité de l’opérateur sur L2.

Dans le chapitre 4, on énonce une inégalité de Gårding, puis on étudie une preuve utilisant une

approximation du flot pseudo-différentiel.
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Figure 1 – Hermann Klaus Hugo Weyl

Hermann Klaus Hugo Weyl (1885-1955) est un mathématicien et un physicien théoricien des

plus influents du XX éme siécle. Weyl étudia de 1904 à 1908 à Gottingen et à Munich. Son doctorat

fut soutenu à Göttingen sous la direction de Hilbert et Minkowski. En 1913, Weyl publia Die Idee

der Riemannschen Fläche (Le concept de surface de Riemann).

De 1923 à 1938, Weyl étudia les groupes compacts, en termes de représentation matricielle.Weyl

continua à travailler à l’Institute for Advanced Study (IAS) jusqu’à sa retraite en 1952 et il mourut

à Zurich, Suisse. Principales découvertes : Multiples travaux dans les domaines suivants : équations

intégrales, analyse harmonique, théorie analytique des nombres, fondements des mathématiques,

relativité, électromagnétisme, mécanique quantique, théorie des groupes de Lie, théorie de jauge,

spineurs, géométrie différentielle, surface de Riemann.
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Chapitre 1
Définitions et propriétés de base

Dans ce chapitre nous donnerons les diverses notations utilisées dans notre travail.

Comme nous avons indiqué dans l’introduction, nous introduisons dans ce chapitre les

éléments nécessaires à notre étude de la Transformation de Weyl.

1.1 Notations et préliminaires

Soit Ω un ouvert de Rn. On introduit les notation suivantes :

Pour x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn et ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξn) ∈ Rn, on note le produit scalaire :

xξ = x1ξ1 + x2ξ2 + ...+ xnξn,

et on note ξξ = |ξ|2.

On désigne par α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Nn un multi-indice.

|α| = α1 + α2 + ...+ αn, est la longueur du multi-indice α et on note par :

α! = (α1!)(α2!)...(αn!),

xα = xα1
1 xα2

2 ...xαnn ,

∂α = ∂α1
1 ...∂αnn =

∂|α|

∂α1
1 x1...∂

αn
n xn

,

où ∂j = ∂
∂xj

est la dérivée partielle par rapport à la variable xj , 1 ≤ j ≤ n.

Dj = −i∂j et Dα = Dα1
1 ...Dαn

n .

Si α, β sont deux multi-indices on a :

α ≤ β ⇔ αi ≤ βi,∀i = 1, 2, ..., n.

Pour a, b ∈ N, on note 
(
a
b

)
= a!

b!(a−b)! ; si a ≥ b.

0; sinon.
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1.2. ESPACES FONCTIONNELS CHAPITRE 1. DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS

Pour α, β ∈ Nn, on note

(
α

β

)
=

(
α1

β1

)
...

(
αn
βn

)
.

On a donc


(
α
β

)
= α!

β!(α−β)! ; si α ≥ β.

0; sinon.

1.2 Espaces fonctionnels

Soit Ω un ouvert de Rn et k ∈ N.

Définition 1.2.1. C(Ω) désigne l’espace des fonctions continues sur Ω, à valeurs dans R.

Définition 1.2.2. Ck(Ω) est l’espace des fonctions k fois continument différentiables sur Ω à

valeurs dans R. C’est-à-dire :

Ck(Ω) = {f ∈ C(Ω),∀α ∈ Nn, |α| ≤ k, ∂αf ∈ C(Ω)} .

Définition 1.2.3. C∞(Rn) désigne l’espace des fonctions indéfiniment différentiables sur Rn.

Définition 1.2.4. C∞0 (Rn) désigne le sous-espace de C∞(Rn) formé par des fonctions à support

compact.

Définition 1.2.5. (Les espaces Lp)

Lp(Rn) est l’espace des fonctions mesurables f sur Rn telles que :

||f ||Lp(Rn) = (

∫
Rn
|f(x)|pdx)

1
p <∞,

et L∞(Rn) est l’espace des fonctions mesurables f sur Rn telles que :

||f ||L∞(Rn) =x∈Rn |f(x)| <∞.

L2(Rn) est l’espace de Hilbert muni du produit scalaire donné par :

(u, v) =

∫
Rn
u(x)v(x)dx,∀u, v ∈ L2(Rn).

Définition 1.2.6. (Espace de Hilbert)

Une espace de Hilbert est un espace de Banach dont la norme ||.|| découle d’un produit scalaire

ou Hermitien < ., . > par la formule :

||x|| =
√
< x, x >.

10



CHAPITRE 1. DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS 1.2. ESPACES FONCTIONNELS

Soit H un espace de Hilbert et soit H0 un sous espace vectoriel dense dans H.

Définition 1.2.7. (Adjoint d’un opérateur )

L’adjoint de l’opérateur A est l’unique opérateur noté A∗ vérifiant :

∀u ∈ H0, < Au, v >=< u,A∗v > .

L’existence étant assurée par le théorème de Reisz.

Définition 1.2.8. (Opérateur autoadjoint)

Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Un opérateur A : H → H de domaine dense dans

H est dit autoadjoint s’il vérifie A∗ = A.

Formule de Leibniz :

Soit α ∈ Nn. Pour toutes fonctions u et v de classe C |α| on a

∂α(uv) =
∑
β≤α

(
α

β

)
∂βu ∂α−βv.

Lemme 1.2.1. Soit s ∈ R. On a : ∫
Rn

(1 + |x|2)−
s
2 dx

est convergente si et seulement si s > n.

Formule de Taylor :

Soit f : R→ R une fonction indéfiniment différentiable sur un voisinage de x, alors on a la

formule de Taylor suivante avec reste intégral :

f(x) =
∑
|α|≤m

(x− a)α

α!
∂αf(a) +

∑
|α|=m+1

(x− a)α

α!
∂αf(a)

∫ 1

0

(1− t)m∂αf(a)(a+ t(x− a))dt.

Opérateurs différentiels

Définition 1.2.9. Un opérateur différentiel linéaire de degré m est donné par une expression de

la forme :

p(x,D) = P =
∑
|α|≤m

aα(x)Dα,

où aα ∈ C∞ sont appelés coefficients de l’opérateur,α ∈ Nn, un multi-indice.

Définition 1.2.10. Soit P un opérateur différentiel d’ordre m, on définit son symbole comme

étant la fonction de 2 variables définie par :

σ(x, ξ) =
∑
|α|≤m

aα(x)ξα.

11



1.3. TRANSFORMATION DE FOURIER CHAPITRE 1. DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS

Espace de Schwartz :

Soit un ouvert de Rn. On dit qu’une fonction u appartient à l’espace de Schwartz S(Rn) si u est

de classe C∞ et que de plus toutes ses dérivées sont à décroissance rapide.

C’est-à-dire :

S(Rn) = {u ∈ C∞(Rn)/∀α, β ∈ Nn, sup
x∈Rn
|xα∂βu(x)| < +∞}.

Proposition 1.2.1. (Propriétés fondamentales )

1. C∞0 (Rn) est dense dans S(Rn),

2. S(Rn) est dense dans Lp(Rn), 1 ≤ p <∞,

3. S(Rn) est invariant par dérivation et par multiplication par des polynômes,

4. Pour tout α ∈ Nn et k ∈ N, on a :

|∂αϕ|k ≤ |ϕ|k+|α|;∀ϕ ∈ S,

(c’est la continuité de la dérivation)

1.3 Transformation de Fourier

Soit f ∈ L1(Rn) alors la Transformée de Fourier de f est donnée par

f̂(ξ) = (2π)−
n
2

∫
Rn
eixξf(x)dx.

On note souvent f̂ ou Ff la transformée de Fourier de f .

Formule de Parseval

Soient f, g ∈ L1(Rn) alors on a ∫
Rn
f(x)g(x)dx =

∫
Rn
f̂(x)ĝ(x)dx.

Formule d’inversion

La transformation de Fourier F est un isomorphisme sur S(Rn) et on a ∀f ∈ S(Rn)

ˆ̂
f = f̌

avec f̌ = f(−x).

Proposition 1.3.1. Pour f ∈ L1(Rn), on a f̂ est une fonction continue bornée et qui tend vers

0 à l’infini.

Formule de Plancherel

L’application F : S(Rn) −→ S(Rn) peut se prolonger d’une façon unique comme opérateur

unitaire sur L2(Rn).

Inégalité de Peetre

〈x+ y〉s ≤ Cs〈x〉〈y〉|s|, x, y ∈ Rn, s ∈ R, Cs > 0.

12



Chapitre 2
Les symboles

Dans notre étude sur l’opérateur de Weyl, on va commencer dans ce chapitre par introduire

les classes des symboles comme étant un outil de base.

On définit les symboles et on donne quelques propriétés utiles et quelques théorèmes essentiels.

Définition 2.0.1. Soit m ∈ R. On dit que a ∈ C∞(Rn × Rn,C) est un symbole d’ordre m si :

∀α, β ∈ Nn,∃Cα,β > 0 tels que :

∣∣∣∂αx ∂βξ a(x, ξ)
∣∣∣ ≤ Cα,β(1 + |ξ|)m−|β|.

On note Sm = Sm(Rn × Rn) l’ensemble des symboles d’ordre m où tout simplement Sm.

Et on notera de plus

S−∞ =
⋂
m∈R

Sm,

S+∞ =
⋃
m∈R

Sm.

2.1 Exemples

Exemple 2.1.1. Soit a ∈ C∞(R2n) une fonction (positivement) homogène de degré m ( c’est à

dire : ∀λ > 0, a(x, λξ) = λma(x, ξ)), pour ξ 6= 0 et a est à support compact par rapport à x.

Alors a est un symbole d’ordre m.

13



2.1. EXEMPLES CHAPITRE 2. LES SYMBOLES

En effet, ∣∣∣∂αx ∂βξ a(x, ξ)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∂αx ∂βξ a(x, (1 + |ξ|) ξ

(1 + |ξ|)

)∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∂αx (∂βξ (1 + |ξ|)ma
(
x,

ξ

(1 + |ξ|

)∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣∂αx
∑
γ≤β

∂γξ (1 + |ξ|)m∂β−γξ a

(
x,

ξ

(1 + |ξ|)

)∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣(
∑
γ≤β

∂γξ (1 + |ξ|)m∂αx ∂
β−γ
ξ a

(
x,

ξ

(1 + |ξ|)

)∣∣∣∣∣∣
≤ (1 + |ξ|)m−|β|

∣∣∣∣∂αx ∂βξ a(x, ξ

(1 + |ξ|)

)∣∣∣∣
≤ Cα,β(1 + |ξ|)m−|β|.

Exemple 2.1.2. Soit a une fonction définie par :

a(x, ξ) =
∑
|a|≤m

aα(x)ξα,

où aα ∈ C∞(Rn) ; aα bornée ainsi que toutes ses dérivées. Alors a est un symbole d’ordre m de

l’opérateur différentiel défini dans le premier chapitre.

En effet, pour α, β ∈ Nn, on a :

∂βξ ξ
α =


α!

(α−β)ξ
α−β , si (α ≥ β)

0 , sinon.

Alors on a : ∣∣∂βαξα∣∣ ≤ a!(1 + |ξ||α|−|β|).

∣∣∣∂αx ∂βξ a(x, ξ)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∂αx ∂βξ
∑
|α|≤m

aα(x)ξα

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|≤m

∂αx aα(x)∂βξ ξ
α

∣∣∣∣∣∣
≤

∑
|α|≤m

Cα!(1 + |ξ|)|α|−|β|

≤ (m+ 1)CK!(1 + |ξ|)|m|−|β|.

Ce qui montre que a ∈ Sm.

Exemple 2.1.3. La fonction a(x, ξ) = eixξ n’est pas un symbole.

En effet, soient x, ξ ∈ R2 et α, β ∈ N2 tels que :

x = (x1, x2) et ξ = (ξ1, ξ2) et α = (0, 0), β = (1, 0), alors :∣∣∣∂βξ1a(x, ξ)
∣∣∣ =

∣∣∣∂βξ1eixξ∣∣∣ =
∣∣∣∂βξ1ei(x1ξ1+x2ξ2)

∣∣∣ =
∣∣ix1e

ixξ
∣∣ = |ix1| = |x1| .

14



CHAPITRE 2. LES SYMBOLES 2.1. EXEMPLES

Théorème 2.1.1. Définissons sur Sm les semi-normes :

|a|mα,β = sup
|α|+|β|≤m
(x,ξ)∈R2n

[
(1 + |ξ|)−m+|β|

∣∣∣∂αx ∂βξ a(x, ξ)
∣∣∣].

Alors Sm est un espace de Fréchet pour la famille de semi norme : |α|mα,β .

Remarque 2.1.1. La convergence an → a dans Sm signifie :

∀α, β ∈ Nn, |an − a|mα,β → 0, n→ +∞.

Proposition 2.1.1. 1. Si a ∈ Sm alors : ∂αx ∂
β
ξ a ∈ Sm−|β].

2. Si a ∈ Sm ; b ∈ Sm alors : ab ∈ Sm+m′ .

3. Si m ≤ m′ alors : Sm ⊂ Sm′ , avec injection continue.

Preuve.

1. Ona : ∣∣∣∂αx ∂βξ [∂α′x ∂β′ξ a(x, ξ)
]∣∣∣ =

∣∣∣∂αx ∂βξ ∂α′x ∂β′ξ a(x, ξ)
∣∣∣

=
∣∣∣∂α+α′

x ∂β+β′

ξ a(x, ξ)
∣∣∣

≤ Cα′′,β′′(1 + |ξ|)m−(|β|−|β′|)

≤ Cα,β(1 + |ξ|)(m−|β|−|β′|).

Donc ∂αx ∂
β
ξ a ∈ Sm−|β|.

2. Soient α, β ∈ Nn, pour tout multi-indices δ, γ il existe deux nombres réels Cδ,γet C ′δ,γ telles

que :

∂δx∂
γ
ξ a(x, ξ) ≤ Cδ,γ(1 + |ξ|)m−|γ|

∂δx∂
γ
ξ b(x, ξ) ≤ C

′
δ,γ(1 + |ξ|)m

′−|γ|.

Alors on calcule :
∣∣∣∂αx ∂βξ (a(x, ξ)b(x, ξ))

∣∣∣ .∣∣∣∂αx ∂βξ (a(x, ξ)b(x, ξ))
∣∣∣ ≤ ∑

γ≤β

(
β

γ

) ∣∣∣∂αx (∂β−γξ a(x, ξ)∂γξ b(x, ξ))
∣∣∣

≤
∑
γ≤β

(
β

γ

)∑
δ≤α

(
α

δ

) ∣∣∣∂α−δx ∂β−γξ a(x, ξ)
∣∣∣ ∣∣∣∂δx∂γξ b(x, ξ)∣∣∣

≤
∑
γ≤β

∑
δ≤α

(
β

γ

)(
α

δ

)
Cα−δ,β−γ(1 + |ξ|)m−|β−γ|C ′δ,γ(1 + |ξ|)m

′−|γ|

≤
∑
γ≤β

∑
δ≤α

(
β

γ

)(
α

δ

)
Cα−δ,β−γC

′
δ,γ(1 + |ξ|)m+m′−|β|

≤ C(1 + |ξ|)(m+m′−|β|);

où on a posé :

C =
∑
γ≤β

∑
δ≤α

(
β

γ

)(
α

δ

)
Cα−δ,β−γC

′
δ,γ .
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2.2. APPROXIMATION DES SYMBOLES CHAPITRE 2. LES SYMBOLES

3. Soit m ≤ m′ alors :

(1 + |ξ|)m ≤ (1 + |ξ|)m
′

(1 + |ξ|)m−|β| ≤ (1 + |ξ|)m
′−|β|.

Donc α ∈ Sm, on a :

∀α, β ∈ Nn,∃Cα,β > 0,
∣∣∣∂αx ∂βξ a(x, ξ)

∣∣∣ ≤ Cα,β(1 + |ξ|)m−|β| ≤ Cα,β(1 + |ξ|)m′−|β|.

Alors a ∈ Sm′ .

Lemme 2.1.1. : Si a1, ..., ak ∈ S0, et F ∈ C∞(Rn,Ck), alors F (a1, ..., ak) ∈ S0.

Preuve.

Comme Re ak et Im ak sont dans S0, on peut supposer ak sont à valeurs réelles et F ∈ C∞(Rk).

Maintenant :
∂

∂xj
F (a) =

n∑
k=1

∂F

∂ak
∂xjak,

∂

∂ξj
F (a) =

n∑
k=1

∂F

∂ak
∂ξjak.

Nous allons démontrer par récurrence sur p des estimations du type

∣∣∂αβ a(x, ξ)
∣∣ ≤ Cα,β(1 + |ξ|)m−|β|.

Pour toute fonction de type F (a) sont vraies pour |α|+ |β| ≤ p.

Le cas p = 0 est clair. Par ailleurs, pour |α|+ |β| ≤ p+ 1, la formule de Leibniz appliquée à

∂

∂xj
F (a) =

n∑
k=1

∂F

∂ak
∂xjak,

ou
∂

∂ξj
F (a) =

n∑
k=1

∂F

∂ak
∂ξjak,

et l’hypothèse de récurrence appliquée aux dérivées de ∂F
∂ak

(a), permettent de conclure.

2.2 Approximation des symboles

Lemme 2.2.1. Soit a ∈ S0(R2) et posons :

aε(x, ξ) = a(x, εξ).

Alors aεest bornée dans S0 ou ε est un réel et aε → a0 dans Sm pour m > 0 lorsque ε→ 0.

Preuve.
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CHAPITRE 2. LES SYMBOLES 2.2. APPROXIMATION DES SYMBOLES

1. On montre que aε est borné dans S0.

On a a ∈ S0(R2) alors : ∣∣∣∂αx ∂βξ aε(x, ξ)∣∣∣ ≤ Cα,β(1 + |ξ|)−|β|∣∣∣∂αx ∂βξ aε(x, ξ)∣∣∣ =
∣∣∣∂αx ∂βξ a(x, εξ)

∣∣∣
≤ Cα,βε

|β|(1 + |εξ|)−|β|.

2. aε → a0 dans Sm.

Si β 6= 0 alors : ∣∣∣∂αx ∂βξ (aε − a0)(x, ξ)
∣∣∣ =

∣∣∣∂αx ∂βξ (aε(x, ξ)− a0(x, ξ))
∣∣∣

=
∣∣∣∂αx ∂βξ aε(x, ξ)∣∣∣

=
∣∣∣ε|β|∂αx ∂βξ a(x, ξ)

∣∣∣
≤ ε|β|

∣∣∣∂αx ∂βξ a(x, β)
∣∣∣ ,

alors

(1 + |ξ|)m−|β|
∣∣∣∂αx ∂βξ (aε − a0)(x, ξ)

∣∣∣ ≤ ε|β|(1 + |ξ|)m−|β|
∣∣∣∂αx ∂βξ a(x, ξ)

∣∣∣
≤ ε|β| |a|mα,β −→ 0;

lorsque ε→ 0.

Si β = 0 alors :

En utilisant la formule de Taylor, on obtient :

∂αx (aε − a0)(x, ξ) = εξ

∫ 1

0

∂ξ∂
α
x a(x, tεξ)dt

On pose :

f(t) = ∂αx a(x, tεξ).

Alors :

f ′(t) = ∂ε∂
α
x a(x, tεξ),

∂αx (aε − a0)(x, ξ) = εξ

1∫
0

∂ξ∂
α
x a(x, tεξ)dt

= εξ

1∫
0

f ′(t)dt

= εξ[f(1)− f(0)]

= ∂αx a(x, εξ)− ∂αx a(x, 0)

= ∂αx aε(x, ξ)− ∂αx a0(x, ξ).

17



2.3. SOMME ASYMPTOTIQUE DES SYMBOLES CHAPITRE 2. LES SYMBOLES

Par passage au module on obtient :

|∂αx (aε − a0)| ≤ ε |ξ|
1∫

0

∂ξ |∂αx a(x, tεξ)| dt

≤ ε |ξ|Cα

1∫
0

(1 + tε |ξ|)−1dt

≤ ε |ξ|Cα

1∫
0

1

1 + tε |ξ|
dt.

On pose S = tε |ξ| alors :

ε |ξ|Cα

1∫
0

1

1 + tε |ξ|
dt ≤ ε |ξ|Cα

∫
0

ε |ξ| 1

1 + S
dS

= ε |ξ|Cα log(1 + ε |ξ|)

≤ C ′εm |ξ|m−→ 0ε→0.

Alors |aε − a0|m −→
ε→0

0.

2.3 Somme asymptotique des symboles

Définition 2.3.1. Soient aj ∈ Smj , (j ∈ N), pour une suite décroissante mj → −∞( dans la

pratique ce sera souvent mj = m − j ou mj = m − j/2). On dit qu’une fonction a ∈ C∞ est

somme asymptotique de (aj) et on note :

a ∼
∞∑
j=1

aj ,

si :

∀k ≥ 0; a−
k∑
j=1

aj ∈ Smk+1 .

Théorème 2.3.1. Soit (aj)j ∈ N une suite de symboles telle que pour tout j, aj ∈ Smj et :

lim
j→+∞

mj −→ −∞.

Alors il existe un symbole a unique module S−∞ tel que :

a ∼
+∞∑
j=0

aj ,

et a ∈ Sm0 où

m0 = max
j≥0

mj .
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CHAPITRE 2. LES SYMBOLES 2.4. OPÉRATEURS PSEUDO-DIFFÉRENTIELS

2.4 Opérateurs pseudo-différentiels de S

Un opérateur pseudo-différentiel s’écrit sous la forme :

Au(x) =

∫∫
R2n

ei<x−y,ξ>a(x, y, ξ)u(y)dydξ

où dξ = (2π)−ndξ, a ∈ Sm et u ∈ D(Rn).

On veut donner un sens à cette expression, qui permettra de définir l’opérateur pseudo-différentiel

A comme étant l’application : u −→ Au.

Pour cela, on va considérer l’expression Au(x) =
∫∫

R2n e
i<x−y,ξ>a(x, y, ξ)u(y)dydξ comme une

intégrale oscillante.

Définition 2.4.1. On définit l’opérateur pseudo-différentiel d’ordre m par :

Au(x) = Op(a)u(x) = Iχ(x)

Alors u→ Au est un application linéaire continue de S(Rn) dans S(Rn).

On appelle l’espace de ces opérateurs Lm.
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Chapitre 3
Quantification de Weyl

En 1928 Weyl a proposé une nouvelle quantification, qui est invariante par le groupe linéaire

symplectique et la quantifiée d’un symbole réel est un opérateur auto-adjoint.

Dans ce chapitre, on définit l’opérateur de Weyl, avec ses propriétés puis nous discutons la conti-

nuité sur L2.

3.1 Action sur S

Définition 3.1.1. Soit ϕ ∈ S(Rn). De manière formelle, la quantification de Weyl (noté Wσ) est

donnée par :

Wσϕ(x) = (2π)−n
∫
Rn

∫
Rn
ei(x−y)ξσ(

x+ y

2
, ξ)ϕ(y)dydξ.

On peut la définir autrement

Wσϕ(x) =

∫
Rn
Kσ(x, y)ϕ(y)dy,

avec Kσ est le noyau de Wσ défini par :

Kσ(x, y) = (2π)−n
∫
Rn
ei(x−y)ξσ(

x+ y

2
, ξ)dξ.

Une des premières difficultés de la théorie des opérateurs pseudo-différentiels est de donner un

sens à ce type de formule, bien sûr pour des symboles σ ∈ S(R2n) c’est plutôt facile à définir. Mais

pour faire de la quantification il faut au moins autoriser des symboles polynomiaux en x et ξ.

Théorème 3.1.1. Soient σ ∈ Sm et ϕ ∈ S(Rn). Alors Wσϕ ∈ S(Rn) et

Wσ : S(Rn) −→ S(Rn) est continue.
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CHAPITRE 3. QUANTIFICATION DE WEYL 3.1. ACTION SUR S

Preuve.

Soient N ∈ N, ε > 0 et ϕ ∈ S(Rn). Remarquons d’abord que

(1−∆y)Nei(x−y)ξ = (1 + |ξ|2)Nei(x−y)ξ, x, y, ξ ∈ Rn.

Soit θ ∈ C∞0 (Rn) qui vaut 1 en 0. En intégrant par parties, on a :∫
Rn

∫
Rn
θ(εξ)ei(x−y)σ

(
x+ y

2
, ξ

)
ϕ(y)dydξ

=

∫
Rn

∫
Rn
θ(εξ)(1 + |ξ|2)−N (1−∆y)N

{
ei(x−y)ξ

}
σ

(
x+ y

2
, ξ

)
ϕ(y)dydξ

=

∫
Rn

∫
Rn
θ(εξ)(1 + |ξ|2)−Nei(x−y)ξ(1−∆)N

{
σ

(
x+ y

2
, ξ

)
ϕ(y)

}
dydξ.

On pose P (D) = (1−∆y)N et en utilisant la formule de Leibniz on a :

P (D)

{
σ

(
x+ y

2
, ξ

)
ϕ(y)

}
=
∑
α

Cα(Dασ)

(
x+ y

2
, ξ

)
(p(α)(D)ϕ)(y).

Or ∃C > 0, telle que∣∣∣∣θ(εξ)(1 + |ξ|2)−Nei(x−y)ξ(Dασ)

(
x+ y

2
, ξ

)
(P (α)(D)ϕ)(y)

∣∣∣∣ ≤
C(1 + |ξ|2)( −N)(1 + |ξ|2)m|(P (α)(D)ϕ)(y)|.

Ceci nous mène à choisir N > m+n
2 (d’après le lemme 1.1.1) pour que

(1 + |ξ|2)−N (1 + |ξ|2)m|(P (α)(D)ϕ)(y)| ∈ L1(R2n).

En utilisant le théorème de convergence dominée (T.C.D), on aura

|Wσϕ(x)| ≤ C ′
∑
α

|(P (α)(D)ϕ)|n+1

⇒ |Wσϕ|0 ≤ C ′′|ϕ|n+1+k,

avec Cα, C
′, C ′′ sont des réels positifs et k ∈ N.

De plus on a :

xj(Wσϕ)(x) = Wσ(xjϕ)(x) + i(W∂ξjσϕ),

∂j(Wσϕ)(x) = Wσ(∂jϕ)(x) + (W∂jσϕ)(x).

D’où xα∂βWσϕ une est combinaison linéaire de ∂γx∂
δ
ξWσ(xα−γ∂β−σϕ).

Par suite, ∀α, β ∈ Nn, on a xα∂βWσϕ est bornée.

Remarque 3.1.1. Si σ est réel, alors Wσ est formellement un opérateur autoadjoint.

Pour fixer les idées, donnons maintenant quelques exemples.
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3.2. OPÉRATIONS SUR LES SYMBOLES CHAPITRE 3. QUANTIFICATION DE WEYL

Exemple 3.1.1. 1. Le quantifié de Weyl de la fonction σ(x, ξ) = 1 est l’opérateur identité.

2. Si σ(x, ξ) = |ξ|2 alors Wσ = −∆ où ∆ =
∑n
j=1

∂2

∂x2
j
.

On a :

Wσϕ(x) = (2π)−n
∫
Rn

∫
Rn
ei(x−y)ξσ(

x+ y

2
, ξ)ϕ(y)dydξ,

et on a aussi σ(x, ξ) = |ξ|2, alors :

Wσϕ(x) = (2π)−n
∫
Rn

∫
Rn
ei(x−y)ξ|ξ|2ϕ(y)dydξ

= −(2π)−n
∫
Rn

∫
Rn

(

n∑
j=1

∂2
xj )e

i(x−y)ξϕ(y)dydξ

= −(2π)−n(

n∑
j=1

∂2
xj )

∫
Rn

∫
Rn
ei(x−y)ξϕ(y)dydξ

= −
n∑
j=1

∂2
xjϕ(x),

alors Wσ = −∆.

3. Le quantifié de Weyl de la fonction σ(x, ξ) = xj est l’opérateur de multiplication par la

variable xj. En effet,

Wσϕ(x) = (2π)−n
∫
Rn

∫
Rn
ei(x−y)ξσ(

x+ y

2
, ξ)ϕ(y)dydξ

= (2π)−n
∫
Rn

∫
Rn
ei(x−y)ξ(

xj + yj
2

)ϕ(y)dydξ

= (2π)−n
xj
2
ϕ(x) +

∫
Rn

∫
Rn
ei(x−y)ξ yj

2
ϕ(y)dydξ

= (2π)−n
xj
2
ϕ(x) +

∫
Rn

∫
Rn
ei(x−y)ξψ(y)dydξ

=
xj
2
ϕ(x) +

xj
2
ϕ(x)

= xjϕ(x).

3.2 Opérations sur les symboles

On peut maintenant définir les symboles a∗ et a#b de l’adjoint et du composé respectivement.

Théorème 3.2.1. Soit a ∈ Sm et b ∈ Sl alors les intégrales oscillantes

a∗(x, ξ) = (2π)−n
∫
e−i<y,η>a(x− y, ξ − η)dydη,

a#b(x, ξ) = (2π)−n
∫
e−i<y,η>a(x, ξ − η)b(x− y, ξ)dydη.

définissent des symboles avec les développements asymptotiques suivants :

a∗ ∼
∑
α

1

α!
∂αξ D

α
xa,
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a#b ∼
∑
α

1

α!
∂αξ aD

α
x b.

Preuve.

La forme quadratique < y, η > est non dégénérée. Pour voir que la fonction bx,ξ < y, η >=

a(x − y, ξ − η) est une amplitude, remarquons simplement que l’inégalité de Peetre donne les

estimations :

|∂αy ∂βη a(x− y, ξ − η)| ≤ Cαβλ
m(ξ − η)

≤ Cαβ2|m|λ|m|(η)λm(ξ)

≤ Cαβ2|m|λm(ξ)(1 + |y|2 + |η|2)
|m|
2 .

Pour tout α, β ∈ Zn+, a partir du quelle bx,ξ ∈ A|m|(R2n) avec|||bx,ξ||||m|+2n+1 ≤ C0λ
m(ξ). Grâce

à l’estimation donnée dans le théorème, il s’en suit que λ−ma∗ est bornée, et puisque ∂αx ∂
β
ξ (a∗) =

(∂αx ∂
β
ξ a)∗ et ∂αx ∂

β
ξ a ∈ Sm−|β|, on obtient la borne de λ|β|−m∂αx ∂

β
ξ a
∗ pour tout α, β ∈ Zn+ par le

même argument, de sorte que a∗ ∈ Sm. La preuve de a#b ∈ Sm+l est similaire, puisque la fonction

Cx,ξ(y, η) = a(x, ξ − η)b(x− y, ξ) satisfait Cx,ξ ∈ A|m|(R2n) avec |||Cx,ξ||||m|+2n+1 ≤ C0λ
m+l(ξ),

∂α(a#b) =
∑
β

(
α

β

)
(∂βα)(∂(α− β)b),

pour tout α ∈ Z2n
+ . Pour obtenir les développements asymptotiques, nous utilisons la formule de

Taylor :

ā(x− y, ξ − η) =
∑

|α+β|<2k

(−y)α

α!

(−η)β

β!
∂αx ∂

β
ξ ā(x, ξ) + rk(x, ξ, y, η),

avec

rk(x, ξ, y, η) =
∑

|α+β|=2k

2k
(−y)α

α!

(−n)β

β!
rαβ(x, ξ, y, η),

et

rαβ(x, ξ, y, η) =

∫ 1

0

(1− t)2k−1∂αx ∂
β
ξ ā(x, ty, ξ, tη)dt.

Pour rk, qui est dans A|m|+2k dans (y, η), on intègre par parties :∫
e−i<y,η>

(−y)α

α!

(−n)β

β!
rαβ(x, ξ, y, η)dydη

=
1

α!

∫
(−η)β

β!
rαβ(x, ξ, y, η))dydη

=
1

α!

∫
e−i<y,η>

∑
γ

(
α

γ

)
((Dη)γ

(−η)β

β!
)((−Dη)α−γrαβ(x, ξ, y, η))dydη

=
∑
γ

(−i)|γ|γ!

α!β!

(
α

γ

)(
β

γ

)∫
e−i<y,η>(−η)β−γ(−Dη)α−γrαβ(x, ξ, y, η))dydη.

Une seconde intégration par parties donne :∑
γ

(−i)|γ|γ!

α!β!

(
α

γ

)(
β

γ

)∫
e−i<y,η>(−Dy)β−γ(−Dη)α−γrαβ(x, ξ, y, η))dydη
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3.3. CONTINUITÉ SUR L2 CHAPITRE 3. QUANTIFICATION DE WEYL

Rappelons la définition de rαβ que l’on a :

(−Dy)β−γ(−Dη)α−γrαβ(x, ξ, y, η)

=

∫ 1

0

(1− t)2k−1(−it)2k−2γ∂α+β−γ ã(x− ty, ξ − tη)dt.

Puisque γ ≤ α et γ ≤ β, on a aussi |γ| ≤ k et |α+ β − γ| ≥ k ensuite ∂
|α+β−γ|
x ∂

|α+β−γ|
ξ ā ∈ Sm−k.

Ainsi, les calculs donnés ci-dessus peuvent être reformulés∫
e−i<y,η>rk(x, ξ, y, η))dydη =

∫
e−i<y,η>sk(x, ξ, y, η))dydη

, où maintenant l’amplitude sk satisfait sk ∈ A|m−k| avec |||sk||||m−k|+2n+1 ≤ Ckλ
m−k(ξ). On

obtient ainsi la borne de :

λm−k(ξ)

∫
e−i<y,η>rk(x, ξ, y, η))dydη,

et en utilisant le même argument que ci-dessus, on obtient :∫
e−i<y,η>rk(x, ξ, y, η))dydη ∈ Sm−k,

juste en remarquant que ∂αx ∂
β
ξ rk est le reste de l’indice 2k dans le développement de Taylor de

∂αx ∂
β
ξ ā(x−y, ξ−η), pour lequel on a ∂αx ∂βξā ∈ Sm−|β|. Finalement, le développement asymptotique

de a#b peut être obtenu de la même manière.

3.3 Continuité sur L2

Dans cette section, nous montrons qu’un opérateur de Weyl est continu sur L2(Rn) quand le

symbole est une fonction de Schwartz ou il est borné.

Proposition 3.3.1. Pour a, b ∈ S1(R2n), les semi normes de a#b sont contrôlées comme suite :

∀α, γ ∈ N2n,∀ρ ∈ R2n,

|ργ∂α(a#b)(ρ) ≤
N−1∑
j=0

(
n
2
j

j!
)|ργ∂α[a(ρ)(w( ~D, ~D))Jb(ρ)]|

+CN,γ,α|| < ρ >|γ|< D >N+|α|+2n+1 a||L1 || < D >N+|α|+|γ|+2n+1 b||L1 .

Les normes du dernier terme pourraient être symétrisées entre a et b, elle peuvent être remplacées

par des normes du type

∑
|β|≤N+|α|+2n+1

|| < ρ >γ ∂βa||L1 .
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Pour N = 0, cette borne lit

∀α, γ ∈ N2n ,

|ργ∂α(a#b)(ρ)| ≤ Cγ,α|| < ρ >|γ|< D >|α|+2d+1 a||L1 || < D >|α|+|γ|+2n+1 b||L1 .

Proposition 3.3.2. Soit a ∈ S(R2n). Alors il existe Ca > 0 ,

∀u ∈ S(R2n), ||Wau||L2 ≤ Ca||u||L2 .

La constante Ca peut être estimée comme suit : il exist Cd > 0 ,

Ca = Cd
∑

|α|≤2d+1

||∂αa||L1 .

Lemme 3.3.1. Soient a ∈ C∞c (R2n) et b ∈ Sm. Alors a#b ∈ S(R2n). Plus précisément, pour

tout α ∈ N2n et tout point ρ /∈ supp a, on a l’estimation

∂α(a#b)(ρ) = O((
1

dist(ρ, supp a)
)∞).

Lemme 3.3.2. Soient z0,z1 ∈ R2n tels que |z0 − z1| ≥ 10. Considérons a0,a1 ∈ C∞(R2n), tels

que supp ai ⊂ {ρ ∈ R2n, |ρ− zi| ≤ 2}. Alors le produit de Moyal a0#a1 satisfait les estimations

∀α ∈ N2n,∀k ≥ 0, |∂α(a0#b)(ρ)| ≤ Cα,k
1

(|z1 − z0|2 + |ρ− z1+z0
2 |2)

k
2

.

Théorème 3.3.1. (Théorème de Coltar-Stein) Soit (Aj)j≥1 une famille d’opérateurs bornés sur

un espace de Hilbert H et supposons que les bornes suivantes sont vérifiées :

supj
∑
k

||A∗jAk||
1
2 ≤ C, et supj

∑
k

||AjA∗k||
1
2 ≤ C.

Alors la série
∑
j Aj converge vers un opérateur A, qui satisfait ||A|| ≤ C .

Preuve.

On tronque la somme à A = A(j) =
∑j
j=1Aj , de sorte que la somme soit bien définie. A est un

opérateur borné, donc A∗A est un opérateur autoadjoint positif, qui satisfait

||(A∗A)m|| = ||A∗A||m = ||A||2m.

Nous voulons estimer la norme de (A∗A)m. A partir de la décomposition de A, on écrit

(A∗A)m =

j∑
j1,j2,j3

A∗j1A
∗
j2A
∗
j3 ...Aj2m =

j∑
j1,j2,jm

Aj1...j2m ,

l’astuce consiste à trouver deux bornes pour la norme Aj1...j2n

||Aj1..j2n || ≤ ||A∗j1Aj2 ||||A
∗
j3Aj3 ||...||A

∗
j2m−1

Aj2m ||,
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3.3. CONTINUITÉ SUR L2 CHAPITRE 3. QUANTIFICATION DE WEYL

||Aj1...j2n || ≤ ||A∗j1 ||||Aj2A
∗
j3 ||...||Aj2m ||.

En prenant la moyenne géométrique de ces deux bornes (et en remarquant que tous les ||Aj || ≤ C

de nos hypothèses ), on a :

||Aj1...j2n || ≤ C||A∗j1Aj2 ||
1
2 ||Aj2A∗j3 ||

1
2 ||A∗j3Aj1 ||

1
2 ...||A∗j2m−1

Aj2m ||
1
2 ,

par l’inégalité triangulaire, cela donne :

||(A∗A)m|| ≤ C
j∑

j1,j2,j2m

||A∗j1Aj2 ||
1
2 ||Aj2A∗j3 ||

1
2 ||A∗j3Aj4 ||

1
2 ...||A∗j2m−1

Aj2m||
1
2 .

Si nous additionnons d’abord sur j1 en utilisant l’hypothèse, nous produisons un facteur C. En

suite nous additionnons sur jψ etc . Enfin, on additionne sur j2n, ce qui produit un facteur j,

cela donne finalement ||(A∗A)m|| ≤ cC2m−1j, et donc ||A|| ≤ Cj
1

2m . Puisque cette estimation

est valable pour tout m ≥ 1, nous obtenons ||A(j)|| ≤ C, une borne indépendante de l’ordre de

troncature j. Montrons maintenant la convergence forte lorsque j →∞, soit ψ ∈ H, et considérons

ϕ = A∗k0ψ. On peut alors écrire formellement∑
j≥1

Ajϕ =
∑
j≥1

AjA
∗
k0ψ,

et cette série converge puisque∑
j

||AjA∗k0ψ|| ≤
∑
j

||AjA∗k0 ||||ψ||

≤
∑
j

||AjA∗k0 ||
1
2 ||AjA∗k0 ||

1
2 ||ψ||

≤
∑
j,j′

||AjA∗k0 ||
1
2 ||AjA∗k0 ||

1
2 ||ψ||

≤ C2||ψ||.

Donc la limite Aϕ = limj→∞A
(j)ϕ converge pour tout ϕ ∈ {spanA∗k(H), k ≥ 1}. D’autre part,

on a prouvé que ||A(j)|| ≤ C uniformément pour tout j, on en déduit donc que ||Aϕ|| ≤ C||ϕ||

pour tout ϕ ∈ {spanA∗k(H), k ≥ 1}. Il est alors possible d’étendre A à n’importe quel ϕ dans la

fermeture de ce sous-espace, en gardant la même borne ||Aϕ|| ≤ C||ϕ|| quelle est le complément

orthogonal de cette fermeture ? cette le sous- espace
⋂
k kerAk pour les états de ce sous -espace,

on prend Aϕ = 0. Enfin on a défini Aϕ pour tout ϕ ∈ H satisfaisant la borne annoncée.

Théorème 3.3.2. (Théorème de Caldéron-Vaillancourt) Soit a ∈ S0(R2n). Alors l’opérateur Wa

s’étend à un opérateur borné sur L2(Rn). Plus précisément, il existe une constante Cn > 0 telle

que

||Wa||L2→L2 ≤ Cn
∑

|α|≤6n+2

||∂αa||L∞(R2n).
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Preuve.

Nous divisions l’opérateur W (a) =
∑
nW (an), si nous appelons An = W (an) le théorème de

Cotlar-Stein nécessite de calculer les normes des opérateurs

W (an)∗W (an′) = W (ān#an′), etW (an′)W (an)∗ = W (an′#ān).

1- Pour |n − n′| ≤ 10Rn nous appliquons les bornes de la proposition 3.3.1 pour les semi-normes

de ān#an′ , pour près de n nous avons

|∂α(ān#an′)(ρ)| ≤ Cγ,α|| < D >|α|+2n+1 an||∞L || < D >|α|+2n+1 an′ ||L∞ ,

où nous avons utilisé le fait que les symboles an sont supportés de manière compacte près de n .

Pour loin du support de an ou a′n, le lemme 3.3.1 implique que

|∂α(ān#an′)(ρ)| ≤ C ||an||ck+|α| ||an′ ||ck+|α|
(dist(ρ, suppan) + (dist(ρ, suppan′))k

.

On peut appliquer la proposition 3.3.2 en prenant |α| ≤ 2d+1 et k = 2n+1 pour avoir l’intégrabilité

dans ρ ∈ (R2n).

Nous obtenons l’estimation,

||A∗nAn′ ||L2→L2 ≤ Cn||an||c4n+2 ||an′ ||c4n+2 ≤ cn||a||2c4n+2 .

2- Lorsque |n − n′| > 10Rn, on utilise le lemme 3.3.2 pour montrer que le symbole du produit

satisfait

|∂α(ān#an′)(ρ)| ≤ Ck
||an||ck+|α| ||an′ ||ck+|α|

(|n− n′|2 + |ρ− n+n′

2 |2)
k
2

,

(où les constantes dépendent implicitement de la coupure). Encore une fois, la proposition 3.3.2

utilisée pour tout |α| ≤ 2n+ 1 et k ≥ 2n+ 1 conduit à

||A∗nAn′ ||L2→L2 ≤ Ck
||an||ck+2n+1 ||an′ ||ck+2n+1

< n− n′ >k

≤ Ck,χ
||an||2ck+2n+1

< n− n′ >k
, k ≥ 2d+ 1.

La même borne vaut pour les normes ||An′A∗n||. En prenant k ≥ 4n+ 1, on voit que les expressions∑ ′
n||A∗nAn′ ||

1
2 et

∑
n′ ||An′A∗n||

1
2 convergent :

supn
∑
n′

||A∗nAn′ ||
1
2 ≤ Cd,χ||a||C6n+2 , supn

∑
n′

||An′A∗n||
1
2 ≤ Cd,χ||a||C6n+2 .

On peut donc appliquer le théorème de Cotlar -Stein 3.3.1, il montre que Wa est bien défini comme

un opérateur borné sur L2 avec une norme

||Wa||L2→L2 ≤ Cn||a||6n+2 = Cd
∑

|α|≤6n+2

||∂αa||L∞ .
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3.4 Action sur Hs

Définition 3.4.1. (Espace de Sobolev) : On note par Hs cet espace et pour s ∈ R,

Hs =

{
f ∈ S′; ||f ||2s =

∫
Rn

((1 + |ξ|)2)s|f̂(ξ)|2dξ <∞
}
.

On pose H−∞ =
⋃
s∈RHs et H∞ =

⋂
s∈RHs.

On dit que ′′f ∈ Hs en x′′0 si f ∈ Hs sur un voisinage de x0.

Théorème 3.4.1. : Soit σ ∈ Sm, s ∈ R alors Wσ : Hs −→ Hs−m est bornée, c-à-d, ∃Cs > 0 telle

que

||Wσf ||s−m ≤ Cs||f ||s;∀f ∈ Hs.

Corollaire 3.4.1. : Soit σ ∈ Sm et f ∈ Hs en x0 alors Wσf ∈ Hs−m en x0.

Pour la réciproque on a la proposition suivante :

Proposition 3.4.1. : Soit σ ∈ Sm est un symbole elliptique alors pour f ∈ S′ on a

1. Si f ∈ H−∞ et Wσf ∈ Hs alors f ∈ Hs+m.

2. Si Wσf ∈ Hs en x0 alors f ∈ Hs+m en x0.
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Chapitre 4
Application

Dans ce chapitre, on démontre l’inégalité de G̊arding.

On va donner le théorème nécessaire avec la preuve en utilisant la approximation du flot de aj en

quantification de Weyl.

Théorème 4.0.2. Soit σ ∈ Sm1,0(Rn × Rn) à valeurs dans C tel que Reσ ≥ 0, alors pour tout

0 < θ < 1, il existe C > 0 tel que pour tout u ∈ Hm(Rn), on ait

Re < Wσu, u > +C||u||2
H
m−θ

2
≥ 0.

Ce théorème est un résultat partial de l’inégalité de G̊arding parce qu’on a besoin dans la

preuve d’avoir θ < 1 pour obtenir une décroissance exponentielle, mais l’inégalité de G̊arding est

encore vraie pour θ = 1.

De plus a doit être ici un symbole scalaire, mais pour l’inégalité de G̊arding générale, a peut être

un symbole à valeurs dans L(H), où H est un espace de Hilbert de dimension quelconque.

Preuve.

En utilisant quelque propriétés de quantification de Weyl, on peut se ramener à prouver

< σwu, u > +C|u|2H(m−θ)/2 ≥ 0,

où σ est un symbole réel.

En effet, on a vu que Wσ = σw+W (ρ), ρ ∈ S−1
1,0 et que l’adjoint de l’opérateur σw est (σw)∗ = (σ̄)w,

ce qui nous donne

Re < σwu, u >=< (Reσ)wu, u > .

En suite, en posant σ0 =< ξ >−m a ∈ S0
1,0 et Λ = W (< . >), on a par la formule de composition

Λm/2σw0 Λ
m/2 = σw +R
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avec

< Rw,w >≤ |Rw|H−(m− 2)/2|w|(m−2)/2
H . ||σ||C(d)|w|2H(m−2)/2,

pour tout w ∈ H(m−2)/2. Comme Λ est autoadjoint dans L2, on a

< σwu, u >=< σw0 Λ
m/2u,Λm/2u > + < Ru, u > .

Donc on peut se ramener au cas m = 0.

Un résultat dit que si (φj)j≥0 et (ψ2
j )j≥0 sont deux décompositions de Littlewood-Paley telles que

φj ≡ φjψ2
j , alors an a l’estimation

| < σwu, u > −
∑
j≥0

< (φjσ)wψj(D)u, ψj(D)u > | ≤ C|u|2H−1,

où C dépend des normes de a. La caractérisation de Hs par la décompositions de Littlewood-Paley

nous dit qu’il suffit de prouver

< awj uj , uj > +C2−jθ|uj |2L2 ≥ 0,

pour σj = ψj(ξ)σ(x, ξ), uj = ψj(D)u, et pour un certain C > 0 ne dépendant pas de j et u. En

ajoutant 2jθ à σj , on peut supposer

aj ≥ 2−jθ.

De plus, pour un j0 fixé, les termes de basse fréquence peut être majorées par∑
0≤j≤j0

< σwj u, uj >. ||a||02j0θ|u|2H−θ/2 .

En divisant a par ||σ||C(θ) pour un C(θ) assez grand, on peut finalement se ramener à montrer ce

qui suit :

Soit σ ∈ S0
1,0 un symbole réel et positif, aj = ψja + 2−jθ, tel que ||σj ||C(θ) ≤ 1, alors il existe

j0 ∈ N tel que pour tout u ∈ L2 et pour tout j ≥ j0, on a

< σwj uj , uj >≥ 0, uj = ψ(D)u.

4.1 Reformulation avec le flot de σwj

Le théorème de Calderón-Vaillancourt nous donne que σwj est linéaire borné de L2 → L2. Soit

Φ la flot de σwj :

Φ(t) = exp(tawj ),

c’est à dire pour tout w ∈ L2, t 7→ Φ(t)w est la solution unique dans C(R, L2) de

y′ = σwj y, y(0) = w.
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On a ainsi que

|Φ(t)w|2L2 − |w|2L2 =

∫ t

0

d

ds
|Φ(s)w|2L2ds

=

∫ t

0

2 < awj Φ(s)w,Φ(s)w > ds

≤ 2t < σwj Φ(t)w,Φ(t)w >

puisque l’intégrande est croissante par rapport à s.

Le flot étant bijectif en t fixé, il existe w tel que uj = Φ(t)w (et donc w = Φ(−t)uj).

L’intégralité précédente devient

|uj |2L2 − |Φ(−t)uj |2L2 ≤ 2t < σwj uj , uj > .

Donc on il nous suffit de trouve t > 0 tel que

|uj |2L2 ≥ |Φ(−t)uj |2L2 .

4.2 Approximation du Flot de aj en quantification de Weyl

On va maintenant approximer le flot Φ(t) de σwj : posons S0 = exp(−taj) et

∂tSq = −ajSq −
∑

q1+q2=q
q1>0

σj �q1 Sq2 , Sq(0) = 0.

On fixe q0 = 1 + cd[
θ

1−θ ] pour un certain cd dépendant uniquement de d qu’on fixera plus tard

dépendent. En utilisant la même méthode que pour la preuve du lemme d’approximation en

quantification semi-classique, on a :

Lemme 4.2.1. Soit Σ =
∑

0≤q≤q0−1 Sq, alors

∂tΣ
w = −σwj Σw + ρ(t)w

où ρ ∈ S−q0 vérifie

|ρ(t)w|Hs . σ(t)|w|Hs−q0 ,

avec

σ(t) =
∑

0≤q≤q0−1

||Sq(t)||q0−q+C(d),

pour un certain C(d) > 0 dépendant seulement de d.

Corollaire 4.2.1. Il existe des constantes C, C ′ ne dépendant que de d telles que l’on ait

|Φ(−t)uj | ≤ |Σ(t)wuj |L2 + C ′t22−jq0 |σ|L∞(0, t)|||Σ||L2→L2|L∞ (0,t)|uj |L2
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lorsque

Ct2−jq0 |σ|L∞(0,t) < 1/2.

Preuve.

On pose

u(t) = Σ(t)wuj +

∫ t

0

Σ(t− t′)wg(t′)dt′.

Alors u satisfait l’équation

u
′ = −σwj u,

u(0) = uj

si et seulement si

(Id+ ρ0)g(t) = −ρ(t)wuj ,

où

(ρ0v)(t) =

∫ t

0

ρ(t− t′)wv(t′)dt′.

En utilisant le fait que les fréquences de uj sont localisées autour de 2j , on obtient par récurrence

la majoration

|ρk0(ρ(.)wuj)(t)| . (t2−jq0 |σ|L∞(0, t))k+1|uj |L2 .

Donc si Ct2−jq0 |σ|L∞(0,t) < 1/2 est vérifiée, Id+ρ0 est inversible, ce qui nous donne la présentation

Φ(−t)uj = Σ(t)wuj −
∫ t

0

Σ(t− t′)w
∑
k≥0

(−1)k+1ρk0(ρ(.)wuj)(t
′)dt′

d’où l’estimation voulue. Donc on peut se ramener à trouver un t > 0 satisfaisant Ct2−jq0 |σ|L∞(0,t) <

1/2 tel que

||Σ(t)w||L2 + C ′t22−jq0 |σ|L∞(0,t)|||Σ||L2 |L∞(0,t) ≤ 1.

4.3 Estimations Finales

Posons

t∗ = jτ∗2
jθ

où τ∗ > 0 ne dépend que de d est sera choisi plus tard. La raison pour laquelle on choisit t∗ comme

cela sera dans la section suivante. Le lemme suivant nous donne des estimations concernant les

correcteurs Sq :

Lemme 4.3.1. Il existe un polynôme Pj en j de degré q+(|α|+ |β|)/2 tel que pour tout 0 ≤ t ≤ t∗
et 0 ≤ q ≤ q0, on a

< ξ >q+|β| ∂αx ∂
β
ξ Sq(t)| ≤ Pj(1 + t)q+(|α|+|β|)/2exp(−t2−jθ).
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L’idée de la preuve de ce lemme est d’utiliser la formule de Faá di Bruno pour obtenir par

récurrence des égalités de la forme

< ξ >q DγSq = e−taj
∑

1≤k≤|γ|
α1+...+αk=γ

C∗t
k(Daj)

k0P∗(∂)(D2aj)

où C∗ sont des constantes, et

Dγ =< ξ >|γ| ∂αx ∂
β
ξ , γ = α+ β ∈ N2n;

max(k0, k) ≤ 2q + |γ|, k − k0/2 ≤ q + |γ|/2;

(Daj)
k0 =

∏
1≤i,j≤d(∂xia)γ

(i)
0 (< ξ > ∂ξjσ)γ

(j)
0 , pour un certain γ0 ∈ N2n |γ0| = k0;et P∗(∂)(D2σ)

est un polynôme à coefficients constant en des dérivées de σ d’ordre au moins 2.

Cette borne vient du fait que pour aj ≥ 2−jθ + Ct−1lnt, les dérivées de aj sont plus petites que

1 et de la minoration de σj par 2−jθ, et pourσj < 2−jθ + Ct−1lnt, on peut majorer par le lemme

suivant les dérivées d’ordre 1 de σj .

Lemme 4.3.2. Sur le domaine {σj < h}, on a |Daj | ≤ 4h1/2 avec D = (∇x, < ξ > ∇ξ).

Ce lemme nous donne la majoration

< ξ >q |DγSq| ≤ Cqtk−k/2(lnt)k0/2e−t2
−jθ

qui ne permet de conclure avec l’aide de max(k0, k) ≤ 2q+ |γ|, k− k0/2 ≤ q+ |γ|/2; et le choix de

t∗.

On est maintenant en mesure de finir la démonstration du théorème. l’estimation du lemme

4.4.1 et le fait que les fréquences de Sq soient localisées autour de 2j nous donnent que

max
0≤t≤t∗

|Sq(t)w|L2→L2 . Pj2
−jq+jθ(q+C(d)),

|Sq(t∗)w|L2→L2 . Pj2
−jq+jθ(q+C(d))e−τ∗j ,

max
0≤t≤t∗

||Sq(t)||q0+q+C(d) . Pj2
jθ(q0+C(d)),

où Pj est un polynôme en j de degré inférieur à q0 +C(d). En fait, le facteur 2jq est obtenu grâce

à l’estimation suivante :

(Sq(t)
wu)(x) = (Sq(t)

wΓ−qΓqu)(x)

= ((Sq(t) < ξ >−q)wΓqu)(x)

=

∫
Rn×Rn

ei(x−y).ξSq(
x+ y

2
, ξ) < ξ >−q (Γqu)(y)dξdy

. 2−jq
∫
Rn×Rn

ei(x−y).ξSq(
x+ y

2
, ξ)(Γqu)(y)dξdy

= 2−jq((Sq(t))
wΓqu)(x).
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Donc

|Sq(t)wu|L2 . 2−jq||Sq||C(d)|Γqu|H−q . 2−jq||Sq||C(d)|u|L2 .

Comme θ < 1, on somme par rapport à q et on obtient

max
0≤t≤t∗

|Σ(t)w|L2→L2 . Pj2
jθC(d),

|Σ(t∗)
w|L2→L2 . Pj2

jθC(d)e−τ∗j ,

|σ|L∞(0,t) . Pj2
jθ(q0+C(d)).

On choisi d’abord τ∗ assez grand dépendant seulement de d et θ, puis on choisi j1 assez grand

dépendant seulement de τ∗, d tel que pour j ≥ j1

||Σ(t∗)||L2→L2 ≤ C ′Pj2jθC(d)e−τ∗j < 1/2.

Puis, en utilisant le choix de q0, on choisi j2 assez grand dépendant seulement de θ, d tel que pour

j ≥ j2 on a

Ct2∗2
−jq0 |σ|L∞(0,t∗)|||Σ||L2→L2 |L∞(0,t∗) ≤ C

′Pj2
jθ(q0+C(d))−jq0 < 1/2.

Enfin, on obtient||Σ(t)w||L2 + C ′t22−jq0 |σ|L∞(0,t)|||Σ||L2 |L∞(0,t) ≤ 1 pour j ≥ j0 = max(j1, j2).
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