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INTRODUCTION

L
’objectif de ce travail est de présenter des résultats d’éxistence et

d’unicité des solutions à un problème aux limites pour les équations

différentielles non linéaire à dérivée fractionnaire d’ordre variable au sens

de Riemann-Liouville.

L’idée principale ici est de transforme l’ordre fractionnaire d’une variable

en un ordre constante en utilisant la fonction constante par morceaux.

La technique utilisée c’est de ramener l’étude de notre problème à la

recherche d’un point fixe d’un opérateur intégral convenablement construit.

Nos résultats sont basés sur les théorèmes du point fixe de Schauder et

la contraction principale de Banach.

Ce mémoire est composé de trois chapitres.

Dans le premier Chapitre (intitulé "Préliminaire"), nous don-
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nons notations, définitions, quelques concepts sur la répartition, fonction

constante par morceaux et la fonction de Green, et dans la dernière sec-

tion on donne quelques théorèmes du point fixe (Le théorème du point

fixe de Banach et Schauder).

Le deuxième chapitre est consacré à les définitions de l’intégrale et

la dérivée fractionnaire d’ordre constant et d’ordre variable de Riemann-

Liouville et ses propriétés.

Dans le troisième chapitre nous présentons une application pour

illustrant l’éxistence et l’unicité des solutions du problème aux limites

pour les équations différentielles non linéaire à dérivée fractionnaire d’ordre

variable au sens de Riemann-Liouville suivant :{
D
u(t)
0+ x(t) + f(t, x(t), I

u(t)
0+ x(t)) = 0, t ∈ J := [0, T ]

x(0) = 0, x(T ) = 0,
(1)

où 0 < T < +∞, 1 < u(t) ≤ 2, f : J × R × R → R est une fonc-

tion continue et Du(t)
0+ , Iu(t)

0+ sont la dérivée fractionnaire et intégrale de

Riemann-Liouville d’ordre variable u(t).

Enfin on termine ce mémoire par une conclusion du travail efectuée.

Mots clés : problème aux limites, la dérivée fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville d’ordre variable, fonction de Green, espace de Banach,

point fixe, fonction constant par morceaux.



Chapitre 1

Préliminaire

Dans ce chapitre nous présentons des notations, définitions et des

théorèmes utilisés dans ce mémoire.

Soit C = (J =: [0, T ],R) ľespace de Banach des fonctions continues de

J vers R muni de la norme :

‖y‖∞ = sup{‖y(t)‖ : t ∈ J}.

Définition 1.1. Soit E un espace de Banach et F : E → E un opéra-

teur.

1. F est dit continu si pour toute suite (xn)n∈N dans E tel que

(xn)n∈N converge vers x dans E, la suite (Fxn)n∈N converge vers

Fx.

2. F est dit compact, si pour tout borné B de E, F (B) est relative-

ment compact.

3. F est dit complètement continu si F est continue et si l’image
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de tout borné B de E est relativement compact.

Définition 1.2. Soit M un sous ensemble de C(J,R).

1. M est dit équicontinu si est seulement si :

pour tout ε > 0, il existe δ > 0, pour tout t1, t2 ∈ J :

‖t1 − t2‖ ≤ δ ⇒ ‖f(t1)− f(t2)‖ ≤ ε, pour tout f ∈M .

2. M est dit uniformément borné si et seulement si :

il existe c > 0 : ‖f(t)‖ ≤ c pour tout t ∈ J et pour tout f ∈M .

Théorème 1.1. ([14])(Ascoli Arzela) Soit C(J,X) l’espace des fonc-

tions continues d’un intervalle compact J dans R de l’espace de Banach

X, M un sous ensemble de C(J,X) est relativement compact si :

- M est uniformément borné.

- M est équicontinu.

1.1 Quelques théorèmes du point fixe

Introduction

Les théorèmes de point fixe sont un résultat qui permet d’affirmer

qu’un opérateur F admet sous certaines conditions un point fixe. Ces

théorèmes se révèlent être des outils très utiles en mathématiques, prin-

cipalement dans le domaine de la résolution des équations différentielles

et intégrales.
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Définition 1.3. Soit F un opérateur défini dans un espace de Banach

E dans lui-même, alors pour tout x ∈ E, tel que x = F (x), s’appelle un

point fixe de l’opérateur F .

Théorème 1.2. [6, 4] (Théorème du point fixe de Banach).

Soit (X, d)un espace métrique complet. Une application F : X → X est

une contraction avec la constante de Lipschitz k(k ∈]0, 1[). Alors F a

un point fixe unique x ∈ X.

Le théorème du point fixe de Schauder suivant est le plus utilisé dans

les applications.

Théorème 1.3. [6, 4](Théorème de point fixe de Schauder).

Soit X un espace de Banach, K ⊂ X un ensemble convexe, fermé, borné

et non vide. Et soit F : K → K un opérateur complètement continue.

Alors F admet au moins un point fixe.

1.2 Fonction de Green

Soit p, q, f ∈ C([a, b]) où p ∈ C1[a, b], a < b et (αi, βi) ∈ (R× R) tels

que pour tout i = 1, 2 :

|α1|+ |α2|, |β1|+ |β2| 6= 0. On considère les équation différentielles ordi-

naires :

(H) (py′)′ + qy = 0,

(NH) (py′)′ + qy = f ,

ainsi que les conditions aux bords associées :
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(CB)h

α1y(a) + α2y
′(a) = 0,

β1y(b) + β2y
′(b) = 0,

(CB)nh

α1y(a) + α2y
′(a) = γ,

β1y(b) + β2y
′(b) = δ,

Définition 1.4. On appelle fonction de Green associé au problème ho-

mogène (H) − (CB)h une fonction G : [a, b] × [a, b] → R vérifiant les

propriétés :

(a) G est continue sur [a, b]× [a, b].

(b) G est symétrique : G(t, s) = G(s, t),∀(t, s) ∈ [a, b]2.

(c) ∂G
∂t (t, s) est continue pour tout t 6= s.

(d) La fonction partielle t → G(t, s) est solution de l’équation (H)

pour tout t 6= s.

(e) La fonction partielle t→ G(t, s) vérifie les condition (CB)h pour

tout s ∈ [a, b].

1.2.1 L’existence et unicité de la fonction de Green

Théorème 1.4. Supposons que le problème homogène (H) − (CB)h

n’admet pas de solution non triviale. Alors, il existe une (et une seule)

fonction G ne dépendant pas de f , et dite fonction de Green telle que,

pour toute fonction f , la solution y de problème non homogène (NH)−
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(CB)h s’écrit de manière unique sous la forme :

y(t) =

∫ b

a

G(t, s)f(s)ds.

Démonstration : Voir [5]

1.3 Répartition

Définition 1.5. ([23]-[8]) Un intervalle généralisé est un sous-ensemble

I de R qui est soit un intervalle (c’est-à-dire un ensemble de la forme :

[a1, a2], (a1, a2), [a1, a2) où (a1, a2]), un point {a1}, où l’ensemble vide ∅.

Définition 1.6. ([23]-[8]) Si I est un intervalle généralisé. Une partition

de I est un ensemble fini P d’intervalles généralisés contenus dans I,

tels que pour tout x dans I se trouve exactement dans l’un des intervalles

généralisés E dans P.

Exemple : L’ensemble p = {{1} , (1, 6), [6, 7), {7} , (7, 8]} d’inter-

valles généralisés est une partition de [1,8].

Définition 1.7. ([23]-[8]) Soit I un intervalle généralisé, soit g : I →
R une fonction, et soit P une partition de I. g est dite constante par

morceaux par rapport à P si pour chaque E ∈ P, g est constante sur E.
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Exemple : La fonction f : [1, 6]→ R définie par

f(x) =



3, 1 ≤ x < 3,

1, x = 3,

5, 3 < x < 6,

2, x = 6.

,

est constante par morceaux par rapport à la partition {[1, 3), {3} , (3, 6), {6}}
de [1, 6].



Chapitre 2

L’intégrale et la dérivée fractionnaire

de Riemann-Liouville d’ordre variable

2.1 Introduction

L’idée du calcul fractionnaire est de remplacer les nombres naturels

dans l’ordre des dérivées par des nombres rationnels. Bien que cela semble

une considération élémentaire, il a une correspondance passionnante ex-

pliquant certains phénomènes physiques.

Le calcul fractionnaire d’ordre variable est une extension d’ordre constant.

Au cours des dernières années, de nombreuses contributions à l’existence

de solutions aux problèmes d’ordre constant fractionnaire sont assez

larges, au contraire quelques articles traitent de l’existence de solutions

aux problèmes d’ordre variable (par exemple, voir [10, 15, 17, 20, 19, 21]).
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2.2 L’intégrale et la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville d’ordre constant

Dans cette section, nous citons quelques définitions et résultats du

calcul fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

Définition 2.1. ([9]) L’intégrale fractionnaire d’ordre α ∈ R+ de la

fonction h ∈ L1([a, b],R+) est défini par :

I(α)
a h(t) =

1

Γ (α)

∫ t

a

(t− s)α−1h(s)ds, t > a

où Γ(.) est la fonction Gamma.

Définition 2.2. ([9]) La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville d’ordre α > 0 de la fonction h ∈ L1([a, b],R+), est donnée

par :

(Dα
a+h)(t) =

1

Γ(n− α)

(
d

dt

)n ∫ t

a

(t− s)n−α−1h(s)ds

où n = [α] + 1 et [α] désigne la partie entière de α.

2.2.1 Quelques propriétés de l’intégrale et la dérivée fraction-

naire de Riemann-Liouville d’ordre constant

Proposition 2.1. ([9]) Soient α, β > 0. Alors on a

(1) Iα : L1(J,R+)→ L1(J,R+) et si h ∈ L1(J,R+) alors

IαIβh(t) = IβIαh(t) = Iα+βh(t).
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(2)

Dα
a+I

α
a+h(t) = h(t).

.

(3) I0
ah(t) = Idh(t) = h(t).

(4) cDα
a est non inverse à droit de Iαa c-à-d Iαa cDα

a 6= Id mais cDα
a I

α
a =

Id.

(5) La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville est linéaire.

Lemme 2.1. ([9]) Soit α > 0, alors l’équation différentielle :

Dα
ah = 0

admet les solutions :

h(t) = w1(t− a)α−1 + w2(t− a)α−2 + ...+ wn(t− a)α−n

wi ∈ R, i = 1, 2, ..., n, où n− 1 < α ≤ n.

Lemme 2.2. ([9]) Soit a > 0, h ∈ L(a, b), Dα
ah ∈ L1(a, b), alors

Iαa+D
α
a+h(t) = h(t) + w1(t− a)α−1 + w2(t− a)α−2 + ...+ wn(t− a)α−n

wi ∈ R, i = 1, 2, ..., n, où n− 1 < α ≤ n.
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2.3 L’intégrale et la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville d’ordre variable

Définition 2.3. ([10]-[15]) Soit −∞ < a < b < +∞ et u(t) : [a, b] 7→
(0,+∞) l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre variable

u(t) de la fonction h(t) est définie par :

I
u(t)
a+ h(t) =

∫ t

a

(t− s)u(s)−1

Γ(u(s))
h(s)ds, t > a, (2.1)

Définition 2.4. ([10]-[15]) Soit −∞ < a < b < +∞, n ∈ N, u(t) :

[a, b] 7→ (n− 1, n) la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre

variable u(t) de la fonction h(t) est définie par :

D
u(t)
a+ h(t) =

( d
dt

)n
I
n−u(t)
a+ h(t) =

( d
dt

)n ∫ t

a

(t− s)n−u(s)−1

Γ(n− u(s))
h(s)ds, t > a.

(2.2)

2.3.1 Quelques propriétés de l’intégrale et la dérivée fraction-

naire de Riemann-Liouville d’ordre variable

Lemme 2.3. ([21]) Soit 0 ≤ δ < 1, u : J → (1, 2] une fonction conti-

nue, alors pour

y ∈ Cδ(J,R) = {y(t) ∈ C(J,R), tδy(t) ∈ C(J,R) /t ∈ min
t∈J
|u(t)|},

l’intégrale fractionnaire d’ordre variable Iu(t)
0+ y(t) existe pour tout point

sur J .

Lemme 2.4. ([21]) Soit u : J → (1, 2] une fonction continue, alors
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I
u(t)
0+ y(t) ∈ C(J,R) pour tout y ∈ C(J,R).

Remarque 2.1. ([18]-[20]) En général, pour touts fonctions u(t), v(t),

nous remarquons que la propriété de semi groupe n’est pas vérifiée : i,e

I
u(t)
a+ I

v(t)
a+ h(t) 6= I

u(t)+v(t)
a+ h(t).

Exemple 2.3.1. Soit

u(t) =

{
2, t ∈ [0, 1],

1, t ∈]1, 3],

v(t) =

{
1, t ∈ [0, 1],

2, t ∈]1, 3],

et h(t) = t, t ∈ [0, 3].

I
u(t)
0+ I

v(t)
0+ h(t) =

∫ 1

0

(t− s)u(s)−1

Γ(u(s))

∫ s

0

(s− τ)v(τ)−1

Γ(v(τ))
h(τ)dτds

+

∫ t

1

(t− s)u(s)−1

Γ(u(s))

∫ s

0

(s− τ)v(τ)−1

Γ(v(τ))
h(τ)dτds,

=

∫ 1

0

(t− s)1

Γ(2)

∫ s

0

(s− τ)0

Γ(1)
τdτds

+

∫ t

1

(t− s)0

Γ(1)
[

∫ 1

0

(s− τ)0

Γ(1)
τdτ +

∫ s

1

(s− τ)1

Γ(2)
τdτ ]ds,

=

∫ 1

0

(t− s)s2

2Γ(2)
ds+

∫ t

1

s3

6
− s

2
+

5

6
ds,
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et

I
u(t)+v(t)
0+ h(t) =

∫ t

0

(t− s)u(s)+v(s)−1

Γ(u(s) + v(s))
h(s)ds,

on sait que,

I
u(t)
0+ I

v(t)
a+ h(t)|t=2 =

∫ 1

0

(2− s)s2

2Γ(2)
ds+

∫ 2

1

s3

6
− s

2
+

5

6
ds,

=
5

24
+

17

24
=

22

24
.

I
u(t)+v(t)
0+ h(t)|t=2 =

∫ 1

0

(2− s)2+1−1

Γ(2 + 1)
sds+

∫ 2

1

(2− s)1+2−1

Γ(1 + 2)
sds,

=
11

24
+

5

24
=

16

24
.

Par conséquent, on obtient

I
u(t)
0+ I

v(t)
0+ h(t)|t=2 6= I

u(t)+v(t)
0+ h(t)|t=2.



Chapitre 3

Application

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est présenter une application pour illustrant

l’éxistence et l’unicité des solutions de problème aux limites pour les

équations différentielles non linéaires à dérivée fractionnaires au sens de

Riemann-Liouville d’ordre variable de la forme :{
D
u(t)
0+ x(t) + f(t, x(t), I

u(t)
0+ x(t)) = 0, t ∈ J := [0, T ]

x(0) = 0, x(T ) = 0,
(3.1)

où 0 < T < +∞, 1 < u(t) ≤ 2, f : J × R × R → R est une fonc-

tion continue et Du(t)
0+ , Iu(t)

0+ sont la dérivée fractionnaire et intégrale de

Riemann-Liouville d’ordre variable u(t).

L’analyse essentielle aux problème (3.1), basé sur la différence essen-

tielle entre le calcul fractionnaire d’ordre variable (dérivé et intégral) et
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le calcul d’ordre fractionnaire d’ordre constant (dérivé et intégral).

D’après notre analyse, nous donnons la définition du solutions au pro-

blème (3.1), en utilisant les théorèmes de point fixe : Schauder et Banach

pour prouver l’existence et l’unicité des solutions pour problème (3.1),

nous avons trouvé les résultats d’existence et l’unicité des solutions (théo-

rème (3.1) et (théorème3.2). Enfin, un exemple est présenté pour illustrer

notre résultat.

Le contenu de ce chapitre est basé sur l’article [3].

3.2 Existence de solutions

Supposons les hypothèses suivantes :

(H1) : Soit n ∈ N, P = {J1 := [0, T1], J2 := (T1, T2], J3 := (T2, T3], ...Jn :=

(Tn−1, T ]} une partition du intervalle J et soit u(t) : J → (1, 2] une

fonction constante par morceaux par rapport à P , i.e.,
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u(t) =
n∑
i=1

uiIi(t) =



u1, si t ∈ J1,

u2, si t ∈ J2,

.

.

.

un, si t ∈ Jn,

où 1 < ui ≤ 2 sont des constantes, et Ii est l’indicateur de l’intervalle

Ji := (Ti−1, Ti], i = 1, 2, ..., n, avec T (0) = 0, T (n) = T tel que,

Ii(t) =

{
1, si t ∈ Ji,
0, sinon.

(H2) : Soit tδf : J × R× R→ R une fonction continue (0 ≤ δ < 1), il

existe des constants cj > 0, j = 1, 2, 3 et 0 < γ < 1, 0 < η < 1, tel

que,

tδ|f(t, y, z)| ≤ c1 + c2|y|γ + c3|z|η pour tout y, z ∈ R et t ∈ J.

(H3) : Il existe des constantes, K, L > 0, 0 ≤ δ < 1, tel que,

tδ|f(t, y1, z1) − f(t, y2, z2)| ≤ K|y1 − y2| + L|z1 − z2|, pour tout

y1, y2, z1, z2 ∈ R et t ∈ J .

On note par Ei = C(Ji,R), l’espace de Banach des fonctions continues

de Ji dans R muni de la norme :

‖x‖Ei = sup
t∈Ji
|x(t)|,
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où i ∈ {1, 2, ..., n}.
Afin d’obtenir nos principaux résultats, nous commençons tout d’abord

à l’analyse essentielle du problème aux limites

D’après (2.2), l’équation du problème aux limites (3.1) peut être écrite

comme :

d2

dt2

∫ t

0

(t− s)1−u(s)

Γ(2− u(s))
x(s)ds+ f(t, x(t), I

u(t)
0+ x(t)) = 0, t ∈ J. (3.2)

D’après (H1), l’équation(3.2) dans l’intervalle pour t ∈ Ji, i = 1, 2, ..., n

peut être écrit comme suite :

d2

dt2

(∫ T1

0

(t− s)1−u1

Γ(2− u1)
x(s)ds+...+

∫ t

Ti−1

(t− s)1−ui

Γ(2− ui)
x(s)ds

)
+f(t, x(t), Iui0+x(t)) = 0.

(3.3)

Maintenant, nous présentons une définition du solutions au problème aux

limites (3.1), qui est fondamentale dans notre travail.

Définition 3.1. On dit que le problème aux limites (3.1) a une solu-

tion, s’il existe des fonctions xi, i = 1, 2, ..., n, tel que, xi ∈ C([0, Ti],R)

satisfaite l’équation (3.3) et la condition xi(0) = 0 = xi(Ti).

D’après l’analyse ci-dessus, l’équation du problème aux limites (3.1)

peut être écrite comme l’équation (3.2), qui peut s’écrire dans l’intervalle

Ji, i ∈ {1, 2, ..., n} comme (3.3).

Pour 0 ≤ t ≤ Ti−1, nous prenons x(t) ≡ 0, alors (3.3) s’écrit comme

suit :

Dui
T+
i−1
x(t) + f(t, x(t), Iui

T+
i−1
x(t)) = 0, t ∈ Ji.
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Considérons le problème aux limites suivant : Dui
T+
i−1
x(t) + f(t, x(t), Iui

T+
i−1
x(t)) = 0, t ∈ Ji

x(Ti−1) = 0, x(Ti) = 0.
(3.4)

Pour l’existence de solutions du problème (3.4), nous avons besoin du

lemme auxiliaire suivant :

Lemme 3.1. La fonction x ∈ Ei est une solution du problème (3.4) si

et seulement si x satisfait l’équation intégrale suivante :

x(t) =

∫ Ti

Ti−1

Gi(t, s)f(s, x(s), Iui
T+
i−1
x(s))ds, (3.5)

où Gi(t, s) est la fonction de Green définie par :

Gi(t, s) =



1
Γ(ui)

[
(Ti − Ti−1)

1−ui(t− Ti−1)
ui−1(Ti − s)ui−1 − (t− s)ui−1

]
,

Ti−1 ≤ s ≤ t ≤ Ti,
1

Γ(ui)
(Ti − Ti−1)

1−ui(t− Ti−1)
ui−1(Ti − s)ui−1,

Ti−1 ≤ t ≤ s ≤ Ti,

où i = 1, 2, ..., n.

Preuve

Soit x ∈ Ei une solution du problème aux limites (3.4). Maintenant, en

appliquant l’opérateur Iui
T+
i−1

aux deux côtés de l’équation du problème
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(3.4). D’après le lemme(2.1), on a

x(t) = w1(t− Ti−1)
ui−1 + w2(t− Ti−1)

ui−2 − 1

Γ(ui)

∫ t

Ti−1

(t− s)uif(s, x(s), Iui
T+
i−1
x(s))ds, t ∈ Ji.

D’après x(Ti−1) = 0 et l’hypothèse de la fonction f , on obtient w2 = 0.

Soit x(t) vérifiée x(Ti) = 0, on obtient w1 = (Ti−Ti−1)
1−uiIui

T+
i−1
f(Ti, x(Ti), I

ui
T+
i−1
x(Ti)).

Alors nous avons :

x(t) = (Ti − Ti−1)
1−ui(t− Ti−1)

ui−1Iui
T+
i−1
f(Ti, x(Ti), I

ui
T+
i−1
x(Ti))

− Iui
T+
i−1
f(t, x(t), Iui

T+
i−1
x(t)), t ∈ Ji,

par la continuité de la fonction de Green nous avons :

x(t) =

∫ Ti

Ti−1

Gi(t, s)f(s, x(s), Iui
T+
i−1
x(s))ds.

Inversement, soit x ∈ Ei solution de l’équation intégrale (3.5), puis, par

la continuité de fonction tδf et le lemme(2.2), nous pouvons facilement

vérifiant que x est la solution du problème aux limites (3.4).

La proposition suivante sera nécessaire

Proposition 3.1. ([24]) Soit 0 ≤ δ < 1 et supposons que tδf : J ×R×
R→ R, est une fonction continue, u(t) : J → (1, 2] satisfait (H1), alors

la fonction de Green du problème aux limites (3.4) vérifiée les propriétés

suivantes :

(1) Gi(t, s) ≥ 0 pour tout Ti−1 ≤ t, s ≤ Ti,
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(2) max
t∈Ji

Gi(t, s) = Gi(s, s), s ∈ Ji,

(3) Gi(s, s) a un maximum unique donné par :

max
s∈Ji

Gi(s, s) =
1

Γ(ui)

(Ti − Ti−1

4

)ui−1

,

où i = 1, 2, ..., n.

Notre premier résultat d’existence est basé sur le théorème du point

fixe de Schauder.

Théorème 3.1. Supposons les hypothèses (H1)-(H3) sont satisfaites.

Alors le problème aux limites (3.4) admet au moins une solution on J .

Preuve

Transformez le problème (3.4) en un problème de point fixe. Considé-

rons l’opérateur

W : Ei → Ei

Défini par :

Wx(t) =

∫ Ti

Ti−1

Gi(t, s)f(s, x(s), Iui
T+
i−1
x(s))ds, t ∈ Ji. (3.6)

On déduire, à partir des propriétés des intégrales fractionnaires et de la

continuité de la fonction tδf que l’opérateur W : Ei → Ei défini dans

(3.6 ) est bien défini.
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On considère l’ensemble

BRi = {x ∈ Ei, ‖x‖Ei ≤ Ri},

où

Ri = max
{ 3c1

Γ(ui)

(Ti − Ti−1

4

)ui−1(T 1−δ
i − T 1−δ

i−1

1− δ

)
,( 3c2

Γ(ui)

(Ti − Ti−1

4

)ui−1(T 1−δ
i − T 1−δ

i−1

1− δ

)) 1
1−γ
,( 3c3

Γ(ui)

(Ti − Ti−1

4

)ui−1(T 1−δ
i − T 1−δ

i−1

1− δ

)((Ti − Ti−1)
ui

Γ(ui + 1)

)η) 1
1−η
}
.

Il est clair que BRi nons vide, bornée, fermé et convexe.

Maintenant, on démontre que W vérifié les hypothèses du théorème

du point fixe de Schauder. La preuve sera donnée en trois étapes.

Étape 1 : W (BRi) ⊆ (BRi)
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Pour x ∈ BRi, d’après la proposition(3.1) et (H2), on obtient

|Wx(t)|

=
∣∣∣ ∫ Ti

Ti−1

Gi(t, s)f(s, x(s), Iui
T+
i−1
x(s))ds

∣∣∣,
≤
∫ Ti

Ti−1

Gi(t, s)|f(s, x(s), Iui
T+
i−1
x(s))ds|,

≤
∫ Ti

Ti−1

Gi(t, s)s
−δ(c1 + c2|x(s)|γ + c3|IuiT+

i−1
x(s)|η)ds

≤ 1

Γ(ui)

(Ti − Ti−1

4

)ui−1
∫ Ti

Ti−1

s−δ
(
c1 + c2|x(s)|γ + c3

((Ti − Ti−1)
ui

Γ(ui + 1)

)η
|x(s)|η

)
ds,

≤ 1

Γ(ui)

(Ti − Ti−1

4

)ui−1(T 1−δ
i − T 1−δ

i−1

1− δ

)(
c1 + c2R

γ
i + c3

((Ti − Ti−1)
ui

Γ(ui + 1)

)η
Rη
i

)
,

≤ Ri

3
+
Ri

3
+
Ri

3
= Ri.

Ce qui signifie que W (BRi) ⊆ BRi.

Étape 2 : W est continu

Soit (xn) une suite telle que xn → x dans Ei, on démontre que

‖(Wxn)− (Wx)‖Ei → 0
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En effet pour t ∈ Ji, d’après la proposition (3.1) et (H3), on obtient

|(Wxn)(t)− (Wx)(t)|

≤
∫ Ti

Ti−1

Gi(t, s)
∣∣∣f(s, xn(s), I

ui
T+
i−1
xn(s))− f(s, x(s), Iui

T+
i−1
x(s))

∣∣∣ds,
≤ 1

Γ(ui)

(Ti − Ti−1

4

)ui−1
∫ Ti

Ti−1

∣∣∣f(s, xn(s), I
ui
T+
i−1
xn(s))− f(s, x(s), Iui

T+
i−1
x(s))

∣∣∣ds,
≤ 1

Γ(ui)

(Ti − Ti−1

4

)ui−1
∫ Ti

Ti−1

s−δ
(
K|xn(s)− x(s)|+ LIui

T+
i−1
|xn(s)− x(s)|

)
ds,

≤ 1

Γ(ui)

(Ti − Ti−1

4

)ui−1[
K‖xn − x‖Ei

∫ Ti

Ti−1

s−δds+ L‖Iui
T+
i−1

(xn − x)‖Ei
∫ Ti

Ti−1

s−δds
]
,

≤ (Ti
1−δ − Ti−1

1−δ)(Ti − Ti−1)
ui−1

4ui−1(1− δ)Γ(ui)

(
K +

L(Ti − Ti−1)
ui

Γ(ui + 1)

)
‖xn − x‖Ei.

‖(Wxn)− (Wx)‖Ei → 0 pour n→∞.

Par conséquent, W est un opérateur continu sur Ei.

Étape 3 : W est compact

On démontre que W (BRi) est relativement compact, ce qui signifie que

W est compact. ClairementW (BRi) est uniformément borné car à l’étape

1, nous avonsW (BRi) = {W (x) : x ∈ BRi} ⊂ BRi ainsi pour chaque x ∈
BRi on a ‖W (x)‖Ei ≤ Ri ce qui signifie que W (BRi) est uniformément

borné. Il reste à montrer que W (BRi) est équicontinu.
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Pour t1, t2 ∈ Ji, t1 < t2 et x ∈ BRi, on a :

|(Wx)(t2)− (Wx)(t1)|

=
∣∣∣ ∫ Ti

Ti−1

Gi(t2, s)f(s, x(s), Iui
T+
i−1
x(s))ds−

∫ Ti

Ti−1

Gi(t1, s)f(s, x(s), Iui
T+
i−1
x(s))ds

∣∣∣,
≤
∫ Ti

Ti−1

|(Gi(t2, s)−Gi(t1, s))f(s, x(s), Iui
T+
i−1
x(s))ds|,

≤
∫ Ti

Ti−1

|(Gi(t2, s)−Gi(t1, s))||f(s, x(s), Iui
T+
i−1
x(s))− f(s, 0, 0) + f(s, 0, 0)|ds,

≤
∫ Ti

Ti−1

|(Gi(t2, s)−Gi(t1, s))||f(s, x(s), Iui
T+
i−1
x(s))− f(s, 0, 0)|ds

+

∫ Ti

Ti−1

|(Gi(t2, s)−Gi(t1, s))||f(s, 0, 0)|ds,

≤
∫ Ti

Ti−1

|(Gi(t2, s)−Gi(t1, s))|
[
s−δ
(
K|x(s)|+ L|Iui

T+
i−1
x(s)|

)]
ds

+ f ?
∫ Ti

Ti−1

|(Gi(t2, s)−Gi(t1, s))|ds,

≤
∫ Ti

Ti−1

|(Gi(t2, s)−Gi(t1, s))|
[
s−δ
(
K|x(s)|+ L

(Ti − Ti−1)
ui

Γ(ui + 1)
|x(s)|

)]
ds

+ f ?
∫ Ti

Ti−1

|(Gi(t2, s)−Gi(t1, s))|ds,

≤ T−δi−1

(
K + L

(Ti − Ti−1)
ui

Γ(ui + 1)

)
‖x‖Ei

∫ Ti

Ti−1

|(Gi(t2, s)−Gi(t1, s))|ds

+ f ?
∫ Ti

Ti−1

|(Gi(t2, s)−Gi(t1, s))|ds,
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où f ? = sup
s∈Ei

f(s, 0, 0), d’après la continuité de la fonction de Green Gi.

D’où |(Wx)(t2)− (Wx)(t1)| → 0 quand |t2− t1| → 0. Cela implique que

W (BRi) et équicontinu.

En conséquence de étape 1 à étape 3 avec le théorème d’Ascoli-Arzéla,

on résult que W est complètement continu.

En conséquence du théorème du point fixe de Schauder, le problème (3.4)

admet au moins une solution x̃i dans BRi.

Supposons

xi =

{
0, t ∈ [0, Ti−1],

x̃i, t ∈ Ji,
(3.7)

on sait que, xi ∈ C([0, Ti],R) défini par (3.7) satisfait l’équation

d2

dt2

(∫ T1

0

(t− s)1−u1

Γ(2− u1)
xi(s)ds+...+

∫ t

Ti−1

(t− s)1−ui

Γ(2− ui)
xi(s)ds

)
+f(s, x̃i(s), I

ui
0+x̃i(s)) = 0,

pour t ∈ Ji, ce qui signifie que xi est une solution de (3.3) avec xi(0) =

0, xi(Ti) = x̃i(Ti) = 0.

En conséquence, nous obtenons que le problème aux limites (3.1) admet

au moins une solution définie par :
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x(t) =



x1(t), t ∈ J1,

x2(t) =

{
0, t ∈ J1,

x̃2, t ∈ J2

.

.

.

.

xn(t) =

{
0, t ∈ [0, Ti−1],

x̃i, t ∈ Ji

Le résultat suivant est basé sur le principe de contraction de Banach.

Théorème 3.2. Supposons les hypothèses (H1) et (H3) sont satisfaites

et si

(Ti
1−δ − Ti−1

1−δ)(Ti − Ti−1)
ui−1

4ui−1(1− δ)Γ(ui)

(
K + L

(Ti − Ti−1)
ui

Γ(ui + 1)

)
< 1, (3.8)

alors le problème (3.4) a une solution unique dans Ei.

Preuve

Nous utiliserons le principe de contraction de Banach pour prouver

que W défini dans (3.6) a un point fixe unique.

Pour x(t), y(t) ∈ Ei, par la proposition (3.1) et (H3), on obtient que

|(Wx)(t)− (Wy)(t)|
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=
∣∣∣ ∫ Ti

Ti−1

Gi(t, s)f(s, x(s), Iui
T+
i−1
x(s))ds−

∫ Ti

Ti−1

Gi(t, s)f(s, y(s), Iui
T+
i−1
y(s))ds

∣∣∣,
≤
∫ Ti

Ti−1

Gi(t, s)
∣∣∣f(s, x(s), Iui

T+
i−1
x(s))− f(s, y(s), Iui

T+
i−1
y(s))

∣∣∣,
≤ 1

Γ(ui)

(Ti − Ti−1

4

)ui−1
∫ Ti

Ti−1

∣∣∣f(s, x(s), Iui
T+
i−1
x(s))− f(s, y(s), Iui

T+
i−1
y(s))

∣∣∣,
≤ 1

Γ(ui)

(Ti − Ti−1

4

)ui−1
∫ Ti

Ti−1

s−δ
(
K|x(s)− y(s)|+ LIui

T+
i−1
|x(s)− y(s)|

)
ds,

≤ 1

Γ(ui)

(Ti − Ti−1

4

)ui−1

K‖x− y‖Ei
[ ∫ Ti

Ti−1

s−δds+ L
(Ti − Ti−1)

ui

Γ(ui + 1)

∫ Ti

Ti−1

s−δds
]
,

≤ (Ti
1−δ − Ti−1

1−δ)(Ti − Ti−1)
ui−1

4ui−1(1− δ)Γ(ui)

(
K + L

(Ti − Ti−1)
ui

Γ(ui + 1)

)
‖x− y‖Ei.

Par conséquent d’après (3.8), l’opérateur F est une contraction. Ainsi

que, par le principe de contraction de Banach, F a un point fixe unique

x̃i ∈ Ei, qui est une solution unique du problème (3.4).

Supposons

xi =

{
0, t ∈ [0, Ti−1],

x̃i, t ∈ Ji,
(3.9)

on sait que xi ∈ C([0, Ti],R) défini par (3.9) satisfait l’équation

d2

dt2

(∫ T1

0

(t− s)1−u1

Γ(2− u1)
xi(s)ds+...+

∫ t

Ti−1

(t− s)1−ui

Γ(2− ui)
xi(s)ds

)
+f(s, x̃i(s), I

ui
0+x̃i(s)) = 0,

pour t ∈ Ji, ce qui signifie que xi est une solution unique de (3.3) avec

xi(0) = 0, xi(Ti) = x̃i(Ti) = 0.
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Alors,

x(t) =



x1(t), t ∈ J1,

x2(t) =

{
0, t ∈ J1,

x̃2, t ∈ J2,
.

.

.

.

xn(t) =

{
0, t ∈ [0, Ti−1],

x̃i, t ∈ Ji,

est une solution unique du problème aux limites (3.1).

3.3 Exemple

Considérons le problème aux limites fractionnaire suivant : D
u(t)
0+ x(t) + t−

1
5

1+|x(t)|+|Iu(t)
0+

x(t)|
= 0, t ∈ J := [0, 2],

x(0) = 0, x(2) = 0.
(3.10)

Soit

f(t, y, z) =
t−

1
5

1 + |y|+ |z|
, (t, y, z) ∈ [0, 2]× [0,+∞)× [0,+∞);

et

u(t) =

{
1.7, t ∈ J1 := [0, 1],

1.8, t ∈ J2 :=]1, 2].
(3.11)
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On montre que u(t) satisfait la condition (H1).

On a :

t
1
5 |f(t, y1, z1)− f(t, y2, z2)| =

∣∣∣∣∣t 15
(

t−
1
5

1 + |y1|+ |z1|
− t−

1
5

1 + |y2|+ |z2|

)∣∣∣∣∣ ;
=

∣∣∣∣ |y2|+ |z2| − |y1| − |z1|
(1 + |y1|+ |z1|)(1 + |y2|+ |z2|)

∣∣∣∣ ;
≤ ||y2| − |y1||+ ||z2| − |z1|| ;

≤ |y1 − y2|+ |z1 − z2|.

D’où la condition (H3) est satisfaite avec δ = 1
5 et K = L = 1.

Par (3.11), l’équation du problème (3.10) est divisée en deux expressions

comme suit :  D1.7
0+ x(t) + t−

1
5

1+|x(t)|+|I1.7
0+
x(t)| = 0, t ∈ J1,

D1.8
1+ x(t) + t−

1
5

1+|x(t)|+|I1.8
0+
x(t)| = 0, t ∈ J2.

Pour t ∈ J1, le problème (3.10) est équivalent au problème suivant : D1.7
0+ x(t) + t−

1
5

1+|x(t)|+|I1.7
0+
x(t)| = 0, t ∈ J1,

x(0) = 0, x(1) = 0.
(3.12)

Nous vérifions que la condition (3.8) est satisfaite

(T1
1−δ − T0

1−δ)(T1 − T0)
u1−1

4u1−1(1− δ)Γ(u1)

(
K+L

(T1 − T0)
u1

Γ(u1 + 1)

)
=

5

41.7Γ(1.7)

(
1+

1

Γ(2.7)

)



3.3 Exemple 38

' 0.8587 < 1.

D’après le théorème (3.2), le problème (3.12) a une solution unique x1 ∈
E1.

Pour t ∈ J2, le problème (3.10) peut être écrit comme suit : D1.8
1+ x(t) + t−

1
5

1+|x(t)|+|I1.8
0+
x(t)| = 0, t ∈ J2,

x(1) = 0, x(2) = 0.
(3.13)

Ainsi que

(T2
1−δ − T1

1−δ)(T2 − T1)
u2−1

4u2−1(1− δ)Γ(u2)

(
K+L

(T2 − T1)
u2

Γ(u2 + 1)

)
=

5(2
4
5 − 1)

41.8Γ(1.8)

(
1+

1

Γ(2.8)

)

' 0.5237 < 1.

Alors, la condition (3.8) est satisfaite.

D’après le théorème (3.2), le problème (3.13) admet une solution unique

x̃2 ∈ E2.

On sait que

x2(t) =

{
0, t ∈ J1

x̃2(t), t ∈ J2.

Alors, par la définition (3.1), le problème (3.10) admet une solution
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unique défini par :

x(t) =


x1(t), t ∈ J1,

x2(t) =

{
0, t ∈ J1,

x̃2(t), t ∈ J2.



CONCLUSION

Dans ce mémoire, le problème multiterme proposée a été étudiée

avec succès, via deux théorèmes de point fixe : Schauder et Banach pour

prouver l’existence et l’unicité des solutions pour problème (3.1). Un

exemple numérique est donné à la fin pour étayer et valider la potentialité

de tous les résultats obtenus. D’après notre analyse, il est clair que les

résultats (théorème (3.1) et (théorème3.2) est une généralisation lorsque

u(t) est une fonction constante, c’est-à-dire u(t) = c (c est une constante

positive finie), alors Du(t)
a+ , Iu(t)

a+ sont l’intégrale et la dérivée fractionnaire

usuelles de Riemann-Liouville. Par conséquent, tous les résultats de ce

travail montrent un grand potentiel pour être appliqué dans diverses

applications des sciences.
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