REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L’'ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

UNIVERSITE IBN KHALDOUN - TIARET

MEMOIRE

Présenté a :

FACULTE MATHEMATIQUES ET INFORMATIQUE
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Pour I’obtention du dipléme de :

MASTER

Spécialité : Analyse fonctionnel et équation différentielle

Par :
M’boudi Amira
Nasri Asmaa

Sur le theme

Differents Types de Semi-groupes et
Applications aux Equation d’évolution.

Soutenu publiquement le 18 / 07 / 2021 a Tiaret devant le jury composé de :

Mr Senouci Abdelkader Pr Université Tiaret Président
Mme Elong Ouissem Mcb  Université Tiaret Encadreur
Mr Hedia Benauda Pr Université Tiaret Examinateur

2020-2021



Remerciement.

Avant de commencer la présentation de ce travail, nous
tenons a remercier sincerement et profondément en premier
lieu notre Dieu *ALLAH* le tout puissant.

Nous devons exprimer notre gratitude a Mr le professeure
*Hedia .B* d’avoir accepté de nous encadrer avec
enthousiasme et beaucoup d’attention, ainsi que pour

sa gentillesse, sa disponibilité, et ses conseils qui nous ont
permis d’avancer,non seulement dans le cadre du mémaoire,
mais aussi dans nos études.

Nous tenons a remercier aussi les membres de jury :

* Pr : Senouci Abdelkader , d’avoir accepté la présidence
du jury .

*Dr : Elong Ouissem , d’avoir accepté I'examinateur de ce
travail .

M’boudi Amira .

Nasri Asmaa.



Dédicaces
A mon pere,
A ma tres chere mere,
A tous mes freres et soeurs,
A toute la famille et tous mes amis,
A tous mes professeurs de |'école

Primaire a la fin de cette these.

M’boudi Amira



Dédicaces

Je dédie cette these a ma chere Maman, mon
cher pere a mes freres et mes

sceurs ... a toute la famille et amis proches et
lointains.

Nasri Asmaa.



Table des matiéres

T uction Géndrald vi
1__Préliminaires| 10
(1.1 Espace de Banach | . . . . .. ... .. ... ... ... ... ... ..., 10
(1.2 Criteres de compacité | . . . . . . . . . . . . e 11
[L2.1 Théoréme d’Arzela-Ascolil . . . . ... ... .. .. .. ... .... 11

[1.2.2 "T'héoréme de Fréchet-Kolmogorov| . . . . .. .. .. ... ... ... 13

(1.3 Notions générales sur les semi-groupes| . . . . . .. .. ... ... ..... 14
(1.3.1 Générateur Infinitésimall . . . . .. .. .. ... o000 15

[1.3.2  Semi-groupes fortement continus | . . . . . . .. .. ... ... ... 16

[1.3.3  Semi-groupe Intégré|. . . . . . . .. ... 20

(1.4 Les opérateurs dissipatifs et m-dissipatifs| . . . . . .. .. ... ... ... 21
(1.5 Quelques Théoremes du point fixe| . . . . . . . ... .. ... ... ... .. 22

2 Théoremes de Hille-Yosida et Lummer-Phillips | 25
2.1 ‘Théoréeme de Hille-Yosida | . . . . . .. .. .. ... ... ... ... ... 25
[2.2  Théoréme de Hille-Yosida pour les Cy-semi groupes de contractions :[. . . . 30
[2.3  Théoréeme de Lummer-Philips| . . . .. .. .. ... ... ... ... ... 35

[3 Quelques applications de la théorie des semi-groupe aux équations d’évolutign

1 37
[3.1  Notion de résolvant pour I'équation différentielle linéaire a valeur de R" | . 37
[3.1.1 Equations différentielles linéaires| . . . . . . . . . . . .. ... ... 37

[3.1.2  Equation homogéne | . . . . . ... ... ... ... ... 37

[3.2  Solution d’une équation non homogéne ( Methode de variation de la constant |

[3.3  Les équations d’evolution semi linéaires | . . . . . . . . .. ... ... ... 41

v



TABLE DES MATIERES v

B4 Solution mild] . . . . . . .. . 41
B.41  Existence de solution mild|. . . . . .. .. ... .. ... ... ... 43
[3.5 La solution intégrale| . . . . . . ... ... ... ... 0. 45
[3.5.1 L’existence de solution intégrale | . . . .. . .. ... ... ... .. 47

[Bibliographie| 51




Notation

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes :
E  espace de Banach.
C(J,E) espace de fonction continue dans 'espace de Banach F avec J =
[a, b].
L' L’espace des fonctions intégrables.
B(E) Algebre de Banach des opérateur linéaire borné dans E.
L(E) Ensemble des application linéaire de F dans F.
A Opérateur linéaire non borné.
D(A) Domaine de 'opérateur A.
D(A)  Adhérence de I'ensemble D(A).
I Identiteé.
p(A)  Ensemble de résolvant de 'opérateur A.
o(A) Spectre de 'opérateur A.
R(.,A) Application résolvant de l'opérateur A.
R, Transformation de Laplace.
A, Approximation de Hille-Yosida.

< .,.> Produit scalaire.
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Introduction

Dans ce travail on va étudie le probléme de Cauchy abstrait régit par un équation
d’évolution

y'(t) = Ay(t) + f(t,y(t)),t € [0, T]

ou A: D(A) — X est un opérateur linéaire de domaine D(A) inclus dans un espace de
Banach X et f:[0,7] x X — X avec la condition initiale y(0) =y, € X.

On va introduire dans ce travail deux type de solution (solution mild, solution intégrale )
et on va montrer l'existence de ces solutions.

Si D(A) = X alors A est un générateur de Cy-semi-groupe grace au théoréme de Hille-

Yosida , dans ce cas ( D(A) = X) le probléme de Cauchy :

y'(t) = Ay(t) + f(t,y(t)) te][0,T],
y(0) = yo,

a été étudie par plusieurs auteurs.

Ce mémoire est composé d’une introduction et trois chapitres principaux :

1. Le premier chapitre : est consacré aux rappels fondamentaux et outille nécessaires
pour réaliser le travail. Ils concernent les semi-groupes,les théorémes de point fixe,

les critéres de compacité dans (C(J,R), C(J, E) et LP).

2. Le second chapitre : est consacré aux théoréme de Hille-Yosida [1948] qui est
plus adapté que le théoréme de Cauchy Lipschitz pour la résolution des problémes
d’évolution dans un espace de Banach,et le théoréme de Lummer Phillips dans

[1952| donnent une preuve pour le cas général d’un Cy-semi-groupe.

3. Troisiéme chapitre : On définit plusieurs types de solutions pour le probléme de
Cauchy et nous utilisons quelques théorémes du points fixe pour prouver ’existence

de ces solutions.

Vil



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

ans cette section, nous introduisons les principaux outils qui seront utiles dans toute

la suite de ce travail.

1.1 Espace de Banach

Définition 1.1. (Norme) Soit E un espace vectoriel sur un corps K ( R ou C ) on
appelle norme sur E toute application ||.|p de E dans RT vérifiant :

(i) Ve € E : ||z||g >0 et ||z]|p =0< 2z =0.

(ii)) Ve € E\Na € K : ||az||g = |a|l|z||g (homogénéité).

(iii) Ve,y € E : ||z +yllg < ||zl + |ylle (inégalité triangulaire ).

Le couple (E,||.||g) est dit espace vectoriel normé (e.v.n).

Remarque 1.1. Tout espace vectoriel normé est un espace métriqgue muni de la distance
dz,y) =llx—ylle  zyek

Définition 1.2. (Convergence) La topologie sur E est la topologie d’espace métrique.
On dit qu’une suite (x,),>1 C E converge (fortement) vers x de E pour la norme ||.||g
st :

Ve >0,IN e N\Vn > N, ||z, —z||g < ¢
Autrement dit
|z, — x||g — 0 lorsque n — oco.

Définition 1.3. Suite de Cauchy
Soit (x,,) une suite d’éléments d’un espace normé (E,|.||g), on dit que la suite (z,) est

de Cauchy si on a la relation suivante :
Ve>0 IN.eNVp>=N.,q=>N.= |z, —x,] <e.

10
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Définition 1.4. Espace de Banach
On dit qu’ un espace métrique (E,d) est complet si toute suite de Cauchy d’élément de E
est convergente dans (E,d). Un espace vectoriel normé qu’ est complet s’appelle espace de

Banach.

Exemple 1.1. C(J,R) l’espace des fonctions continues de lintervalle J = [a,b] a valeur
dans R, avec la norme ||f||cc = sup|f(z)| est un espace de Banach.
zed

Pourp>1 et f € C([a,b],K) on pose

1l = ( / F(@)Pda)3.

Si on prendre p=1 alors (C, ||.|]1) n’est pas un espace de Banach.

Contre exemple :

Soit la suite (fn)nen définie sur [—1,1] par :

(
flx) =-1, size[-1,-1]

f(@)=nz, size|—1, 2]

kf(g;) =1, sizeli 1],

est de Cauchy mais ne converge pas dans espace (C(J,K), ||.||1)-

1.2 Critéres de compacité

1.2.1 Théoréme d’Arzela-Ascoli
1.2.1.1 La compacité dans C(J,R)

Dans toute la suite J = [a, b] est un intervalle et E est un espace de Banach.

Définition 1.5. Un ensemble A d’un espace de Banach E est dit relativement compact si

A est compact.

Définition 1.6. Soient E et F deuzx espaces de Banach. Un opérateur f : E — F est
compact si Uimage de tout borné A de E est relativement compact de F (i.e) f(A) est
compact.

f est complétement continu s’il est continu et compact.
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Remarque 1.2. Une application f compact peut ne pas étre continue.

Contre exemple

flx) | /

L d

(G1)

(G2)

FIGURE1.1

f n’est pas continue mais elle est compact car : f([0, 1]) est compact et [0, 1] est borné.
alors f([0,1]) est un compact dans R? ( voir (G2)).

Dans ’espace des fonctions continues, un critére trés utile pour étudier la compacité d’un

ensemble et fourni par le théoréme d’Ascoli-Arzela pour énonce ce théoréme, on rappelle

d’abord la notion d’équicontinuité d’une famille des fonctions continues.

Définition 1.7. Soit E un espace de Banach et soit A un sous ensemble de C(J, E).
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1. Equicontinue : lensemble A est équicontinue si :

Ve > 0,30 >0 telle que
th,tg € J, |t1 — t2| <= ||l’(t1) — J](tg)” <e VexeA

avec x:J—E

t— x(t)

2. Borné : l’ensemble A est borné s’il existe un constant M > 0 telle que

llz(t)|| < M pour tout t € J et tout x € A.

Théoréme 1.1. (Ascoli Arzela) Pour qu’une famille A de fonction continue définie sur
J = |[a,b] & valeur dans un espace de Banach R soit relativement compact il faut et il
suffit que cette famille soit bornée et équicontinue.

1.2.1.2 La compacité dans C(J, F)

Théoréme 1.2. (Ascoli Arzela) Pour qu’une famille A de fonctions continues définie
sur J = [a,b] & valeur dans espace de Banach E soit relativement compacts il faut et
il suffit que cette famille soit bornée, équicontinue et l’ensemble A = {f(x), f € A} est

relativement compact pour tout x € J.

1.2.2 Théoréme de Fréchet-Kolmogorov
1.2.2.1 Critére de compacité dans [
1.2.2.2 Espace LP

Définition 1.8. Soit n un entier tel que n > 1 on désigne par Q0 un ouvert de R™ muni

de la mesure de Lebesgue, et on définit pour tout p € [1,+o0], I’espace

LP(Q) = {f : Q= R ou C/f mesurable, /Q|f(x)|pdx < oo},
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1
que U'on munit de la norme ||f||, = </ ]f|p) "
Q
Pour y € LP(]0,T]), la norme et donnée par

1

<f0T|y|p>;, pour 1< p < oo.

sup essico)|y(t)|, pour  p=oc.

1yl =

Notations 1.1. — Nous notons par méme symbole un élément de LP(R™) est un de
ses représentants, pour f € LP(R™) et h € R™ on note Th(f) la classe de la fonction

x € R" — f(x — h).
— Une norme sur R™ étant fixée on note B, la boule fermée centrée a l'origine et de

rayon .

Théoréme 1.3 (Fréchet-Kolmogorov). Soit 1 < p < oo, un sous-ensemble A de LP(R")

est relativement compact si et seulement si :
1. A est borné.

2. ,llin%) \Th(f) — fll, = O uniformément sur A, en d’autre termes : pour chaque réel
—
e > 0, il existe un réel r > 0 telle que : pour chaque f € A et chaque h € R"

satisfaisant ||h|| <1 on a ||Th(f) — fll, < e.

3. RETOO f{xeRn,”szR} |f(z)[Pdmy(x) = 0 uniformément sur A, en d’autres termes :
pour chaque réel € > 0 : il existe un réel R' > 0 tel que : pour chaque f € A et

chaque R > R'; on a f{xER”,HmHZR} |f(z)[Pdmy(z) < e.

1.3 Notions générales sur les semi-groupes

Soit E un espace de Banach de norme ||.|| et notons par B(FE) I'algébre de Banach des

opérateur linéaires bornés de F dans FE du norme || V||

INl[B(z) = sup [|Nz||, [z <1,VN € B(E).

|z|=1
B(E) est un espace de Banach.

Définition 1.9. [2] (T'(t)):>0 est une famille d’opérateurs linéaires bornées de E dans lui
méme. (T'(t))i>0 est un semi-groupe d’opérateur linéaire borné, si sont vérifiés les axiomes

suivantes :
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(1) T(0) = Idg (Ou I est Uopérateur identité de E ).
(i) T(t+s) =T(t)T(s); Vi, s > 0.
Un semi-groupe d’opérateur linéaire borné (T(t))i>o sur E est dit uniformément continu

sur F si :

li T(t)—1 = 0.

A |[7(t) = s

Il est facile de voir que si (T'(t))i>o0 est un semi-groupe uniformément continu alors :
lim 17(s) = T(0) L) = 0.

Autrement Uapplication t — T'(t) est continue de Ry dans B(E).

1.3.1 Générateur Infinitésimal

Définition 1.1. [2] On appelle générateur infinitésimal d‘un semi-groupe {T'(t) }1>0, l‘opérateur

A:D(A) C E — E defini comme suit :

T(t)x —x _ dtT(t)x

Az = thglo ; . Vo € D(A),
et
D(A)={z € FE thm ——— ewiste},

ot D(A) est appelé le domaine de A.
D‘apres la définition il est claire que le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément

continu est un opérateur linéaire.
Corollaire 1.1. [2] Soit T'(t),5, un semi-groupe d’opérateur linéaire borné uniformément
continu alors :

1. Il existe un constante w > 0 telle que ||T'(t)|| < ™.

2. t — T(t) est différentiable on norme et

Lemme 1.1. Soit A € L(E) alors exp(tA) est un semi-groupe uniformément continu

d‘opérateurs linéaires bornés sur E dont le générateur infinitésimal est A.
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Démonstration. Soit A € L(E) et t € [0,4+00[— S(t) € L(E) une application définie par :

tk Ak

th A¥
la série ;oo —+ L converge pour la topologie de la norme de L£(FE). De plus, il est

évident que S(0)=1 et S(t + s)=S5(t) S(s), quels que soint t,s > 0.

compte tenu de l'inégalité :
1S(t) — 1| < el —1,vt >0,

il résulte :

lim [1S(t) — 1] = 0

t—0+

donc la famille S (t)tzo est un semi-groupe uniformément continu. D‘autre part, puisque

PO )= e -1 - 1)
t t
tkA¥
= S~ 1))
k>0
1 tkA¥
:y|¥(1+m+z — I —tA)
k>2
AL 1 )| A
< IS EIAE Ty g+ 32 ARy
k>2 k>2
1 et Al —
= (M =1 —t]A) = Al = Al
t Al
tend vers zero quand t — 07
Nous obtenons :
S(t)—1
tm SO =L_
t—0+ t
le semi-groupe S(t),-, admet donc pour générateur infinitésimal 1‘opérateur A. O

1.3.2 Semi-groupes fortement continus

Dans la suite nous présenterons les semi-groupes fortement continus d’opérateurs linéaires

bornés sur un espace de Banach FE.
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Définition 1.10. [2] Un semi-groupe T'(t),, d’opérateur linéaire borné sur E est dit un
semi-groupe d’opérateur linéaire fortement continu sur F, si

lim T(t)x =z, VYexeE (ie) lin&+ T (t)x — z|| = 0.
t—

t—0t

Un semi-groupe fortement continu sur E est appelé aussi semi-groupe de classe Cy sur E

ou tout simplement un Cy-semi-groupe sur E.

Remarque 1.3. Les semi-groupes uniformément continus sont Cy-semi-groupes mais la

réciproque est fausse.

Théoréme 1.4. [2] Soit {T(t)}i>0 un semi-groupe fortement continu alors la fonction

t = T(t)x est continue de [0,4+o00[ dans E, T(t)x C C(R4, E).

Lemme 1.2. [2] Soit (T(t))i>0 un Co-semi-goupe alors il existe deux constantes w > 0 et
M > 1 telles que :
1T < Me™, vt >0.

Démonstration. Montrons d’abord que : il existe n > 0 telle que ||7(¢)|| est borné.
Supposons le contraire.

Vn > 0,YM > 1,3t € [0,7] tell que : | T(t)|| > M.

On prend n = % et M =n Vn € N* donc il existe t, € [0, 1] telle que ||T'(¢,)]| > n.

Donc la suite (T'(t,))nen n'est pas bornée mais (7'(t));>0 étant on semi-groupe de classe
Co, c’est a dire nl—igloo T(t,)xr =z, Vz € E.

Il vient que la famille d’opérateurs linéaires bornés (7'(t,))nen st ponctuellement bornée,
et autrement dit : Vo € E 'ensemble {T'(t,,)z,n € N} est borné.

D’aprés le théoréme de Banach-Steinhaus cette famille est bornée (uniformément bornée
par rapport a la topologie B(E) ) ce qui contredit.

Par conséquent 3n > 0 et M > 1 telle que [|T'(¢)|| < M, Vt € [0, 7].

Posons w = n~tlog M > 0 et soit t > 0

alors : il existe n € N* et r € [0, 7] tell que t = nn + 7.

Donc

IT@)N = (1T (nn + )| = T )" T (r)]
< 17" T )l

< M.M" ¥te€ [0,
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ona:n=5tr<t
n n
donc
IT(#)|| < M.M7 vt € [0,1]
= Me"t,
d’ou le résultat . ]

Théoréme 1.5. [2] Soit {T(t) }i>0 un Co-semi-groupe d’opérateur linéaire borné sur E de

générateur A. Alors :

a) hlim L p(\eds = T(t)x, Vt>0,Vz € E

o+ bt

b) Pour xz € E et tout t > 0, f(f T(s)x ds € D(A) et on a :
t
Al / T(s)ads) = T(t)a — 1.
0
¢) Pour toutt > 0 et tout v € D(A),T(t)x € D(A) et on a :

d
STz = AT(t)x = T(1)Aw.

d) Pour tout t > s >0, et tout x € D(A) on a :

T(t)a — T(s)x = / tT(T)AxdT - / t AT (7)adr.

S

Démonstration. a) L’égalité enoncée découle de l'inégalité :

5[ s =Tl =I5 [ (Ts)e = T@a)as)

< sup ||T(s)z = T(t)z]
s€[t,t+h]

et de la continuité de la fonction t — T'(t)z de R* dans E, pour tout = € F.
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b) Pour tout z € E et tout h > 0

%/0 T(s)xds = %(/0 (T(s+ h)x —T(s)x)ds)

1 t+h 1 t
= E/ T(s)xds — E/ T(s)xds
h 0
1 t+h 1 t
= — Tsxds——/Tsxds.
| s [ 1)

en utilisant le résultat a) —, o+ T(t)x — x, d’out le b).

¢) Pour tout z € D(A) , on a :

,ﬂf& T(h;l— ]T@)x _ hﬁ?ﬁ T(t+ h)z —T(t)x
o TO@(R) 1)
h—s0+ h
=T(t)Az (%)

Ce qui montre alors que T'(t)x € D(A) et que AT (t)x = T(t)Ax.

L’égalité (%) implique aussi que %T(t)x = AT (t)x = T(t)Az c’est a dire que la

dérivée a droite de T'(t)x existe et vaut T'(t) Ax.

Pour prouver (c), il reste & montrer que pour tout ¢t > 0, la dérivée & gauche de

T'(t)x existe et vaut aussi T'(t)Az.

Pour tout h > 0 et tout ¢ > h, et tout © € D(A), on a

T(t)x —T(t— h)x
h

T(t)x —T(t—h)x

h

T h)[T(h)x —x

- — Az]+T(t — h)[Ax — T'(h) Az]

comme x € D(A) et |T(t — h)|| est bornée pour h € [0,t] et que (T(t))>0 est

fortement continu, on obtient que :

Tt)x —T(t—h)x T(h)xr —x

hlir}(l)+ - —T(t)Ax = hE)r(l)+ T(t—h)| - — Ax]
+ lim T(t — h)[Ax — T'(h)Ax]
h—0+
=0+0=0.

d’on Passertion c) .

—T(t)Ax = +T(t—h)Az —T(t — h)Az — T(t) Az
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d) S’obtient par intégration entre s et t.

1.3.3 Semi-groupe intégré

Définition 1.2. [3/ Soit E un espace de Banach. On appelle semi-groupe intégré d’opérateur

linéaire borné sur E, une famille {S(t)}+>0 C B(E) vérifiant les propriétés suivant :
1. S(0) = 0.
2. Pour tout x € E, S(t)x est une fonction continue de t € [0, +o0[ & valeur dans E.

3. Pour tout t > 0,s >0, S(s = [S(S(t+71) = S(7))dr.

Définition 1.3. [3] Un semi-groupe intégré {S(t)}i>o est dit exponentiellement borné, s’il

existe deux constantes M > 0 et w € R telles que :
1S@)|| < Me™,  pour t>0.

Définition 1.4. [3] Un opérateur A est appelle le générateur de semi-groupe intégré si :
1. 1l existe w € R telle que : Jw, +o0o[C p(A).

2. 1l existe {S(t) 10 exponentiellement bornée fortement continue d’opérateur linéaire

borné telle que :

(a) S(0) =
(b) (M —A)~ —)\f+o° e MS(t)dt  pour tout A > w.

Proposition 1.1. [J] Soit A le générateur de semi-groupe intégré S(t),., alors pour tout

reEFKett>0o0na:
¢ t
/ S(s)xds € D(A) et S(t)x = A(/ S(s)xds) + tx,
0 0
de plus, pour tout © € D(A), t >0
S(t)yr € D(A) et AS(t)x = S(t)Ax.

et
t
S(t)r =tz + / S(s)Axds.
0
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Corollaire 1.2. Soit A le générateur de semi-groupe intégré {S(t)}o<: alors : pour tout

re€E ett>0,onaS({t)xe DA).
De plus, pour tout x € E, S(.)x est différentiable & droite en t > 0 si et selement si
S(t)x € D(A) dans ce cas

S'(t)x = AS(t)x + .

Un cas particulier important est celui ou le semi-groupe intégré est localement lipschitzien

continu.

Définition 1.5. [3] Un semi-groupe intégré est appelé continu localement lipschitzien si

pour tout T > 0, il existe une constante k(1) > 0 telle que :
1S(t) — S(s)|| < k(7)|t —s| pour tout t,se|0,7]

Dans ce cas, d’aprés la définition il est clair que S(t)tzo est exponentiellement borné.

Définition 1.6. [3] On dit que lopérateur linéaire A satisfiant les conditions de Hille-
Yosida si il existe M >0 et w € R telle que |w, +oo[C p(A) et

sup{(A —w)"||(AT — A)7"|l,n e N,A > w} < M. (1.1)

Théoréme 1.6. [3] Les assertion suivant sont équivalents :
i) A est le générateur d’un semi-groupe localement lipschitzien continu.

i) A satisfait les conditions de Hille-Yosida.

1.4 Les opérateurs dissipatifs et m-dissipatifs

Soit X un espace de Banach.
Définition 1.7. (dissipatif)[i] Un opérateur (A, D(A)) linéaire non borné dans X est
dissipatif si :
Vo € D(A),VA > 0, |[Ax — Az|| > Aljz|

Définition 1.8. (m-disstpatif) [l Un opérateur (A, D(A)) linéaire non borné dans X

est m-dissipatif si :
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1. A est dissipatif.

2. Vf e X,VA>0,3x € D(A) telle que \x — Az = f.

Proposition 1.2. [J] Soit A: D(A) C X — X un opérateur dissipatif, alors
1. (M — A) est injectif, pour tout A > 0 et on a : |[(A — A)~ty|| < 3|yl pour tout
y e Im(A —A)= (A —A)D(A).
2. 1l existe \g > 0 tell que (Mol — A) soit surjectif si et seulement si (AN — A) est

surjectif pour tout A > 0, dans ce cas |0, +oo[C p(A).

3. A est fermé si et seulement si : Ix(Aol — A) est fermé pour un certain Ao > 0 (et

donc Im(A — A)) est fermé pour tout X > 0.

Proposition 1.3. [/ Il est facile de voir que :
1. 51 X est dissipatif alors pA dissipatif pour tout p > 0.

2. Si A est m-dissipatif, alors Im(A — A) = X pour tout X > 0.

1.5 Quelques Théorémes du point fixe

Les théorémes de point fixe sont des outiles trés utiles en mathématique et dans la
résolution des équations différentielles et intégrales.
En effet, les théorémes fournissent des conditions suffisantes pour les quelles une fonction
donnée admet un point fixe, ainsi on assure I'existence de la solution d’un probléme donné.

On commence par la définition d’'un point fixe.

Définition 1.11 (Point fixe). Soit une fonction f: E — F,x* € E est appelé un point
fize si f(a*) = x*.

Définition 1.12 (Application k-lipschtzienne ). Soient (X,d) et (Y,d') deuz espaces
métriques, une application f : X — Y est dite k-lipschitzienne s‘il existe un constante

k >0 telle que :
Vo,y € X,d'(f(), f(y)) < kd(z,y).

Si k €]0, 1] alors f est dit application contractante.

On commencera par le plus simple et le plus connu d’entre eux : théoréme de point
fixe de Banach pour les applications contractantes, puis le théoréme de Schauder puis le

théoréme du point fixe de Leray-Schauder et Shaefer.
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Théoréme 1.7. (Principe de contraction de Banach) Soit (E,d) un espace métrique
complet et soit N : & — E une application contractante avec le constante de contraction

k alors N a un unique point fize x* € E.

Démonstration. Si x et ' sont deux points fixes de f, on a

dw,a) = d(f(z), f(')) < kd(z, ).

Comme k < 1, on a d(z,2’) = 0 donc x = 2/, ce que f a au plus un point fixe.
Soit xy € E quelconque. on définit une suite (x,) par récurrence :

ZTpt1 = f(z,) pour tout n > 0.
Pour tout m € N, on a

d<mm7 xm—‘rl) S kmd(QJOa Il)-

donc

A(Tn, Tnip) < ATy Tpgr) + oo+ A(Tpgp-1, Tngp)-
§ (l{n + ...+ k’neril)d(l'o, 1’1).
kn
1—k

IN

d(xg,x1).

Comme k € [0, 1], ceci montre que
d(zp, Tpip) —> 0 lorsque n — oo uniformément en p > 0,

et donc que la suite (z,) est de Cauchy. Comme E est complet, elle converge donc vers
une limite z € E. En passant a la limite dans la relation de récurrence définissant x,,, on

trouve que f(x) = z. ]

Théoréme 1.8. (Schauder) Soit E un espace de Banach, D C E un ensemble non vide
conveze borné et N : D — D un opérateur completment continu et N(D) C D alors : N

admet au moine un point fize.

Théoréme 1.9. (Alternative non linéaire de Leray Schauder ) Soient E un espace
de Banach et Q2 C E un convexe fermé, on suppose qu’il existe un ouvert U dans () telle que

0ecU, A:U — Q un opérateur completement continu, alors on & Ualternative suivante :

1. A admet un point fize sur U, ou bien
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2. Il existe U € OU telle que U = NAU pour X\ € [0,1] ou OU est la frontiére de U.

Théoréme 1.10. (Shaefer ) Soit X un espace de Banach et N : X — X un opérateur
complétement continu si l'ensemble £ = {y € X : y = ANy pour tout X € [0, 1]} est borné

alors N admet un point fize.




CHAPITRE 2

THEOREMES DE HILLE-YOSIDA ET

LUMMER-PHILLIPS

Dans ce chapitre, on pressente deux théorémes fondamentaux dans le théorie de semi-

groupe le théoréme de Hille-Yosida et le théoréme de Lummer-Phillips.

2.1 Théoréme de Hille-Yosida

Le théoréme de Hille-Yosida est un théoréme abstrait de le théorie des opérateurs
linéaires qui permet de démontrer ’existence et 1'unicité de la solution d’un probléme
d’évolution. Nous donnons des conditions minimales pour comprendre 1’énoncé de ce
théoréme.

Nous considérons I'espace de Banach E, A désignera un opérateur non-borné de E &
domaine dense c’est & dire un opérateur linéaire d’un sous-espace vectoriel D(A) de E a
valeurs dans E. Le graphe de A noté G(A) est I'ensemble

G(A) ={(z,Az),x € D(A)} C E x E.

Lemme 2.1. [3] Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi groupe (T'(t));>0 alors :

1. Le domaine D(A) de A est dense dans E,( D(A) = E).

2. A est un opérateur linéaire fermé, Autrement dit A est un opérateur linéaire dont

le graphe G(A) est un fermé de E x E.
Démonstration. 1) Soit x € E et soit (t,) une suite réelle telle que ¢, > 0, Vn € N et

n—aoo

Posons z,, = i fg" T(s)xds , Vn € N.

1
lim ¢, =0 let,=—VneN).
im (par exemple e n )

D’aprés Passertion b) du théoréme (1.5) il résulte que z,, € D(A), Vn € N et par

I'assertion a) du théoréme (1.5), on a

I
lim z, = lim —/ T(s)xds = x.
0

n—ao0 n——~oo n

25
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Ansi D(A) = E, c’est a dire D(A) est dense dans E.
2) i) La linéarité de A est évidente .

ii) Montrons que A est un opérateur fermé, c’est a dire montrons que le graphe :
G(A) ={(xz,Az)/x € D(A)} de A est un fermé de E x E.
Pour cela, soit (z,,) C D(A) telle que x,, — z si n — +oo et Az, — y si
n — +0o0.
Montrons alors que x € D(A)et que Az = y.
Puisque z,, € D(A),Vn € N alors d’aprés la formule d) de théoréme (1.5), on
a:

t
Tz, —x, = / T(s)Ax,ds, ¥n e N,Vt>0. (2.1)
0

Soit t > 0 alors pour tout s € [0,¢] on a Vn € N:

[T () Ay — T(s)yll = T(s)(Azn — )|
< T ()l Azn =yl

< Me"|| Az, — yl.

Donc (T(s)Ax,), converge uniformément vers T(s)y, quand n — +oo sur
[0, ¢].

I1 vient alors de I'égalité (2.1) et du théoréme d’inversion limite et intégrale que

Tt)r —x = fg T(s)y ds ,

donc
T(t)x — 1
% = ;f[fT(s)y ds ¥Vt > 0,
N
comme tl_1>r[§1+ 7 Jo T(s)yds = y alors :
Tz —
lim )z —= existe,
t—0+

d'otz € D(A) et Az =1y .
[l

Dans ce paragraphe, nous présentons 1'un des résultats les plus important concernant
les Cy-semi groupe. Il s’agit du théoréme de Hille-Yosida, qui permet de caractériser les
opérateurs qui sont générateurs de Cy-semi groupe. Nous allons commencer tout d’abord

par introduire quelques notions et résultats intermédiaires.
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Définition 2.1. (Résolvant) []|] Soit E un espace de Banach et soit A: D(A) C E — FE

un opérateur linéaire. On appelle ensemble résolvant de A, qu’on note p(A) l’ensemble :
p(A)={Ae€C:AN[-—A:D(A) — E est bijectif}.
Définition 2.2. [/|/ Soit E un espace de Banach et soit A : D(A) C E — E un opérateur

linéaire. On appelle spectre de A, l’ensemble noté o(A) = C\p(A).

Définition 2.3. [/|/ Soit E un espace de Banach et soit A : D(A) C E — E un opérateur
linéaire. Pour X € p(A), Uopérateur linéaire, R(\, A) = (A\[ — A)~! est appelé la résolvante
de A au point \.

Théoréme 2.1. [2] Soit (T'(t))i>0 un Cy-semi groupe sur E, le générateur infinitésimal

A et soient w > 0 et M > 1 telle que :
I7(0)] < Me ¥t > 0.

Si A € C telle que Re(\) > w, alors :

1. L’application Ry : E — E définie par :

Ry(x) = /000 e T (s)xds,

définit un opérateur linéaire borné sur E.

2. X€p(A) et RN\, A)z = Ryx, Ve € E .

Démonstration. 1. Soit A € C telle que Re(A) > w. Il est facile de voir que Ry est un
opérateur linéaire.

De plus , pour tout s > 0 et x € E, on a

e T (s)z|| < e BT (s)| ||
< e BeMspres ||z

_ Me_(Re()‘)_w)s”l’H.
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ce qui entraine alors que

[Racl < [ e T(s)alds
0

< M||x||/ e~ (Be(MN)—w)s g
0

M
= — A E.
Re(N\) —w Il v €

Il s’ensuit alors que R, est un opérateur linéaire borné sur E et que

M
R < ——7F——.
I8l < Re(\) —w
2. Pour tout x € Eet h >0, on a:
T — 1 [ 1 [
(h) Bz = Roz = —/ e MT (s + h)xds — —/ e T (s)xds.
h h /o h /o
eAh OO —As 1 OO —As
= — e T (s)xds — — e T (s)xds.
hJn h Jo
Y

00 h 1 00
= —(/ e MT(s)xds — / e MT(s)xds) — —/ e T (s)xds.
h " Jo 0 h Jo

A1 o A h
= ( )/ e MT(s)xds — — [ e T (s)xds.
h " Jo hJo

Par passage a la limite quand h — 0", on obtient que

lim T(h)R)\l' — R)\l’

h—0+F h B /\RAJ: -

Donc Ryx € D(A) et que AR\x = ARyx — x,Vx € E c’est a dire :
(M —A)Ryx = x,Vx € E.

Soit x € D(A), alors d’aprés le théoréme (1.5) assertion ¢) on a

d —As )\ ps —)\si
ds<€ T(s)x) = —de T(s)x +e dST(s)x

= e MT(s)x + e MT(s)Ax.
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Il vient alors que

R,\A:C:/ e MT(s)Axds
0

:/ i(e_)‘sT(s)x)der/\/ e~ MT(s)xds
o ds 0

= [e™T(s)z]° + AR\

= —x + AR)\x.
Ce qui entraine alors que AR \x — RyAx = x, c’est a dire
R\(M — A)x =z, Vz € D(A).

Donc ()\[ — A)R,\ = ID(A) et R)\()\[ - A) = ID(A)~
[

Proposition 2.1. Soit (T'(t))i>0 un Co-semi groupe sur E de générateur infinitésimal A

et sotent w > 0 et M > 1 telles que :

IT(t)| = Me™, ¥t <0 .

Alors pour tout X € C telle que Re(\) > w et pour tout x € D(E) on a
ARN, A)x = R(\, A)Ax.

Démonstration. Pour tout ¢ > 0 et tout x € D(A) on a :
fot e T (s)xds — fOJrOO e T (s)xds sit — 400

et A(fg e MT(s)xds) = fot e T (s)Axds — f0+oo e T (s)Axds si t — +oo.

Comme A est un opérateur fermé, alors :
ARN, A)x = A(/ e)‘ST(s):cds> = / e T (s)Axds = R(\, A)Ax.
0 0

D’ou le résultat. [
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2.2 Théoréme de Hille-Yosida pour les Cj-semi groupes
de contractions :

Définition 2.4. [2] Soit (T(t))i>0 un Co-semi groupe sur E.
1. (T(t))e>0 est dit uniformément borné s’il existe M > 1 telle que : ||T(t)|| < M, ¥Vt >
0.
2. (T(t))i>0 est dit un Co-semi groupe de constraction si ||T(t)|| < 1,¥t > 0.
Théoréme 2.2 (Hille-Yosida). [2] Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal
d’un Cy-semi groupe de contraction (T'(t))i>o sur E si el seulement si :

1. D(A) = E et A est un opérateur fermé.

> =

2. 10, +00[C p(A) et pour tout A >0 on a : ||[R(\A)|| <

Démonstration. (condition nécessaire)

Si A est le générateur infinitésimal d’'un Cy-semi groupe de contraction alors d’aprés le
lemme (2,1), on & : D(A) = E et A est un opérateur fermé.

D’autre part, il vient du théoréme (2.1) que pour A > w =0, on a: A € p(A) et pour tout
v €E: R\ A)x=Ryx = [;° e T (s)uds.

Ce qui entraine alors que

IR, Al = | / T (s)eds|

< / 6_/\S||T(S)ZE||dS
0

</ eMlzllds (car | T(s)],< 1¥s > 0)

0
< @, Ve e b.
1
Donc [|[R(A, A)|| < X d’ou la résultat .
O

Pour montrer que les conditions 1 et 2 du théoréme (2.2) sont suffisantes pour que
A soit le générateur infinitésimal d'un Cy-semi groupe de contraction (7'(t));>o on aura

besoin de démontrer les lemmes suivants :
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Lemme 2.2. Soit A un opérateur linéaire sur E vérifiant les conditions du théoréme (2.2).
Alors lim AR\, A)z = z,Vx € E.

A—00
Soit x € D(A), alors

[IAR(A, A)z — z|| = [[AR(A, A)z|
= ||R(\,A)Az|| daprs la proposition (2.1)
< [[R(A, A) |||

_ sy

;N —0, st A— +oo.

Il s’ensuit alors que R lim AR\ A)z = z,Vo € D(A).

—r400

Comme D(A) = E et |AR(N, A)|| <1, (AR(X, A)) est un opérateur uniformément borné )
alors il en résulte que R lim AR\ A)z ==z,Vz € E.

—+00

Définition 2.5. Pour A > 0, on appelle approximation de Yosida de ['opérateur linéaire

A Dopérateur
Ay = MR\ A) = NR(\, A) — AL (2.2)
Remarque 2.1. (A\] — A)R(\, A) = I ce qui entrene que
AR(MNA) — AR(NA) =1,

donc

AR(X, A) = AR(\, A) — 1,

d’on

AAR(M, A) = A2R(\, A) — M.

Lemme 2.3. Soit A un opérateur linéaire satisfaisant les conditions 1) , 2) du théoréme

(2.2) si Ay est Uapprozimation de Yosida de A alors :

lim Ayx = Az,Vx € D(A).

A—00




2.2. THEOREME DE HILLE-YOSIDA POUR LES Cy-SEMI GROUPES DE
CONTRACTIONS : 32

Démonstration. Soit x € D(A) d’aprés le lemme (2.2) on & :

lim AR, A)Az = Ax.

A——+00

Il s’ensuit alors que : lim Ayx = lim AR(\, A)Ax = Az ( d’aprés le proposition (2.1)).
A—400 A—+400
[

Lemme 2.4. Soit A un opérateur linéaire sur E satisfaisant les conditions 1), 2) du
théoreme (2.2) et soit Ay Uapprozimation de Yosida de A alors Ay est le générateur
infinitésimal du semi-groupe uniformément continu de contractions (e!*);>o. De plus,
pour tous x € E et A\, > 0,

on a:

e — || < t||Aye — A

Démonstration. De la formule (2.2) de la définition de A, , il est clair que A, est un
opérateur linéaire borné sur E', donc d’aprés le lemme (1.1), A, est le générateur infinitésimal

du semi-groupe uniformément continu (e/1*);5q . De plus que pour tout ¢ > 0 on a

HetAA H _ Het/\QR()\,A) % eft/\IH

IN

_ 2 _ _
e tAHet)\ R()\,A)H? (6 tAL e tAI)

_ 2
< eV IROA)]

<e e =1 car|R\A)| <

>/I+—‘

1l résulte alors que (e'*);>q est un semi-groupe uniformément continu de contraction sur
E.

Il est facile de voir & partir de la définition que pour tout A\, u > 0, Ay et A, et e et

tAL

e*» commutent entre eux . Il en résulte alors que pour tout r € E

et — el = | [ AL )

< o tsAy t(1—s)Ay d

< [ enbas
1

< / et =D 4y — A Valds
0

<t|[(Axz — A,)x|| carHetSAkH <1 et Het(l_s)A“H < 1.
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La suit de démonstration du théoréme (2,2).

Démonstration. (Conditions suffisantes) Soit z € D(A) alors pour tous A\, u > 0 on a

||etAAx — ety

| < t]| Az — Az (2.3)

< t|Axz — Azx|| + t||Ax — Az|| (2.4)

il vient de I'inégalité (2.3) et du lemme (2.3) que pour tout x € D(A), e * converge
quand A tend vers +oo et la convergence est uniforme sur les intervalles bornés .

Posons ,\Egoo ety = T(t)x, Vo € D(A) (critére de Cauchy uniforme dans £(X)) .
Comme D(A) est dense dans E et |[e]] < 1,Vt > 0 ( e est uniformément borné )

alors

lim g =T(t)z, Vo € E. (2.5)

A—s+o0
La limite dans la formule (2.4) est uniforme sur les intervalles bornés. De la formule (2.5)
on voit que T(0) = I,T(t +s) = T(t)T(s),Vt,s > 0 et ||T(t)]] < 1,Vt > 0. De plus
t — T(t)x est continue pour ¢t > 0 car : limite uniforme de fonction continue t — T'(t)x
ansi (T'(t))i>o est un Cp-semi-groupe de contraction sur E. Pour conclure, il nous reste a
montrer que A est le générateur infinitésimal de (7°(¢))>0 -
Pour cela, soit x € D(A) en utilisant la formule (2.4) et le théoréme (1.5) et compte tenu

de la convergence uniforme de e Ayx vers T'(t) Az sur les intervalles bornés on obtient

T(t)r —x = lim ("2 — 1) (2.6)
A—+00
¢
_ sAN
—/\1_1}1100 i e Ayxds (2.7)
¢
:/ lim e*™Ayzds (2.8)
o A—+too

= /tT(s)Amds. (2.9)

Soit B le générateur infinitésimal de (T'(t))o<; et soit z € D(A).

En divisant la formule (2.8) pour ¢ > 0 et en faisant ¢ tendre vers 0", on voit que x € D(A)
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et on a:
Bx = lim T(t)x — L
t—0+ t
t
= lim — T(s)Azds
t—0+ 0
= Ax.

Ce qui entraine alors que D(A) C D(B) et Ax = Bx,Vx € D(A), comme B est le
générateur infinitésimal de (7'(t))o<: qui est de contraction alors D’aprés la condition
nécessaire on a 1 € p(B), d’autre part puisque A vérifie 2) du théoréme (2.2) alors 1 € p(A)
mais puisque D(A) C D(B) et Ax = Bx,Vx € D(A) on a :

(I —B)D(A)=(I—-A)DA)=FE (car I—A est surjectif),

ce qui entraine alors que D(B) = (I — B)"'E = D(A).
Dou A=HB.

Comme conséquence de théoréme (2.2) de Hille-Yosida, on obtient :

Corollaire 2.1. Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi groupe de contractions

(T'(t))e>0 et soit Ay Uapprozimation de Yosida de A alors :

T(t)r = lim e“a,Va € E.

A—>r 400

Démonstration. 11 vient de la démonstration du lemme (2,4) que ()\ lim '), deéfinit
—+00 -
un Cy-semi-groupe de contractions (S(t)):>o dont le générateur infinitésimal est A d’aprés

le théoréme d’unicité de 'engendrement nous permet donc de conclure que :
T(t) = S(t),vt > 0.

O

Corollaire 2.2. Soit w > 0. Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un
Co-semi groupe d’approzimation (T(t));>o vérifiant || T(¢)|| < e, Vt > 0 si est seulement

st :
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1. D(A) = E et A est fermé.
1

2. ]w,—l—oo[C p(A) et pour tout X > w on a : ||R<)‘aA)|| < \

V> 0.
w
Démonstration. Découle de théoréme (2.2) de Hille-Yosida appliqué au semi-groupe de
contraction : S(t) = e ™ T(t) Vt >0 et du générateur infinitésimal :

B=A—wl et pour A —w > 0.

2.3 Théoréme de Lummer-Philips

Le théoréme de Lummer-Philips, nommé aprés Gunter Lummer et Ralph Phillips est
un résultat de le théoréme de semi-groupe fortement continue qui donne une condition
nécessaire et suffisante pour un opérateur linéaire dans un espace de Banach pour générer
un semi-groupe de contraction.

Notons par X’ le dual de 'espace de Banach X et pour f € X' et x € X, on note f(z)

par < f,x >. Pour tout x € X on pose

F(z) ={f € X'":< fiz >= ||z = | fI*},
par le théoréme de Hahn-Banach F(z) # @ pour tout x € X.

Lemme 2.5. [1/ Un opérateur linéaire A est dissipatif si et selement si pour tout X €

D(A) il existe f € T'(x) telle que Re < f, Az >< 0.
Théoréme 2.3. (Lummer-Phillips)[6)] Soit A un opérateur a domaine D(A) dense dans
X.

1. Si A est dissipatif et s’il existe \g > 0 telle que Im(Nl — A) = X alors A est le

générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction sur X.

2. Si A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contractions (T'(t))i>o sur
X alors Im(AoI — A) = X pour tout A\g > 0 et A est un opérateur dissipatif de plus
pour tout x € D(A) et tout f € F on a Re < f, Az ><0.

Démonstration. Soit A un opérateur linéaire & domaine D(A) dense dans X.
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1. Supposons que A est dissipatif et qu’il existe Ay > 0 tellque Im (Al —A) = X. Alors
d’aprés Iassertion 2 de la propositions (1.2) Im(A — A) = X pour tout A > 0,
10, 00[C p(A) et |R(A, A)|| < 5 pour tout A > 0, d’autre part (\o] —A)~* est borné
donc fermé ce qui entraine alors que \gI — A est aussi fermé et donc A est fermé. 11
vient alors du théoréme de Hille-Yosida que A est le générateur infinitésimal d’un

Co-semi-groupe de contractions sur X.

2. Supposons que A est le générateur infinitésimal d’un Cyy-semi-groupe de contractions
(T'(t))e>0 sur X, alors d’aprés la théoréme de Hille-Yosida on a
10, 00[C p(A) et donc Im(AgI — A) = X pour tout A > 0. De plus pour z € D(A)
et f€ F(x)ona:

| < £, Tz > [ < [IFIIT@)]
< [IAHZ @1

< I fllll=ll = [l=]®
ce qui entraine alors que :
Re| < f,T(t)x —x>|=Re| < f,T({t)x > | — ||z]* <0

il s’en suit alors que :

T(t)r —x <0

Re < f, Ax >= Re| < f, lim > | <
t—0+ t

ce & étant pour tout x € D(A) et pour tout f € F(x).
On déduit alors du lemme (2.4) que A est un opérateur dissipatif ce qui achéve la

démonstration du théoréme.




CHAPITRE 3

(QUELQUES APPLICATIONS DE LA THEORIE
DES SEMI-GROUPE AUX EQUATIONS

D’EVOLUTION

3.1 Notion de résolvant pour I’équation différentielle

linéaire a valeur de R"

3.1.1 Equations différentielles linéaires

Définition 3.1. Soient I un intervalle de R, & un espace de Banach. On appelle équation

différentielle lincaire toute équation différentielle du type

y(t) = AR)y(t) + B(2). (3.1)

o A: 1 — M,(R) et B:1— R" sont des fonctions continues.
Définition 3.2. Soient (to,yo) et u € R x E, on appelle probléme de Cauchy relatif au
couple (to,yo) et a l’équation (3.1) la recherche de solution de (3.1)

p: I CR— E telle que (ty) = yo-

Théoréme 3.1. Pour tout tg € I et tout yo € R”, il existe une unique solution y de (3.1)

définie sur I telle que y(ty) = yo.

3.1.2 Equation homogéne

On appelle équation homogéne (ou équation sans second membre ) associée a I’équation
(3.1) I’équation
Y = Ay, (3.2)
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Lemme 3.1. L’ensemble S des solutions de l’équation (5.2) sur I est un espace vectoriel

de dimension n.

Définition 3.3. On appelle systéme fondamental de solution de I’équation homogéne (3.2)
une base de [’espace vectoriel des solutions de [’équation.

Soient p1, pa, ..., @, des solutions de l'équation (3.2) on dit qu’elle sont linéaires et indépendant
si et seulement si VA1, Ag,...; Ap € R /A1 (t) +Xaa(t) ...+ Apipp(t) = 0p, VE € I alors :
AM=X=...=)=0.

Définition 3.4. Cas ot E = R™. Soit (e;)!, la base canonique de R™. On appelle matrice
fondamentale de [’équation (3.2) relativement a la base (e;)!_, la matrice dont les colonnes

sont des solutions linéairement indépendantes
(

o1 [ — R”
sotent < - solution linéaire indépendantes de [’équation.

O I — R"

\
Donc on définit la matrice fondamentale @(t) = (¢1(t), p2(t), ..., on(t)) par la formule
suivante

o11(t) ©11 - Pin
p1(t) = : SOt = :

Définition 3.5. La matrice fondamentale @(t) tel que P(tg) = Irn est appellée résolvant
de léquation (3.2) et on la note ®(t) = R(t,1o).

Proposition 3.1. Toute matrice fondamentale est une solution de ’équation matricielle

(3.2) .

Proposition 3.2. La solution ¢ de 'équation (3.2) telle que p(ty) = yo est égale a
R(t,t())yo .

Démonstration. Soit : to € I, ¢ : I —R" ¢(ty) =yo € R" et ¢ : I — R"™ avec
U(t) = R(t,to)yo -
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Montrer que 9 est une solution de (3.2)

P'(t) = (R(t, to)yo)’
= R'(t, t0)yo
= A(t)R(t, to)yo
= A(t)y(t),

et ¢(t0) = R(to, to)yo = _[Rnyo = Yo -

Donc 1) est une solution de (3.2) avec ¥(tg) = yo alors d’aprés 'unicité en deduit que

U(t) = ¢(t) = R(t, to)yo.

Proposition 3.3. Soient t,s,r 3 points de I alors :
i) R(t,t)=1d , YVt el
i) R(r,s)R(s,t) = R(r,t) pour tout (s,t,r) € I3
i) R(s,t)™' = R(t,s), pour tout (s,t) € I*.
i) (t,to) — R(t,ty) est continue.

v) La fonction U : t — R(tg,t) est l'unique solution de ’équation différentielle

U'(t) = A@)U(t) dans L(R™) telle que Ul(ty) = I.

3.2 Solution d’une équation non homogéne ( Methode
de variation de la constant )

Proposition 3.4. Soit y'(t) = A(t)y(t) + B(t) une équation différentielle linéaire, la

solution de cette équation telle que ®(ty) = yo est :

D(t) = R(t,to)yo + /t R(t,s)B(s)ds,

to

avec R(t,t0)yo la solution de l’équation homogeéne et fti R(t,s)B(s)ds est la solution particuliére

de [’équation.
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La solution générale de I’équation homogeéne est de la forme R(t,to)c ot ¢ est un vecteur

constante de R™.

Démonstration. Soit p(t) = R(t,to)c(t) pour que ¢ soit une solution de I’équation (3.1) il

faut que
¢'(t) = Al)p(t) + B(t).
On a

¢'(t) = R'(t,to)c(t) + R(t,to)c (t),

() = A(t)R(t, to)c(t) + R(t, o) (t)
= A(t)e(t) + B(1),

avec R(t,to)c (t) = B(t) et R(to,t)R(t,to)c (t) = R(to,t)B(t) alors ¢(t) = R(ty,t)B(t)

c(t) — cto) = / R(to,t)B(s)ds

to

c(t) = yo —i—/ R(t,s)B(t)ds.

to

Par conséquent

p(t) = R(t, to)c(t)

= R(t, to)yo + R(t, 1) /t R(t,to)B(s)ds

= R(t, to)yo + R(t, to)R(to, S)B(S)ds

to

= R(t,to)yo + /t R(t,s)B(s)ds.

to
[
Proposition 3.5. Supposons que pour tout (s,t) € I?, on ait A(s)A(t) = A(t)A(s). Alors

la résolvante de l’équation (3.2) est donnée par

R(t, tg) = eXp(/ A(s)ds). (3.3)

to
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Cas particuliers importants :

1. 8i A est une fonction constante , i.e. siVt € I, A(t) = A € M,(R)) alors

V(t,to) € I%, R(t, o) = expl(t — to).A].

2. Naturellement, la commutativité du produit A(t)A(s) est toujours vérifiée en dimension

1. On a donc ['expression systématique de la résolvante en dimension 1 sous la
forme précédente. Autrement dit, la solution du probléme de Cauchy y = a(t)y

avec y(to) = x ot a: I — R est une fonction continue, est donnée par

y(t) = exp(/t a(s)ds)z.

to

3.3 Les équations d’evolution semi linéaires

Dans cette section nous donnons quelques applications de la théorie de semi-groupe a
la résolution des équations d’evolutions, plus précisément on étudie le probléme de Cauchy

abstrait de la forme :

y'(t) = Ay(t) + f(t.y(t),  te(0.d] (3.4)

avec la condition initiale

y(0) = yo (3.5)

ou f :[0,a] x E — E est une fonction donné a valeur dans 'espace de Banach F et
A: D(A) C E +— E est un opérateur linéaire fermé de domaine danse dans E qui est le
d’opérateur linéaire bornés.

générateur infinitésimal d’un Co-semi groupe (7'(t)),

3.4 Solution mild

On va introduire dans ce travail la solution mild de probléme (3.4), (3.5) et on va

montrer 1’existence.

Définition 3.6. [2] On dit que la fonctiony : [0,a| — E est une solution mild du probléeme
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(3.1) et (5.2) siy satisfait I’équation intégrale

y@zT@%+[Twﬂvumm@, vt € [0, (3.6)

Soit (T'(t))e>0 un Co-semi groupe engendré par A et y est une solution de (3.1) et (3.2),
alors la fonction g(s) = T(t — s)y(s) est différentiable pour 0 < s <t et

T59(8) = —AT(t = s)y(s) + T(t = 5)y'(s)
=T(t —s)(Ay(s) + f(s)) — AT(t — s)y(s)
=T(t—s)f(s).

De plus, si f € L([0,a], E) il vient que T(t — s)f(s) est intégrable (au sens de Lebesque)

puisque :

1Tt = s)f(s)l|e < M| f(s)]le
/||Tt—s ||Eds<M/ 1£(s)|| eds

< M| fllLro.a,2)

par conséquent : .
gw—mm—ATwﬂv&mmw
WFW@+A%WﬂV@MW®

et
g(0) =T(t - 0)y(0) =T (t)yo

g(t) =T(t = t)y(t) = y(1)

alors : g(t) = y(t) et g(0) =T (t)y donc

y@ZT@m+AT@4V@MW®WGMM

On s’intéresse dans cette partie & montrer que le probléme (3.1) et (3.2) admet une

solution avec des conditions sur la fonction f.
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Définition 3.7. Soient J = [a,b] , E un espace de Banach et soit la fonction

fiJxE—E

(t,y) = f(t,y)

f est dite Carathéodory si :

i) pour tout y € E

floy):J—FE
t= fLy)t) = f(ty),

est une fonction mesurable.

ii) Pour toutt € J:

fit,): E—FE
y—= [t )(y) = fty),

est une fonction continue.

i) Il existe k > 0 et o, € LY(J,R") tell que pour tout y € R avec ||y|| < k :
If(t, )|l < @x(t) presque partout dans J.

Alors Uapplication f est dite L'-carathéodory.
Assumons que les hypothéses suivantes sont vérifiees
Hy) f est L'-Carathéodory.
H,) Il existe une constante M > 1 telle que : ||T(t)||pE) < M.

H;) Il existe une fonction p € LY (J,RT) telle que : || f(t,y) — f(t,9)]| < p(t)|ly— gl pour
tout y,y € (C([0,al, E).

3.4.1 Existence de solution mild

Théoréme 3.2. Supposons que les hypotheses Hy), Hy) et Hs) sont satisfaites.

Alors les problemes (3.1) et (3.2) admet une solution "mild" unique.
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Démonstration. Soit I = [0,al, on transforme le probléme d’existence de solution en un
probléme du point fixe (Approche de la contraction de Banach ) pour cela on considére

lopérateur

N:C(I,E) — C(I,E)

y s N(y(t) = T(t)o + / T(t — 5) (s, y(s))ds.

Il est clair que les points fixe de 'opérateur N sont des solutions de probléme (3.1) - (3.2).

Montrons que N est un opérateur de contraction. En effet, soient y,y € C(I, F)
t
N(y(t) = NG = [ T(e=9)[(s.9(9) = Fls. ()]s
D’ou

viel [N@)®) - N@@)| < / IT(t = )L 1 f (5. 9(5)) — F(s.5(5))ds
<M / 9 ly(s) — 7(s)|ds

< Msup [ly(t) = @) ||l
teJ

d’ou

sup [| N(y)(1) — N(g)(1)]] < Msup ly(&) = g(@)l[plL:

tel

alors

IN() = N@)lloo < Mlpllelly = ¥l

considérons maintenant la norme ||.||; définie sur C(/, E) par
lylls = sup e ™|y (B)]],
teJ
ou P(t) = [ p(s)ds et 7 > M.
Les normes ||.|[o et ||.||1 sont équivalentes

"Nylles < llylls < llylloe.
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On a

y(t) = "W Oy 1)) = y(t) < Ve O y(t)]]

= sup |ly(@®)|| < "D supe O |y(1) ||
teJ teJ

= ¢ Oyl < ly@)h < Iyl

Alors pour tout t €

INWE) ~ N@) 0l < M / 9lly(s) — g(s) s
<0 [ pls)el Oy ) — g5

<M / p(5)ePOly — gl ds
0
1
< Mlly — gl

< —||y (e —1)
M

T
D’()l\]

INW)E) ~ NG < -y — 5l

donc N est un opératour de contraction pour tout 7 > M, alors 'opérateur N admet un

point fixe que est la solution des problémes (3.1) et (3.2).

3.5 La solution intégrale

Soient J =[0,T] et E=R.

On considérons le probléme de Cauchy suivant

du
== Au(t) + f(t,u(t)) teJ (3.7)

u(0) = wo,
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dans cette section, nous discutons I'existence de solution intégrale du probléme (3.7) dans
le cas ot A est un opérateur satisfait les conditions de Hille-Yosida de domain nondense
défini sur R, générant un semi-groupe intégré (S(t))o<; sur R.

Considérons d’abord 1’équation suivante avec la condition initiale

u = Au(t) + h(t), teJ,

u(0) = wuo.

Théoréme 3.3. [1] Soit h : J — R une fonction continue alors : pour tout ug € D(A),

il existe une solution continue unique u : J — R telle que
i) fotu(s)ds € D(A) pour tout t € J.
g t t
i) u(t) =ug+ A [y u(s)ds + [, h(s)ds, t € J.
i) |u(t)] < Me™ (Juo| + fot e " |h(s)|ds),t € J.
de plus, par la méthode de variation de la constante la fonction u est donné par :

t

u(t) = S (t)ug + % i S(t—s)f(s,u(s))ds, te.. (3.8)

Soit By = AR\, A) := A\ — A)~! (voir [§]) alors pour tout uw € D(A), Byu — u quand
A — oo et d’apres les conditions de Hille-Yosida (avec n = 1) il est facile de voir que

lim |Byu| < M|u|, comme
A—+o00

MA

A—w’

Bl = MM = A)| <

donc R lim |By\| < M , égalment si u est donné par (3.8)
—+00

alors :
u(t) = §'(thug +  lim [S'(t = 5)Bah(s)ds, t € J.

Définition 3.8. [J] On dit que le semi-groupe {S(t)}i>0 est compacte si 'opérateur S(t)

est compact pour tout t > 0.

Nous considérons les hypothéses suivantes :
H;) f est Carathéodory.

H,) 1l existe une fonction continue p : R — R* telle que :

I f(t,w)] < p(t)(1+]y|l) pour tout t € Ret u € E.
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Avec [} e="*p(s)ds < cc.
Hs) L’opérateur S'(t) est compact dans D(A) pour tout ¢ > 0.

P1) A satisfait les conditions de Hille-Yosida c’est a dire il existe M > 0 et w € R telle

que |w, +00[C p(A) et

(M —A)™" < pour ne€N e \>w,

(A —w)"

avec p(A) est lensemble résolvant de A.

P3) Le semi-groupe(S(t)):>o est exponentiellement borné.

Il existe deux constantes M > 0 et w > 1 tellzs que

IS(H)|| < Me™* vt > 0.

3.5.1 L’existence de solution intégrale

Dans la suite on va introduire la solution intégrale du probléme (3.7) et on va montrer
I’existence de cette solution, avant de commencer et de prouver, nous donnons la définition

d’une solution intégrale.
Définition 3.9. [10/ On dit que la fonction u : J — R est une solution intégrale de (3.7)
st :
i) ueC(J,R).
ii) [ u(s)ds € D(A) pour tout t € J.
i) u(t) =uo + A [ u(s)ds + [) f(s,u(s))ds te€J.

D’aprés la définition il s’ensuite que u(t) € D(A) t > 0 en particulier uy € D(A) de plus

u satisfait I’équation suivant :

u(t) = S'(t)uo + %/0 S(t—s)f(s,u(s))ds teJ

On remarque que, si u satisfait (3-8),

alors : u(t) = S'(t)uy + R thrrl fot S'(t — s)Byf(s,u(s))ds,t € J.

Théoréme 3.4. [10] supposons que les hypothéses(Hy)—(Hs) et et (Py), (Py) sont satisfaites
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et :
T
Mewt/ e “p(s)ds < 1,
0
alors les problémes (3,7) admet au moine une solution.

Démonstration. On transforme le probléme (3.7) en un probléme de point fixes (approche
de Shaefer).

Considérons 'opérateur
Q:C(J,R)— C(J,R)
définie par
(Qu)(t) = S"(t)uo + % fg S(t—s)f(s,u(s))ds, t € J
Les points fixes de @ sont des solutions pour le probléme (3.7) car :

u* est un point fixe de @), car :

si Qu* = u* alors :

Qu' =u" &Vt e J Qu*(t) = u*(t)
s Vte Ju = 5"(t)u + %/t S(t—s)f(s,u(s))ds
0

S u' est une solution de problme (3.7).

Par conséquent on rameéne le probléme d’étute d’existence de solution & un probléme du
point fixe.

Soit r un nombre réel positive avec

1 — MevT [[e~wsp(s)ds

La preuve sera donnée en plusieurs étapes.

étape 01 ) @ est continue.

Soit {uy}ren une suite telle que uy — u dans C(J,R) et pour tout ¢ € [0,k on a :

I(@Qui)(®) — (QuIOI < 15, | S(t = 5)(7(svua(s) = (s, u(s))s]

SMMAﬁ”W@W@%ﬂM@Mw
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Si on pose f,,(t) = f(t,u,(t)) alors f,(.) = f(.,u,(t)) donc :

foniJ —R
t= (fu())(E) = fult) = f(t, un(t))

on a f,(t) — f(t) ¢a provient du fait que u,, — u et comme f est Carathéodory
donc f est continue par rapport & la deuxiéme variable, et

@ < P(t)(1 + |lu|)) done, on peut appliquer le théoréme de la convergence
dominé de Lebesgue. Alors ||Q(ux) — Q(u)|| — 0 quand & — +oo

étape 02) Q(B,) C B, avec B, = {u € C(J,R), ||u||oc <7}
Soit u € B,,t € J.

Q)01 = 15O+ 5 [ S = s)5(s,u(s)as
< Me""ug+ Me" (14 7) /t e "p(s)ds

alors on a

\@M@Kﬂwﬂw+ﬂ+ﬂlew%@%)

Me*T (ug + 1) )
1 — MevT [ e=wsp(s)ds

<r (car r>

donc |Q(u)| < r cela prouve que @ transforme la boule B, dans lui méme c’est a
dire (Q(u)(t)) € B, = Q(B,) C B, , donc @ est bien définie.
Par I'étape 2 on a Q(B,) = {Q(u),u € B,} C B, est borné. Alors Q(B,) est borné
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étape 03) (equiconténuité ) Soit t1,ty € J et u € C(J, D(A)) avec t; > to

t

|Q(u)(t2) — Q(u)(t2)] <[5 (2)uo — ' (E1)uol + | lim S(tz — s)Byf(s, u(s))ds

A—> 400
t

— lim S(ty — s)Baf(s,u(s))ds|

A—r+o0 0
t1

< |S'(t2)ug — S'(t1)uo] + | lim [S'(ta — s) — S'(t1 — s)]

A—>r+o0 0
to

By f(s,u(s))ds| + ]/\ lim S(ta — s)Baf(s,u(s))ds]|

—r+o0 t

comme t; —» t9 alors |Q(u)(ty) — Q(u)(t1)| — 0 puisque S(t) est continue.

étape 04) Il reste maitenent & montrer que I'ensemble ¢ = {u € C(J, D(A)),u = ANu pour
tout A € [0, 1]} est borné.
Soit u € £ alors u = ANw pour certaine A tell que A € [0, 1] donc pour chaque t € J

on a .

u(t) = MS'(t))uo + % /0 S(t—s)f(s,u(s)ds)

d’aprés (Hy) pour chaque ¢t € J on a :

u(t)] < 15" Opuoll + |1 / S(t — ) (s, u(s))ds]|
< 18" (Buoll + % / S(t — $)p(s)(Jull + Dds]
guOMewT+MewT(1+||u||)/0 “p(s)ds

¢
= Me"T(ug + 1) + Me" T ||uy|| / e "ds
0

donc
MewT(uo + 1)
lull < -
1 — MevT [ e~wsp(s)ds

Y

donc £ est borné.

Alors @ admet un point fixe qui est la solution du probléme (3.7).
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Résumé

Nous etudions dans ce mémoire certaines propriétés des semi-groupe engendrés par
des opérateurs linéaires non bornés et les opérateurs dissipatif et m-dissipatif . Notament
les Cy-semi-groupes et les semi-groupes intégrés . Un resultat trés important concernant
les Cy-semi-groupes, il s’agit du célébre théoréme de Hille-Yosida (1948) et Philips dans
(1952).

D’un autre coté nous présentons plusieurs résultats d’existence d’équations d’evolutions

semi-linéaire. Ces resultats ont été obtenus par 'utilisation de points fixe.
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