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INTRODUCTION

‘objectif de ce travail est de présenter des résultats d’éxistence et
d’unicité des solutions de quelques problémes aux limites pour les
équations différentielles implicites non linéaire & dérivée fractionnaire au
sens de Caputo et au sens de Hadamard.
Tous les problemes étudiés sont considéres dans un espace de Banach.
La technique utilisée c’est de ramener 1’étude de notre probléeme a la re-
cherche d’un point fixe d’'un opérateur intégral convenablement construit.
Parfois il y a intérét a réduire la résolution d’un probléme aux limites a
la résolution d’une équation intégrale.
Dans ce mémoire on va expliquer comment un probléme aux limites
peut s’écrire via une fonction de Green, comme une équation intégrale.
C’est pourquoi, la question de prouver I’éxistence des solutions d’un pro-

bléme aux limites se réduit a prouver 'existence de solution d’une équa-



TABLE DES MATIERES 9

tion intégrale.Pour cette raison,en appliquant des théorémes de point fixe
tels que le théoréeme de Banach, Schauder et de Leray-Schauder. Etant
donnés un ensemble M et un opérateur 7' : M — M, ces théorémes

donnent certaines conditions sous lesquelles 7" admet un point fixe dans
M.

La théorie du point fixe est au coeur de l'analyse non linéaire ap-
pliquée aux équations différentielles et intégrales puis qu’elle fournit les
outils nécessaires pour avoir des théorémes d’existence dans beaucoup de
problémes non-linéaires différents. Les théorémes du point fixe sont les
outils mathématiques de base en montrant 1’existence des solutions dans
divers genres d’équations.

Ce mémoire est composé de trois chapitres.

Dans le premier Chapitre (intitulé "Préliminaire"), nous don-
nons notations, définitions, quelques concepts sur le calcul fractionnaire
consérnant la dérivée de Caputo et de Hadamard, et dans la derniére sec-
tion on donne quelques théorémes du point fixe (Le théoréme du point
fixe de Banach, Schauder, Leray-Schauder ).

Le deuxiéme chapitre est consacré a quelques notions de base
concernant les questions d’existence et d’unicité de la fonction de Green
et aussi nous illustrant par quelques exemples la réducation d'un pro-
bléme aux limites a une équation intégrale.

Dans le troisiéme chapitre nous présentons deux applications pour
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illustrant 1’éxistence et 'unicité des solutions du probléme aux limites
d’équations différentielle fractionnaire implicite non linéaire.
Dans la premiére application nous examinons l'existence et I'unicité

de solutions au probléme aux limite suivant :

“D%(t) = f(t,y(t),” D(t)),pour tout t € J=1[0,T), T >0,1<a<2,
(1)
y(0) = yo, y(T) = y1, (2)

ol “D® est la dérivé fractionnaire au sens de Caputo, f : I XRXR — R

est une fonction donner et vy, 11 € R.

La deuxieme application présente une étude de I'existence et 'unicité

de probléme aux limite suivant :

ADoy(t) = f((t,log(t)) ™ y(t),” D(t)), pour toutt € J; :=[a,b], 0 < a < 1,
(3)
b
y(a) + )\/ y(t)dt = y(b),1 < a < b, (4)

ot 7D est le dérivé fractionnaire de Hadamard, f: J x R x R — R est

une fonction continue donnée et A € (0, +00).

Enfin on termine ce mémoire par une conclusion du travail efectuée.
Mots clés : probleme aux limites, la dérivée fractionnaire au sens de

caputo, la dérivée fractionnaire au sens de Hadamard , espace de Banach,
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point fixe.



Chapitre 1

Preliminaire

Dans ce chapitre nous présentons des notations, définitions est des
théorémes utilisés dans ce mémoire.
Soit C' = (J =: [0, T],R) Tespace de Banach des fonctions continues de

J vers R muni de la norme :

1Yl = sup{lly(@®)] - t € J}.

LY(J) désigne la classe des fonctions intégrable de Lebesgue sur I'inter-

valle J =: [0, 7], muni de la norme :

lullz, = /J () dt.

Définition 1.1. Soit E un espace de Banach et T : E — E un opéra-

teur.

1. T est dit continu si pour toute suite (x,)neny dans E tel que

(Tn)nen converge vers x dans E, la suite (Tx,)nen converge vers
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Tx.

2. T est dit compact, si pour tout borné B de E, T(B) est relative-

ment compact.

3. T est dit complétement continu si T' est continue et st ['tmage

de tout borné B de E est relativement compact.

Définition 1.2. Soit M un sous ensemble de C(J,R).

1. M et dit équicontinu si est seulement si :
pour tout € > 0,1l existe & > 0, pour tout t1,ty € J :
[t1 = tof| <6 = [|f(t1) — f(L2)|| <&, pourtout f € M.

2. M est dit uniformément borné si et seulement si :

il existe ¢ > 0 : ||f(t)]| < ¢ pour tout t € J et pour tout f € M.

Théoréme 1.1. ([13])(Ascoli Arzela) Soit C(J,X) lespace des fonc-
tions continues d’un intervalle compact J dans R de [’espace de Banach
X, M un sous ensemble de C(J,X) est relativement compact si :

- M est uniformément borné.

- M est équicontinu.

Définition 1.3. ([j/) (Convergence dominée de Lebesgue)
Soit (f,) une suite de fonctions de L'. On suppose que

1) fu(z) = f(x) p.p sur Q.

i) Il existe une fonction g € L' telle que pour chaque n,

|fu(2)] < g(z) p.p. sur Q.
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Alors

fe L Q) et | fo— fllzr — 0.

Définition 1.4. Soit (X,d)un espace métrique. Une application T :
X — X est dite Lipschitzienne s’il existe une constante k (appelée

constante de Lipschitz) telle que :
d(T(z), T(y)) < kd(x,y) pour tout x,y € X.

Une application Lipschitzienne avec une constante de Lipschitz 0 < k <

1 est appelée contraction.

Définition 1.5. [|J(Fubini) On suppose que F' € LY(Qq x Qy), alors,

pour présque tout x € €1y,

F(z,y) € L,(Q) et /Q F(z,y)dy € LL(Qy).

De méme, pour présque tout y € o,
F(z,y) € LL() et / F(z,y)dz € L(S).
M

De plus on a :

/ da:/ F(a:,y)dy:/ dy/ F(:c,y)dx:// F(z,y)dxdy.
W Qs 0 0 0y x0Qs
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1.1 Quelques concepts sur le calcul fractionnaire

Définition 1.6. ([10, [12]) L’intégrale fractionnaire d’ordre o € Ry de
la fonction h € LY([a,b],R,) est défini par :

1

Iht) = o / (t — 5)"1h(s)ds,

ot I'(.) est la fonction Gamma.Si a =0 on écrit I*h(t) = h(t) * pa(t),
toc—l

avec po(t) = gy pour t > 0 et a(t) = 0 pourt < 0 et oo — 0(t)

quand o — 0 ou & représente la fonction delta.

Définition 1.7. ([10/)(La dérivée fractionnaire de Caputo) :
La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o > 0 de la fonction

h € LY([a,b],R,) est défnie par :

1

(DM = ey [ (=9 W s

Oun=[a]+ 1. si € (0,1] alors :

c Mo . 1—ad _ t(t_s)iad
(“Dah)(t) = 1, Eh(t) = /a m@h(s)ds-

Proposition 1.1. ([il)]) Soient a, B > 0. Alors on a :
(1) I*: LNJ,R,) — LYJ,R,) et si f € LY(J,R,) alors
1T (1) = IPT° (1) = 1P £ (1)

2) L’opérateur d’intégration fractionnaire 1 est linéaire.
( P g
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(3) IOh(t) = Loh(t) = hi(t) .

(4) La dérivée fractionnaire de Caputo d’une constante est égale a

constante.

(5) “DY est non inverse a droit de IS c-a-d I$DS # 1; mais “Dy1S =

1.
(6) La dérivée fractionnaire de Caputo et de Riemann-Liouville sont
linéazre.
Lemme 1.1. ([10)]) Soit a > 0, alors l’équation différentielle :
“DEh(t) = 0,

admet les solutions :
h(t) =co+ct +ept? + - +cpt" L eRi=0,1,2,--+ ,n—1,
n=la] + 1.

Lemme 1.2. Soit a« > 0 et n = [a] + 1, alors on a :

I“(“Dg f(t)) = f(t) — (t—a)*.

Lemme 1.3. Soit a > 0, alors :

[30D3h(t) = h(t) + co + cit + CQtQ + -+ Cn_ltnil,
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pourc; € Ri=0,1,2,--- . n—1,n=[a]+ 1

Définition 1.8. ([10/)(L’intégrale fractionnaire de Hadamard) :
L’intégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre o € (0, 1] pour la fonction

h:[l,00) = R est définie comme :

aI*h(0) = iy [ ot s

s
ot log(.) = log,(.) et I'(.) est la fonction Gamma.

Définition 1.9. ([10/)(La dérivée fractionnaire de Hadamard) :
La dérivée fractionnaire de Hadamard d’ordre o € (0, 1] pour la fonction

h:[1,00) = R est définie comme :

T Do (t) = ﬁ% ( /1 '(log é)ﬂ@@) |

Corollaire 1.1. ([10]). Soit & > 0 et n = [a] + 1.

Alors Uéquation différentielle (*Dh)(t) = 0 admet les solutions h(t) =
> i1 ci(logt)*™/ pour tout t € J.

Ou c; € R(Z =1,...,n) sont des constantes arbitraires.

En particulier, quand 0 < o < 1, léquation ("Dh)(t) = 0 est vérifice

si et seulement si : h(t) = c(logt)*™! pour tout ¢ € R.

Proposition 1.2. [1(] Soient o, B > 0. Alors nous avons :

(i) gIv: LYJ,Ry) — LYJ,Ry), et si f € LY(J,Ry), alors

aIg I f(t) = TRI°f(t) = 1TV £ (2).
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(ii) L’opérateur d’intégration fractionnaire I est linéaire.

1.2 Quelques théorémes du point fixe

Introduction

Les théorémes de point fixe sont un résultat qui permet d’affirmer
qu'un opérateur T admet sous certaines conditions un point fixe. Ces
théoremes se révélent étre des outils tres utiles en mathématiques, prin-
cipalement dans le domaine de la résolution des équations différentielles

et intégrales.

Un de ces théoréemes est le théoréme de l'application contractante
prouvé par Banach en (1922) dit qu'une contraction d’un espace mé-
trique complet dans lui-méme admet un point fixe unique. Ce théoréme
donne un comportement régulier du point fixe par rapport aux para-
meétres. De plus, il fournit un algorithme d’approximation du point fixe
comme limite d’'une suite itérée. Mais d’une part, montrer que la fonc-
tion est contractante peut entrainer de laborieux calculs. D’autre part,
les conditions sur la fonction et 'espace étudiés restreignent le nombre

de cas auxquels on peut appliquer le théoreme.

Le théoréme du point fixe de Schauder établi en 1930, est plus topo-
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logique et affirme qu’une application continue sur un convexe compact
admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique. Il n’est pas
donc nécessaire d’établir des estimées sur la fonction, mais simplement
sa continuité. Ceci nous donne la possibilité de traiter plus de cas qu’avec
le Théoréme de Banach (par exemple, I'identité).

Le théoréme de Leray-Schauder, est aussi appelé théoréme de continuité,
représentent un outils puissant d’existence en étudiant les équations
d’opérateur. Par des moyens de théoréme de continuité nous pouvons
obtenir une solution d’équation donnée si nous commencons par une des

solutions de I’équation simple.

Définition 1.10. Soit T' un opérateur défini dans un espace de Banach
E dans lui-méme, alors pour tout x € E, tel que x = T'(x), s’appelle un

point fize de l'opérateur T .

Théoréme 1.2. [8, [6/ (Théoréme du point fire de Banach).
Soit (X, d)un espace métrique complet. Une application T : X — X est
une contraction avec la constante de Lipschitz k. Alors T a un point fize

unique T € X.

Le théoréme du point fixe de Schauder suivant est le plus utilisé dans

les applications :

Théoréme 1.3. [8, [6/(Théoréme de point fire de Schauder).
Soit X un espace de Banach, K C X un ensemble convexe, fermé, borné
et non vide. Et soit T : K — K un opérateur complétement continue.

Alors T admet au moins un point fize.
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Théoréme 1.4. /8, 6] (Altérnative non linéaire de Leray-Schauder).
Soit Q un ouvert, borné d’un espace de Banach X et f : Q — X une
application continue et compacte. Alors

ou(1) [ admet un point fize dans €.

ou (1) Il existe x € O il existe t € [0,1] : x =t f(x).



Chapitre 2

Fonction de Green

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a quelques notions de base concernant les
questions d’existence et d’unicité de la fonction de Green et aussi nous
utiliserons par quelques exemples la réducation d’un probléme aux limites

a une équation intégrale.

2.2 Bref Historique

La fonction de Green est une solution (également appelée solution
¢lémentaire ou solution fondamentale ) d'une équation différentielle li-
néaire a coefficients constants ou d’une équation aux dérivées partielles
linéaire & coefficients constants.

Ces fonctions de Green , qui se trouvent étre le plus souvent des distri-

butions, ont été introduites par George Green en 1828 pour les besoins
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de T électromagnétisme. Le mémoire de Green restera confidentiel jus-
qua’a sa republication en trois parties, a partir de 1850. Les fonctions
de Green, qui seront dénommeés ainsi par Riemann en 1869, seront alors
abondamment utilisées, notamment par Neumann en 1877 pour sa théo-
rie du potentiel Newtonien dans un espace a deux dimensions, puis en
1882 par Kirchhoff pour Téquation de propagation des ondes dans un

espace a trois dimensions et enfin par Helmholtz en acoustique.

2.3 Définition de la fonction de Green

Soit p, q, f € C([a,b]) oup € Clla,b],a < bet (o, ;) € (R x R) tels
que pour tout ¢ =1,2:
1| + |al, |B1] + |B2] # 0. On consideére les équation différentielles ordi-

naires :
(H) (py')' +qy =0,
(NH) (py') +qy = f,

ainsi que les conditions aux bords associées :
ay(a) + ay'(a) = 0,

(CB)n
Biy(b) + B2y (b) = 0,

ary(a) + avy'(a) = 7,
Bry(b) + Bay'(b) = 6,

Définition 2.1. On appelle fonction de Green associé au probléeme ho-

(CB)nn
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mogéne (H) — (CB)y, une fonction G : [a,b] X [a,b] — R vérifiant les
PTOPTIELES !

(a) G est continue sur [a,b] X [a,b].

(b) G est symtrique : G(t,s) = G(s,t),Y(t, s) € [a, b]?.

(c) %—(j(t, s) est continue pour tout t # s.

(d) La fonction partielle t — G(t,s) est solution de l’équation (H)

pour tout t # s.
(e) La fonction partielle t — G(t,s) vérifie les condition (CH) pour

tout s € |a, b].

2.3.1 L’existence et unicité de la fonction de Green

Théoréme 2.1. Supposons que le probléme homogéne (H) — (CB),
n‘admet pas de solution non triviale. Alors, il existe une (et une seule)
fonction G ne dépendant pas de f, et dite fonction de Green telle que,
pour toute fonction f, la solution y de probleme non homogéne (NH) —

(CB)y, s’écrit de maniére unique sous la forme :

y(t) = / G(t, 5)f (s)ds.

Démostration : Voir [7]
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2.3.2 Méthode de Calcul la fonction de Green

Soit ¢ et ¢9 les solutions respectives des problémes & conditions ini-

tiales :

(H) +{ dila) =az (H) +{ @2(0) = o,
¢1(a) = —au, ¢5(b) = B

Alors, ¢1, ¢2 Z 0 sont linéairement indépendantes car sinon ¢, (et aussi
¢9) serait solution du probleme (Fy) := (H) + (CB);, contredisant 1'hy-
pothése. Soit donc W # 0 leur Wronskien et G la fonction de Green

aoals) < 4 < g
Glt,s) = Howin: @ = =

r(s)oalt)
oW $S Esh

Remarquons que le produit pW est constant.

définie par :

2.3.3 Existence et unicité d’une solution :

1) La fonction F' définie par :

F(t):/bG(t s)f(s)ds =

est solution du probléme (NH) + (CB)y,.
2) La fonction H définie par :

m&i/amﬁ@%:%?/@@@

(s)ds+i1(t)+aba(t),
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est solution du probléeme (N H )+ (CB)ny, ot ¥y (t) et 1o(t) les uniques

solutions des problémes :

(H) n { ozlwl(a) + Ozzwll(a) =7. ot (H) n { a1¢2(a) + 0421%(@) —0.
Brn(®) = fn (b) = 0. Briia(b) — Ba(b) = o

2.3.4 Exemples

Exemple 2.3.1. La fonction de Green du probleme :

y'+y=0
y(0) =y (3) =0,
s‘écrit
Glrny) = —cosysinx, stx < y.

—cosxsiny, stxr > y.

Exemple 2.3.2. Considere le probleme a deux points sur un intetvalle

[a,b] :

y'=f(x), a<z<b,

y(a) =0, y(b> =0,

construisons les fonctions o1 et py solutions des problémes de cauchy :
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Alors, p1(x) = (a — z),p2(x) = (b—x) et W(p1,92) =b—a. Dou la

fonction de Green :

(x—z)(y—b)
G(z,y) = (b=a)

—(yf(z)_(s)fb), six > .

, st <y,

La solution unique du probléme (1, 4) est donc donnée par :

= [P G, y) fy)dy = =2 [y y)dy + 22 [*(y — b) f(y)dy.

2.4 Reéducation dun probléme aux limites & une équa-

tion intégrale

Parfois il y a intérét a réduire la résolution dun probléme aux limites
a la résolution dune équation intégrale.
Dans ce qui suit on va expliquer par deux exemples comment un pro-
bléme aux limites peut s’écrire, via une fonction de Green, comme une
équation intégrale. C’est pourquoi, la question de prouver I'existence des
solutions d’un probléme aux limites se réduit a prouver I'existence de
solution d’une équation intégrale. Pour cette raison, on peut utiliser le
théoréme de point fixe pour montrer ’existence des solutions des équa-

tions intégrales.
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Exemplel : Considérons le probléme de Dirichlet suivant :

y' = f(z,y(x)),
y(0) = y(1) = 0.

La fonction de Green du probléme homogeéne :

est la forme

G(t,s) =
(t—1)s, s<t<l.

La résolution du probléme aux limites (2.1) se raméne & une équation

intégrale non linéaire du type Hammerstein a noyau fonction de Green :

b
y(t) = / G(t, 5)f (s, y(s))ds.

Exemple 2 : Considérons le probléeme :

y'=f(t), a<t<b.
y(a) =7, yb) =4
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Constructions les fonctions ¢ et ¢o solutions des problémes :

qb”(t) =0, M (t) = 0.
Q d1(a) =0,  ET ] ¢o(b) = 0. (2.3)
| 91(a) = —1, | 0h(0) = —1

Alors ¢1(t) = (a — 1), ¢2(t) = (b—1) et W(¢1, ¢2) = b —a.

D’ou la fonction de Green :

U - g <t <s
G(t7 S) - (s—a)(t—b) s <t

oo b.

IA

La solution unique du probléme [2.2] est donnée par :

o) = [ Gsprsas =20 [ osas
b—s

s—b (1 —a
—b_a/G(s—a) ds+b_a/f ds+5 +’yb—a

s)ds + 1 (t) + a(t)




Chapitre 3

Applications

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est présenter deux applications pour illustrant
I’éxistence et 'unicité des solutions des problémes aux limites des équa-
tions différentielles implicites non linéaire & dérivée fractionnaire au sens

de Caputo et au sens de Hadamard.

Le contenu de ce chapitre est basé sur le deux articles [2, [5].

3.2 Application 1

La premiére application traite de ’existence et I'unicité de solution

au probléme aux limites suivant :

‘D%(t) = f(t,y(t),” D(t)), pour toutt € J =1[0,T],T >0 1 < a <2,
(3.1)
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y(0) = yo, y(T) = w1, (3.2)

ol “D“ est la dérivé fractionnaire au sens de Caputo, f : JXRXxR — R
est une fonction donner et yp,y1 € R.

Le premier résultat se base sur la contraction principale de Banach.

3.2.1 Existence de solutions

Définition 3.1. On dit que la fonction u € C1(J,R) est une solution

de probleme —sz’ u satisfaite ’équation et les conditions
.

Pour 'existence du solutions de probléeme (3.1))-(3.2)), nous avons be-

soin le lemme suivante :

Lemme 3.1. Soit 1 < a <2 et g:J — R continue. La fonction y

est une solution de probleme aux limites :
‘D%(t) = f(t,y(t),” D*y(t)), pour toutt € J =[0,T], T >0,
l<a<?2,
y(0) = yo, y(T) = y1,

st et seulement si y est une solution de [’équation intégrale.

y(t) = 1(1) + / Git.s)f ( I(s) + / G, s)g(ﬂg(T)dT,g(s)) s,
(3.3)

t t (y1 — o)
l(t) = (1 — = —1 = T 3.4
( ) ( Tyo + T?Jl Yo + T ; ( )
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ol
1 t—s) LT -5 5i0<s<t.
G(t,s) = 5~ (t =) g ) (3.5)
(a) — (T —s)*! sit<s<T.
Preuve : D’aprés le lemme ((1.3]) on réduit (3.1)-(3.2) en I'équation
sulvante :

1 t
y(t) =1%(t) + co + 1t = —/ (t — ) g(s)ds + co + i,
I'(a) Jo

pour ¢y, ¢; € R. les conditions (3.2)) donnent :

" 1 1 1 /T( )afl ( )d
— et ¢ = — e — ['— s S)as.

Alors la solution de (3.1)-(3.2]) est donnée par :

W) = g | =9 0ls = s [T =9 gts)as
+(1 - %)yo + %yl
1 ' a—1 t a—1 t g a—1
~ g | = = = gt - 4 [ e o gt
+(1 - %)yo + %yl.

Donc on trouve (3.3)). Inversement, si y satisfaite (3.3)), alors I'équation
(3.1)) et (3.2)sont satisfaites.
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D’apres 'expression de G(t, s), il est évident que G(¢, s) est continue sur

[0,T] x [0,T]. Dénoter par :
G* :=sup{|G(t,s)|, (t,s) € J x J}.

Théoréme 3.1. Supposons :
(H1) La fonction f:J xR xR — R est continue -
(H2) II existe des constants K > 0 et 0 < L < 1 alors on sait que

|f(t,U,U)—f(t,ﬂ,1_))| SK|U-TL‘—|—L|U—@‘,

pour tout u,v,u,v € R ett € J,

St
KTG*
<1

1—L ’
alors il existe une unique solution de probéeme —.

(3.6)

Preuve :

La preuve sera donnée en plusieurs étapes. Transforme le probléme (i3.1})-
(3.2)) en un probléme de point fixe. Définissons 'opérateur N : C(J,R) —
C(J,R) par :

N(y)(t) =1(t) +/0 G(t, s)k(s)ds, (3.7)
avec k € C(J) satisfait I’équation implicite :
k(t) = f(ty(t), k(1))

[ et G sont des fonctions définie par (3.4)) et (3.5)) respectivement.
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Il est claire que, les points fixes de 'opérateur N sont des solutions de

probléme )- (3-2). Soit u,w € C(J,R). Alors pour t € J on a :
T
(Nu)t) = (Vu)(®) = [ Glt,9) (als) = ) s,
avec g, h € C(J,R), on sait que :

g(t) = f(t7u(t)vg(t))7

et

Alors pour t € J :
(Nu)(t) — (Nuw)(t)] < / G(t.9)|g(s) — h(s)|ds.  (338)
De (3.1)) on a :

lg(t) = h(t)] = [f(t, u(t), g(t)) — f(t, w(t), h(t))]
< Kfu(t) —w(t)] + L{g(t) = h(t)] -

Donc
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Par (3.8) on a
K T
(V) = (Nu)(O)] < s [ 1608 ute) = w(s) s
<G
<37 u— Wl -
Alors
KTG*
Nu— N < — )
|Nu = Null,, < 5T llu =l

D’aprés (3.6) 'opérateur N est une contraction. Par conséquent, selon

le principe de contraction de Banach, N admet un unique point fixe qui

est une solution du probléme (3.1)) — (3.2)).

Le deuxiéme résultat est bassée sur le théoréeme de point fixe de Schauder.

Théoréme 3.2. Supposons (3.1) (H1),(3.1) (H2) et ’hypothése suivante :
(H3) Il existe p,q,r € C(J,Ry) avec r* = supr(t) <1 on sait que :

|f(t,u,w)| < p(t) + q(t) |u| + r(t) Jw| pour t € J et u,w € R.
S
I —r*

ot ¢* = supq(t). Alors le probleme aux limites (3.1)-(3.9) admet au

moins une solution.

<1, (3.9)

Preuve :
Soit 'opérateur N définie dans (3.7) .Nous démontrons que N satisfait

le théoréme de point fixe de Schauder . La preuve sera donnée par des
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étapes
Etape 1 : N est continue .

Soit u, une suite avec u,, — u dans C'(J,R). Alors pour tout ¢t € J

[N (un)(t) = N(u)(t)] < /O G (t, )| |gn(s) — g(s)| ds, (3.10)
avec gn, g € C(J,R) on sait que :

gn(t) = f(ta un(t)vgn(t))7

et

Avec (3.1)(H2), on a :

‘gn(t) T g(t)‘ = |f(t7un(t)agn(t) _ f(tau(t)ag(t)”
< K [u(t) = u(t)] + L |ga(t) — g(0)].

Alors
K

1—-L
u, — u, alors on trouve g,(t) — ¢(t) quand n — oo pour tout ¢t € J.

|gn(t) - g(t)| < ’un(t) - u(t)| )

Et soit > 0, pour tout ¢t € J , on a |g,(t)| < n. Alors, on a :

|G(t,5)]|9a(s) — g(s)] < |G(t,8)| [|gn(s)] + [g(s)]]
<2n|G(t,s)].
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Pour tout t € J, la fonction s — 2n|G(¢, s)| est intégrable sur J. Alors
d’aprés théoréeme de convergence dominié de Lebesgue (3.10) implique

que :
|N(up)(t) — N(u)(t)] = 0 quand n — oo,
et par conséquent
| N (un)(t) — N(u)(t)|l =0 quand n — oo,

par conséquent, N est continu.

Soit

2|yol| + [y )(L —r") + G*Tp
M Y

ou M :=1—1r*—G*T'q" et p* = sup p(t). Définissons :

RZ(

Drp=ue C(J,R):|ull, <R.

Il est clair que Dpg sous ensemble bornée, fermé et convexe de C(J).
Etape 2 : N(Dg) C Dp.
Soit u € Dg on démontre que Nu € Dpg. Pour tout ¢t € J, on a :

Nu(t)] < [i(t)] + / G(t, )| |g(s)] ds
< \yo\+|y1—yo\+a*/o 19(s)] ds

T
gzwyomynw*/ 19(s)|ds,
0
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ot g(t) = f(t,u(t), g(t)).
D’apres (3.2)(H3), pour tout t € J on a :

lg()] =1 (t, u(t), g(t))|
< p(t) +q(t) [u®)] +r(t) [g(t)]
<p(t) +q(t)R+7(t)|g(t)]
<p'+q R+1"g().

Alors

P+ ¢ R
] <
9(0)] < =1

D’aprés implique que, pour tout t € J,

P+ R

G*T
1 —1r*

|Nu(t)| < 2yl + ] +

<R.

Alors N(Dg) C Dg.
Etape 3 : N(Dpg) est relativement compact.
Soit t1,t9 € J, t1 < t9, et soit u € Dp. Alors :

[N (u)(t2) = N(u)(tr)| = l(t2)—l(f1)+/0 (G (t2,5) = G(ty,5)] g(s)ds

T

(11 — %)
T

_ M(@ — 1) +/O [G(t2,5) — G(t1,5)] g(s)ds

(ta —t1)

rreh /O Glts, s) — G(t1, )] ds|
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Quand t; — to, I'inégalité précédente tend vers zéro.

En conséquence de étapel a étape 3 avec le théoréme d’Ascoli-Arzéla,
on résult que N : C(J,R) — C(J,R) est continu et compact. Par consé-
quent de le théoréme de point fixe de Schauder on déduit que N admet
un point fixe qui est une solution de probléme —.

Le troisiéme résultat d’existence est basé sur I' alternative non linéaire

de Leray-Schauder.

Théoréme 3.3. Supposons que les hypothéses (H1)-(H2) et (3.9) sont
satisfaites. Alors (3.1)) — (3.2) admet au moins une solution.

Preuve : Considérons l'opérateur N définie dans (3.7). On démontre
que N satisfait la supposition de théoréme de point fixe de Leray-Schauder.
La preuve va donner dans les indications suivants.

Etape 1 : Il est clair que N est continu.
Etape 2 : N transforme les bornés en des bornés dansC (J,R).
On va montrer que pour tout p > 0 , il existe un constant positive [

teleque pour tout u € B, = {u € C(J,R) : |lul|, < p},ona:

IN ()l <1,

pour v € B,, on a pour tout ¢ € J ,
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T
Nu(t)] < i) + / (2, 3) lg(s)] ds
T
< ol + 11 — 90| + G / 19(s)] ds.
Alors
T
Nu(®) <2l +lnl + 6" [ lg@olds. (310
0

Par [3.2] pour tout t € J on a :

lg(®)] = [f(t, u(t), g(¢))|
<p(t) +q@) [u®)] + () 9]
<p(t)+q)p+rt)|g(t)|
<p +qgp+rlg)l,

alors

P+ qtp %
) < = M".

Donc |3.11| implique que :
[Nu(t)] < 2|yol + [ya| + G*MT.

Donc

[Null o <2|yo| + |y1| + G"M™T := 1.
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Etape 3 : Clairement, N transforme les ensembles bornés en ensembles
équicontinus de C'(J,R).

On concluent que N : C(J,R) — C(J,R) est continu et complétement
continu.

Etape 4 : Estimations & priori.

On démontre que il existe un ensemble ouvert U C C(j,R) avec u #
AN (u), pour A € (0,1)et u € U . Soit u € C(J,R) et u = AN (u) pour
0<A<1.Doncpourtée Jona:

u(t) = N(t) + A [, G(t,s)g(s)ds.

implique que par que pour tout t € J on a :

nwﬂs2wa+wu+A Gt.9)llg(s)].ds  (3.12)

et , par [3.2] pour tout t € J on a :

g = [f(t,u(t),g®)] <pE) +q(t) lu@)| +7r@)[g@t)] <p"+q" [ul)]+7"[g(t)].

Donc
1

1 —r*

lg(t)] < (p" +q" Ju(t)]),

Par conséquent

*TG* *G* T
hﬁﬂs(m%umm+p )+q AIM$M8

1 —1r* 1 —r*

p ) L4

[l -

< (2
< (2hl+ )+ E25) + 127
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Alors
<2 o
folle < (2ol + ol + 525 ) 4 L

donc

M, —

1—r*
ou
My = 2|yo| + |y1| + T
—r

Soit

U={ueCR): |ul| <M+1}.

Par choix de U, il n’existe aucun u € QU on sait que u = AN (u), pour
A € [0, 1]. Par conséquent de théoréme de Leray-Schauder on déduit que
N admet un point fixe v dans U qui est une solution de (3.1])-(3.2).

3.2.2 Exemple

Exemple 3.2.1. Considérons le probleme aux limites suivant :

‘D2 = ! our tou
B A =
yO) =1, y(1) =2 514

soit
1

3e*2(1 4 [u| + |v])’

ft,u,v) = € [0,1],u,v € R,
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1l est clair que la fonction f est continue.

Pour tout u,v,u,v € R ett e |0,1]:

_ 1 _ _
|f(t,U,U) o f(t,u,U)| < @(‘U T u‘ + |U - ’Ul)
D’aprés la condition (3.1) est satisfaite avec K = % et L = 3—; < 1.

De (3.5) la fonction G est donnée par :

—t(1—-95)250<s<t,

N

1 )t—s)
PG| —ta—s)tt<s<t.

_2_

Il est clair que G* < NOL Donc la condition :
2

KTG*
1—-L

<1,

est satisfaite avec T'=1 et a = % On déduit de la théoréme de contrac-

tion du Banach que le probleme (3.13)-(3.14) admet une unique solution
dans J.

3.3 Application 2

La deuxieme application présente une étude de I'existence et 'unicité

de probléme aux limites suivant :

HDoy(t) = f((t,log(t)) 2y (t),” D(t)), pour toutt € J; :=[a,b], 0 < a < 1,
(3.15)
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b
y(a) + )\/ y(t)dt = y(b), 1 <a < b, (3.16)

ot #D* est le dérivé fractionnaire de Hadamard, f: J x R x R — R est
une fonction continue donnée et A € (0, 400).

Tout d’abord, nous introduisons I'espace suivant :

Co(J1) ={y: (1,b] = R,y € C((1,b)). Il existe lim (log(t))' “y(t) € R}.

t—1+

C(J1) est un espace de Banach muni de la norme :

ylla = maze s, {|(log(t))" “y(®)[}.

De plus, il est facile de vérifier que C,(J;) C LY(Jy).

3.3.1 Existence de solutions

Lemme 3.2. Soit o € (0, 1] légalité TDy(t) = 0,t € Jy, est vérifice si

et seulement si :
y(t) = c1(logt)* 1 pour tout t € Jy et c; € R.

Pour lexistence des résultats du probléme — nous devons prou-

ver quelques lemmes auziliaires. Donc, nous introduisons la fonction sui-

vante : .
F.(z) = / (log s)*'ds, x> 1.
1

Il est facile de vérifier que F,, est continue sur [1,00) pour tout a € (0, 1].
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Lemme 3.3. Soit 0 < o < 1, 1 <a < b et h e C(J1) une fonction

donnée. Alors le probléme aux limites
Apoy(t) = h(t),  teJi, (3.17)

avec la condition a une solution unique u € C,(J1) donnée par

lexpression suivante :

b
i = | a(t, )™ g,

S

ou G(t,s) est la fonction de Green définie comme suit :
S11<s<aetl<s<t<b:
G(t,s) =
w7 ((1og )" + Log )™ [(log )" = (log 1) "+ As [Fu (1) = Fa (4)]])
Sil<t<s<a:
G(t, 5) = sty (log )™ | (log )"~ = (log )" "+ As [Fu (2) = Fu (4)]]
Poura§t<s§b.
G(t,s) = ﬁ ((log %)a_l + %(log )t {— (log g)a_l + AsF, (S)D :
et, sta<t<s<b:
G(t,s) = ’yFl(a) (logt)1 [— (log g)ail + AsF, (g)] :
Ou

7= T(a) ((log )" — (log )"~ — A(Fa(b) — Fala))) < 0.

Preuve

Tout d’abord, voyons que ce probleme a au plus, une solution dans Cy(Jy).
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Au contraire, si nous avons vy, et ys deux solutions différentes de pro-

bleme —. nous avons que z := y; — Yo est une solution de
ADay(t) = 0, t € Jy. de Lemme , nous avons qu’il y a un ¢ € R
tel que :

2(t) = c(logt)* ', pour tout, t € J.

Dans un tel cas, nous avons que la condition de la limite fonctionnelle

dites-nous que si ¢ # 0, alors :
0 < A(F(b) — F(a)) = (log(b)*" — (log(a)*™") < 0,

qui est une contradiction.

Par conséquent, pour chaque c; € R nous avons que :

y(t) =g I*(h(t))+c(logt)* ! = ﬁ/l <log 2) ! h(s)%—%cl(log )t

satisfait [’équation

En conséquence, nous devons rechercher lunique ¢; € R, s’il existe, pour
lequel la condition fonctionnelle est verifier.

De plus en utilisant le théoreme de Fubini, nous déduisons les égalités
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S NC) = o~
N—
- s
N a
0 9
0 L | |
—
== = =
a .
- = — - 3
S 9 5 = =
+ + + H 9
” & 2 = _
= == & L= <
SIS , E =r R~ R S
Ele e g Tl =~ — <
< < < = = \ﬂ/a_T T
| —_ t~ 3 =
3 S 3 | i €3 ]
N /N ~ N A~ 3 3 —~
Wk @k It e o = _ =
¥ P & » ¥ @ o~ =
~— (b( /l\b( ~— (b_T
=
— SN—

Ry -~ S S ] < 3 o
E-EE-E-E -E-E-E
—~ ~ —~ — ~ — ~ —
I I I + I + I +
)

=

=

D
b[u

si et seulement si :

est remplie

limates

Ainsi, la condition aux
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(est-a-dire

[0 s [ |

avec K1 et Ky définis comme suit :

( a—1
]_ _(logg) X a§8§b7
Kl(s) - F(a) \ log @ a—1 log ! a—1 | <<
\(Ogg) _(Ogg) ) S S S a,
(
k(s):L S[Fo‘@)_Fa(%)}v 1 <s<a,
2 He) \SF@ (g)? a<s<h.

Par conséquent, la solution unique de (3.17), (3.10)est donnée par :

/Gts ds t e Jp.

Avec G - J1 x ([1,a) U (a,b))/(t,t), t € J1 = R définie dans lénoncé de
ce lemme.

Remarque : On définie G : J, — [0,00) comme suit :

S11<5<a:
)= g | e 2) = () o[ (8) - ()]

et sta<s<b:
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_ fyFlcu) [_ <10g g) B AsF, (g)] |

Il est facile de vérifier que :

/1 b|(1og(t))l_aG(t,s)\ds < /1 t (log z)a_l (log(t))'~“ds + /1 b@(s)ds.

Donc, par changement de variable r = t/s il est facile de vérifier que :

/|log ()G, )|ds < tF,(t /G (s)ds < bE,(b) + |Gl =: K,

pour toutt € Jy.
En conséquence des résultats précédents, on arrive au lemme suivant :

Lemme 3.4. Une fonction y € C,(J1) est une solution du probleme

(3.15)-(3.16) si et seulement si y est une solution de léquation intégrale :

/Gts

p(s) = f(s. (log(s))' ""y(s), ¢(s)), s €,

ot G(t, s) la fonction de Green définie dans la lemme (3.3), et p € C(J1)

satisfait [’équation fonctionnelle implicite.

dS t e Jp, (318)
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3.3.2 Unicité du solutions

Théoréme 3.4. Supposons que :
(H1)f : J1 x Rx R — R est continue.
(H2) Ils existes des constantes 0 <1 <1 et 0 < k telles que :

|f(t,u,v) o f(ta _7@)| < k‘u_ﬂ| —|—l’1) _77|7

pour tout u,v,u,v € R, et t € J;.

St o = %fcb < 1, alors le probleme (|3.15)-(3.16)) a une unique solution
S CQ(J1>.

Preuve : Pour transférer le probléme -en probleme de point
fize, nous considérons l'opérateur A : Co(J1) — Co(J1) définie par :

b
A(y)(t) = /1 Gt 2% gs. (3.19)

S

Ou G(t, s) est la fonction de Green définie dans le lemme(3.5), et p €

C'(Jh) satisfait I’équation fonctionnelle implicite :

p(s) = f(s, (log(s))' "y(s), (s)). (3.20)

On a a pour chaque y € Cy(J1), une solution unique p. Cela est
déduit directement du fait que f est une fonction continue et 0 <1 < 1
a condition (H2).

En conséquence directe du théoréme de convergence dominé, il est im-

médiat de vérifier que A(y) € Co(J1) pour chaque y € Cy(Jy).
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A partir de lemmes (E) et (-) les points fixes deA sont les solutions
du probléme (3.1 (m (-) Nous montrerons que A est une contraction
sur Co(J7).

Soient u,v € Cy(Jr). Alors pour chaque t € Jy, nous avons :

(log(£))"* (Au)()— (log (1))~ (Av) (£) = (log(2) /Gts

o

et
o(s) — (s)] < K(108(5))"“Juls) — v(s)| + Ilp(s) — ()
Ainsi y
o(s) — (s)] < T (log()'uls) — vls)

Alors

Tor(1)'~* 1(Aw)®) — (A40)0)] < 08~ [ 168, 5)(p(5) — ()| 2
< 1 tton(0)= [ 1609 toa(0)' s - o191
< Ryl o]l
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Donc
|Au — Avl|q < olju — v]|a- (3.21)

Puisque o < 1, donc lopérateur A est une contraction et d’aprés le

théoreme du point fize de Banach le probléme— a une solution
unique dans Cq(Jq).

3.3.3 Exemple

Dans cette subsection, nous donnons un exemple pour illustrer I'utilité

de nos principaux résultats.

Exemple 3.3.1. Considérez le probléeme aux limites :

o oy _ LQog@) 2y + D) _
HDY2y(t) = L 0 P o teJ =12

(3.22)
1 /2
v3/2)+5 [ a0 =), (3.23)
3/2
le probleme — est un cas particulier de probléme -,
avec :
a=3/2,b=2 ) =1/2 et
|ul + [v]] .
t,u,v) = + sin t.
POt = 30 Tl + o)

Il est clair que f est continue dans J; x R x R.
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Puisque

1
(L Jul + [o)?

of
ou

(t,u,v)| - 'g—i(t,u,v) _

Nous avons la condition (H2) est vérifiée pour :

1
k=1=—.
7
Avec l'approche numérique, on peut vérifier que K, =~ 5.55986. Par consé-

quence o = K6 ~ 0.926643..
Done, le probleme — a une unique solution.



CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons abordé 1’étude de I'éxistence et 1'uni-
cité des solutions de quelques problemes aux limites des équations diffé-
rentielles implicites non linéaire posées sur des intervalles bornés a dérivé
fractionaire au sens de Caputo et au sens de Hadamard, pour cela nous
illustrons par deux applications la résolution d’un probléme aux limites
ol les conditions aux bords sont non locales et surtout de type intégral
comment se réduit via une fonction de Green & la résolution d’'une équa-
tion intégrale. les resultats obtennus sont basés sur quelques théorémes

du point fixe dans ’espace de Banach.
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