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Introduction

Le calcul fractionnaire est la branche d’analyse mathématique qui étudie
la généralisation des notions de dérivation et d’intégration a des ordres ar-
bitraires (a des ordres non-entiers). La théorie des équations différentielles
fractionnaires a émergé comme un domaine intéressant a explorer ces der-
niéres années. Notons que cette théorie a de nombreuses applications dans
la description de nombreux événements dans le monde réel. Par exemple, les
équations différentielles fractionnaires sont souvent applicables dans 'ingé-
nierie, la physique, la chimie, la biologie, ...etc (voir[3, 13, 14]).

En 2014,Khalil et al. [12] ont présenté une nouvelle définition de la déri-
vée fractionnaire dénommée la dérivée fractionnaire conforme (voir Définition
2.1). Les équations différentielles fractionnaires conformes on été étudiées par
plusieurs auteurs en utilisant les théorémes du points fixes, la méhode des
sous et sur solutions, la méhode de tube solution (voir |2, 4, 5, 6, 7, 8, 11],...).

Dans ce mémoire, nous présentons des résultats d’existence de solutions
pour des équations différentielles fractionnaires conformes d’ordre « €]0, 1.

Ce mémoire est composé de quatre chapitres.

Dans le Chapitre 1 nous rappelons quelques définitions , notions et
résultats d’analyse fonctionnelle et théoréeme du point fixe de Schauder.

Dans le Chapitre 2, nous présentons quelques définitions et résultats
concernant le calcul fractionnaire conforme.

Dans le Chapitre 3, nous étudierons I'’équation différentielle fraction-
naire conforme linéaire d’ordre o € (0, 1] avec des conditions aux limites
linéaires :

2@ t) +pa(t)=gt), pourtel=][ab], 0<a<b,

agx(a) — by z(b) = A, @
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ol 0 < a < 1, p,ag,bp, A\ € R, g € C*(I,R), z{)(t) désigne la dérivée
fractionnaire conforme de x d’ordre aven t et f : I x R — R est une fonction
continue.

Dans le Chapitre 4, nous établirons un théoréme d’existence pour ’équa-
tion différentielle fractionnaire conforme non-linéaire avec condition pério-
dique :

2@ (t) = f(t,x(t)), pour tout t € I = [a,b],0 < a,

(2)

Ou 0 < a < 1, 2% (t) désigne la dérivée fractionnaire conforme de = d’ordre
aentet f: I xR — R est une fonction continue.

Pour obtenir un théoréme d’existence pour probléme (2), nous introduirons
la notion de tube-solution associé a (2). Cette nouvelle notion est équivalente
a la notion de sous- et sur-solution introduite par B. Bendouma et al. [6] et
par B. Bayour et al. [5]. Cette notion fut inspirée par celle introduite par B.
Mirandette dans [15], pour d’équations différentielles ordinaires du premier
ordre.

L’objectif de cette méthode est de prouver que si une solution z € C(® (I, R)
existe, alors elle est incluse dans un tube solution, i.e. on peut trouver des
fonctions v € C (I, R) et M € C(I,[0,00))) telles que

|z:(t) — v(t)] < M(¢) pour tout ¢ € I.

Mots Clés : Calcul fractionnaire conforme, équation différentielle frac-
tionnaire conforme, conditions aux limites, sous et sur solutions, tube-solution,
théorémes d’existence, théoréme du point fixe de Schauder.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions, notions et résultats
d’analyse fonctionnelle et théoréme du point fixe de Schauder.

Définition 1.1 (Espace vectoriel) On définit sur un ensemble non vide E
deux opérations, l'addition (+) des éléments E et la multiplication (.) par un
scalaire. On dit que 'ensemble E est un espace vectoriel sur le corps K, si
les conditions suivants sont satisfaites :

(1) (E;+) est un groupe abelian,
(2) Y(z,y) € E X E, Yo, B € K nous avons :
(1) a.(z+y)=az+ay;
(17) (a4 B).x = a.x+ .z,
(iii) o(B.x) = (afB).z,
(

i) lg.x =z, (1g est U'élément neutre de K).

Définition 1.2 (Norme) Soit E un espace vectoriel sur K. On appelle une
norme sur E toute application ||.|| : E — R* telle que

(i) ||lz]] =0« z =0.
(ii) Yo € E,YA € Kt [ Az]| = A ||z -
(i13) Yo,y € E ||z +y| < ||z|| + |ly|| (Inégalité triangulaire).

Définition 1.3 (Espace vectoriel normé) Un espace vectoriel E muni d’une
norme ||.|| noté (E,||.|) sera appelé un espace vectoriel normé.



Exemple 1.0.1 On définit une norme sur l’espace vectoriel C ([a,b] ,R) de
la maniére suivantes

[flloe = sup [f ()]

z€la,b]

Définition 1.4 (Espace de Banach) On appelle espace de Banach tout es-
pace vectoriel normé complet sur les corps C ou R.

Exemple 1.0.2 Soit I := [a,b] un intervalle de R. C(I,R) est l’espace de
Banach des fonctions x continues définie de I dans R avec la norme

][ = sup [ (t)].
tel

Définition 1.5 Le sous ensemble S de l'espace normé X est dit borné si il
existe M tel que
||| < M pour tout x € S.

Définition 1.6 L’ensemble S de l’espace vectoriel X est dit convexe si pour
tout z,y € S
Ax+ (1—=MNy eSS, VAelo1].

Définition 1.7 Soit F : (E,|.||g) = (F,||.|lp) une application. On dit que
F est bornée si elle envoie les parties bornées de E sur des parties bornées
de F i.e. F (bornée) est bornée.

Remarque 1.1 Soit F : (E,||.||g) = (F,||.|lp) une application bornée, i.e,
pour tout € > 0, il existe 6 > 0, tel que

pour tout v € E : ||z||; < ¢ implique [F (2)]|p < 6.

Définition 1.8 Soienta € E et T : (E,||.||g) = (F,||.||7)- On dit que T est
continue au point a si et seulement si, pour tout € > 0, il existe § > 0, pour
r€eFE, ona

|z —allp <9 implique T (x) =T (a)|| <e.

Alors lopérateur T est dit continu sur E, ou simplement continu si il est
continu en toutl point de E.



Proposition 1.1 Une application T : (E,|.||g) — (F, ||.||p) est continue au
point x, si et seulement si pour tout suite (z,,), converge vers x dans E, alors
(T (xn)),, converge vers T (x) dans F.

Définition 1.9 Un sous ensemble S de l’espace normé B est dit compact si
pour toute suite d’éléments de S on peut extraire une sous suite convergente
vers un élément de S.

Remarque Un ensemble compact est un ensemble fermé borné; la réci-
proque n’est pas toujours vraie.

Définition 1.10 Un ensemble M est relativement compact si M est com-
pact.

Définition 1.11 Soient E et F' deux espaces de Banach et T : E — F
est une fonction continue. On dit que T' est compacte si T(E) est compact.
On dit que T est complétement continue si m est compact pour tout sous-
ensemble borné B C E.

Définition 1.12 (Ensemble équicontinue) Un ensemble F' de C([a,b],R) est
dit équicontinu, st pour tout € > 0 il existe 0 > 0, tel que, pour tout ti,ts €
[a,b],[ta —t1| < on a :

|f(ta) — f(t1)|| <&, pourtout f € F.

Définition 1.13 (Ensemble uniformément borné) F est dit uniformément
borné dans C([a,b],R) s’il existe un nombre réel M > 0 tel que ||yl < M
pour tout y € F.

Lemme 1.1 Une application continue sur un ensemble compact est unifor-
mement borné.

Théoréme 1.1 (Arzela-Ascoli) Soit B C C([a,b],R), B est relativement
compact dans C([a,b],R) si et seulement si :

(a) B est uniformément borné.

(b) B est équicontinu.

Théoréme 1.2 (Théoreme du point fize de Schauder) Soit C' un sous-ensemble
convexe, fermé, borné, non vide d’un espace de Banach E et A: C — C une

application compact i.e (A(C) est compact). Alors A admet au moins un
point fize (i.e il existe un point xo dans C' tel que f(xo) = xg).



Chapitre 2

Calcul fractionnaire conforme

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et résultats concer-
nant le calcul fractionnaire conforme.

2.1 La dérivée fractionnaire conforme

Définition 2.1 Soit f : [0,00) — R une fonction et soit « € (0,1]. La
dérivée fractionnaire conforme d’ordre o de [ est définie par :

F@(f) = Tim f(t+et'=) = f(t)

e—0 I3

(2.1)

pour tout t > 0. Si f()(t) emiste et est finie, on dit que f est a-différentiable
en t.

Si f est a-différentiable dans un intervalle |0, al, a > 0, et lim,_o+ f(@(t)
existe, alors la dérivé fractionnaire conforme de f d’ordre o en t = 0 est
défini comme

Exemple 2.1.1 Soit o € (0,1]. Les fonctions suivantes f,g,h:[0,00) — R
définies par f(t) =17, p € R, g(t) = X\, A € R, et h(t) = e, p € R, sont
a-différentiables avec

£ = pir;
2. g'(t)=0;
3. hl@(t) = ptl=aert,
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Définition 2.2 Soit « € (m, m+ 1], m € N et f : [0,00) — R est m fois
différentiable en t > 0. On définit la dérivée fractionnaire conforme de f
d’ordre o par

FO) = (fr)e ™).

Remarque 2.1 (i) La derivée de Riemann-liouville D ne vérifie pas (ne

(ii)
(iii)

(iv)

(v)
(vi)

satisfait pas) D% (1) =0, si f n'est pas entier naturel. (D(1) = 0 pour
la dérivée de Caupto).

Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas la regle du produit

connue : Dg(fg) = fDg(g9) + gDg(f).

Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas a la régle du quotient :
o gDa (f) — D3 (9)

D (f/9) = e :

Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas a la regle de la chaine

(Dérivée de fonctions composées) : D3 (fog) = f*(g)g".

Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas : DYDP f = DB f
en général.

La définition de Caputo suppose que la fonction f est différentiable.

Théoréme 2.1 [17] Soit f : [0,00) — R une fonction et soit a € (0,1]. Si
[ est a-différentiable en ty > 0, alors f est continue en ty.

Preuve.
Puisque

Alors

flto +eth=™) = f(to) = f(to +5t(1]:‘) — [(to) _

?—r}(l)[f(to +ety™) — f(to)] = lim flto +ety™®) = f(to) Jdime

e—0 £ e—0

Soit h = ety Alors

lim [f(to + h) = f(to)] = ) (to), 0

h—0

ce que implique que

}Lig(l]f(to +h) = f(to)-

Par conséquent, f est continue & tg.
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Théoréme 2.2 [17] Soita € (0,1]. Si f,g:[0,00) — R sont a-différentiables
ent>0. Alors :
(i) (af +bg9)® = af® +bg®,  pour tout a,b € R;
(ii) (f9)'*) = fg' +gf;
i) (1) = LI
(iv) Si, en plus f est différentiable en t > 0, alors

FO@) =t ().

Preuve Soit « €]0,1]. Supposons que f et g sont a-différentiables en ¢ > 0.
(). Soit a,b € R, nous avons

iy (@ +09)(E +et77%) — (af +bg)(D)
e—0 19

1-a _ l-ay _
i JET T FO) gl et ) — g)
e—0 e e—0 e

= af@(t) + bg @ (t).

Donc (af + bg) est a-différentiable en t > 0 et (af + bg)® = af(® + bgl®),
(i7). Pour fixe ¢t > 0, nous avons

o SO+ = (£9)()

e—0 €
i S ST )g( o) — f(B)g(t)
e—0 9
i (gt 2870 — f(0)g(t + 217 + F(B)glt + 817 — F(Dg()
e—0 9

l1—a) _ 1—ay
:y_%(f(tJret : ) f(t).g(t—l—atlO‘))+f(t)li_r>%g(t+gt . ) g(t).

Puisque g est continu a ¢, lir% g(t+et'=*) = g(t), alors (fg) est a-différentiable
e—

ent>0et (fg)@ = fg +gf®.
(7i7) peut étre prouvé d’une maniére similaire.
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(iv) soit h = et!'=®, d’ou € = ¢!~ Par la Définition 2.1, nous avons

f(a) (t) — ll_I)l’(l) f(t + gtl;a) — f(t)
SR — ()
R

flt+h) — f(1)
h

=t lim
h—0

— tl—a df

dt’

Proposition 2.1 Soient W un ouvert de R et 0 < a < 1. Sig:1 — R est
a-différentiable en t > 0 et si f : W — R est différentiable en g(t) € W.
Alors f o g est a-différentiable en t et

(fog) () = f(g(t).g"(t). (2.2)

Exemple 2.1.2 Soit g : [1,2] - R et f: RT — R telle que : g(t) = t* et
ft)=¢€",ona

g (t) = 2627, f/(t) = e et (fog)(t) = (f'og)(t) ="
D’aprés la Proposition 2.1, on a

(fog) () = 2

= 22 %"
D’autre part, comme g est différentiable, on calcule (fog)\® (t) sur I :

(fog) () = t7*(fog) (t) =t""f'(g(t))g (t)

—  lrapt?op — gp2apt?,

!

Remarque 2.2 1l est facile de vérifier que :

(i) La fonction x : t — eat™ p € R, est une solution du probléeme & valeur
wnitiale :
2 9(t) = pa(t), t €[0,00), z(0) = 1. (2.3)

(ii) Si f est différentiable en t, alors f est a-différentiable en t.
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Nous introduisons I'espace suivant : Soit [ = [a,b], a > 0.
C(I,R) = {f : I = R, est a-dif ferentiable sur I et f® e C(I,R)}.

Théoréme 2.3 (Théoréme de Rolle) Soit o €]0,1[,a > 0 et f : [a,b] = R
une fonction telle que :

(i) f est continue sur [a,b].

(ii) [ est a-différentiable sur |a,b|.

(iii) f(a) = f(b). Alors il existe c €]a,b| tel que £ (c) = 0.

Théoréme 2.4 (théoréme de la valeur moyenne )

Soit a €]0,1[,a > 0 et f : [a,b] = R une fonction telle que :
(i) f est continue sur [a,b].
(11) f est a-différentiable sur [a,b].

b) —

Alors, il existe ¢ €]a, b[ tel que f(c) = M.

—pHh _a/Oé

Preuve.

Considérons la fonction ¢ définie sur [a, b] par

f(b) — fla) 1 1

Lpo — Lgo (E"Ta a Eaa)‘
e} e}

p(z) = f(z) = fla) =

On a ¢ est continue sur [a, b, a-différentiable (puisque f est continue sur

[a,b] et a-differentiable), ¢(a) = p(b) = 0 et @@ (t) = f@)(t) — M
4~ HhO _aa
D’aprés le Théoréme 2.3, il existe ¢ €a, b telle que ™ (c) = 0, d’ott
o f(b) — f(a)
f( )(t) = éba—éaa .

Proposition 2.2 Soit a €]0,1] et f : [a,b] = R est a-différentiable.
(a) Si f@) est bornee sur [a,b] ot a > 0, alors f est uniformément conti-
nue et bornée sur [a,b].

(b) Si f est bornée sur |a,b] et continue en a, alors f est uniformeément
continue et bornee sur |a, b

Théoréme 2.5 Soit o €]0,1[,a > 0 et f : [a,b] — R une fonction telle que :
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(i) f est continue sur [a,b].

(ii) [ est a-différentiable sur |a,b|.
Alors,
(i) Si fl(t) >0 pour tout t €]a,b|, alors f est croissante sur [a,b].

(ii) Si f(t) <0 pour tout t €]a,b[, alors f est décroissante sur [a,b].

(i4i) Si £ (t) =0 pour tout t €a,b], alors f est une fonction constante
sur [a, b].

2.2 L’intégral fractionnaire conforme

Définition 2.3 [12] Soit a € (0,1], 0 < a et f : [a,00) — R. L’intégral
fractionnaire conforme de f d’ordre o de a a t, notée par I4(f)(t), est définie
par :

¢ t
B0 = 50 = [ 6)es = [ g0
ot l'intégrale a droite est l'ntégrale usuelle de Riemann.

Lemme 2.1 [12, 16] Soit 0 < o < 1 et f : [a,00) — R une fonction
continue. Alors pour tout t > a on a

(La() (1) = f(2)- (2.4)

Preuve.
Puisque f est continue, alors I2(f)(¢) est différentiable. Donc

() (0) = 1= LI 0)
_ 4l d ! f(S)
=t % i Sl—a ds
— tl—am
tlfa

= f(®).
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Lemme 2.2 [1, 17] Soit 0 < o < 1. Si f : (a,b) — R est différentiable,
alors, pour tout t > a on a

L(f) () = f(t) = f(a). (2.5)

Preuve.
D’aprés le Théoréme 2.2 (iv) etcomme f est différenciable, nous avons :

-MUWWOz/fW®%S
= /t 9 (s)s* s
:/ s'f (5)s2 ds

a

= f(t) = f(a).

Théoréme 2.6 [10] Soit « €]0,1[, a > 0 et f : [a,b] — R une fonction
continue. Alors, pour tout t € [a,b] nous avons,

[Ia (@) < Il f1(®)-

Preuve.
Puisque f est continue, alors nous avons

[ (N)®B)] =

S/
a

[T,

Slfa

19,

Slfa

1),

Slfa

a

< IL(FD @)

Corollaire 2.1 Soit « €]0,1[, a > 0 et f : [a,b] — R une fonction continue,
tel que M = sup,g(,y |f(t)]. Alors, pour tout t € [a,b] nous avons,

rne] < (C0),

(67
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Preuve.
D’aprés le Théoréme 2.6, nous avons, pour tout ¢ € [a, b]

L@ < 1))
1G]

Sl—a

ds

a

t
gM/ s ds

:M<ta_a/oz>'
[0




Chapitre 3

Equations différentielles
fractionnaires conformes linéaires
et probléemes aux limites associés

Dans ce chapitre, nous étudions I’équation différentielle fractionnaire conforme
linéaire d’ordre « € (0, 1] avec des conditions aux limites linéaires :

@) +px(t)=g(), pourtel=][ab], 0<a<b,

(3.1)
agx(a) — by z(b) = Ao,
ot 0 < a < 1, pyag, by, \g € R, g € C*(I,R), z(®)(t) désigne la dérivée
fractionnaire conforme de x d’ordre awen t et f : I x R — R est une fonction
continue.
Une solution de (3.1) sera une fonction x € C*(1,R) satisfaisant (3.1).

Les résultats de ce travail se trouvent dans 6]

3.1 Cas général

Théoréme 3.1 Si ag # boe«*""""), alors probleme (3.1) & une solution
unique x € C*(I1,R), donnée par

Aoeg(aa_ta)

x(t) ::/ G(t,s)g(s)das + 5 (s ) (3.2)

ag — ber
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ot G est la fonction de Green (fractionnaire) donnée par

oL (s2—t%) ao, a<s<t<hb,
G(t7 S) [e [e (33)
ag — boea @b boea (@7 a<t<s<hb,
Preuve.
Soit x est solution du probléme (3.1), on a :
o] (@ a
[x(t)ezt ] = 2@ (t)eat” 4 ptrmoteLent" (1),
= e%tag(t)’
On intégré les deux cotés de cette égalité sur [a,t] et on obtient
P P ¢ P
r(t)ea’ — x(a)ex™ = / ea® g(s)dys (3.4)

Donc,

Par (3.1) et(3.5), on obtient

b b o_pa
o0) = ey [ 5 e g s)ds
ao—boea a

Ao

ap — boea

aa b(x) :

En substituant (3.6) a (3.5), on obtient

boeg(ao‘—to‘) t p a__po t p @ @
x(t) = - ao‘—b"‘)/ s leals™— )g(s)ds—i—/ s2tea " g(5)ds

ag — boea(
b(]eg aaita) /b 1 p a__po Aoeg(aaita)
+ — s Lea (") g (5)ds + —
ag — bpea @4 J, 9(5) ag — bpea (@ —b%)

1 b o
_ a—=1 2 (s*—t%)
e e EE ) (ag/a s“ e g(s)ds+

b tCV
P a® —p¥ 45— )\06(’( )
bo / @ Loh(a®=b+s%—1%) (s)ds) + Py

)\ P(aa_toz)
/ G(t,s)g(s)dys + oce Pt
ag — boe (a )
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3.2 Cas particuliers

On peut déduire du théoréme précédent, les résultats suivants (pour les
cas particuliers : initiale (a9 = 1,bp = 0), terminale (ag = 0,0y = 1) et
périodique (ag =by =1, =0) :

Corollaire 3.1 Le probleme de Cauchy ( a valeur initiale)

2@ t) +pa(t) = g(t), pourtoutte I, 57)
3.7
z(a) = o,

avec p,xg € R, g € CYI,R), admet une solution unique x € C*(I,R),
donnée par

b
(t) := / Gi(t,$)g(s)das + oes "), (3-8)
ou Gy est la fonction de Green donnée par

17 - —_ —_ ?
Gy(t, s) = et 1Y) (3.9)
0, a<t<s<hb,

Corollaire 3.2 Le probléme a valeur terminale

() +pa(t) =g(t), pourtouttc I,

(3.10)
x(b) = xo,

avec p,xg € R, g € C*(I,R), admet une solution unique v € C*(I,R),
donnée par

b
x(t) :== / Gr(t, s)g(s)dys + zges ), (3.11)
ot Gr est la fonction de Green (fractionnaire) donnée par

b 0, a<s<t<hb,
Gr(t,s) = —ea"7t%) (3.12)
1 a<t<s<b,

Y
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Corollaire 3.3 Le probleme périodique

@) +pa(t) = g(t), pourtoutte I,
(a) = x(b),

(3.13)

avec p € R*, g € C%(1,R), admet une solution unique x € C*(I,R), donnée

par
b
x(t) ::/ Gp(t,s)g(s)dqas,

ou Gp est la fonction de Green donnée par

eb(s2—t%) L, a<s<t<b,
Gp(t,s) = —5 =
1 — eala®—b%) eg(aum, a<t<s<hb,

3.3 Exemples
Exemple 3.1 On considere le probleme :

2@ (t) = —22(t) +2, pour toutt € I = [%, 1],
#(3) — (1) = X

(3.14)

(3.15)

(3.16)

Ce probleme est sous la forme (3.1), avec 0 < o < 1, p = 2, g(t) = 2,
ap = by =1, A9 € R. D’aprés le Théoreme 3.1, le probléme (3.16) admet une

solution x € C*([3,1],R) telle que

p2 (5=t

1
Ao
.Z‘(t) = /% QG(t, S)daS + W’

ot G est la fonction de Green donnée par

IA
VA

IN
~
IN

e%(safta) 17

N[

1—eal@™D ] 205,

N =
IN
IN
»
IA

—_

—_
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' 1
a(t) = /QG(t,S)daer/ 2G(t, 5)dys + Ao
1 t

1

= 1 1( Dya_1) [/ Qea (™M ga-lgg 4 26%(sa_ta)e%((%)a_l)s“_lds]
— ea .
/\060 )a t%)
1 — eal(3)-1)
€_Eta t 1\a 1 2 by €a )a_ta)
_ 950 1,25% g 2((5He-1) 2a71asd] 0
1_63(@)&_1)[/2 S S+ eatt2 t s7 e S +—1—e§ 1)
_ 2o 2((2)«1,,5&)
€ a 240 2(1lya 2((1)a 2 24 Aoea'l2
— (eat —ea(2) )+6a((2) _1)(6(1 —eat ] —2 1
1 — eal(3)-1) [ 1 — e2((h-1)
)\Oei((%)"‘ %)

-Si oo = 1, nous avons ' =2’ et 2(t) ;== 1+

Exemple 3.2 On considere le probleme

{ e @D(1) + 3 a(t) = vVie ™, pour tout t € I =1,2],
o(1) = &
Ce probléme est sous la forme (3.10), avec oo = %7 p(t) =3, 9(t) = Ve, a =

1,b=2 et g = % D’aprés le Corollaire 3.1, le probléme (3.17) admet une
solution x € C'([1,2],R) telle que

(3.17)

2
1 1
:/ G’I(t,S)\/§e*6\/§d%$_i_566(142)7
1

ot G est la fonction de Green donnée par

(1, 1<s<t<?
Gi(t,s) = 52712
0, 1<t<s<2,
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2
1 1
GI t,s) \/_e 6\[d1s—|—/ Gl(t,s)\/ge—6\/5d%3+566(1—t2)
¢
1 1

6(s2—t2) \/_6 6\f52 1d8—|—zl))e6(1 t%)

e—ﬁt?ds_i_ (61-2)

Il
\H\H\

I
—~
~

1 1
—1)e 612 + 366(1"52) = Ze VI8 4 3(t - 1)).



Chapitre 4

Equation différentielle
fractionnaire conforme
non-linéaire

Dans ce chapitre, nous établirons un théoréme d’existence pour I’équation
différentielle fractionnaire conforme non-linéaire avec condition périodique :

(@ (t) = f(t,x(t)), pour tout ¢t € I = [a,b],0 < a,
(4.1)

Ou 0 < a <1, 2(¥(t) désigne la dérivée fractionnaire conforme de z d’ordre
aentet f: I xR — R est une fonction continue.

Pour obtenir un théoréme d’existence pour probléme (4.1), nous introduirons
la notion de tube-solution associé¢ & (4.1). Cette nouvelle notion est équiva-
lente & la notion de sous- et sur-solution introduite par B. Bendouma et al. [6].

Les résultats de ce travail se trouvent dans [5, 6, 7]

4.1 Reésultat d’existence

Une solution du probléme sera une fonction = € C%(I,R) satisfaisant
(4.1). Introduisons la notion de tube-solution pour le probléme (4.1). C’est &
partir de cette notion que nous obtiendrons notre résultat d’existence.



4.1 Résultat d’existence 23

Définition 4.1 Soit (v, M) € C*(I,R) x C*(I,[0,00)). On dira que (v, M)
est un tube-solution de (4.1) si
(i) (x—v(t)(f(t,z) — v (t)) < M(t)M(t) pour tout t € I et pour tout
x € R tel que |z —v(t)| = M(t),
(i) v (t) = f(t,v(t)) et M(t) =0 pour tout t € I tel que M(t) =0,
(ii1) [v(b) — v(a)| < M(a) — M(b).

Remarque 4.1 Si a = 1, notre définition de tube solution est équivalente a
la notion de tube solution introduite par B. Mirandette [15] pour d’équations
différentielles ordinaires du premier ordre.

On notera
T(v,M)={z e CYI,R) : |z(t) — v(t)| < M(t) pour tout t € I}.

Pour l'existence de solution pour le probléme (4.1), nous avons besoin des
lemmes suivants :

Lemme 4.1 (Principe du mazimum) Soit une fonction r € C*(I,R), telle
que 7 (t) < 0 sur{tel:r(t)>0}. Siune des conditions suivanles est
satisfaite,
(1) r(a) <0,
(i) r(a) < r(b),
alors
r(t) <0 pour tout t € I.

Preuve.

Supposons qu'il éxiste un ¢ € [a, b] tel que r(¢) > 0. Dans ce cas, il existe un
t, € [a,b] tel que r(t,) = maxq<;<p(7(t)) > 0 car r € C@([a,b]) et r(t) > 0.
Si t, > a, alors il existe un intervalle [t1,t,] C [a,t,] tel que r(t) > 0 pour
tout t € [ty,t5]. Ainsi, I (1) (t,) = r(t.) — r(t1) < 0 par hypothése et
par le Lemme 2.2, ceci contredit la maximalité de r(t,). Le cas t, = a est
impossible. En prenant ¢, = b, par ce qui précéde, on trouverait que r(b) < 0,
ce qui nous meéne directement & la conclusion.

Lemme 4.2 Soit o € (0,1] et = :]0,400[— R est a-différentiable en t €
la, b]. Alors
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Preuve.
D’aprés la Definition 2.1 et le Théoréme 2.2, on a que

()| = g L] = [2(0)

e—0 €
ozttt — x(t)?
11m

0 e(|z (t+et' =) [+ |z(t)])

_ fim ot +et'™*)? —a(t)® 1
e—0 € |z (t + et'=)| + |z(t)]
)@ 1
= 0T o)
_ Qm(t)x(“)(t)%.

On peut déduire du Corollaire 3.3, le lemme suivant

Lemme 4.3 Le probléme périodique

2@ (t) +ax(t) = g(t), pourtoutt € I = |a,b],
z(a) = x(b),

(4.2)

avec 1 — e~ £ 0, g € C*(I,R), admet une solution unique x € C*(I,R),
donnée par

b
x(t) == / Gp(t, s)g(s)das, (4.3)
ou Gp est la fonction de Green donnée par

ols7—t%) 1, asssish,
gy e 4.4
P( 78) 1— e(aafba) e(aaiba)’ a S t S S S b’ ( )

Afin de démontrer le théoréme d’existence, nous aurons recours au probléme
modifié suivant :

2@t +ax(t) = f(t,Z() +az(t), tel,
z(a) = z(b),

(4.5)
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ou

MO (3 v si|lv—wv
o { MO (o — o(t) + v(t), ool > M,

x(t), si|z—w(t) < M(t).

Il est clair qu’une solution x de (4.5) telle que |z(t) — v(t)| < M (t) pour
tout t € I (c-a-d. x € T'(v, M)) est une solution de (4.1).

Définissons 'opérateur A, : C(I,R) — C(I,R) par

Au(2)(t) = / ’ Go(t, s) ( F(5,7(s)) +a E(s))sa_lds, (4.7)

ou Gp est la fonction de Green du probléme périodique (4.2).

D’aprés le Lemme 4.3, les points fixes de 'opérateur A; sont les solutions
du probléme (4.5).

Proposition 4.1 Si (v, M) € C*(I,R) x C*(1,]0,00)) est un tube-solution
de (4.1), alors Uopérateur A, : C(I,R) — C(I,R) est compact.

Preuve :La preuve est donnée en plusieures étapes.
Etape 1 : Montrons tout d’abord la continuité de 'opérateur A;.

Soit {zp }nen une suite de C'(I,R) convergeant vers z € C(I,R). Alors pour
tout t € I, on a :

A1) = Au(al)]| < Gt )| (1o, 7(5)) + 0 Tl
~ (f(s,7()) + 2 7(5))
<M /

(5, 7a(5)) — F(5,7(5))
+a (flz_n(S) = T(S)) ’ds

<t [ (|16, — 116,76)
Tals) = 7(s)| ) ds.

ds

+ «
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ou M = max,es |Gp(t, s)|. Puisqu’il existe une constante R > 0 tel que
|Z||cr) < R, il existe un indice N tell que |T,|cr) < R pour tout n > N.
Ainsi, f uniformément continue sur I x Bg(0). Alors pour € > 0 donné, il
existe un 6 > 0 tel que z,y € R ou

€ (8%

|y—I| << m7|f(s7y)_f(svx)| < m’

pour tout s € I. Par hypothése, il est possible de trouver un indice N >N
tel que |7, — Z|¢(r) < 0 pour n > N. Dans ce cas,

Aiea(t)) = As(a(t))

b € €
<
= M/a <2M(ba o) T2 = aa))d‘S
<€,

ce qui nous convainc de la continuité de A;.

Etape 2 :Montrons maintenant que ’ensemble A; (C(1,R)) est relativement
compact. Considérons une suite {y, tnen de A;(C(I,R)) pour tout n € N il
existe une suite (x,),eny € C(I,R) tell que y, = A;(x,(t)) pour tout n € N.
Nous avons

o] < [ (6. FN] + o )]s
<ot [ (15t 7o) + alm(o)) s

Puisque |Z,(s)| < R, pour tout s € I et tout n € N. Comme I x B (0, R) est
un ensemble sur I X R et f étant continue sur I x B (0, R), nous pouvons
déduire I'existance d’une constante A > 0, telle que

|f(5,Zn(s)] < A, pour tout s € I et toutn € N.
Donc,

b* — a®

(0%

[y ()] = [Ar(2) ()] < M(A + aR) < +oo.
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Ainsi, la suite {y,}, oy est uniformément bornée sur C(/,R).
D’autre part, pour tout t; <ty € I, on a

A1 (@) (1) = A (2) (1)

- | / Grlta,) (£(5.7() + @ 7(s) ) das + /: Ge(ta,)(f(5,(5)) + @ 3(s) ) dos

N /atl Gp(t, s) (f(s,f(s)) ta E(s))das . /: Gp(t,s) (f(s,z(s)) ta E(s))das
[
+ /tb e T (5, T(s)) + a T(s)

—|—/Q‘Gp(tQ,S)_GP(t17S>"f(S7E<S))+af(8)

t1

s* s

f(s,7(5)) +  T(s)

sa_lds>

s* s

b t2
< Kle ' — | (2/ (A+ aR)s“’ld:s) + 2M/ (A+aR)s* 'ds
a t1

o o b — a® ty —t¢
<2Kle™ — e (A + aR) +2M (A +aR)2—21,
a
esa esa+aaiba
ou K := maxe/{ T ] et }. Dong, la suite {y, }nen est équicon-

tinue. Par le théoréme d’Arzela-Ascoli, on obtient que ’ensemble A4, (C(1,R))
est relativement compacte dans C'(I,R). Ainsi, 4; est compact.
Nous pouvons maintenant démontrer le résultat d’existence suivant.

Théoréme 4.1 Soit f : [ x R — R une fonction continue. Si (v, M) €
C(I,R) x C*(1,]0,00)) est un tube-solution de (4.1), alors le probléeme (4.1)
possede une solution v € C*(1,R) NT (v, M).

Preuve.

Par la Proposition 4.1, 'opérateur A; est compact. Ainsi, par le Théoréme
du point fixe de Schauder, A; admet un point fixe. Le Lemme 4.3 nous
assure que ce point fixe est une solution du probléme (4.5). Il suffit donc de
démontrer que pour toute solution x de (4.5), x € T'(v, M).

Considérons 'ensemble F := {t € I : |x(t) — v(t)| > M(t)}. Si t € F, alors
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par le Lemme 4.2, nous avons

o — 2@ — @O =N =) )
(ja(t) = v(t)] = M (1) i M)

Nous allons montrer que (|z(t) —v(t)| — M(t))® < 0 pour tout t € F.
Site Fet: M(t)>0, alors par hypothése du tube-solution, on a

(Jo(t) = v(®)] = M (t)®

(@) — ) (D) + 03 (D) — aa(t) v OB)
2(8) — o) M
_ @) ) D) 0 0) | @)~ ) @) — ()
M (1) M (1)
— M(a) (t)
(«
< O+ (M) ~ ) — 0 - M)

De plus, si M (t) = 0, alors par hypothése du tube-solution

oo — (e — @0 =) () + aa(t) — aa(t) = v (1))
(lo(t) = v()] = M (1) = Y
— M@ (t)
_ (@) —v®))(f(t,v(1) + av(t) — ax(t) — v (1))
() = v(t)]
M@ (¢
(w(t) =) (f(t0() = v @)
< o) 2(t) = v(@)]
— M@ (t)
<0

En posant r(t) = |z(t) — v(t)] — M(t), il en résulte que r® < 0 pour tout
t € {t € I:r(t) > 0}. De plus, par hypothése du tube-solution, remarquons
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que 7(a) —r(b) < |v(a) —v(b)|— (M(a) — M (b)) < 0, alors r(a) < r(b). Ainsi,
les hypothéses du Lemme 4.1 sont satisfaites, ce qui démontre le théoréme.

4.2 Exemples

Dans cette partie nous donnons quelques exemples d’applications.

Exemple 4.2.1 On considére le probléme périodique suivant :

(@) = |z T — o a a
{ (t) = |z ()]« (t) =3z (t), t€[ab]a>0, (4.8)
x(a):$(b)

Ici, o €]0,1] et f(t,x) = |x|z — 3. 1l est clair que f est une fonction
continue sur [a,b] x R. On peut vérifier que (v, M) = (0,1) est un tube-
solution de (4.8). En effet, on a :

V@ (t) =0, M@ (t) =0, et |v(b) —v(a)| =0 < M(a) — M(b) = 0.

Pour x € R tel que |z —v(t)| = M(t), alors |x| =1, et on a pour t € [a, ]

(2 = o) (f(t,2) = o) = @) (e (B)] 2 (8) = 32 (1) )
— |af* = 3Jaf = —2

< M(t)M@(t) = 0.

Du Théoréme 4.1, on déduit que le probleme (4.8) admet une solution x €

C%([a,b],R) telle que
lz ()] <1, pour tout t € [a,b].

Exemple 4.2.2 On considére le probléme périodique suivant :

—23(t) +3 -2t
v(t) + pour tout ¢ € [1,2],

Vit (4.9)

T (t) =

—a23(t) +3 -2t
Iei, « = 1 et f(t,z) = v(t) + . Il est clair que f est une fonction

Vi

continue sur [1,2] x R. On peut veérifier que (v, M) = (0,1) est un tube-
solution pour (4.9). En effet, on a :
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J(8) = M'(1) = 0, et |o(2) — v(1)] = 0 < M(1) — M(2) =0,

Pour z € R tel que |z —v(t)| = M(?), alors = 1 ou z = —1, et on a pour
tell,2]
; —a3(t) +3 -2t
(= o) (f(t2) —v0) = @)= ),

six=1,

Il
O/_/_\
|
)
—~
Qlw
1
~
SN—
0]
=
s
|
—_

!

= M(t)M (t) pour tout t € [1,2].

D’aprés le Théoréme 4.1, le probléme (4.9) admet une solution z € C*([1, 2], R)
telle que |z(t)| < 1 pour tout ¢ € [1,2].

4.3 Méthode des sous et des sur-solutions

Dans cette partie nous étudierons ’existence de solutions pour le probléme
(4.1) avec l'existence d’une paire de sous et sur-solutions introduite dans |6].
Rappelons cette définition.

Définition 4.2 On dit qu’une fonction v € C*(I,R) est une sur-solution de
(4.1), si

(i) /(1) > [(t,4(1), pour tout L€ I;

(i) v(a) = v(b).
De méme, on dit qu’une fonction § € C*(1,R) est une sous-solution de (4.1)
si

(i) 8@ (t) < f(t,0(t)), pourtouttcI;

(i) 6(a) < 6(b).

Nous définissons I'ensemble (le secteur) :
(0,7 ={x € C(I):6(t) < z(t) < ~(t), pour tout ¢t € I}.

La notion de tube solution de probléme (4.1) est équivalente a la notion
de sous- et sur-solution ¢ et ~.



4.3 Méthode des sous et des sur-solutions 31

Lemme 4.4 Soit a €]0,1] et f: I x R — R une fonction continue. Alors
les deux conditions sutvantes sont équivalentes :

(A) Il existe (v, M) un tube-solution de (4.1).

(B) 1l existe 6 < 7 respectivement sous et sur-solutions de (4.1).

Preuve.

Montrons que (A) = (B) :

Si (v, M) est un tube-solution pour (4.1), alors 6 = v — M et v = v+ M sont
respectivement sous- et sur-solution de (4.1). En effet, nous avons

(0, M) =((04+7)/2,(y—10)/2), 6 <~ sur et

(6= 52(0) (f(t,9) = =520 ) < LQOODDO pour tout t € 1

(7= 551(0) (f(ty) - OG0 < ODOENT pour tout t € 1.

Donc
5@ (t) < f(t,0(t)), pour tout t € I

YD (t) > f(t,v(t)), pour tout t € I.
De plus, par condition (éi7) du tube-solution, remarquons que
8(a) —6(b) <0 < ~y(a) —y(b).
Montrons que (B) = (A) :

Si § et v sont respectivement sous- et sur-solutions de (4.1), alors le couple

('YTM, 7775) est un tube-solution pour (4.1). En effet, nous avons § = v—M, vy =

v+ M sur I.
Pour = € R tel que |x —v(t)| = M(t), alors x = v ou z = 0, et

(5-220) (£(0,0) - 29 0)).
(= 20) (Fem) - C2 %),
() (590 — £ 1))

(

(w = (1) (f(t,2) —v) =

IN
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Corollaire 4.1 Supposons que f : I x R — R est une fonction continue et
qu’il existe une sous et une sur-solution §, v de (4.1) vérifiant

Viel: 6(t) <~(t).
Alors le probléeme (4.1) admet une solution x telle que
o) < z(t) < H(t), pour tout t € I.

Preuve.
Nous définissons les fonctions v et M par :

v(t) == M, M(t) := M, pour tout ¢ € I.
D’aprés le Lemme 4.4, le couple (v, M) est un tube-solution de (4.1).
Du Théoréme 4.1, on déduit que le probléme (4.1) admet une solution z €
C*(I,R) telle que |z(t) — v(t)] < M(t).
D’ou

a(t) <z (t) < B(t), pour tout t € I.

Exemple 4.3.1 On considere le probléme :

2t — 1 — 25(t)

dB(t) = "——2  tel=[L1]
Vi 2 (4.10)
z(z) = z(1)
2t — 1 — (¢
Iei o = % et f(t,x(t)) = Tx() 1l est clair que [ est une fonction
continue sur [3,1] x R. On vérifie que 0(t) = —1 et y(t) = 1 sont des sous et

sur-solutions de (4.10) avec §(t) < ~(t) pour t € [5,1]. En effet,

2(t—1)
\/g
§G(t) =0 < —f(t, () =2Vt pour toutt € I et 6(3) <6(1).

7@)(,5) =0> f(t,v(t) = pour tout t € I et 7(%) > (1),

Le corollaire 4.1 implique que le probléme (4.10) admet une solution x €
C3([%,1],R) telle que

29

1
—1 <z(t) <1 pour tout t € [5, 1].
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De plus, nous avons le couple (v, M) = (VT‘L‘S, %5) est un tube-solution

pour (4.10). D’aprés le Théoréme 4.1, le probléeme (4.10) admet une solution
T € C%([%, 1],R) telle que |z(t)] <1 pour tout t € [35,1].

Exemple 4.3.2 On considere [’équation différentielle suivante :

+ sin(F(t)) + (2 — ), pour tout t € I =[1,2],

(4.11)
Iciav=1 et f(t,xz(t)) = _x22(t) +sin(5x(t)) + (2 —t). Il est clair que f est

une fonction continue sur [1,2] xR et 6(t) =0, v(t) = 2, sont respectivement
sous et sur-solutions de (4.11), avec 6(t) < ~v(t) pour t € [1,2]. En effet,

§(t)=0< f(t,6(t)) =t(2—1), pourtouttc I etd(1)=0<§2)=0,

Y()=0> f(t,y(t) = —2+t2—1t) pourtoutt €l ety(1)=2>~(2)=2.

Le Corollaire 4.1 implique que le probleme (4.11) admet une solution x €
CY([1,2],R) telle que

0 < z(t) <2 pour tout t € [1,2].



Conclusion

Dans ce mémoire, nous présentons des résultats d’existence de solutions
pour des équations différentielles fractionnaires conformes linéaire d’ordre
« €]0, 1]. Aussi, nous présentons un résultat d’existence de solutions pour d’
équation différentielle fractionnaire conforme non-linéaire d’ordre o €]0, 1],
ce résultat est obtenu grace a la notion de tube solution et théoréme de point
fixe de Schauder.
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