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Notations genérales

IN :ensemble des nombres entiers naturels.

R :ensemble des nombres réels.

LP[a,b] :espace des classes des fonctions mesurables de puissance p € [1, 00| ;intégrables sur [a, b].
C([a,b], E) :espace des fonctions continues sur [a,b]a valeurs dans dans un espace de Banach E.
ACla,bJou AC'[a,b] :espace des fonctions absoliilement continues sur|[a, b].

AC"[a,b),(n > 2) :espace des fonctions u : [a,b] — {Rltelle que u""1) € AC[a, b]

et ult) e Cla,)k=1,..,n-1

I'(.) :fonction Gamma.

I¥u :L'intégrale fractionnaire a gauche de Riemann-Lioville d’ordre >0.

D& u :La dérivée fractionnaire a gauche de Riemann-Liouville d’ordre a > 0

CD%u :La dérivée fractionnaire a gauche de Caputo d’ordre a > 0

Dglﬁ u : La dérivée de Hilfer.

PI&u :L'intégrale fractionnaire au sens de Katugampola.

PDgu :La dérivée fractionnaire au sens de Katugampola.




INTRODUCTION

L’analyse fractionaire est une partie de ’analyse mathématique qui étudie les puissance
non entiéres des opérations de dérivation et d’intégration .Afin de résoudre des équations
différentielles fractionnaires, nous mentionnons les travaux [3]ou les auteurs proposent
et prouvent I’équivalence entre un probléme a valeur initiale de Voltera .Nous considé-
rons deux nouveaux dérivées fractionnaires la premiére s’appelée la dérivée de Hilfer .
L'objet de ce mémoire est de donner quelques résultats concernant les intégrales frac-
tionnaires et les dérivées fractionnaires au sens de Hilfer . On donne aussi des résultats
d’existence ,d’unicité et stabilité pour des équations différentielles avec dérivée fraction-
naire au sens de Hilfer et Hilfer-Katugampola.
Dans le 1°" chapitre on donne quelques définitions et propriétés de I'intégrale fraction-
naire et dérivée au sens de Hilfer et Hilfer-Katugampola.
Dans le 2" chapitre, on étudie l'existence 'unicité a ’aide du théoreme de point fixé
de Banach et stabilité Ulam des problémes non linéaire de valeurs initiales non locaux
suivants :
DSy (t) = £(t,9(t), DSy (1)), pour tout t € (0,T],0< T
m
Iy 9(0%) = Z/\iV(Ti);Ti €(0,T]
i=1
On donne aussi quelques exemples d’applications.
Dans le 3" chapitre ,on étudie I'existence 'unicité a ’aide du théoreme de point fixé
de Banach et de Krasnoselskii des problémes de valeurs terminale pour des équations

différentielles avec dérivée fractionnaire au sens de Hilfer-Katugampola suivant :

(pDzLﬁy)(t) = f(t,y(t),(ng;’gy(t))),pour chaque t € (0,T], T >0,a >0
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(T)=ceR

On donne aussi quelques exemples d’applications.
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Chapitre 1
Préliminaire

Dans cette section,nous rappelons quelques définitions et notions de base concernant le
calcul fractionnaire que nous utilisons dans les sections suivants.

Nous considérons les espaces de poids des fonctions continues :

C,(J)={w:(0,T]>R:t"y(t) e C(J)}, 0<y<1.

Y
G ={pec™(: p"eC,(}, neN.
Cy()=C) ().

normés par

19llc, = 17y(D)lleo = sup|t”y(£)]

te]
et

n-1
k
Bl = Iy @l + Iyl
k=0
Ces espaces satisfaisant les propriétés suivantes :

o Colf)=C)).
o CJ(J)C AC™().

e C,,()cCy,()0=<y1<pya<l

1.1 Espaces fonctionnels

Commengant par rappeler la définition d’un espace vectoriel normé.




1.1 Espaces fonctionnels

Deéfinition 1.1. (Espace vectoriel normé) Soit E un espace vectoriel sur le corps

K =R ou C, on appelle norme sur l'espace E toute application notée ||-|| définie sur E a valeurs
dans R,, vérifiant pour tout x,y dans E et a dans K.

(i) ||lx|| = 0 si seulement si x = 0.

(ii) ||lax|| = |a|||x|| (homogeéne).

(iii) ||x + vl < ||x|| + ||| (inégalité triangulaire).

Tout espace vectoriel muni d'une norme est appelé espace vectoriel normé.

Définition 1.2. (Espace métrique complet) On dit que (E,d) est un espace métrique

complet si toute suite de Cauchy de E converge dans E, (d : estladistancesurE).

Définition 1.3. (Espace de Banach) Tout espace vectoriel normé complet est appelé espace

de Banach.

Définition 1.4. (Espace C[a,b]) L'espace des fonctions continues sur [a,b], muni de la norme :

x|l = max |x(t)|.
Il = max (1)
Définition 1.5. ([2] —[3]) L'intégrale a gauche de Riemann-Liouville d’ordre fractionnaire(
arbitraire) a € R, de la fonction h € L'([0, T],R,) est définie par

1

(Ig-h)(t) = T(a)

Jt(t —5)* h(s)ds.
0

Ou T est la fonction gamma (fct d’Euler) définie par I'(a) = IOO t*letdt, a>0.

0
Les lemmes suivants fournissent des propriétés I,.

Lemme 1.1. Pour a > 0, L'pérateur 1§, applique C(J) dans C(J).
Lemme 1.2. Soient a >0et 0 <y <1, I, est borné de Cy(J) dans C,,(J)
Lemme 1.3. Soient a>0et 0 <y <1,si y <a, Ij. est borné de C,(]) dans C(]).

Lemme 1.4. [1] Soient 0 <y <1ety e C,(]), donc

I§:v(0) := lim I§,p(t) =0, 0 <y <a.

t—0*




1.1 Espaces fonctionnels

Deéfinition 1.6. La dérivée fractionnaire a gauche de Riemann-Liouville est définie par :

(D§.p)(t) = D (1)) (1), (t >0, 0<a<1, D= %).

Alors

a _ 1 d t a
(D§-3)0)= rp gy . (=536,

Soita=1ona (Dgiy) = Dy et en particulier, si a« = 0, (D8+y) =7

Lemme 1.5. [1] Pour t >0, on a

I'(B)
I'(a+p)

(D&t 1(t)=0, O<a <1,

[15.tF71)(t) = thre-l a>0, p>0.

Les lemmes suivants sont prouvés par des calculs directs utilisant la formule de Diri-

chlet.
Lemme 1.6. Soient a >0, >0 ety € L1(]). Alors
1810.9(t) =10 y(t), pop tel.
En particulier, siy € C,,(J) ou y € C(]), alors I'égalité est vérifiée pour chaque t € (0, T].
Lemme 1.7. Soient a >0, 0<y <letyeC,(]). Alors
D§. 15 v(t) = y(t), pour tout t€(0,T].
Lemme 1.8. [6] Soient 0<a <1,0<y <1.SiyeC,(])et Iolfay € C)l,(]), alors

I7%p(0
1. Dg.v(t) = v(t) - OTZ;)t“_l, pour tout te(0,T].

Soient a € (0,1], p€[0,1] ety € L1(J,IR").

Définition 1.7. On dit que la fonction y posséde la dérivée de Hilfer Dg;ﬁ d’ordre a et type f,

(1-a)(1

si la fonction I _ﬁ)y est absolument continu sur | et alors

, 1- 1-a)(1-
(Dgfy)(t) = (I(’i( CK)DI(()+ N ﬁ)y)(t), p.p-te]. (1.1)

L'opérateur Dg;ﬁ donné par (1.1) a été introduit par Hilfer.




1.1 Espaces fonctionnels

Remarque 1.1. [I]

1. La dérivée de Hilfer Dg;ﬁy peut étre écrite comme :
) 1- 1- 1- _
(D5y) (0= (18" D1S Ty )0 = (1~ Dy )ty = (197D ) 1)

pourp.p.t€j,ouy=a+p-ap.
soe s a, e 717, s . . s s .
2. La dérivée DO+'3 est considérée comme une interpolation entre la dérivée de Riemann-

Liouville et la dérivée de Caputo puisque :

Dg+}2, [5 =0

Da’ﬁy = .
“Dfy, B=1

0+

3. Le parameétre y satisfait
O<y<lL,y>2a y>B 1l-y<l-p(1-a)
Nous introduisons les espaces
crt ) ={peci, ), Dyfyeci, ),

et
¢l ) ={yeCi, ), DlyeCi, (),

Puisque Dg;ﬁy = Iffl_“)D&y, du Lemme 1.2 il découle que

Cly_y(]) C Cf;ﬁy(]) C Ciy())

Le lemme suivant découle directement de la propriété du semi-groupe dans le Lemme

1.6.
Lemme 1.9. Soient 0<a<1,0<p<l,ety=a+p—-af.Siye Ci/_y(]), alors
Y Y ap
I3 Doy = 15Dy y,

et

14 (1-a)
D0+Ig+y = D(/)3+ v,

pour la preuve des lemmes suivants, voir [1].




1.1 Espaces fonctionnels

Lemme 1.10. Onay € L'(]), si Dgil_a)y existe et y € L'(J) alors

(I-a)

DSP 18y = 81 pP )y,

Lemme 1.11. Ona0<a <1, 0<p<l,ety=a+p-ap. SiyeC_,(J) et Ié:ﬁ(l_a)y €
Cll_y(]) alors Dg;ﬁlgiy existe dans (0,T] et

Da ﬁIO+y( t)=y(t), te(0,T]

Lemme 1.12. Soient v : [0,T] — [0,+0c0) une fonction réelle et w(-) positive , localement

intégrable sur [0,T]. Supposons qu’il existe un constant a >0 et 0 < a <1 tel que :
t

v(t) < w(t)+ af (t—s)"%v(s)ds,

0
donc, il existe un constant K = K(«a) tel que :
t

v(t) < w(t)+Kaj (t—s)"“w(s)ds, pour chaque te€[0,T].
0

Soit le probléme :

Dg;ﬁy(t) = f(t,y(t), Dg;ﬁy(t)), pour chaque t€(0,T], T > 0. (1.3)
"9(0h=) Ap(w), we(OTL (1.4)
i=1

Définition 1.8. L'équation (1.3) est Ulam-Hyers stable s’il existe un nombre réel ¢y > 0 de

telle sorte que pour chaque € > 0 et pour chaque solution z € C%/_y(j) ,
‘Dm 2() - f(t,z(t),Dg;ﬁz(t))‘ <e, te(0,T]
il existe une solution y € Cl_y(]) de I'équation (1.3) avec
|2(t) - y(t)| < cre, t€(0,T].

Définition 1.9. L'équation (1.3) est Ulam-Hyers généralisée stable s’il existe s € C(R,,R,),
P7(0) =0, et pour chaque solution z € Cf_y(]) :

5P a(t) - f (1,2(0), Dy =(t ))‘ <e, te(0,T],
Il existe une solution y € Cz/_y(]) de I'équation (1.3) avec

|2(t) = () < s (e), t€(0,T]




1.1 Espaces fonctionnels

Définition 1.10. L'équation (1.3) est Ulam-Hyers-Rassias stable par rapport a ¢ € C(J,IR;)
s'il existe un nombre réel ¢y > 0 de telle sorte que pour chaque € > 0 et pour chaque solution

zeCl ()

Pty - f (12(0), Dg‘;ﬁz(t))| <ep(t) te(0,T]
Il existe une solution y € Cl_y(]) de I'équation (1.3) avec
2(t) =y < crpp(t), te(0,T],

Définition 1.11. L'équation (1.3) est Ulam-Hyers généralisée stable par rapport a ¢ €
C(J,R,) il existe un nombre réel cs , > 0 de telle sorte que pour chaque solution z € Ci/_y(])

de l'inégalité

D 2(0) - £ (1,2(0), Dy 2(0)| < (1), te(0.T)
il existe une solution y € Cl_y(]) de l'équation (1.3) avec
|2(t) =yt < crpp(t), t€(0,T],
Remarque 1.2. La fonction z € Cf_y(]) est une solution de 'inégalité
‘Dm 2(t) - f(t,z(t),Dg;ﬁz(t))‘ <e, te(0,T],

si et seulement s’il existe une fonction ¢ € Cf_y(]) (qui dépend de la solution y) telle que

i). |p(t)<e te(0,T]

ii). Dy z(t) = f (t,2(t), Doz(1)) + (t), t € (0,T],
Remarque 1.3. Une solution de I'inégalité différentielle implicite
‘Dm 2(t) - f(t,z(t),Dg;ﬁz(t))‘ <e, te(0,T)

avec ordre fractionnaire est appelée fractionnaire e— solution de I’équation différentielle frac-

tionnaire implicite. (1.3).

Deéfinition 1.12. ([5]).(Intégrale fractionnaire de Katugampola)

Soient & € R,c € R et g € X (a,b), U'intégrale fractionnelle de Katugampola d’ordre a est

définie par :
t 10— 5P \* 1 g(s)
(PIZ g)(t :J sp_l( ) ds, t>a,p>0
2= | =) e p
ou I'(a) est la fonction Gamma définie par :I'(a fo t9le7tdt, a >0

6]



1.1 Espaces fonctionnels

Définition 1.13. [5](Dérivée fractionnaire de Katugampola)
Soient & € R, \IN et p > 0,la dérivée fractionnaire de Katugampola P D¢, d’ordre a est définie

par:

(PDE.) = SH(PI°g) (1)

d n t 0 _gP n—-a—1 g(S)
— 10 2 p-1f >
(t dt) Ls ( 0 ) I‘(n—a)ds’ t>a, p>0.

Avec n=[a]+1et o = (tl‘f’%)n.

Lemme 1.13. [9] Soient a >0, et 0 <y < 1,alors PI¢, est bornée de Cy,p(]) dans C%p(]).

Lemme 1.14. [9] Soient 0 <a<T <oo,a>0,0<y<letyec C%p(]), si a >y, alors pI;iy
est continue dans | et

(pIaa+y)(a) = tli)%(plﬁy)(t) =0

Lemme 1.15. Soit x > a, pour tout a >0et f>0o0na:

o [sP—ar\F] T(p) (th—ar\** P!
[pl‘ﬁ( p ) (t):T(M/ﬂ)( p )
s _gf a—17
[ngi( 5 ) (t)=0, O<acx<l

Lemme 1.16. [9] Soient a >0, 0<y <1et g€ C,la,b]alors
(PDy, P17, g)(t) = g(t), pour tout t € (a,b]

Lemme 1.17. [9] Soient 0<a<1,0<y<1,sige Cy[a,b] et PI%. g€ C;’p[a,b] alors :

("2 PDgg)(1) = g(1) - ("Lg)(a) (tP —aP

[(a) P

Définition 1.14. [9]Soient l'ordre a et type p satisfaisant n—1 <a <net0<<p <1, avec

a-1
) , pour tout t € (a,b]

n € IN. La dérivée fractionnaire en t, avec p > 0 de la fonction g € C1_,, ,[a, b] est définie par :
p (-a)(,p-1 4\ p (a-pin-a)
a, n-oa — - n-oa
("Dy’g)() = (pféi (tf’ 15) L g)(t)
- (p [ Iﬂq—ﬂ)(n—a)g)( t)

Dans ce qui suit , nous considérons seulement lecasn=1,cas 0 <a <1




1.1 Espaces fonctionnels

P

Proposition 1.1. [9] L'opérateur pD;’ peut écrit comme :

ap B(l-a) o (1-y) B(1-a) 14
D" =PI, Splyt =PI PD.., y=a+p-ap

p

.l L, . . a, . L. .
Proposition 1.2. La dérivée fractionnaire PD " est un interpolateur des dérivées fraction-

naires suivantes :
Hilfer(p — 1)[4]

Hilfer-Hadamard(p — 07)[7]
généralisé(p = 0)[5]

type Caputo(f =1)
Riemann-Liouville(f = 0,p = 1)[6]
Hadamard(p =0,p — 07)[6]
Caputo(f=1,p — 1)[6]
Caputo-Hadamard(f =1,p — 07)
Liouville (8 =0,p — 1,a=0)[6]
Weyl(f=0,0 = 1,a = —c0).

Définition 1.15. Nous considérons les paramétres a,y, p satisfaisant :
y=a+p-af,0<a,p,y<l1
Nous définissons les espaces :

et =lveci, NPy ec,, )

et
cl,,={peCiy )DLy eCiy,()
De pD:iﬁy =P Iayfl_a) D).y il résulte du Lemmel.13 que :
Cl, (N cCrt () cCiypll)
Lemme 1.18. [9] Soient 0<a <1, 0<p<lety=a+pf—-af.Siyec Cf_%p(]),alors

P17, PDy = 18 PD%Py,

et

oD}, P18y =0 DI,

at




1.1 Espaces fonctionnels

Théoreme 1.1 ( Théoreme Arzéla-Ascoli). Soit A C PCy_,(],R).A est relativement compact

(i.e A est compact )si

1. A est uniformément borné ,i.e, il existe M > 0 tel que :

| f(x)|<M pourtout feAetxe (ty,tr]k=1,..,m

2. A est équicontinue sur (ty,tyy1],i.e, pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout

X,EE (tkl tk+1];
|x—X|<0 implique| f(x)— f(X)|< € pour tout f € A.

Théoreme 1.2. [8](Théoréme du point fixe de Banach) Soit C un sous-ensemble fermé non
vide d’un espace de Banach E, alors toute contraction T de C en lui méme a un point fixe

unique.
Théoreme 1.3. [8§](Théoréme du point fixe de Krasnoselskii) Soient M est un sous-ensemble
fermé, convexe et non vide d’un espace de Banach X, et A, B sont des opérateurs tels que :

1. Ax+ By € M pour tout x,y € M,

2. A est continu et compact,

3. B est une contraction,

alors il existe z € M tel que z= Az + Bz.




Chapitre 2

Résultats d’existence et de stabilité pour

un probleme a valeur initiale non locale

Dans cet chapitre , nous étudions le probleme de valeur initiale non locale suivant :

Dg;ﬁy(t) = f(t,y(t), Da;ﬁy(t)), pour chaque t€(0,T], T > 0. (2.1)

y(0%) = Z/\ly ), (0,T]. (2.2)

Ou
0<a<l 0<B<1 y=a+p-apf, f:(0,T|xRxR—R, 7, i=1,2,..,msont des

points préfixées satisfaisant, 0 < t1; <... <7, < T, A; nombre réels :

ZAtyl

Dg;ﬁ désigne 'opérateur dérivée de Hilfer.

2.1 Existence de solutions

Onay=a+p-afavec0<a<let0<p<1l,onaf:(0,T]xRxR— IR estune fonction
telle que f(-,v(-), u(-)) € C;_,(J) pour toute y,u € C;_,(]) et soit l'opérateur N : C;_,,(J) —
C1-,(J) défini par :

1 ' a—1
Ny(t):w(t)+mjo(t—s) g(s)ds, te(0,T]. (2.3)

10




2.1 Existence de solutions

Ou
t7-1 S

() = - D i [ Crmsr gt

r(a)[rm— ZAirZ‘l] =

i=1

et ¢:(0,T] — R est une fonction qui satisfait I’équation suivante :

g(t) = f(£y(1),g(1))
clairement, w € Cy_,(J) et g € C;_,(J) aussi, d’apres le Lemmel.2, Ny € C;_,,(]).

Théoreme 2.1. Siy € Cf_y(]), alors y satisfait le probléme (2.1)-(2.2) si et seulement si y est

un point fixe de l'opérateur N.

Preuve D’abord nous prouvons la nécessité.

Soit y € Cf_y(]) une solution du probléme (2.1)-(2.2) . Il suffit de montrer que y est un
point fixe de 'opérateur N a 'aide de la définition de Cf_y(]) , Lemmel.3 et la Défini-
tionl.6 on a

Ip-"yeC(J) et Dy =D (I, ") € Co_y (),

1—
Ip."yeCl_ ()
D’apres le Lemmel.8 ona:

1=y
Iy 3’(0+)ty—1

I[.Dly(t) = y(t) - , te(0,T 2.4
0+ Do+ (t) = v(t) () (0,T] (2.4)
puisque D();y € C1y(J), d’apres Lemmel.9

(17.DJv) (1) = (18D y) (1) = I&.g(1),  te(0,T], (2.5)

D’apres 2.4 et 2.5 on obtient

1-y + t
v ED et o goas reqoT] (2.6

On utilise le changement variable suivant t = 7;, dans |’équation précédente , on trouve :

y(t) =

1y + T;
y(T;) = %Tl;()o)riy_l + ﬁJ; (t;—s)% 'g(s)ds, te(0,T], (2.7)

11




2.1 Existence de solutions

On multiplie 2.7 par A;, on obtient :

1-y .
I+ " v(07) - A i -
/\iy(Ti):%/\iTiy 1+T(“)Jo (ti =) g(s)ds
On a
I 9(0%) = ) Aip(a)
i=1
Ié_yy(0+) m o1 1 m T )
S VA A 4 AT+ —— /\-J (1, —s)* " g(s)ds,
I(y) Z;’ Iwwg;l 0o 8
On implique
- r & G
7 3(0%) = ) YA el @
N@ﬁM—Zﬁﬁﬂﬁl
i=1
On remplace 2.8 dans 2.6 pour tout t € (0, T
I .
o) = wlt)+ s [ (=90 2.9

Ce qu’est un point fixe de N.
La condition suffisante : Soit y € Ci/_y(]) est un point fixe de l'opérateur N écrit comme

I’équation 2.9 . Appliquons 1 ‘opérateur Dg)/+ a29etdapresle Lemmel.9et 1.5

D).y =D}"Vg. (2.10)

par I’équation 2.10,la Définition1.6 et D(7)/+y € Ci_y(J) ona
1-B(1- 1-
DI, g = DI Ve e i (), (2.11)
puisque g € C;_,(]), d’apres le Lemmel.3 on a
1-B(1-
L e e (), (2.12)
d’apres I’équation 2.11 et 2.12 cette

1-B(1-
Iy g ecl ()

12




2.1 Existence de solutions

- g satisfait les conditions du Lemmel.8.

(1-

donc g et IO+
Maintenant, appliquons I’B )sur 2.10 et utilisons la Remarquel.l et le Lemmel.8 on
peut écrire :

|17 g o)

I(p(1-a))
Puisque 1 -y <1-p(1 —a), Lemmel.4 implique :

[Iélﬁ“_“)g] (0)=0

a,p

Dyl y(t) = g(t) - thll=a)-1, (2.13)

par suite, la relation(2.13)devient :
Dyfy(t)=g(t), te(0,T],

Maintenant on vérifie la condition initiale 2.2 nous appliquons I, ¥ dans I’équation pré-

cedent(2.9),on a :

1-
I, et

a)[rm— Y A
i=0

on utilise les Lemmes 1.8 et 1.1 :

Ié:yy(t) = L) ]ZA j T; — )% g(s)ds+101:’3(1_a)g(t),

m
[ Zz\lrly !

i=0

Iyl = ]ZAzfo (-5 g(s)ds + 13 15 (1),

puisque 1 —y <1 - (1 —a) on peut utiliser le Lemmel.4 avec t — 0

1,7 y(0) = r“’?ﬂ Z/\ f 7 —5)% L g(s)ds, (2.14)
r(a)(F(y)—ZAnf 1]
i=1
on remplace t = 7; dans (2.9) on a
! . T
() 1 A [ (s gt
0




2.1 Existence de solutions

on dérive

m
| m . Z/\if(iy_l
= o) Z/\,-J- (t; —s)g(s)ds = — +1
= I'(y)- Z/\iTy_l
i=1
on obtient

m r m T _

Y vl = ) YA o (2a3)
i=1 i

suivant les équations(2.14)et (2.15) la

1—

Ip-"9(0) = Z/\iy(Ti)-
Théoreme 2.2. Supposons que :
(H1) La fonction f :(0,T]x Rx R — R tel que

f(u()v()e Cfg_a) pour tout u,v € Cy_,,(])

(H2) Il existe constante K >0 et 0 <K < 1 tel que
| f(t,u,v)— f(t,u,9) |[<K|u-%u|+K |v—-7| pourtout u,v,u,ve€Rettec(0,T]

Si

a+y-1
) A

KT(y) io1

—K)T m
TR |
i=1

+TY <1 (2.16)

alors il existe une unique solution du probléeme de Cauchy (2.1)-(2.2) dans I’espace

SN()}
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2.1 Existence de solutions

Preuve : La preuve est donnée en deux étapes
Etapel : On va montrer que 'opérateur N définis dans (2.3) admet un unique point fixe

y* dans I'espace C;_,(J), soient y,u € C_,,(J) et T € (0, T], donc on obtient

INy(t) - Nu(t)| < ty_lm Z/\i Jri(ri —s)o! | g(s)—h(s)|ds
y-1| i=1 0
[(a)[T(7)= ) At/

i=1

1

t
+mj0 (t-5)"" | g(s) — h(s) | ds

alors pour g,h € C;_,,(J) tels que
d’aprés (H2) on a

par suite

|8(t) = h(t) |<

par conséquent , pour tout t € (0, T]

15




2.1 Existence de solutions

_1 m Ti
[Ny () - Nu(t)| < Sl m ZMJ (ri=9)"" [9(s) —u(s) | ds
(1-Br@[rp)-Y A=
i=1
K t a-1 .
"(1-Kr@ L“ $)* 1p(s) —u(s) [ ds
) R ZMFW—s)“ L1 Y [(s) - u(s)] | ds
(1—E)F(O() r(y)_Z/\l_Ti)/—l i=1 0
i=1
K

t
— _a-1_y-1 1— _
+(1—E)F(a)Jo(t $)77 77 |51V [p(s) — u(s)] | ds

. Klly-ullc
_ » )
) A )+ g (17

B i7d . y-1] i=1 l 1-K
(1-K)[C(p)-) At 7| =
i=1
d’apres le Lemmel.5,0n a:
L)y —ullc, -
| Ny() - Nu(t) | < oy ) A
I(a+y)(1 Z/\ =1
poety= 1
SIS
(1-K)I(a+7y)
par suite
ZAiTchy—l
KT -
|1 (Ny(t) - Nu(t) | « — 0 - s llly—ulle,,
F(y)—Z/\iTZ
i=1
ZAiTia+7/—1
KT -
Q E)F((ya)ﬂ/) = m T My —ulle,,
- -1
r(y)-) dit)
i=1

16




2.2 La stabilité d’Ulam-Hyers-Rassias

ce qui implique

KT(y) io1

INy=Nitller, = 4 Rria ) m
Pre) -3 2!
s i=1

+ Ty -ulle,

Par I’équation (2.16) 'opérateur N est une contraction. Par conséquent, d’apres le prin-
cipe de contraction de Banach, N admet unique point fixe y* € C;_,(]) .
Etape2 : On vas montrer que ce point fixe y* € C1-,(J) et aussi dans Cf_y(]) puisque y*

est un point fixe de l'opérateur N dans C;_,(J), donc pour tout t € (0,T]on a:

v = w(t) + I.g(1)

y-1 m Ti
- : )N L (i =5)"" f(s,97(s), g(s)ds + 1§ £ (1,70, g (1),

T(a)|T(y)- Zairf‘l] =
i=1

Appliquons D(7;+ a I’équation précédent et d’apres le Lemmel.50n a:

DYy =D [18 f(£,9"(1), 8(1)]
=Dy f(Ly(8),8(1)
= DYV (6y7 (1), g(0))
puisque ¥ > a d’apres (H1) , le nembre droit de ’équation elle est dans C;_,(J) et donc
Déiy* € C1_,(J) se qui implique que y* € Cf_y(]).
Comme conséquence de 1’étape 1,2 et le Théoréme2.1 , on conclut que le probléme

(2.1)-(2.2) admet unique solution dans Cf_y(]).

2.2 Lastabilité d’Ulam-Hyers-Rassias

Théoreme 2.3. Supposons que (H1),(H2) et (2.16) sont satisfaites ,alors le probléeme (2.1)-
(2.2) est d’'Ulam-Hyers stable.

Preuve : Soient e >0 et z € Ci/_y(]) et la fonction f qui satisfait I'inégalité suivante

Dy 2(t) - f (12(1), Dg:P 2(t))| < € pour tout t € (0,T], (2.17)

17




2.2 La stabilité d’Ulam-Hyers-Rassias

et soity € Ci/_y( J) est 'unique solution du probléeme de Cauchy
Dg;ﬁy( t) = f(t y(t), of) pour toutt € (0,T], T>0
Ié:yy(0+) 0+ Y2(0%) = Z/\ v(T;)
d’apres le Théoreme(2.1), on obtient :

_Ié:yy(0+) 1 ' _ a1
y(t) = ) +F(a)J;(t s)* " g(s)ds, te(0,T]

supposons ¢ : (0, T] — R une fonction définie par :

g(t) = f(13(1),8(1))

appliquons I{, dans 'inégalité précédente, on obtient :

1 ! et eT®
18.D5P2(t) - — | (t—5)7""h(s)ds| < < 2.18
o+ Do-2(0) = F(a)J;( TS| < Ty S Fa e ) (2.18)
ou h:(0,T] — R est une fonction définie par :
h(t) = f(t,2(t), h(t))
d’apres la définition de Cr_y(]), Lemmel.3 et Définitionl.6 on a
Iy-"z€ C(]) et Dy.z=D(I);"z) € Ci_,(])
par suite
Iy."zeCl_(])
d’apres le Lemmel.8, on a
I, V2(0%)
11D}, z(t) = 2(t) - O—t Lote(o,T 2.19)
Do [0) | (
puisque D())/+z € Cy_y(J) , d’apres le Lemmel.9
(17.DJ.z)(t) = (1. Dg"2) (1), t€(0,T] (2.20)
d’apres 2.19et 2.20on a:
I.."z(0"
(IgaDofz)(t) z(t) - O—()t 1 te(0,T] (2.21)

I'(y) '

18




2.2 La stabilité d’Ulam-Hyers-Rassias

on remplace (2.21) dans (2.18) on a:

Io+ Z(0+) 1 ! a—
z(t) — th 1—mJ;(t—s) Yh(s)ds

on a pour tout t € (0, T]

2 -310) = o) =20 = s | = s
ﬂ;LLU—>*Hmw g(s))ds
10+ 7 2(0%) 1 (! o
< |z(t) - th 1—Ta)J;(t—s) Yn(s)ds
+fé5J:u—sW*|ma—g@nds
donc
| z(t) —y(t) |< eT? + ! jt(t—s)“_llh(s)— (s)|ds, te(0,T]
P E T+ ) " T J glsylas, LELB

Par (H2), on a pour tout t € (0, T]

[ h(t) - g () | = | (,2(0), 1) - F(£2(0), 8(0)
<K|a(t)-p(t) [+K [ h(t) - (1) |

’

alors

En utilisant (2.22) et (2.23), on obtient

eT? N K
(@+1) (1-K)(a)

|20 -y(0) < 7

par le Lemmel.12 ,on a:

eT“l SKTA l
1 ( =

S UL Y T] RIS

jt(t—s)‘)‘_1 | z(s)—y(s) | ds,t € (0, T]
0

(2.22)

(2.23)

supposons 6 = d(a) est une constant, qui termine la preuve du théoréme. De plus, si nous

prenons Y(e) = ce; P(0) = 0, alors le probleme((2.1)) et ((2.2)) est Ulam-Hyers généralisé

stable.
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2.2 La stabilité d’Ulam-Hyers-Rassias

Théoreme 2.4. Supposons que (H1), (H2),I’équation (2.16) et

(H3) il existe une fonction croissante ¢ € C(J,R,) et il existe A, > 0 tel que pour tout t €
(0,T]
I p(t) < Ap(t)

sont vérifiée, ensuite, le probléme (2.1)-(2.2) est Ulam-Hyers-Rasias stable.

Preuve :Soit z € Ci/_y(]) est une fonction vérifiant 'inégalité :

Dg;'gz(t) —f(t,z(t), Dg;ﬁz(t))‘ <e@(t) pour tout te(0,T], e>0 (2.24)
et soity € C%/_y( J) 'unique solution du probléme de Cauchy suivant :
Dg;ﬂy(t) = f(t,y(t),Dg;ﬁy(t)), pour tout t€(0,T], T>0
1.7 9(0%) = 1. " 2(0%) = jf;A¢y<r»
i=0

En utilisant le Théoréme?2.1, on obtient

L7y 1 (L
1% t)—Ty)ty +m\fo(t—5) 1g(5)d5, tE(O,T]

supposons ¢ : (0, T] — R une fonction satisfait I’équation fonctionnelle

g(t) = f(Ly(1),g(1))

maintenant appliquons I§. dans les deux membres de l'inégalité (2.24), on obtient :

e (! o
sf@5¥L<t—s> Lp(s)ds

supposons h: (0, T] — R une fonction qui satisfait ’équation fonctionnelle

t
18.D§ 2(t) - ﬁfo (t—s)*" h(s)ds

h(t) = f(£y(0), h(1))

Utilisons (H3), on a pour tout ¢t € (0, T

t
IgiDgiﬁz(t) - I’L)J; (t—s)*Lh(s)ds| < €A, (t)

(a
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2.2 La stabilité d’Ulam-Hyers-Rassias

d’apres la preuve du Théoreme?2.3, on obtient :

Vgez(0) oy L (T
—F(y) t F(oc)J;(t s)*  h(s)ds

z(t) - <edyp(t)

on a pour tout t € (0, T]

IL7v0%) 1 (.

+ —Ltu—s)“—l(h(s)—g(s))ds

1772000 ., 1t
<|z(t) - ) tY —mJ;(t—s) h(s)ds
t
+ ﬁfg (t—5) [ h(s) — g(s) | ds

Donc

1 (! .
| 2(t) ~ p(8) 'S”@")““mﬁ) (t—5)* [ h(s)—g(s) | ds, t€(0,T]

Par (H2), on a pour tout t € (0, T]

(1) - g(0)] = | (1,200 1) - F(£9(0),8(1)),
<K |z(t)-y(t) | +K | h(t) - g(1) |,

alors

() - (1) |< —~— | 2(t) — v(1) ],

utilisons les équations (2.25) et (2.26) , on a

| z(t) —y(t) [< €dp(t) + _LJ; (t—s)*1|2(s)=v(s)|ds, t€(0,T]

(1-K)[(a)
Par Lemmel.12, on obtient :
|2(t) —y(t) [S €Ap(t) + ble_ﬂ
(1-K)[(a)

Si on pose 8; = 01(«) est constant et par (H2),on a:

516K (1) _ (1 N 61K A,

[2(0) =310 1< eApeplt) + =5 — )ew(t)

21

Jt(t —s)“‘l(p(s)ds, te(0,T]
0

(2.25)
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2.3 Exemples

ensuite , pour tout t € (0, T]

51K\
1€ E(p)/\(ple(p(t) — ceq(t)

| 2(0)— () |< [(1 .

Se qui complete la preuve du Théoreme?2.4.

2.3 Exemples

Exemple 2.1. Considérer le probleme non linéaire implicite fractionnaire différentiel suivant :

1
Dg;oy(t) = ! " +L pour tout t € (0,1] (2.27)
10e—t+2(1+|y(t)|+ D! y(t)) Vi
G 1
15:9(0 ):3y(—)+2y(—) (2.28)
3 2
Soit
f(t,u,v)= ! +L te(0,1], u,velkR
T 10e 2 (1 |u |+ v ) VE S
Ona

cf([0,1]) = SUCAVE (h:(0,1] —R: trhec((o,1])

1
avecy = a = - et p =0, clairement, la fonction f € C%([O,l]). Par conséquent (H1) est
satisfaite .
Pour tout u,v,u,ve Rett€(0,1], 0na

| f(t,u,v)—f(t,u,v)|< %Oe(l u—-u)|+|v-7v|)

= 1
par conséquent (H2) et pour K = K = Tos La condition(2.16) :
e

[ 2
2 a+y-1
i=1

y-1

KT (y)

— +T%|~0,122<1
(1-K)I(a +7y)

-

I'(y)-
L =1

est satisfaite avec Ay = 3,1, = 2,11 = %,Tz = % et T = 1. D’apérs Théoréme?2.2 le probleme

1
(2.27)-(2.28)admet une unique solution dans ’espace Cf([O, 1]).De plus,le Théoreme(2.3),
2
implique que le probléme (2.27)-(2.28) est Ulam-Hyers stable.
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2.3 Exemples

Exemple 2.2. Considérer le probléme avec valeur initiale suivant :

5,0
Dgi y(t)
10 1 |p(t) | 0 ‘ t+1
Do y(t) = 5= PG €(0,1]

Lo
Dy y(t)' Vi

3o+ 1
I5:3(0 )=2y(§)

Posons

Flou) = 5——|

u v ] t+1
9+et

- +
1+u 1+v Vit
Ona

ci(j0,1]) = ¢ ={n:(0,1] > R:t2heC([0,1])}

Sl e}

avec y = a = 1 et f =0, la fonction f € Ci

2
Pour tout u,v,u,ve Rett € (0,1]:

| Flt0) = f(6m0) | < ggllu-T |+ 0T
<5 (lu-T|+v-7))
Ensuite la condition (H2) est satisfaite avec K =K = o ,1 La condition (2.16) :
KT(y) g

— - +T*|~0,6077 <1
(1-K)C(a+7) | |(y) = Ayr]” ‘

€(0,1] ,u,v €[0,00)

(2.29)

(2.30)

([0 1]) En suite la condition (H1) est satisfaite.

1
est satisfaite avec Ay = 2,1 = 3 et T =1, d’apreés le Théoreme2.2 que le probléme (2.29)-

1
(2.30)admet une unique solution dans l'espace Cf([O, 1]) et d’apres le Théoreme2.3 le pro-
2

bléeme (2.29)-(2.30) est Ulam-Hyers stable.

23




Chapitre 3

Probleme a valeur extémale pour des
equations différentielles au sens de

Hilfer-Katugampola

Dans cet chapitre ,nous étudions le probléme a valeur suivant :
(pDzQﬁy)(t) = ¢@(t), pour chaque t € (0,T] (3.1)
ou ¢(.) € C1_y, ,(J), avec la condition terminale suivante :

y(T)=ceR (3.2)

3.1 Existence de solutions

Soient 0 <a < T, ] =[0,T], nous désignons par C(J,R) 'espace de Banach de toutes les

fonctions continues de | dans R normé par

| 9 lo=sup{ly(t) |: t € C(J,R)}

Nous considérons les espaces de poids des fonctions continues :

P — gf

Y
C%p(]):{y:(a,T]—ﬂR:( ) y(t)eC(],lR)}, 0<y<l1
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3.1 Existence de solutions

et:

CroN={yeC():y"MeC, (N} neN
Cy o) =Cy o))

avec la norme :

Iyl (tp‘“p)y <>‘
=su t
vlilc,, te}) 0 v

n—1
19lep,= Y vl + e,
k=0

Considérons l'espace XL (a,b), (c € R, 1 < p < o0) de ces valeurs complexes Lebesgue

et

mesurables les fonctions f dans [a,b] pour qui || f |Ixr< oo, ou la norme est définie par :

L

b P
17 he=( [ 1eerop ) sp s cem

En particulier , lorsque ¢ = %, l'espace X’ (a,b) coincide avec l'espace L,(a,b) espace :
X’lj(a,b) = Ly(a,b). Nous considérons I’équation différentielle fractionnaire linéaire sui-
p

vante :
(PDIFy) (1) = (1), te(aT] (3.3)

alors () € Cy_,, »(J), avec la condition terminale :
y(T)=c, ceR (3.4)

Le théoreme suivant montre que le probléme (3.1)-(3.2) admet une unique solution don-

née par :

TP —ab\'™” 1 (T({TP—s\*" 1o g\ 7
y(t):( o ) [C‘na)L( o ) . I(P(S)dsl( o ) (3

1 (e —sPp\*!
+I’(a)_[( 5 p) sp_lgo(s)ds.

Théoréme 3.1. Soient y =a+p—apf,on0<a<let0<p<1si¢@:(aT]— Restune

fonction tel que @(-) € Cl_%p(]) alors y satisfait le probleme (3.3)-(3.4) si et seulement s’il
satisfait I’équation (3.5).
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3.1 Existence de solutions

Preuve :

Y
I-y.p

est aussi une solution de l’équation (3.5). De la définition de Cly_y 0

(=) Soity e C (J) est une solution de le probleme (3.3)-(3.4). Nous prouvons que y

(J), Lemmel.13, et

utilisation de la Définition1.13 on a:
1- } 1-
1.7 eC(]) et PDly=6,°1,."y e Ciy () (3.6)

Par la définition de I’espace C{l_%p(]) Par suite

1-
I yeCi, ()

Utilisons Lemmel.17, avec a = y, on obtient :

("L:"y)@ 5= )H (57)

erY ep? — _
(I3 PDey)(t) = () - -

4

1_y’p(]), utilisons Lemme1.18 avec I’équation (3.3),on

oute€(aT],supposons que,yeC
a:

P P , P

("1 enly)e = ("1 'Oy )0 = (T e)t) (3.8)

Comparons les équations (3.7) et (3.8) on voit ¢a :

P 1—7/ -1
y(t):( Ia* y)(a)(tp_ap)y +(p1a

Utilisons I’équation (3.4) on obtient :

(TP —ar\'TY 1 (T(re—se\" 0 —ab\’"!
o= (5] e 5] (5]

t a-1
+ F(la)f (tp{_)sp) s L o(s)ds

avec t € (a,b], c’est-a-dire y(-) satisfait I’équation (3.5)

14
1-y.p

tions (3.3) et (3.4). Appliquons l'opérateur pD;idans les cotés de 1’équation précédent

(<) Soity e C (J), satisfait I’équation (3.5). on voit que y est aussi satisfait les équa-

(3.5). Alors, d’aprés Lemmel.15 et 1.18 on vas trouver :

("DJy)t) = (prfl_“)qO)(t) (3.10)
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3.1 Existence de solutions

D’aprés ’équation (3.6) on a PDZ+y € C1_y,p(J); alors, I’équation(3.10)implique :

("DLy)i)= (3 1)) = (DI ) 1) € oy (3.11)

Comme @() € C;_,, ,(]) et du Lemme1.13 ¢a suit :

(plj: ﬁ“‘“’go) €Ciyl)) (3.12)

D’apres les équations (3.11) et (3.12) et par la définition de 1’espace Cf_%p(]) on obtient :

1-B(1-
(p1a+ ﬁ( a)(P) c Cl—y,p(])

B(1-

Appliquons l'opérateur I ; ) dans les deux membres de I’équation (3.11) et en utili-

sant les Lemmel.14 et 1.17 on obtient :

(P12 0Dl y) (1) = () +

(pli:ﬁ(l—a)(P(t))(a) 10 _ gp \P-@)-1
I'(p(1-a)) ( P )
= (P y) (1) = (1)

c’est -a-dire 1’équation (3.3) est valable .Clairement ,si y € C;_,, ,(J) satisfait I’équation
(3.5) il satisfais aussi I’équation (3.4)

En conséquence du Théoreme3.1 , nous avons le Théoreme3.2

Théoréeme 3.2. Soient y =a+pf—-afpoul<a<let0<p<1;
Soitf : (4, T] x Rx R — R est une fonction telle que f(,y(.),u(.)) € Cy_,, ,(J) pour tout
v,u€Cyyol]),SiyeCy o)) alors y satisfait aux équations 3.1 et 3.2 si et seulement si y

est le point fixe de l'opérateur N : C1_,, ,(]) — Ci,,,(]) défini par :

y-1 a-1
Ny(t):M(tp;ap) +r(1a)ft(tp;50) sPlg(s)ds, te(a,T] (3.13)

TP _ 4P y-1 1 T TP — P a-1 B
M::( . ) [C_T(a)J; ( 0 ) s? lg(s)ds]

et ¢: (0,T] — R une fonction satisfait I'équation fonctionnelle :

ou

g(t) = f(13(1),8(1))
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3.1 Existence de solutions

Clairement g € Cy_,, ,(]) En plus, par le Lemmel.13, Ny € C;_,, ,(]).
Supposons que la fonction f : (a, T] x R x R — IR soit continue et vérifie les conditions :

(H1) La fonction f : (a, T] x Rx R — R est telle que :

f(.,u(-),v(-)) € Cfﬁly_,g)pour tout u,v € Cy_,, ,(J)

(H2) Il existe des constantes K > 0 et 0 < L <1 telles que :
If(t,u,v)— f(t,u,v)| < K|u—-u|+Llv-"7|

pour tout u,v,u,veRette(a,T]
Maintenant, nous énongons et prouvons notre résultat d’existence pour les équations (3.1) et

(3.2) basée sur le point fixe de Banach.
Théoreme 3.3. Supposons que (H1) et (H2) vérifieés. Si :

KT (y) TP —af\*
r(aw)(l—L)( o )<

% (3.14)

alors le probléeme 3.1-3.2 admet une solution unique en C%/_%p(]) C Cf;/;,p(])

Preuve:

La preuve est donnée en deux étapes :

Etape 1 : Nous montrons que l'opérateur N défini dans I’équation (3.13) a un point fixe
unique y dans Cy_,, ,(]). Soient y,u € C;_,, ,(J) et t € (a,T] ,alors on a:

1 (TP—aP\" 7V [t —ar\'7 (T (TP _sp\*!
_ p-1 _
INy(t)— Nu(t)| < T(a)( 0 ) ( 0 ) J; ( 0 ) sP7 g (s) = h(s)|ds




3.1 Existence de solutions

Ensuite :
K
18(8) = h(t)] < T—7Ip(#) —u(t)]
Donc, pour chaque t € (0, T] :
1- T a—1
Npi0-Nut] < (Tp ”p) ) ) st - s
P _p\& 1
et LT ot

K (T°P- 0 —qp\V! 0 —gp\V!
) ( 0 ) ||y—u||c1,,p(plf+( P ) (T)

£ [ ](t)lly—ullcl_w

Par le Lemmel.15, nous avons :

KT(y) (TP —af )“(tv —af )V‘l
Tl@+y)1-L)\ p P

o_ pa+y—1
oK) (a ly—ulle
F(la+y)(1-L)\ p 1=y,

INy(t) = Nu(t)l <

Par conséquent :

0 —ap\'7 KT(7) TP —gP \*
( 0 ) (Ny(t)_N”(”S[F(aw)(l—m( ? )
KT (y)
+r(a+y)(1_L)( )]ny ulle,.,,
2KT(y) TP aP
r(aw)(l—L)( o H”y ey,

ce qui implique que :

2KT(y) TP —af \*
Ivy-Na, < ol

Tl ) e,

Par I’équation (3.13), 'opérateur N est une contraction. Par conséquent, selon le principe
de contraction de Banach, N a un point fixe unique y* € C;_,, ,(J).

Etape 2 : Nous montrons qu’un tel point fixe y* € C1-y,p(J) est actuellement en Cf ”, p(])

Puisque y est le point fixe unique de l'opérateur N dans C;_, ,(]) alors, pour chaque
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3.1 Existence de solutions

t € (a, T], nous avons :

TP —gP 1-y 1 T (To_gp a-1 o 1
‘o) — B - *
a ( P ) [C F(a)L ( o ) S f(syy (s),g(s))ds}( ; )

IR f(59%(5),8(5))

En appliquant pDZ+ des deux membres de I’équation précédent et par les Lemmes1.15 et

1.18 , nous avons :

PD)y (1) = (D). PI%f(5,97(s) 8(5))) (1)
= ("Dl £ (s, v7(0805)) )0

Depuis y > a,par (H1), le coté droit se trouve dansC;_,, ,(J) et donc pDZ+y* € Ciy,0()),
qui implique que y* € Ci/_%p(]).

En conséquence des étapes 1 et 2 ainsi que du théoreme 3.2, nous prouvons que le pro-
bleme 3.1-3.2 admet une solution unique dansC{’_%p(]).

Nous présentons maintenant la deuxiéme résultat, qui est basée sur le théoreme du point

fixe de Krasnoselskii.

Théoreme 3.4. Supposons que (H1) et (H2) vérifions. Si :

KT (y) TP —af\®
r(aw)(l—L)( 7 )<1

alors le probleme (3.1)-(3.2) admet au moins une solution.

(3.15)

Preuve : Considérons 'ensemble :

By ={veCy oD Iolc,, o <)

ou
(5 )l_y [1C1+ gty (T3 )]
T= 1— KF(V) (Tp_ap )0‘
P

I(a+y)(1-L)

et f* = sup,; I (1,0,0)
On définit les opérateurs P et Q sur f,. par:

TP —af =y 1 T e —gP a-1 0 — gP y-1
= _ p-1
Py(t) ( o ) [c I“(a)J; ( 0 ) s g(s)ds]( o ) (3.16)

30




3.1 Existence de solutions

t a—1
Qu(t) = r(la)J (tp;Sp) P lg(s)ds (3.17)

Alors I’équation intégrale fractionnaire (3.13) peut étre écrit comme I’équation d’opéra-

teur:
Ny(t) = Py(t)+ Qy(f), v €Ciy,(J)
La preuve est donnée en plusieurs étapes :

Etape 1 : Nous prouvons que Py + Qu € By pour tout y,u € B,. . Pour l'opérateur P,

multipliant les deux cotés de 1’équation(3.16) par (#) ¥ nous avons :

10 —gp\V ! TP —gp\'77 1 (T({Te—sp\*!
= - p-1
(=) e = (F2) e [ () s

puisque :
1- T a-1
s(TP;ap) 7[|C|_r(1a)J (TP;sP) Sp_llg(s)lds} (3.18)

10 _gp\V 7!
( ) Py(t)
Par (H3), on a pour chaque t € (a, T] :

p

501 = | (£.2(0), g(0) - £(£,0,0) + £(1,0,0)|
< |f(t,y(t),g(t))—f(t, 0,0)‘ + |f(t, 0,0)‘
< Kly(t)|+LIg(t) +

1-
Multiplions les deux cotés de I'inégalité ci-dessus par (W_T“p) ¥ on obtient :

1- 1- 1- 1—
(tp‘“p) 7g<t>‘s(“)‘“p) yf*+1<(tp‘ap) "y L(tp‘“p) gt

P P P P
TP —af 10— gP 1=y
| (52 e

P

+

1=y
) ff+Kny'+L

Ensuite, pour chaque t € (4, T], nous avons :

- T0=a 'Y pey gyt
(fp—a") yg(t)lﬁ( po) Sk =M (3.19)

o 1-L

Ainsi, I’équation (3.18) et le Lemmel.15 implique :

0 —af\'7 TP —al\'" [ MT(y) (TP —ar\*""
5] el <(5) e =ie }
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3.1 Existence de solutions

Cela donne :

TP —af\'™7 MT(y) (TP —af\*"7!
e [|C|+F(a+7/)( ) (5.20)

On utilise I’équation (3.19) et le Lemmel.15, nous avons :

L(y)f” (Tp—ap)1‘7+ KT(y)* (tp—a")’m_1
(I-L)l(a+p)\ (I-L)f(a+y) |\ p

|Q(u)(t)| S[

Par conséquence :

1—
e o

| Tf (Tp—ap)l‘y+ KT (y)n* l(tp-ap)“
—[(I-D)I( (

p LT(a+y)\ p 1-L)I(a+y)|]\ p
L/ (Tp—ap)l‘y+“+ KT (y)n* (Tp—ap)“
T (A-LI(a+p)\ p (I-L)(a+y)\ p
Donc:
PO)f* (TP —afP\'7**  KT(y)y" (TP -af\"
Ioule,, < o) e () e

Par additive les équations (3.20) et (3.21), pour chaque y, u € . on obtient :

1Py + Qullc,_,, <max{lIPyllc,_ ,IQulic,_ )

S(Tp—ap)l‘y il MTO) (Tp—ap)‘”V‘l
p Lla+y)\ p

L)f” ( TP —af )1‘”“
(1-LT(a+y)\ p

KT(y)y* (TP —aP\* (TP—ar\'"”
(1—L)Fa+7)( P )+( P ) c

+

Puisque :

> (¥)1_V [lcl * r(alig//))(f;—L) (Tpgﬂp )a]
1= 1- KT(y) (TP—aP )“
I(a+y)(1-L)\ ¢

ona:

IPy+ Qullpc, ,, <"

ce qui montre que Py + Qu € f,- .

Etape 2 : P est une contraction.
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3.1 Existence de solutions

Soient y,u € C1_y, ,(J) et £ € (a, T]alors,on a:

1 (TP —aP\'"V [t —ap\V" T (TP —sp\*!
p-1 _
IPy(t) = Pu(tl < 72 )( 0 ) ( 0 ) j ( o ) s~ |g(s) = h(s)lds

ougheCy, ,(J)tels que:

g(t) = f(13(1),8(1))
h(t) = f(t,u(t) h(t))

Par (H2), nous avons :

g(t) = h(t)] = |£(t,9(),g(1) - £(£ u(t), h(1))|
< KIy(t) - u(t)| + Lig(t) = (1)

Ensuite

|g(t) - h(t)

Par conséquence, pour chaque t € (a, T] :

K (Te—af\'7V(tp—ap\' ™" (T (TP 50\
v e B e I ) S 1[y(s) - u(s)ds

P
K (TP —aP\"7 (tp—gep\V! sP ap -1
e I e I (™)

< Tl - u(o)

<
“(-L)\ p

Par le Lemmel.15 , nous avons :

- KI(y)  (T0—ar\*(t0—ar\""
[Py (t) Pu(t)lSI’(a+7/)(1—L)( ; )( ; ) ly=ulic,

Par conséquent :

-1
24N gty putt)
P

KT(y) TP —af\*
Sr(aw)(l—m( o )”” e,y

KI(y) (TP -a?\"
||Py—Pu||c1_WSr(a+7/)(1_L)( . ) ly—ulle,_

Par I’équation (3.15), 'opérateur P est une contraction.

Etape 3 : Q est compact et continu.
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3.1 Existence de solutions

La continuté de Q découle de la continuté de f. Ensuite, nous montrons que Q est uni-
formément borné sur f, - .
Soit u € B, . Ensuite, par I’équation (3.21), nous avons :

(T )l‘”“ e (10 )
(1-L)I(a+y) P (I-L)(a+y) 0

Cela signifie que Q est uniformément borné sur g,. . Ensuite, nous montrons que Q est

IQullc, . <

équicontinu.

Soit u € B~ et 0 <a <t <7ToT. Alors :

T
P_ o\ et
_ ( il p a") [Tl p S") } 1g(s)lds
Tp—ap 1=y
Mr(y)( ) aty-1
1"(0(+7/) [ )
P

Alors :
I-y

Qw)(71)

— 0 comme 1, = 14

P_p 1=y P_p
TZ a B Tl a
‘( 5 ] Q()(12) 5

Cela montre que Q est équicontinu sur J. Par conséquent, Q est relativement compact

sur B, en Cy_, , , le théoreme de type Arzela—Ascoli Q est compact sur B, ..
En conséquence du théoreme de point fixe de Krasnoselskii, nous concluons que N ad-
met au moins un point fixe y* € C;_,, ,(J) et de la méme maniére que la preuve du Théo-

réme(3.3), nous prouvons facilement montrer que y* € C] On utilise le Lemmel.17

I-y.p*

34




3.2 Exemple

, nous concluons que le probléme (3.1)-(3.2) admet au moins une solution dans l’espace

Cl_ypoU)-

3.2 Exemple

Considérons le probleme de valeur terminale suivant :

15,0
1 1o 2+[y(t)+|> Dy p(t) ln(\/¥+1)
2D y(t) = + , te(l,2] (3.22)
: L0 3VE-1
108e—t+3(1+|y(t)|+ D2 y(t)') -
y(2)=ceR (3.23)

Posons

2+u+v ln(\ﬁ"‘l)

t,u,v)= +
H ) = ™ i snsv) T 3vi-1

, te(1.2]u,ve[0,+0)

Nous avons :

citys (12))=¢

N= O
[N]

,

([1,2]) = {h:(l,z] - R: \/E(\/E—l)%hec([l,z])}

avecy =a=p = % et f = 0. Clairement, la fonction f € C%’%([1,2]).
Donc la condition (H1) est satisfait.

Pour chaque u,u,v,v e Ret t € (1,2]

[f(tu,v) = f(tw, V) <

W(lu —ﬂl + |U —§|)

< Togo I~ +1v ~7])

1
108e

Par conséquent, (H2) est vérifiée avec K =L =

La condition :

KT(y) ( TP —af
la+y)A-L)\ p
est satisfait avec T = 2 et a = 1. Il résulte du Théoreme3.4 que le probleme (3.22)-(3.23)

o
) ~0.0055<1

1
admet une solution dans l’espace C7 , ([1, 2])
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3.3 Conclusion

3.3 Conclusion

Nous avons fourni des conditions suffisantes garantissant ’existence et 1'unicité de so-
lution a une classe de problemes a valeur initiale non locale et a valeur terminale via
les dérivées fractionnaires de type Hilfer et de Hilfer — Katugampola . Les arguments
sont basés sur le principe de la contraction de Banach et le théoreme du point fixe de

Krasnoselskii. Des exemples sont inclus pour illustrer les résultats.
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