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Notations générales

N :ensemble des nombres entiers naturels.

R :ensemble des nombres réels.

Lp[a,b] :espace des classes des fonctions mesurables de puissance p ∈ [1,∞] ;intégrables sur [a,b].

C([a,b],E) :espace des fonctions continues sur [a,b]à valeurs dans dans un espace de Banach E.

AC[a,b]ou AC1[a,b] :espace des fonctions absolûlement continues sur[a,b].

ACn[a,b], (n ≥ 2) :espace des fonctions u : [a,b] −→ {R}telle que u(n−1) ∈ AC[a,b]

et u(k) ∈ C[a, ], k = 1, ...,n− 1

Γ (.) :fonction Gamma.

Iαa u :L’intégrale fractionnaire à gauche de Riemann-Lioville d’ordre >0.

Dαa u :La dérivée fractionnaire à gauche de Riemann-Liouville d’ordre α ≥ 0
CDαa u :La dérivée fractionnaire à gauche de Caputo d’ordre α ≥ 0

D
α,β
0+ u : La dérivée de Hilfer.

ρIαa u :L’intégrale fractionnaire au sens de Katugampola.
ρDαa u :La dérivée fractionnaire au sens de Katugampola.
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INTRODUCTION

L’analyse fractionaire est une partie de l’analyse mathématique qui étudie les puissance

non entiéres des opérations de dérivation et d’intégration .Afin de résoudre des équations

différentielles fractionnaires, nous mentionnons les travaux [3]où les auteurs proposent

et prouvent l’équivalence entre un problème à valeur initiale de Voltera .Nous considé-

rons deux nouveaux dérivées fractionnaires la premiére s’appelée la dérivée de Hilfer .

L’objet de ce mémoire est de donner quelques résultats concernant les intégrales frac-

tionnaires et les dérivées fractionnaires au sens de Hilfer . On donne aussi des résultats

d’existence ,d’unicité et stabilité pour des équations différentielles avec dérivée fraction-

naire au sens de Hilfer et Hilfer-Katugampola.

Dans le 1er chapitre on donne quelques définitions et propriétés de l’intégrale fraction-

naire et dérivée au sens de Hilfer et Hilfer-Katugampola.

Dans le 2me chapitre, on étudie l’existence l’unicité à l’aide du théorème de point fixé

de Banach et stabilité Ulam des problémes non linéaire de valeurs initiales non locaux

suivants :

D
α,β
0+ y(t) = f (t,y(t),Dα,β0+ y(t)),pour tout t ∈ (0,T ],0 < T

I
1−γ
0+ y(0+) =

m∑
i=1

λiy(τi);τi ∈ (0,T ]

On donne aussi quelques exemples d’applications.

Dans le 3me chapitre ,on étudie l’existence l’unicité à l’aide du théorème de point fixé

de Banach et de Krasnoselskii des problémes de valeurs terminale pour des équations

différentielles avec dérivée fractionnaire au sens de Hilfer-Katugampola suivant :(
ρD

α,β
α+ y

)
(t) = f

(
t,y(t),

(
ρD

α,β
0+ y(t)

))
,pour chaque t ∈ (0,T ],T > 0,α > 0

iii



Introduction

y(T ) = c ∈R

On donne aussi quelques exemples d’applications.
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Chapitre 1

Préliminaire

Dans cette section,nous rappelons quelques définitions et notions de base concernant le

calcul fractionnaire que nous utilisons dans les sections suivants.

Nous considérons les espaces de poids des fonctions continues :

Cγ (J) = {y : (0,T ]→R : tγy(t) ∈ C(J)} , 0 ≤ γ < 1.

Cnγ (J) =
{
y ∈ Cn−1(J) : y(n) ∈ Cγ (J)

}
, n ∈N.

C0
γ (J) = Cγ (J).

normés par

‖y‖Cγ = ‖tγy(t)‖∞ = sup
t∈J
|tγy(t)|

et

‖y‖cnγ =
n−1∑
k=0

‖y(k)‖∞ + ‖y(n)‖cγ .

Ces espaces satisfaisant les propriétés suivantes :

• C0(J) = C(J).

• Cnγ (J) ⊂ ACn(J).

• Cγ1
(J) ⊂ Cγ2

(J),0 ≤ γ1 < γ2 < 1.

1.1 Espaces fonctionnels

Commençant par rappeler la définition d’un espace vectoriel normé.
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1.1 Espaces fonctionnels

Définition 1.1. (Espace vectoriel normé) Soit E un espace vectoriel sur le corps

K = R ou C, on appelle norme sur l’espace E toute application notée ‖·‖ définie sur E à valeurs

dans R+, vérifiant pour tout x,y dans E et α dans K.

(i) ‖x‖ = 0 si seulement si x = 0.

(ii) ‖αx‖ = |α|‖x‖ (homogène).

(iii) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (inégalité triangulaire).

Tout espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

Définition 1.2. (Espace métrique complet) On dit que (E,d) est un espace métrique

complet si toute suite de Cauchy de E converge dans E, (d : estladistancesurE).

Définition 1.3. (Espace de Banach) Tout espace vectoriel normé complet est appelé espace

de Banach.

Définition 1.4. (EspaceC[a,b]) L’espace des fonctions continues sur [a,b], muni de la norme :

‖x‖ = max
t∈[a,b]

|x(t)|.

Définition 1.5. ([2]− [3]) L’intégrale à gauche de Riemann-Liouville d’ordre fractionnaire(

arbitraire) α ∈R+ de la fonction h ∈ L1([0,T ],R+) est définie par

(Iα0+h)(t) =
1

Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1h(s)ds.

Ou Γ est la fonction gamma (fct d’Euler) définie par Γ (α) =
∫∞

0
tα−1e−tdt, α > 0.

Les lemmes suivants fournissent des propriétés Iα0+ .

Lemme 1.1. Pour α > 0, L’pérateur Iα0+ applique C(J) dans C(J).

Lemme 1.2. Soient α > 0 et 0 ≤ γ < 1, Iα0+ est borné de Cγ (J) dans Cγ (J)

Lemme 1.3. Soient α > 0 et 0 ≤ γ < 1, si γ ≤ α, Iα0+ est borné de Cγ (J) dans C(J).

Lemme 1.4. [1] Soient 0 ≤ γ < 1 et y ∈ Cγ (J), donc

Iα0+y(0) := lim
t→0+

Iα0+y(t) = 0, 0 ≤ γ < α.

2



1.1 Espaces fonctionnels

Définition 1.6. La dérivée fractionnaire à gauche de Riemann-Liouville est définie par :

(Dα0+y)(t) =D
(
I1−α
0+ y

)
(t),

(
t > 0, 0 < α < 1, D =

d
dt

)
.

Alors

(Dα0+y)(t) =
1

Γ (1−α)
d
dt

∫ t

0
(t − s)αy(s)ds,

Soit α = 1 on a
(
Dα0+y

)
=Dy et en particulier, si α = 0,

(
D0

0+y
)

= y

Lemme 1.5. [1] Pour t > 0, on a

[Iα0+tβ−1](t) =
Γ (β)

Γ (α + β)
tβ+α−1, α ≥ 0, β > 0.

[Dα0+tα−1](t) = 0, 0 < α < 1.

Les lemmes suivants sont prouvés par des calculs directs utilisant la formule de Diri-

chlet.

Lemme 1.6. Soient α > 0,β > 0 et y ∈ L1(J). Alors

Iα0+I
β
0+y(t) = Iα+β

0+ y(t), p.p t ∈ J.

En particulier, si y ∈ Cγ (J) ou y ∈ C(J), alors l’égalité est vérifiée pour chaque t ∈ (0,T ].

Lemme 1.7. Soient α > 0, 0 ≤ γ < 1 et y ∈ Cγ (J). Alors

Dα0+Iα0+y(t) = y(t),pour tout t ∈ (0,T ].

Lemme 1.8. [6] Soient 0 < α < 1, 0 ≤ γ < 1. Si y ∈ Cγ (J) et I1−α
0+ y ∈ C1

γ (J), alors

Iα0+Dα0+y(t) = y(t)−
I1−α
0+ y(0)
Γ (α)

tα−1, pour tout t ∈ (0,T ].

Soient α ∈ (0,1], β ∈ [0,1] et y ∈ L1(J,Rn).

Définition 1.7. On dit que la fonction y possède la dérivée de Hilfer Dα,β0+ d’ordre α et type β,

si la fonction I (1−α)(1−β)
0+ y est absolument continu sur J et alors(

D
α,β
0+ y

)
(t) :=

(
I
β(1−α)
0+ DI

(1−α)(1−β)
0+ y

)
(t), p.p. t ∈ J. (1.1)

L’opérateur Dα,β0+ donné par (1.1) a été introduit par Hilfer.

3



1.1 Espaces fonctionnels

Remarque 1.1. [1]

1. La dérivée de Hilfer Dα,β0+ y peut être écrite comme :(
D
α,β
0+ y

)
(t) :=

(
I
β(1−α)
0+ DI

(1−γ)
0+ y

)
(t) =

(
I
β(1−α)
0+ D

γ
0+y

)
(t) =

(
I

(γ−α)
0+ D

γ
0+y

)
(t)

pour p.p.t ∈ J , où γ = α + β −αβ.

2. La dérivée Dα,β0+ est considérée comme une interpolation entre la dérivée de Riemann-

Liouville et la dérivée de Caputo puisque :

D
α,β
0+ y =


Dα0+y, β = 0

CDα0+y, β = 1
. (1.2)

3. Le paramètre γ satisfait

0 < γ ≤ 1, γ ≥ α, γ > β, 1−γ < 1− β(1−α).

Nous introduisons les espaces

C
α,β
1−γ (J) =

{
y ∈ C1−γ (J), Dα,β0+ y ∈ C1−γ (J)

}
,

et

C
γ
1−γ (J) =

{
y ∈ C1−γ (J), Dγ0+y ∈ C1−γ (J)

}
,

Puisque Dα,β0+ y = Iβ(1−α)
0+ D

γ
0+y, du Lemme 1.2 il découle que

C
γ
1−γ (J) ⊂ Cα,β1−γ (J) ⊂ C1−γ (J)

Le lemme suivant découle directement de la propriété du semi-groupe dans le Lemme

1.6.

Lemme 1.9. Soient 0 < α < 1, 0 ≤ β ≤ 1, et γ = α + β −αβ. Si y ∈ Cγ1−γ (J), alors

I
γ
0+D

γ
0+y = Iα0+D

α,β
0+ y,

et

D
γ
0+Iα0+y =Dβ(1−α)

0+ y,

pour la preuve des lemmes suivants, voir [1].
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1.1 Espaces fonctionnels

Lemme 1.10. On a y ∈ L1(J), si Dβ(1−α)
0+ y existe et y ∈ L1(J) alors

D
α,β
0+ Iα0+y = Iβ(1−α)

0+ D
β(1−α)
0+ y.

Lemme 1.11. On a 0 < α < 1, 0 ≤ β ≤ 1, et γ = α + β − αβ. Si y ∈ C1−γ (J) et I1−β(1−α)
0+ y ∈

C1
1−γ (J) alors Dα,β0+ Iα0+y existe dans (0,T] et

D
α,β
0+ Iα0+y(t) = y(t), t ∈ (0,T ].

Lemme 1.12. Soient v : [0,T ] → [0,+∞) une fonction réelle et w(·) positive , localement

intégrable sur [0,T]. Supposons qu’il existe un constant α > 0 et 0 < α ≤ 1 tel que :

v(t) ≤ w(t) + a
∫ t

0
(t − s)−αv(s)ds,

donc, il existe un constant K = K(α) tel que :

v(t) ≤ w(t) +Ka
∫ t

0
(t − s)−αw(s)ds, pour chaque t ∈ [0,T ].

Soit le probléme :

D
α,β
0+ y(t) = f

(
t,y(t), Dα,β0+ y(t)

)
, pour chaque t ∈ (0,T ], T > 0. (1.3)

I
1−γ
0+ y(0+) =

m∑
i=1

λiy(τi), τi ∈ (0,T ]. (1.4)

.

Définition 1.8. L’équation (1.3) est Ulam-Hyers stable s’il existe un nombre réel cf > 0 de

telle sorte que pour chaque ε > 0 et pour chaque solution z ∈ Cγ1−γ (j) ,∣∣∣∣Dα,β0+ z(t)− f
(
t, z(t),Dα,β0+ z(t)

)∣∣∣∣ ≤ ε, t ∈ (0,T ]

il existe une solution y ∈ Cγ1−γ (J) de l’équation (1.3) avec

|z(t)− y(t)| ≤ cf ε, t ∈ (0,T ].

Définition 1.9. L’équation (1.3) est Ulam-Hyers généralisée stable s’il existeψf ∈ C(R+,R+),

ψf (0) = 0, et pour chaque solution z ∈ Cγ1−γ (J) :∣∣∣∣Dα,β0+ z(t)− f
(
t, z(t),Dα,β0+ z(t)

)∣∣∣∣ ≤ ε, t ∈ (0,T ],

Il existe une solution y ∈ Cγ1−γ (J) de l’équation (1.3) avec

|z(t)− y(t)| ≤ ψf (ε), t ∈ (0,T ].

5



1.1 Espaces fonctionnels

Définition 1.10. L’équation (1.3) est Ulam-Hyers-Rassias stable par rapport à ϕ ∈ C(J,R+)

s’il existe un nombre réel cf > 0 de telle sorte que pour chaque ε > 0 et pour chaque solution

z ∈ Cγ1−γ (J) ∣∣∣∣Dα,β0+ z(t)− f
(
t, z(t), Dα,β0+ z(t)

)∣∣∣∣ ≤ εϕ(t), t ∈ (0,T ],

Il existe une solution y ∈ Cγ1−γ (J) de l’équation (1.3) avec

|z(t)− y(t)| ≤ cf ,ϕϕ(t), t ∈ (0,T ],

Définition 1.11. L’équation (1.3) est Ulam-Hyers généralisée stable par rapport a ϕ ∈

C(J,R+) il existe un nombre réel cf ,ϕ > 0 de telle sorte que pour chaque solution z ∈ Cγ1−γ (J)

de l’inégalité ∣∣∣∣Dα,β0+ z(t)− f
(
t, z(t),Dα,β0+ z(t)

)∣∣∣∣ ≤ ϕ(t), t ∈ (0,T ],

il existe une solution y ∈ Cγ1−γ (J) de l’équation (1.3) avec

|z(t)− y(t)| ≤ cf ,ϕϕ(t), t ∈ (0,T ],

Remarque 1.2. La fonction z ∈ Cγ1−γ (J) est une solution de l’inégalité∣∣∣∣Dα,β0+ z(t)− f
(
t, z(t),Dα,β0+ z(t)

)∣∣∣∣ ≤ ε, t ∈ (0,T ],

si et seulement s’il existe une fonction φ ∈ Cγ1−γ (J) (qui dépend de la solution y) telle que

i). |φ(t)| ≤ ε, t ∈ (0,T ].

ii). Dα,β0+ z(t) = f
(
t, z(t), Dα,β0+ z(t)

)
+φ(t), t ∈ (0,T ],

Remarque 1.3. Une solution de l’inégalité différentielle implicite∣∣∣∣Dα,β0+ z(t)− f
(
t, z(t),Dα,β0+ z(t)

)∣∣∣∣ ≤ ε, t ∈ (0,T ],

avec ordre fractionnaire est appelée fractionnaire ε− solution de l’équation différentielle frac-

tionnaire implicite. (1.3).

Définition 1.12. ([5]).(Intégrale fractionnaire de Katugampola)

Soient α ∈ R, c ∈ R et g ∈ Xpc (a,b), l’intégrale fractionnelle de Katugampola d’ordre α est

définie par :

(ρIαa+g)(t) =
∫ t

a
sρ−1

(
tρ − sρ

ρ

)α−1
g(s)
Γ (α)

ds, t > α,ρ > 0

où Γ (α) est la fonction Gamma définie par :Γ (α) =
∫∞

0
tα−1e−tdt, α > 0

6



1.1 Espaces fonctionnels

Définition 1.13. [5](Dérivée fractionnaire de Katugampola)

Soient α ∈R+\N et ρ > 0,la dérivée fractionnaire de Katugampola ρDαa+ d’ordre α est définie

par :

(ρDαa+) = δnρ(ρIn−αa+ g)(t)

=
(
t1−ρ

d
dt

)n∫ t

a
sρ−1

(
tρ − sρ

ρ

)n−α−1
g(s)

Γ (n−α)
ds, t > a, ρ > 0.

Avec n = [α] + 1 et δnρ =
(
t1−ρ ddt

)n
.

Lemme 1.13. [9] Soient α > 0 , et 0 ≤ γ < 1,alors ρIαa+ est bornée de Cγ,ρ(J) dans Cγ,ρ(J).

Lemme 1.14. [9] Soient 0 < a < T <∞, α > 0, 0 ≤ γ < 1 et y ∈ Cγ,ρ(J), si α > γ , alors ρIαa+y

est continue dans J et

(ρIαa+y)(a) = lim
t→a+

(ρIαa+y)(t) = 0

Lemme 1.15. Soit x > a, pour tout α ≥ 0 et β > 0 on a :ρIαa+

(
sρ − aρ

ρ

)β−1 (t) =
Γ (β)

Γ (α + β)

(
tρ − aρ

ρ

)α+β−1

ρDαa+

(
sρ − aρ

ρ

)α−1 (t) = 0, 0 < α < 1

Lemme 1.16. [9] Soient α > 0, 0 ≤ γ < 1 et g ∈ Cγ [a,b] alors

(ρDαa+
ρIαa+g)(t) = g(t), pour tout t ∈ (a,b]

Lemme 1.17. [9] Soient 0 < α < 1, 0 ≤ γ < 1, si g ∈ Cγ [a,b] et ρIαa+g ∈ C1
γ,ρ[a,b] alors :

(ρ
Iαa+

ρDαa+g
)
(t) = g(t)−

(ρ
I1−α
a+ g

)
(a)

Γ (α)

(
tρ − aρ

ρ

)α−1

, pour tout t ∈ (a,b]

Définition 1.14. [9]Soient l’ordre α et type β satisfaisant n− 1 < α < n et 0 ≤< β ≤ 1 , avec

n ∈N. La dérivée fractionnaire en t, avec ρ > 0 de la fonction g ∈ C1−γ,ρ[a,b] est définie par :

(ρ
D
α,ρ
a+ g

)
(t) =

(
ρI
β(n−α)
a+

(
tρ−1 d

dt

)n
ρI

(1−β)(n−α)
a+ g

)
(t)

=
(
ρI
β(n−α)
a+ δnρ

ρI
(1−β)(n−α)
a+ g

)
(t)

Dans ce qui suit , nous considérons seulement le cas n = 1, cas 0 < α < 1

7



1.1 Espaces fonctionnels

Proposition 1.1. [9] L’opérateur ρDα,βa+ peut écrit comme :

ρD
α,β
a+ =ρ Iβ(1−α)

a+ δρI
(1−γ)
a+ =ρ Iβ(1−α)

a+
ρD

γ
a+ , γ = α + β −αβ

Proposition 1.2. La dérivée fractionnaire ρD
α,β
a+ est un interpolateur des dérivées fraction-

naires suivantes :
Hilfer(ρ→ 1)[4]

Hilfer-Hadamard(ρ→ 0+)[7]

généralisé(β = 0)[5]

type Caputo(β = 1)

Riemann-Liouville(β = 0,ρ = 1)[6]

Hadamard(β = 0,ρ→ 0+)[6]

Caputo(β = 1,ρ→ 1)[6]

Caputo-Hadamard(β = 1,ρ→ 0+)

Liouville (β = 0,ρ→ 1, a = 0)[6]

Weyl(β = 0,ρ→ 1, a = −∞).

Définition 1.15. Nous considérons les paramètres α,γ,β satisfaisant :

γ = α + β −αβ,0 < α,β,γ < 1

Nous définissons les espaces :

C
α,β
1−γ,ρ =

{
y ∈ C1−γ,ρ(J),ρDα,βa+ y ∈ C1−γ,ρ(J)

}
et

C
γ
1−γ,ρ =

{
y ∈ C1−γ,ρ(J),ρDγa+y ∈ C1−γ,ρ(J)

}
De ρDα,βa+ y =ρ Iγ(1−α)

a+
ρD

γ
a+y il résulte du Lemme1.13 que :

C
γ
1−γ,ρ(J) ⊂ Cα,β1−γ,ρ(J) ⊂ C1−γ,ρ(J)

Lemme 1.18. [9] Soient 0 < α < 1, 0 ≤ β ≤ 1 et γ = α + β −αβ. Si y ∈ Cγ1−γ,ρ(J),alors

ρI
γ
a+

ρD
γ
a+y =ρ Iαa+

ρD
α,β
a+ y.

et
ρD

γ
a+

ρIαa+y =ρ Dβ(1−α)
a+ y.

8



1.1 Espaces fonctionnels

Théorème 1.1 ( Théorème Arzéla-Ascoli). Soit A ⊂ P C1−γ (J,R).A est relativement compact

(i.e A est compact )si

1. A est uniformément borné ,i.e, il existe M > 0 tel que :

| f (x) |<M pour tout f ∈ A et x ∈ (tk , tk+1], k = 1, ...,m

.

2. A est équicontinue sur (tk , tk+1],i.e, pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour tout

x,x ∈ (tk , tk+1],

| x − x |≤ δ implique | f (x)− f (x) |≤ ε pour tout f ∈ A.

Théorème 1.2. [8](Théorème du point fixe de Banach) Soit C un sous-ensemble fermé non

vide d’un espace de Banach E, alors toute contraction T de C en lui même a un point fixe

unique.

Théorème 1.3. [8](Théorème du point fixe de Krasnoselskii) SoientM est un sous-ensemble

fermé, convexe et non vide d’un espace de Banach X, et A,B sont des opérateurs tels que :

1. Ax+By ∈M pour tout x,y ∈M,

2. A est continu et compact,

3. B est une contraction,

alors il existe z ∈M tel que z = Az+Bz.

9



Chapitre 2

Résultats d’existence et de stabilité pour

un problème à valeur initiale non locale

Dans cet chapitre , nous étudions le problème de valeur initiale non locale suivant :

D
α,β
0+ y(t) = f

(
t,y(t), Dα,β0+ y(t)

)
, pour chaque t ∈ (0,T ], T > 0. (2.1)

I
1−γ
0+ y(0+) =

m∑
i=1

λiy(τi), τi ∈ (0,T ]. (2.2)

Où

0 < α < 1, 0 ≤ β ≤ 1, γ = α + β − αβ, f : (0,T ] ×R ×R→ R, τi , i = 1,2, ...,m sont des

points préfixées satisfaisant, 0 < τi ≤ ... ≤ τm < T , λi nombre réels :
m∑
i=1

λit
γ−1
i , Γ (γ).

D
α,β
0+ désigne l’opérateur dérivée de Hilfer.

2.1 Existence de solutions

On a γ = α+β−αβ avec 0 < α < 1 et 0 ≤ β ≤ 1, on a f : (0,T ]×R×R→R est une fonction

telle que f (·, y(·),u(·)) ∈ C1−γ (J) pour toute y,u ∈ C1−γ (J) et soit l’opérateur N : C1−γ (J)→

C1−γ (J) défini par :

Ny(t) = w(t) +
1

Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1g(s)ds, t ∈ (0,T ]. (2.3)

10



2.1 Existence de solutions

Où

w(t) =
tγ−1

Γ (α)

Γ (γ)−
m∑
i=1

λiτ
γ−1
i


m∑
i=1

λi

∫ τi

0
(τi − s)α−1g(s)ds

et g : (0,T ] −→R est une fonction qui satisfait l’équation suivante :

g(t) = f
(
t,y(t), g(t)

)
clairement, w ∈ C1−γ (J) et g ∈ C1−γ (J) aussi, d’après le Lemme1.2, Ny ∈ C1−γ (J).

Théorème 2.1. Si y ∈ Cγ1−γ (J), alors y satisfait le problème (2.1)-(2.2) si et seulement si y est

un point fixe de l’opérateur N.

Preuve D’abord nous prouvons la nécessité.

Soit y ∈ Cγ1−γ (J) une solution du problème (2.1)-(2.2) . Il suffit de montrer que y est un

point fixe de l’opérateur N à l’aide de la définition de Cγ1−γ (J) , Lemme1.3 et la Défini-

tion1.6 on a

I
1−γ
0+ y ∈ C(J) et Dγ0+y =D

(
I

1−γ
0

)
∈ C1−γ (J),

On a

I
1−γ
0+ y ∈ C1

1−γ (J)

D’après le Lemme1.8 on a :

I
γ
0+D

γ
0+y(t) = y(t)−

I
1−γ
0+ y(0+)
Γ (γ)

tγ−1, t ∈ (0,T ] (2.4)

puisque Dγ0+y ∈ C1−y(J) , d’après Lemme1.9(
I
γ
0+D

γ
0+y

)
(t) =

(
Iα0+D

α,β
0+ y

)
(t) = Iα0+g(t), t ∈ (0,T ], (2.5)

D’après 2.4 et 2.5 on obtient

y(t) =
I

1−γ
0+ y(0+)
Γ (γ)

tγ−1 +
1

Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1g(s)ds, t ∈ (0,T ], (2.6)

On utilise le changement variable suivant t = τi , dans l’équation précèdente , on trouve :

y(τi) =
I

1−γ
0+ y(0+)
Γ (γ)

τ
γ−1
i +

1
Γ (α)

∫ τi

0
(τi − s)α−1g(s)ds, t ∈ (0,T ], (2.7)
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2.1 Existence de solutions

On multiplie 2.7 par λi , on obtient :

λiy(τi) =
I

1−γ
0+ y(0+)
Γ (γ)

λiτ
γ−1
i +

λi
Γ (α)

∫ τi

0
(τi − s)α−1g(s)ds.

On a :

I
1−γ
0+ y(0+) =

m∑
i=1

λiy(τi)

=
I

1−γ
0+ y(0+)
Γ (γ)

m∑
i=1

λiτ
γ−1
i +

1
Γ (α)

m∑
i=1

λi

∫ τi

0
(τi − s)α−1g(s)ds,

On implique

l
1−γ
0+ y(0+) =

Γ (γ)

Γ (α)

Γ (γ)−
m∑
i=1

λiτ
γ−1
i


m∑
i=1

λi

∫ τi

0
(τi − s)α−1g(s)ds, (2.8)

On remplace 2.8 dans 2.6 pour tout t ∈ (0,T ]

y(t) = w(t) +
1

Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1g(s)ds, (2.9)

Ce qu’est un point fixe de N.

La condition suffisante : Soit y ∈ Cγ1−γ (J) est un point fixe de l’opérateur N écrit comme

l’équation 2.9 . Appliquons l ’opérateur Dγ0+ à 2.9 et d’après le Lemme1.9 et 1.5

D
γ
0+y =Dβ(α−1)

0+ g. (2.10)

par l’équation 2.10,la Définition1.6 et Dγ0+y ∈ C1−γ (J) ,on a

DI
1−β(1−α)
0+ g =Dβ(1−α)

0+ g ∈ C1−γ (J), (2.11)

puisque g ∈ C1−γ (J), d’après le Lemme1.3 on a

I
1−β(1−α)
0+ g ∈ C(J), (2.12)

d’après l’équation 2.11 et 2.12 cette

I
1−β(1−α)
0+ g ∈ C1

1−γ (J)

12



2.1 Existence de solutions

donc g et I1−β(1−α)
0+ g satisfait les conditions du Lemme1.8.

Maintenant, appliquons Iβ(1−α)
0+ sur 2.10 et utilisons la Remarque1.1 et le Lemme1.8 on

peut écrire :

D
α,β
0+ y(t) = g(t)−

[
I

1−β(1−α)
0+ g

]
(0)

Γ (β(1−α))
tβ(1−α)−1. (2.13)

Puisque 1−γ < 1− β(1−α), Lemme1.4 implique :[
I

1−β(1−α)
0+ g

]
(0) = 0

par suite, la relation(2.13)devient :

D
α,β
0+ y(t) = g(t), t ∈ (0,T ],

Maintenant on vérifie la condition initiale 2.2 nous appliquons I1−γ
0+ dans l’équation pré-

cèdent(2.9), on a :

I
1−γ
0+ y(t) =

I
1−γ
0+ tγ−1

Γ (α)

Γ (γ)−
m∑
i=0

λiτ
γ−1
i


m∑
i=1

λi

∫ τi

0
(τi − s)α−1g(s)ds+ I1−γ

0+ Iα0+g(t),

on utilise les Lemmes 1.8 et 1.1 :

I
1−γ
0+ y(t) =

Γ (γ)

Γ (α)

Γ (γ)−
m∑
i=0

λiτ
γ−1
i


m∑
i=1

λi

∫ τi

0
(τi − s)α−1g(s)ds+ I1−β(1−α)

0+ g(t),

puisque 1−γ < 1− β(1−α) on peut utiliser le Lemme1.4 avec t −→ 0

I
1−γ
0+ y(0) =

Γ (γ)

Γ (α)

Γ (γ)−
m∑
i=1

λiτ
γ−1
i


m∑
i=1

λi

∫ τi

0
(τi − s)α−1g(s)ds, (2.14)

on remplace t = τi dans (2.9) on a :

y(τi) =
τ
γ−1
i

Γ (α)

Γ (γ)−
m∑
i=1

λiτ
γ−1
i


m∑
i=1

λi

∫ τi

0
(τi − s)α−1g(s)ds

+
1

Γ (α)

∫ τi

0
(τi − s)α−1g(s)ds
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2.1 Existence de solutions

on dérive
m∑
i=1

λiy(τi) =
1

Γ (α)

Γ (γ)−
m∑
i=1

λiτ
γ−1
i


m∑
i=1

λi

∫ τi

0
(τi − s)α−1g(s)ds

m∑
i=1

λiτ
γ−1
i

+
1

Γ (α)

m∑
i=1

λi

∫ τi

0
(τi − s)α−1g(s)ds

=
1

Γ (α)

m∑
i=1

λi

∫ τi

0
(τi − s)g(s)ds



m∑
i=1

λiτ
γ−1
i

Γ (γ)−
m∑
i=1

λiτ
γ−1
i

+ 1


on obtient

m∑
i=1

λiy(τi) =
Γ (γ)

Γ (α)

Γ (γ)−
m∑
i=1

λiτ
γ−1
i


m∑
i=1

λi

∫ τi

0
(τi − s)α−1g(s)ds (2.15)

suivant les équations(2.14)et (2.15) la

I
1−γ
0+ y(0) =

m∑
i=1

λiy(τi).

Théorème 2.2. Supposons que :

(H1) La fonction f : (0,T ]×R×R −→R tel que

f (·,u(·),v(·)) ∈ Cβ(1−α)
1−γ pour tout u,v ∈ C1−γ (J)

.

(H2) Il existe constante K > 0 et 0 < K < 1 tel que

| f (t,u,v)− f (t,u,v) |≤ K | u −u | +K | v − v | pour tout u,v,u,v ∈R et t ∈ (0,T ]

si

KΓ (γ)

(1−K)Γ (α +γ)



m∑
i=1

λiτ
α+γ−1
i∣∣∣∣∣∣∣Γ (γ)−

m∑
i=1

λiτ
γ−1
i

∣∣∣∣∣∣∣
+ T α


< 1 (2.16)

alors il existe une unique solution du problème de Cauchy (2.1)-(2.2) dans l’espace

C
γ
1−γ (J).
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2.1 Existence de solutions

Preuve : La preuve est donnée en deux étapes

Étape1 : On va montrer que l’opérateur N définis dans (2.3) admet un unique point fixe

y* dans l’espace C1−γ (J), soient y,u ∈ C1−γ (J) et T ∈ (0,T ], donc on obtient

|Ny(t)−Nu(t) | ≤ tγ−1

Γ (α)

∣∣∣∣∣∣∣Γ (γ)−
m∑
i=1

λiτ
γ−1
i

∣∣∣∣∣∣∣
m∑
i=1

λi

∫ τi

0
(τi − s)α−1 | g(s)− h(s) | ds

+
1

Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1 | g(s)− h(s) | ds

alors pour g,h ∈ C1−γ (J) tels que

g(t) = f
(
t,y(t), g(t)

)
,

h(t) = f
(
t,u(t),h(t)

)
,

d’aprés (H2) on a

|g(t)− h(t)| =
∣∣∣∣f (t,y(t), g(t)

)
− f

(
t,u(t),h(t)

)∣∣∣∣
≤ K

∣∣∣y(t)−u(t)
∣∣∣+K |g(t)− h(t)|

par suite

| g(t)− h(t) |≤ K

1−K
| y(t)−u(t) |,

par conséquent , pour tout t ∈ (0,T ]
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2.1 Existence de solutions

∣∣∣Ny(t)−Nu(t)
∣∣∣ ≤ Ktγ−1

(1−K)Γ (α)

∣∣∣∣∣∣∣Γ (γ)−
m∑
i=1

λiτ
γ−1
i

∣∣∣∣∣∣∣
m∑
i=1

λi

∫ τi

0
(τi − s)α−1 | y(s)−u(s) | ds

+
K

(1−K)Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1 | y(s)−u(s) | ds

=
Ktγ−1

(1−K)Γ (α)

∣∣∣∣∣∣∣Γ (γ)−
m∑
i=1

λiτ
γ−1
i

∣∣∣∣∣∣∣
m∑
i=1

λi

∫ τi

0
(τi − s)α−1sγ−1 | s1−γ [y(s)−u(s)] | ds

+
K

(1−K)Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1sγ−1 | s1−γ [y(s)−u(s)] | ds

≤
Ktγ−1 ‖ y −u ‖C1−γ

(1−K)

∣∣∣∣∣∣∣Γ (γ)−
m∑
i=1

λiτ
γ−1
i

∣∣∣∣∣∣∣
m∑
i=1

λiI
α
0+(τγ−1

i ) +
K ‖ y −u ‖C1−γ

1−K
Iα0+(tγ−1)

d’après le Lemme1.5 , on a :

|Ny(t)−Nu(t) | ≤
Γ (γ)tγ−1 ‖ y −u ‖C1−γ

Γ (α +γ)(1−K)

∣∣∣∣∣∣∣Γ (γ)−
m∑
i=1

λiτ
γ−1
i

∣∣∣∣∣∣∣
m∑
i=1

λiτ
α+γ−1
i

+
KΓ (γ)tα+γ−1

(1−K)Γ (α +γ)
‖ y −u ‖C1−γ

par suite

| t1−γ (Ny(t)−Nu(t)) | ≤
KΓ (γ)

(1−K)Γ (α +γ)



m∑
i=1

λiτ
α+γ−1
i∣∣∣∣∣∣∣Γ (γ)−

m∑
i=1

λiτ
γ−1
i

∣∣∣∣∣∣∣
+ tα


‖ y −u ‖C1−γ

≤
KΓ (γ)

(1−K)Γ (α +γ)



m∑
i=1

λiτ
α+γ−1
i∣∣∣∣∣∣∣Γ (γ)−

m∑
i=1

λiτ
γ−1
i

∣∣∣∣∣∣∣
+ T α


‖ y −u ‖C1−γ
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2.2 La stabilité d’Ulam-Hyers-Rassias

ce qui implique

‖Ny −Nu ‖C1−γ≤
KΓ (γ)

(1−K)Γ (α +γ)



m∑
i=1

λiτ
α+γ−1
i∣∣∣∣∣∣∣Γ (γ)−

m∑
i=1

λiτ
γ−1
i

∣∣∣∣∣∣∣
+ T α


‖ y −u ‖C1−γ

Par l’équation (2.16) l’opérateur N est une contraction. Par conséquent, d’après le prin-

cipe de contraction de Banach, N admet unique point fixe y∗ ∈ C1−γ (J) .

Étape2 : On vas montrer que ce point fixe y∗ ∈ C1−γ (J) et aussi dans Cγ1−γ (J) puisque y∗

est un point fixe de l’opérateur N dans C1−γ (J), donc pour tout t ∈ (0,T ] on a :

y∗ = w(t) + Iα0+g(t)

=
tγ−1

Γ (α)

Γ (γ)−
m∑
i=1

λiτ
γ−1
i


m∑
i=1

λi

∫ τi

0
(τi − s)α−1f (s,y∗(s), g(s))ds+ Iα0+f (t,y∗(t), g(t)),

Appliquons Dγ0+ à l’équation précédent et d’après le Lemme1.5 on a :

D
γ
0+y∗ =Dγ0+

[
Iα0+f (t,y∗(t), g(t))

]
=Dγ−α0+ f

(
t,y∗(t), g(t)

)
=Dβ(1−α)

0+ f
(
t,y∗(t), g(t)

)
puisque γ ≥ α d’après (H1) , le nembre droit de l’équation elle est dans C1−γ (J) et donc

D
γ
0+y∗ ∈ C1−γ (J) se qui implique que y∗ ∈ Cγ1−γ (J).

Comme conséquence de l’étape 1 ,2 et le Théorème2.1 , on conclut que le problème

(2.1)-(2.2) admet unique solution dans Cγ1−γ (J).

2.2 La stabilité d’Ulam-Hyers-Rassias

Théorème 2.3. Supposons que (H1),(H2) et (2.16) sont satisfaites ,alors le problème (2.1)-

(2.2) est d’Ulam-Hyers stable.

Preuve : Soient ε > 0 et z ∈ Cγ1−γ (J) et la fonction f qui satisfait l’inégalité suivante∣∣∣∣Dα,β0+ z(t)− f
(
t, z(t),Dα,β0+ z(t)

)∣∣∣∣ ≤ ε pour tout t ∈ (0,T ], (2.17)
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2.2 La stabilité d’Ulam-Hyers-Rassias

et soit y ∈ Cγ1−γ (J) est l’unique solution du problème de Cauchy

D
α,β
0+ y(t) = f

(
t,y(t),Dα,β0+

)
pour tout t ∈ (0,T ], T > 0

I
1−γ
0+ y(0+) = I1−γ

0+ z(0+) =
m∑
i=1

λiy(τi)

d’après le Théorème(2.1), on obtient :

y(t) =
I

1−γ
0+ y(0+)
Γ (γ)

+
1

Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1g(s)ds, t ∈ (0,T ]

supposons g : (0,T ] −→R une fonction définie par :

g(t) = f
(
t,y(t), g(t)

)
appliquons Iα0+ dans l’inégalité précédente, on obtient :∣∣∣∣∣∣Iα0+D

α,β
0+ z(t)−

1
Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1h(s)ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ εtα

Γ (α + 1)
≤ εT α

Γ (α + 1)
(2.18)

où h : (0,T ] −→R est une fonction définie par :

h(t) = f
(
t, z(t),h(t)

)
d’après la définition de Cγ1−γ (J), Lemme1.3 et Définition1.6 on a

I
1−γ
0+ z ∈ C(J) et Dγ0+z =D

(
I

1−γ
0+ z

)
∈ C1−γ (J)

par suite

I
1−γ
0+ z ∈ Cγ1−γ (J)

d’après le Lemme1.8, on a

I
γ
0+D

γ
0+z(t) = z(t)−

I
1−γ
0+ z(0+)
Γ (γ)

tγ−1, t ∈ (0,T ] (2.19)

puisque Dγ0+z ∈ C1−y(J) , d’après le Lemme1.9(
I
γ
0+D

γ
0+z

)
(t) =

(
Iα0+D

α,β
0+ z

)
(t), t ∈ (0,T ] (2.20)

d’après 2.19 et 2.20 on a :

(
Iα0+D

α,β
0+ z

)
(t) = z(t)−

I
1−γ
0+ z(0+)
Γ (γ)

tγ−1, t ∈ (0,T ] (2.21)
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2.2 La stabilité d’Ulam-Hyers-Rassias

on remplace (2.21) dans (2.18) on a :∣∣∣∣∣∣∣z(t)− I
1−γ
0+ z(0+)
Γ (γ)

tγ−1 − 1
Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1h(s)ds

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ εT α

Γ (α + 1)
,

on a pour tout t ∈ (0,T ]

| z(t)− y(t) | =
∣∣∣∣∣∣z(t)− I

1−γ
0+ y(0+)
Γ (γ)

tγ−1 − 1
Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1h(s)ds

+
1

Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1(h(s)− g(s))ds

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣∣z(t)− I
1−γ
0+ z(0+)
Γ (γ)

tγ−1 − 1
Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1h(s)ds

∣∣∣∣∣∣∣
+

1
Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1 | h(s)− g(s) | ds

donc

| z(t)− y(t) |≤ εT α

Γ (α + 1)
+

1
Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1 | h(s)− g(s) | ds, t ∈ (0,T ] (2.22)

Par (H2), on a pour tout t ∈ (0,T ]

| h(t)− g(t) | =
∣∣∣∣f (t, z(t),h(t)

)
− f

(
t,y(t), g(t)

)∣∣∣∣ ,
≤ K | z(t)− y(t) | +K | h(t)− g(t) |

alors

| h(t)− g(t) |≤ K

1−K
| z(t)− y(t) | (2.23)

En utilisant (2.22) et (2.23), on obtient

| z(t)− y(t) |≤ εT α

Γ (α + 1)
+

K

(1−K)Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1 | z(s)− y(s) | ds, t ∈ (0,T ]

par le Lemme1.12 ,on a :

| z(t)− y(t) |≤ εT α

Γ (α + 1)

[
1 +

δKT α

(1−K)Γ (α + 1)

]
:= cε

supposons δ = δ(α) est une constant, qui termine la preuve du théorème. De plus, si nous

prenons ψ(ε) = cε;ψ(0) = 0, alors le problème((2.1)) et ((2.2)) est Ulam-Hyers généralisé

stable.
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2.2 La stabilité d’Ulam-Hyers-Rassias

Théorème 2.4. Supposons que (H1), (H2),l’équation (2.16) et

(H3) il existe une fonction croissante ϕ ∈ C(J,R+) et il existe λϕ > 0 tel que pour tout t ∈

(0,T ]

Iα0+ϕ(t) ≤ λϕϕ(t)

sont vérifiée, ensuite, le problème (2.1)-(2.2) est Ulam-Hyers-Rasias stable.

Preuve :Soit z ∈ Cγ1−γ (J) est une fonction vérifiant l’inégalité :∣∣∣∣Dα,β0+ z(t)− f
(
t, z(t),Dα,β0+ z(t)

)∣∣∣∣ ≤ εϕ(t) pour tout t ∈ (0,T ], ε > 0 (2.24)

et soit y ∈ Cγ1−γ (J) l’unique solution du problème de Cauchy suivant :

D
α,β
0+ y(t) = f

(
t,y(t),Dα,β0+ y(t)

)
, pour tout t ∈ (0,T ], T > 0

I
1−γ
0+ y(0+) = I1−γ

0+ z(0+) =
m∑
i=0

λiy(τi)

En utilisant le Théorème2.1, on obtient

y(t) =
I

1−γ
0+ y(0+)
Γ (γ)

tγ−1 +
1

Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1g(s)ds, t ∈ (0,T ]

supposons g : (0,T ] −→R une fonction satisfait l’équation fonctionnelle

g(t) = f
(
t,y(t), g(t)

)
maintenant appliquons Iα0+ dans les deux membres de l’inégalité (2.24), on obtient :∣∣∣∣∣∣Iα0+D

α,β
0+ z(t)−

1
Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1h(s)ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε
Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1ϕ(s)ds

supposons h : (0,T ] −→R une fonction qui satisfait l’équation fonctionnelle

h(t) = f
(
t,y(t),h(t)

)
Utilisons (H3), on a pour tout t ∈ (0,T ]∣∣∣∣∣∣Iα0+D

α,β
0+ z(t)−

1
Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1h(s)ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ ελϕϕ(t)
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2.2 La stabilité d’Ulam-Hyers-Rassias

d’après la preuve du Théorème2.3, on obtient :∣∣∣∣∣∣z(t)− 1−γI0+z(0+)
Γ (γ)

tγ−1 − 1
Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1h(s)ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ ελϕϕ(t)

on a pour tout t ∈ (0,T ]

| z(t)− y(t) | =
∣∣∣∣∣∣z(t)− I

1−γ
0+ y(0+)
Γ (γ)

tγ−1 − 1
Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1h(s)ds

+
1

Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1(h(s)− g(s))ds

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣∣z(t)− I
1−γ
0+ z(0+)
Γ (γ)

tγ−1 − 1
Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1h(s)ds

∣∣∣∣∣∣∣
+

1
Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1 | h(s)− g(s) | ds

Donc

| z(t)− y(t) |≤ ελϕϕ(t) +
1

Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1 | h(s)− g(s) | ds, t ∈ (0,T ] (2.25)

Par (H2), on a pour tout t ∈ (0,T ]

| h(t)− g(t) | =
∣∣∣∣f (t, z(t),h(t)

)
− f

(
t,y(t), g(t)

)∣∣∣∣ ,
≤ K | z(t)− y(t) | +K | h(t)− g(t) |,

alors

| h(t)− g(t) |≤ K

1−K
| z(t)− y(t) |, (2.26)

utilisons les équations (2.25) et (2.26) , on a

| z(t)− y(t) |≤ ελϕϕ(t) +
K

(1−K)Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1 | z(s)− y(s) | ds, t ∈ (0,T ]

Par Lemme1.12 , on obtient :

| z(t)− y(t) |≤ ελϕϕ(t) +
δ1εKλϕ

(1−K)Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1ϕ(s)ds, t ∈ (0,T ]

Si on pose δ1 = δ1(α) est constant et par (H2), on a :

| z(t)− y(t) |≤ ελϕϕ(t) +
δ1εKλ

2
ϕϕ(t)

1−K
=

(
1 +

δ1Kλϕ

1−K

)
ελϕϕ(t)
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2.3 Exemples

ensuite , pour tout t ∈ (0,T ]

| z(t)− y(t) |≤
[(

1 +
δ1εKλϕ

1−K

)
λϕ

]
εϕ(t) = cεϕ(t)

Se qui complète la preuve du Théorème2.4.

2.3 Exemples

Exemple 2.1. Considérer le problème non linéaire implicite fractionnaire différentiel suivant :

D
1
2 ,0
0+ y(t) =

1

10e−t+2
(
1+ | y(t) | +

∣∣∣∣∣D 1
2 ,0
0+ y(t)

∣∣∣∣∣) +
1
√
t

pour tout t ∈ (0,1] (2.27)

I
1
2
0+y(0+) = 3y

(1
3

)
+ 2y

(1
2

)
(2.28)

Soit

f (t,u,v) =
1

10e−t+2(1+ | u | + | v |)
+

1
√
t
, t ∈ (0,1], u,v ∈R

On a

C
β(1−α)
1−γ

(
[0,1]

)
= C0

1
2

([0,1]) =
{
h : (0,1] −→R : t

1
2h ∈ C

(
[0,1]

)}
avec γ = α =

1
2

et β = 0, clairement, la fonction f ∈ C 1
2

(
[0,1]

)
. Par conséquent (H1) est

satisfaite .

Pour tout u,v,u,v ∈R et t ∈ (0,1], on a

| f (t,u,v)− f (t,u,v) |≤ 1
10e

(| u −u) | + | v − v |)

par conséquent (H2) et pour K = K =
1

10e
La condition(2.16) :

KΓ (γ)

(1−K)Γ (α +γ)



2∑
i=1

λiτ
α+γ−1
i∣∣∣∣∣∣∣Γ (γ)−

2∑
i=1

λiτ
γ−1
i

∣∣∣∣∣∣∣
+ T α


≈ 0,122 < 1

est satisfaite avec λ1 = 3,λ2 = 2, τ1 = 1
3 , τ2 = 1

2 et T = 1. D’apèrs Théorème2.2 le problème

(2.27)-(2.28)admet une unique solution dans l’espace C
1
2
1
2

(
[0,1]

)
.De plus,le Théorème(2.3),

implique que le problème (2.27)-(2.28) est Ulam-Hyers stable.
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2.3 Exemples

Exemple 2.2. Considérer le problème avec valeur initiale suivant :

D
1
2 ,0
0+ y(t) =

1
9 + e−t

 | y(t) |
1+ | y(t) |

−

∣∣∣∣∣D 1
2 ,0
0+ y(t)

∣∣∣∣∣
1 +

∣∣∣∣∣D 1
2 ,0
0+ y(t)

∣∣∣∣∣
+

t + 1
√
t

t ∈ (0,1] (2.29)

I
1
2
0+y(0+) = 2y

(1
2

)
(2.30)

Posons

f (t,u,v) =
1

9 + e−t

[ u
1 +u

− v
1 + v

]
+
t + 1
√
t

t ∈ (0,1] ,u,v ∈ [0,∞)

On a

C
β(1−α)
1−γ

(
[0,1]

)
= C0

1
2

=
{
h : (0,1] −→R : t

1
2h ∈ C

(
[0,1]

)}
avec γ = α = 1

2 et β = 0, la fonction f ∈ C 1
2

(
[0,1]

)
. En suite la condition (H1) est satisfaite.

Pour tout u,v,u,v ∈R et t ∈ (0,1] :

| f (t,u,v)− f (t,u,v) | ≤ 1
9 + e−t

(| u −u | + | v − v |)

≤ 1
9 + e−1 (| u −u | + | v − v |)

Ensuite la condition (H2) est satisfaite avec K = K = 1
9+e−1 La condition (2.16) :

KΓ (γ)

(1−K)Γ (α +γ)

 λ1τ
α+γ−1
1∣∣∣∣Γ (γ)−λ1τ

γ−1
1

∣∣∣∣ + T α

 ≈ 0,6077 < 1

est satisfaite avec λ1 = 2, τ1 =
1
2

et T = 1, d’après le Théorème2.2 que le problème (2.29)-

(2.30)admet une unique solution dans l’espace C
1
2
1
2

(
[0,1]

)
et d’après le Théorème2.3 le pro-

blème (2.29)-(2.30) est Ulam-Hyers stable.
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Chapitre 3

Problème à valeur extémale pour des

équations différentielles au sens de

Hilfer-Katugampola

Dans cet chapitre ,nous étudions le probléme à valeur suivant :(
ρD

α,β
α+ y

)
(t) = ϕ(t), pour chaque t ∈ (0,T ] (3.1)

ou ϕ(.) ∈ C1−γ,ρ(J), avec la condition terminale suivante :

y(T ) = c ∈R (3.2)

3.1 Existence de solutions

Soient 0 < a < T , J = [0,T ], nous désignons par C (J,R) l’espace de Banach de toutes les

fonctions continues de J dans R normé par

‖ y ‖∞= sup {| y(t) |: t ∈ C(J,R)}

Nous considérons les espaces de poids des fonctions continues :

Cγ,ρ (J) =
{
y : (a,T ] −→R :

(
tρ − aρ

ρ

)γ
y(t) ∈ C(J,R)

}
, 0 ≤ γ < 1
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3.1 Existence de solutions

et :

Cnγ,ρ(J) =
{
y ∈ Cn−1(J) : y(n) ∈ Cγ,ρ(J)

}
,n ∈N

C0
γ,ρ(J) = Cγ,ρ(J)

avec la norme :

‖ y ‖Cγ,ρ= sup
t∈J

∣∣∣∣∣∣
(
tρ − aρ

ρ

)γ
y(t)

∣∣∣∣∣∣
et

‖ y ‖Cnγ,ρ=
n−1∑
k=0

∥∥∥y(k)
∥∥∥∞ +

∥∥∥y(n)
∥∥∥
Cγ,ρ

Considérons l’espace XPc (a,b), (c ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞) de ces valeurs complexes Lebesgue

mesurables les fonctions f dans [a,b] pour qui ‖ f ‖Xpc <∞, où la norme est définie par :

‖ f ‖Xpc =
(∫ b

a
| tcf (t) |p dt

t

) 1
p

, (1 ≤ p <∞, c ∈R)

En particulier , lorsque c = 1
p , l’espace Xpc (a,b) coïncide avec l’espace Lp(a,b) espace :

X
p
1
p
(a,b) = Lp(a,b). Nous considérons l’équation différentielle fractionnaire linéaire sui-

vante : (
ρD

α,β
a+ y

)
(t) = ϕ(t), t ∈ (a,T ] (3.3)

alors ϕ(·) ∈ C1−γ,ρ(J), avec la condition terminale :

y(T ) = c, c ∈R (3.4)

Le théorème suivant montre que le problème (3.1)-(3.2) admet une unique solution don-

née par :

y(t) =
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γ c − 1
Γ (α)

∫ T

a

(
T ρ − sρ

ρ

)α−1

sρ−1ϕ(s)ds

(tρ − aρρ

)γ−1

(3.5)

+
1

Γ (α)

∫ t

a

(
tρ − sρρ
ρ

)α−1

sρ−1ϕ(s)ds.

Théorème 3.1. Soient γ = α + β − αβ, où 0 < α < 1 et 0 ≤ β ≤ 1,si ϕ : (a,T ] −→ R est une

fonction tel que ϕ(·) ∈ C1−γ,ρ(J) alors y satisfait le problème (3.3)-(3.4) si et seulement s’il

satisfait l’équation (3.5).
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3.1 Existence de solutions

Preuve :

(⇒) Soit y ∈ Cγ1−γ,ρ(J) est une solution de le problème (3.3)-(3.4). Nous prouvons que y

est aussi une solution de l’équation (3.5). De la définition de Cγ1−γ,ρ(J), Lemme1.13, et

utilisation de la Définition1.13 on a :

ρI
1−γ
a+ ∈ C(J) et ρD

γ
a+y = δρ

ρI
1−γ
a+ y ∈ C1−γ,ρ(J) (3.6)

Par la définition de l’espace Cn1−γ,ρ(J) Par suite

ρI
1−γ
a+ y ∈ C1

1−γ,ρ(J)

Utilisons Lemme1.17, avec α = γ , on obtient :

(ρIγa+
ρD

γ
a+y)(t) = y(t)−

(
ρI

1−γ
a+ y

)
(a)

Γ (γ)

(
tρ − aρ

ρ

)γ−1

(3.7)

où t ∈ (a,T ] , supposons que , y ∈ Cγ1−γ,ρ(J), utilisons Lemme1.18 avec l’équation (3.3),on

a : (ρ
I
γ
a+

ρD
γ
a+y

)
(t) =

(ρ
Iαa+

ρD
α,β
a+ y

)
(t) =

(ρ
Iαa+ϕ

)
(t) (3.8)

Comparons les équations (3.7) et (3.8) on voit ça :

y(t) =

(ρ
I

1−γ
a+ y

)
(a)

Γ (γ)

(
tρ − aρ

ρ

)γ−1

+ (ρIαa+ϕ)(t) (3.9)

Utilisons l’équation (3.4) on obtient :

y(t) =
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γ c − 1
Γ (α)

∫ T

a

(
T ρ − sρ

ρ

)γ−1

sρ−1ϕ(s)ds

(tρ − aρρ

)γ−1

+
1

Γ (α)

∫ t

a

(
tρ − sρ

ρ

)α−1

sρ−1ϕ(s)ds

avec t ∈ (a,b], c’est-à-dire y(·) satisfait l’équation (3.5)

(⇐) Soit y ∈ Cγ1−γ,ρ(J), satisfait l’équation (3.5). on voit que y est aussi satisfait les équa-

tions (3.3) et (3.4). Appliquons l’opérateur ρD
γ
a+dans les côtés de l’équation précédent

(3.5). Alors, d’après Lemme1.15 et 1.18 on vas trouver :(ρ
D
γ
a+y

)
(t) =

(
ρD

β(1−α)
a+ ϕ

)
(t) (3.10)
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3.1 Existence de solutions

D’après l’équation (3.6) on a ρD
γ
a+y ∈ C1−γ,ρ(J) ; alors, l’équation(3.10)implique :(ρ

D
γ
a+y

)
(t) =

(
δρ

ρI
1−β(1−α)
a+ ϕ

)
(t) =

(
ρD

β(1−α)
a+ ϕ

)
(t) ∈ C1−γ,ρ(J) (3.11)

Comme ϕ(·) ∈ C1−γ,ρ(J) et du Lemme1.13 ça suit :(
ρI

1−β(1−α)
a+ ϕ

)
∈ C1−γ,ρ(J) (3.12)

D’après les équations (3.11) et (3.12) et par la définition de l’espace Cn1−γ,ρ(J) on obtient :(
ρI

1−β(1−α)
a+ ϕ

)
∈ C1−γ,ρ(J)

Appliquons l’opérateur ρI
β(1−α)
a+ dans les deux membres de l’équation (3.11) et en utili-

sant les Lemme1.14 et 1.17 on obtient :

(
ρI
β(1−α)
a+

ρD
γ
a+y

)
(t) = ϕ(t) +

(
ρI

1−β(1−α)
a+ ϕ(t)

)
(a)

Γ (β(1−α))

(
tρ − aρ

ρ

)β(1−α)−1

=
(
ρD

α,β
a+ y

)
(t) = ϕ(t)

c’est -a-dire l’équation (3.3) est valable .Clairement ,si y ∈ C1−γ,ρ(J) satisfait l’équation

(3.5) il satisfais aussi l’équation (3.4)

En conséquence du Théorème3.1 , nous avons le Théorème3.2

Théorème 3.2. Soient γ = α + β −αβ ou 0 < α < 1 et 0 ≤ β ≤ 1 ;

Soitf : (a,T ] × R × R −→ R est une fonction telle que f (., y(.),u(.)) ∈ C1−γ,ρ(J) pour tout

y,u ∈ C1−γ,ρ(J) ,Si y ∈ C1−γ,ρ(J), alors y satisfait aux équations 3.1 et 3.2 si et seulement si y

est le point fixe de l’opérateur N : C1−γ,ρ(J) −→ C1−γ,ρ(J) défini par :

Ny(t) =M
(
tρ − aρ

ρ

)γ−1

+
1

Γ (α)

∫ t

a

(
tρ − sρ

ρ

)α−1

sρ−1g(s)ds, t ∈ (a,T ] (3.13)

où

M :=
(
T ρ − aρ

ρ

)γ−1 c − 1
Γ (α)

∫ T

a

(
T ρ − sρ

ρ

)α−1

sρ−1g(s)ds


et g : (0,T ] −→R une fonction satisfait l’équation fonctionnelle :

g(t) = f
(
t,y(t), g(t)

)
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3.1 Existence de solutions

Clairement g ∈ C1−γ,ρ(J) En plus, par le Lemme1.13, Ny ∈ C1−γ,ρ(J).

Supposons que la fonction f : (a,T ]×R×R −→R soit continue et vérifie les conditions :

(H1) La fonction f : (a,T ]×R×R −→R est telle que :

f
(
·,u(·),v(·)

)
∈ Cβ(1−α)

1−γ,ρ pour tout u,v ∈ C1−γ,ρ(J)

(H2) Il existe des constantes K > 0 et 0 < L < 1 telles que :

|f (t,u,v)− f (t,u,v)| ≤ K |u −u|+L |v − v|

pour tout u,v,u,v ∈R et t ∈ (a,T ]

Maintenant, nous énonçons et prouvons notre résultat d’existence pour les équations (3.1) et

(3.2) basée sur le point fixe de Banach.

Théorème 3.3. Supposons que (H1) et (H2) vérifieés. Si :

KΓ (γ)
Γ (α +γ)(1−L)

(
T ρ − aρ

ρ

)α
<

1
2

(3.14)

alors le problème 3.1-3.2 admet une solution unique en Cγ1−γ,ρ(J) ⊂ Cα,β1−γ,ρ(J)

Preuve :

La preuve est donnée en deux étapes :

Étape 1 : Nous montrons que l’opérateur N défini dans l’équation (3.13) a un point fixe

unique y dans C1−γ,ρ(J). Soient y,u ∈ C1−γ,ρ(J) et t ∈ (a,T ] ,alors on a :

|Ny(t)−Nu(t)| ≤ 1
Γ (α)

(
T ρ − aρ

ρ

)1−γ (
tρ − aρ

ρ

)1−γ ∫ T

a

(
T ρ − sρ

ρ

)α−1

sρ−1|g(s)− h(s)|ds

+
1

Γ (α)

∫ t

a

(
tρ − aρ

ρ

)α−1

sρ−1|g(s)− h(s)|ds

où g,h ∈ C1−γ,ρ(J) tels que :

g(t) = f
(
t,y(t), g(t)

)
h(t) = f

(
t,u(t),h(t)

)
Par (H2), nous avons :

|g(t)− h(t)| =
∣∣∣f (t,y(t), g(t)

)
− f

(
t,u(t),h(t)

)∣∣∣
≤ K |y(t)−u(t)|+L|g(t)− h(t)|
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3.1 Existence de solutions

Ensuite :

|g(t)− h(t)| ≤ K
1−L

|y(t)−u(t)|

Donc, pour chaque t ∈ (0,T ] :

∣∣∣Ny(t)−Nu(t)
∣∣∣ ≤ K

(1−L)Γ (α)

(
T ρ − aρ

ρ

)1−γ (
tρ − aρ

ρ

)1−γ ∫ T

a

(
T ρ − sρ

ρ

)α−1

sρ−1|y(s)−u(s)|ds

+
K

(1−L)Γ (α)

∫ t

a

(
tρ − sρ

ρ

)α−1

sρ−1
∣∣∣y(s)−u(s)

∣∣∣ds
≤ K

(1−L)

(
T ρ − aρ

ρ

)1−γ (
tρ − aρ

ρ

)γ−1

‖y −u‖C1−γ,ρ

ρIαa+

(
sρ − aρ

ρ

)γ−1 (T )

+
K

(1−L)

Iαa+

(
sρ − aρ

ρ

)γ−1 (t)‖y −u‖C1−γ,ρ

Par le Lemme1.15 , nous avons :

|Ny(t)−Nu(t)| ≤
 KΓ (γ)
Γ (α +γ)(1−L)

(
T ρ − aρ

ρ

)α (
tρ − aρ

ρ

)γ−1

+
KΓ (γ)

Γ (α +γ)(1−L)

(
tρ − aρ

ρ

)α+γ−1‖y −u‖C1−γ,ρ′

Par conséquent :∣∣∣∣∣∣
(
tρ − aρ

ρ

)1−γ
(Ny(t)−Nu(t)

∣∣∣∣∣∣ ≤
[

KΓ (γ)
Γ (α +γ)(1−L)

(
T ρ − aρ

ρ

)α
+

KΓ (γ)
Γ (α +γ)(1−L)

(
tρ − aρ

ρ

)α]
‖y −u‖C1−γ,ρ

≤
2KΓ (γ)

Γ (α +γ)(1−L)

(
T ρ − aρ

ρ

)α]
‖y −u‖C1−γ,ρ′

ce qui implique que :

∥∥∥Ny −Nu∥∥∥
C1−γ,ρ

≤
2KΓ (γ)

Γ (α +γ)(1−L)

(
T ρ − aρ

ρ

)α
‖y −u‖C1−γ,ρ

Par l’équation (3.13), l’opérateurN est une contraction. Par conséquent, selon le principe

de contraction de Banach, N a un point fixe unique y∗ ∈ C1−γ,ρ(J).

Étape 2 : Nous montrons qu’un tel point fixe y∗ ∈ C1−γ,ρ(J) est actuellement en Cγ1−γ,ρ(J).

Puisque y est le point fixe unique de l’opérateur N dans C1−γ,ρ(J) alors, pour chaque
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3.1 Existence de solutions

t ∈ (a,T ], nous avons :

y∗(t) =
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γ c − 1
Γ (α)

∫ T

a

(
T ρ − sρ

ρ

)α−1

sρ−1f
(
s,y ∗ (s), g(s)

)
ds

(tρ − aρρ

)γ−1

+ρ Iαa+f
(
s,y ∗ (s), g(s)

)
En appliquant ρDγa+ des deux membres de l’équation précédent et par les Lemmes1.15 et

1.18 , nous avons :

ρD
γ
a+y∗(t) =

(
ρD

γ
a+

ρIαa+f
(
s,y∗(s), g(s)

))
(t)

=
(
ρD

β(1−α)
a+ f

(
s,y∗(s), g(s)

))
(t)

Depuis γ ≥ α,par (H1), le côté droit se trouve dansC1−γ,ρ(J) et donc ρD
γ
a+y∗ ∈ C1−γ,ρ(J),

qui implique que y∗ ∈ Cγ1−γ,ρ(J).

En conséquence des étapes 1 et 2 ainsi que du théorème 3.2, nous prouvons que le pro-

blème 3.1-3.2 admet une solution unique dansCγ1−γ,ρ(J).

Nous présentons maintenant la deuxième résultat, qui est basée sur le théorème du point

fixe de Krasnoselskii.

Théorème 3.4. Supposons que (H1) et (H2) vérifions. Si :

KΓ (γ)
Γ (α +γ)(1−L)

(
T ρ − aρ

ρ

)α
< 1 (3.15)

alors le problème (3.1)-(3.2) admet au moins une solution.

Preuve : Considérons l’ensemble :

βη∗ =
{
y ∈ C1−γ,ρ(J) : ‖y‖C1−γ,ρ(J) ≤ η∗

}
où

η∗ ≥

(
T ρ−aρ
ρ

)1−γ [
|C|+ Γ (γ)f ∗

Γ (α+γ)(1−L)

(
T ρ−aρ
ρ

)α]
1−

KΓ (γ)
Γ (α +γ)(1−L)

(
T ρ−aρ
ρ

)α
et f ∗ = supt∈J |f (t,0,0)|

On définit les opérateurs P et Q sur βη∗ par :

P y(t) =
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γ c − 1
Γ (α)

∫ T

a

(
T ρ − sρ

ρ

)α−1

sρ−1g(s)ds

(tρ − aρρ

)γ−1

(3.16)
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3.1 Existence de solutions

Qy(t) =
1

Γ (α)

∫ t

a

(
tρ − sρ

ρ

)α−1

sρ−1g(s)ds (3.17)

Alors l’équation intégrale fractionnaire (3.13) peut être écrit comme l’équation d’opéra-

teur :

Ny(t) = P y(t) +Qy(t), y ∈ C1−γ,ρ(J)

La preuve est donnée en plusieurs étapes :

Étape 1 : Nous prouvons que P y +Qu ∈ βη∗ pour tout y,u ∈ βη∗ . Pour l’opérateur P ,

multipliant les deux côtés de l’équation(3.16) par
(
tρ−aρ
ρ

)1−γ
, nous avons :(

tρ − aρ

ρ

)γ−1

P y(t) =
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γ c − 1
Γ (α)

∫ T

a

(
T ρ − sρ

ρ

)α−1

sρ−1g(s)ds


puisque :∣∣∣∣∣∣

(
tρ − aρ

ρ

)γ−1

P y(t)

∣∣∣∣∣∣ ≤
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γ | c | − 1
Γ (α)

∫ T

a

(
T ρ − sρ

ρ

)α−1

sρ−1 | g(s) | ds
 (3.18)

Par (H3), on a pour chaque t ∈ (a,T ] :

|g(t)| =
∣∣∣∣f (t,y(t), g(t)

)
− f

(
t,0,0

)
+ f

(
t,0,0

)∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣f (t,y(t), g(t)
)
− f

(
t,0,0

)∣∣∣∣+
∣∣∣∣f (t,0,0)∣∣∣∣

≤ K |y(t)|+L|g(t)|+ f ∗

Multiplions les deux côtés de l’inégalité ci-dessus par
(
tρ−aρ
ρ

)1−γ
, on obtient :∣∣∣∣∣∣

(
tρ − aρ

ρ

)1−γ
g(t)

∣∣∣∣∣∣ ≤
(
tρ − aρ

ρ

)1−γ
f ∗ +K

∣∣∣∣∣∣
(
tρ − aρ

ρ

)1−γ
y(t)

∣∣∣∣∣∣+L

∣∣∣∣∣∣
(
tρ − aρ

ρ

)1−γ
g(t)

∣∣∣∣∣∣
≤

(
T ρ − aρ

ρ

)1−γ
f ∗ +Kη∗ +L

∣∣∣∣∣∣
(
tρ − aρ

ρ

)1−γ
g(t)

∣∣∣∣∣∣
Ensuite, pour chaque t ∈ (a,T ], nous avons :∣∣∣∣∣∣

(
tρ − aρ

ρ

)1−γ
g(t)

∣∣∣∣∣∣ ≤
(
T ρ−aρ
ρ

)1−γ
f ∗ +Kη∗

1−L
:=M (3.19)

Ainsi, l’équation (3.18) et le Lemme1.15 implique :∣∣∣∣∣∣
(
tρ − aρ

ρ

)1−γ
P y(t)

∣∣∣∣∣∣ ≤
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γ |c|+ MΓ (γ)
Γ (α +γ)

(
T ρ − aρ

ρ

)α+γ−1
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3.1 Existence de solutions

Cela donne :

‖P y‖C1−γ,ρ ≤
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γ |C|+ MΓ (γ)
Γ (α +γ)

(
T ρ − aρ

ρ

)α+γ−1 (3.20)

On utilise l’équation (3.19) et le Lemme1.15 , nous avons :

|Q(u)(t)| ≤
 Γ (γ)f ∗

(1−L)Γ (α +γ)

(
T ρ − aρ

ρ

)1−γ
+

KΓ (γ)η∗

(1−L)Γ (α +γ)

(tρ − aρρ

)α+γ−1

Par conséquence :∣∣∣∣∣∣
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γ
Qu(t)

∣∣∣∣∣∣ ≤
 Γ (γ)f ∗

(1−L)Γ (α +γ)

(
T ρ − aρ

ρ

)1−γ
+

KΓ (γ)η∗

(1−L)Γ (α +γ)

](
tρ − aρ

ρ

)α
≤

Γ (γ)f ∗

(1−L)Γ (α +γ)

(
T ρ − aρ

ρ

)1−γ+α

+
KΓ (γ)η∗

(1−L)Γ (α +γ)

(
T ρ − aρ

ρ

)α
Donc :

‖Qu‖C1−γ,ρ ≤
Γ (γ)f ∗

(1−L)Γ (α +γ)

(
T ρ − aρ

ρ

)1−γ+α

+
KΓ (γ)η∗

(1−L)Γ (α +γ)

(
T ρ − aρ

ρ

)α
(3.21)

Par additive les équations (3.20) et (3.21), pour chaque y,u ∈ βη∗ on obtient :

‖P y +Qu‖C1−γ,ρ ≤max
{
‖P y‖C1−γ,ρ ,‖Qu‖C1−γ,ρ

}
≤

(
T ρ − aρ

ρ

)1−γ |C|+ MΓ (γ)
Γ (α +γ)

(
T ρ − aρ

ρ

)α+γ−1
=

Γ (γ)f ∗

(1−L)Γ (α +γ)

(
T ρ − aρ

ρ

)1−γ+α

+
KΓ (γ)η∗

(1−L)Γ (α +γ)

(
T ρ − aρ

ρ

)α
+
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γ
|C|

Puisque :

η∗ ≥

(
T ρ−aρ
ρ

)1−γ [
|C|+ Γ (γ)f ∗

Γ (α+γ)(1−L)

(
T ρ−aρ
ρ

)α]
1−

KΓ (γ)
Γ (α +γ)(1−L)

(
T ρ−aρ
ρ

)α
on a :

‖P y +Qu‖P C1−γ,ρ ≤ η
∗

ce qui montre que P y +Qu ∈ βη∗ .

Étape 2 : P est une contraction.

32



3.1 Existence de solutions

Soient y,u ∈ C1−γ,ρ(J) et t ∈ (a,T ] alors, on a :

|P y(t)− P u(t)| ≤ 1
Γ (α)

(
T ρ − aρ

ρ

)1−γ (
tρ − aρ

ρ

)γ−1∫ T

a

(
T ρ − sρ

ρ

)α−1

sρ−1|g(s)− h(s)|ds

où g,h ∈ C1−γ,ρ(J) tels que :

g(t) = f
(
t,y(t), g(t)

)
h(t) = f

(
t,u(t),h(t)

)
Par (H2), nous avons :

|g(t)− h(t)| =
∣∣∣f (t,y(t), g(t)

)
− f

(
t,u(t),h(t)

)∣∣∣
≤ K |y(t)−u(t)|+L|g(t)− h(t)|

Ensuite

|g(t)− h(t)| ≤ K
1−L

|y(t)−u(t)|

Par conséquence, pour chaque t ∈ (a,T ] :

|P y(t)− P u(t)| ≤ K
(1−L)Γ (α)

(
T ρ − aρ

ρ

)1−γ (
tρ − aρ

ρ

)γ−1∫ T

a

(
T ρ − sρ

ρ

)α−1

sρ−1|y(s)−u(s)|ds

≤ K
(1−L)

(
T ρ − aρ

ρ

)1−γ (
tρ − aρ

ρ

)γ−1

‖y −u‖C1−γ,ρ

ρIαa+

(
sρ − aρ

ρ

)γ−1 (T )

Par le Lemme1.15 , nous avons :

|P y(t)− P u(t)| ≤
KΓ (γ)

Γ (α +γ)(1−L)

(
T ρ − aρ

ρ

)α (
tρ − aρ

ρ

)γ−1

‖y −u‖C1−γ,ρ′

Par conséquent :∣∣∣∣∣∣
(
tρ − aρ

ρ

)γ−1 (
P y(t)− P u(t)

)∣∣∣∣∣∣ ≤ KΓ (γ)
Γ (α +γ)(1−L)

(
T ρ − aρ

ρ

)α
‖y −u‖C1−γ,ρ′

‖P y − P u‖C1−γ,ρ ≤
KΓ (γ)

Γ (α +γ)(1−L)

(
T ρ − aρ

ρ

)α
‖y −u‖C1−γ,ρ′

Par l’équation (3.15), l’opérateur P est une contraction.

Étape 3 : Q est compact et continu.
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3.1 Existence de solutions

La continuté de Q découle de la continuté de f . Ensuite, nous montrons que Q est uni-

formément borné sur βη∗ .

Soit u ∈ βη∗ . Ensuite, par l’équation (3.21), nous avons :

‖Qu‖C1−γ,ρ ≤
Γ (γ)f ∗

(1−L)Γ (α +γ)

(
T ρ − aρ

ρ

)1−γ+α

+
KΓ (γ)η∗

(1−L)Γ (α +γ)

(
T ρ − aρ

ρ

)α
Cela signifie que Q est uniformément borné sur βη∗ . Ensuite, nous montrons que Q est

équicontinu.

Soit u ∈ βη∗ et 0 < a < τ1 < τ2T . Alors :∣∣∣∣∣∣∣
τρ2 − aρρ

1−γ

Q(y)(τ2)−
τρ1 − aρρ

1−γ

Q(y)(τ1)

∣∣∣∣∣∣∣
≤

(
τ
ρ
2−a

ρ

ρ

)1−γ

Γ (α)

∫ τ2

τ1

τρ2 − sρρ

α−1

sρ−1|g(s)|ds

+
1

Γ (α)

∫ τ1

a

∣∣∣∣∣∣∣

τρ2 − aρρ

1−γ τρ2 − sρρ

α−1

sρ−1

−
τρ1 − aρρ

1−γ τρ1 − sρρ

α−1

sρ−1


∣∣∣∣∣∣∣ |g(s)|ds

≤
MΓ (γ)

(
τ
ρ
2−a

ρ

ρ

)1−γ

Γ (α +γ)

τρ2 − τρ1ρ

α+γ−1

+
M
Γ (α)

∫ τ1

a

∣∣∣∣∣∣∣

τρ2 − aρρ

1−γ τρ2 − sρρ

α−1

sρ−1

−
τρ1 − aρρ

1−γ τρ1 − sρρ

α−1

sρ−1


∣∣∣∣∣∣∣
sρ1 − aρρ

γ−1

ds

Alors : ∣∣∣∣∣∣∣
τρ2 − aρρ

1−γ

Q(y)(τ2)−
τρ1 − aρρ

1−γ

Q(y)(τ1)

∣∣∣∣∣∣∣→ 0 comme τ2→ τ1

Cela montre que Q est équicontinu sur J . Par conséquent, Q est relativement compact

sur βη∗ en C1−γ,ρ , le théorème de type Arzèla–Ascoli Q est compact sur βη∗ .

En conséquence du théorème de point fixe de Krasnoselskii, nous concluons que N ad-

met au moins un point fixe y∗ ∈ C1−γ,ρ(J) et de la même manière que la preuve du Théo-

rème(3.3), nous prouvons facilement montrer que y∗ ∈ Cγ1−γ,ρ. On utilise le Lemme1.17
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3.2 Exemple

, nous concluons que le problème (3.1)-(3.2) admet au moins une solution dans l’espace

C
γ
1−γ,ρ(J).

3.2 Exemple

Considérons le problème de valeur terminale suivant :

1
2D

1
2 ,0
1+ y(t) =

2 + |y(t)|+
∣∣∣∣∣ 1

2D
1
2 ,0
0+ y(t)

∣∣∣∣∣
108e−t+3

(
1 + |y(t)|+

∣∣∣∣∣ 1
2D

1
2 ,0
0+ y(t)

∣∣∣∣∣) +
ln

(√
t + 1

)
3
√
t − 1

, t ∈ (1,2] (3.22)

y(2) = c ∈R (3.23)

Posons

f (t,u,v) =
2 +u + v

108e−t+3(1 +u + v)
+

ln
(√
t + 1

)
3
√
t − 1

, t ∈ (1.2] u,v ∈ [0,+∞)

Nous avons :

C
β(1−α)
1−γ,ρ

(
[1,2]

)
= C0

1
2 ,

1
2

(
[1,2]

)
=

{
h : (1,2]→R :

√
2
(√
t − 1

) 1
2 h ∈ C

(
[1,2]

)}
avec γ = α = ρ = 1

2 et β = 0. Clairement, la fonction f ∈ C 1
2 ,

1
2

(
[1,2]

)
.

Donc la condition (H1) est satisfait.

Pour chaque u,u,v,v ∈R et t ∈ (1,2]

|f (t,u,v)− f (t,u,v)| ≤
1

108e−t+3

(
|u −u|+ |v − v|

)
≤ 1

108e

(
|u −u|+ |v − v|

)
Par conséquent, (H2) est vérifiée avec K = L =

1
108e

La condition :
KΓ (γ)

Γ (α +γ)(1−L)

(
T ρ − aρ

ρ

)α
' 0.0055 < 1

est satisfait avec T = 2 et a = 1. Il résulte du Théorème3.4 que le problème (3.22)-(3.23)

admet une solution dans l’espace C
1
2
1
2 ,

1
2

(
[1,2]

)
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3.3 Conclusion

3.3 Conclusion

Nous avons fourni des conditions suffisantes garantissant l’existence et l’unicité de so-

lution à une classe de problèmes à valeur initiale non locale et à valeur terminale via

les dérivées fractionnaires de type Hilfer et de Hilfer – Katugampola . Les arguments

sont basés sur le principe de la contraction de Banach et le théorème du point fixe de

Krasnoselskii. Des exemples sont inclus pour illustrer les résultats.
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