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Introduction

La théorie du point fixe est au coeur de I’analyse non linéaire puisqu’elle fournit les outils
nécessaires pour avoir des théorémes d’existence et d’unicité dans beaucoup de problémes

non-linéaires différents.

Soit X un ensemble et T" : X — X une application, une solution d’une équation
T(z) = z est appelée un point fixe de T'. L’origine de la théorie du point fixe, est une
branche importante de ’analyse fonctionnelle non linéaire, qui remonte a la derniére partie
du XIXe siécle, le reste dans 'utilisation d’approximations successives de l'existence et
de T'unicité de la solution. La plupart des phénomeénes naturels en physique, en chimie, en
économie, en biologie ou en mécanique ont un comportement non linéaire. De tels problémes

s’expriment mathématiquement, sous forme d’équations différentielles non linéaires.

Les théorémes du point fixe sont les outils mathématiques de base en montrant 1’exis-
tence des solutions dans divers genres d’équations, parmi ces théoremes, le théoréme du

point fixe de Banach, de Brouwer, de Schauder et le théoréme de Krasnoselskii [19].

Dans ce mémoire, on va étudier le théoréme du point fixe de Krasnoselskii qui est
un résultat important dans la théorie du point fixe, basé sur le théoréme de Banach et
le théoréme de Schauder. Le théoréme de 'application contractante prouvé par Banach
en 1922 dit qu’une contraction d’'un espace métrique complet dans lui-méme admet un
point fixe unique [19], et le théoréme de Schauder affirme qu’une application compacte
et continue définie sur un ensemble fermé, borné, convexe d’'un espace de Banach dans
lui-méme, admet au moins un point fixe [I].

En 1955, et pour la premiére fois, Krasnoselskii a élaboré son théoréme du point fixe, il a
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joint les deux résultats de Banach et de Schauder afin d’entrer son théoréme qui affirme
que dans un convexe compact, toute application qui se met sous la forme d’une somme de
deux applications dont I'une est contractante et ’autre est compacte et continue admet un
point fixe. Ce théoréme est trés utile dans la résolution des équations différentielles non
linéaires, équations intégrales, et les équations intégro-différentielles.

Ce travail est réparti en trois chapitres :

Le premier chapitre, est consacré a quelques définitions et résultats préliminaires qu’on va
utiliser a travers ce mémoire [9], [17], [11].

Dans le deuxiéme chapitre, on va présenter quelques théoréemes du point fixe, en particulier,
le théoréme du point fixe de Banach et le théoréme de Schauder, et on va étudier le théoréme
du point fixe de Krasnoselskii et une extension de ce théoréme ( théoréme de Krasnoselskii
pour les ®—contractions non linéaires, [6]) .

Dans le troisiéeme chapitre, on donnera une application du théoréme de Krasnoselskii sur

une équation différentielle fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo [2] :

Dox(t) + f(t,z(t)) =0,0<t < 1,1 <a <2,
2(0) = [\ g(r)x()dr, 2(1) = 0

Ou D® est la dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo, et f: [0,1] x £ — E est
continue, et E est un espace de Banach quelconque.
Et en appliquant le théoréeme de Krasnoselskii pour les ®—contractions non linéaires

sur une équation différentielle perturbée [12] :

 lat) ~ 70 2(0)] = (1, (x(1)) 1 € T
I(to) =g € R

Ou J = [tg, 1y + a] est un intervalle borné dans R pour un ¢, fixé¢, a € R avec a > 0, et

fyg:J xR — R sont continues.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Topologie des espaces métriques

Soit X un ensemble quelconque non vide et P(X) 'ensemble des parties de X.

Définition 1.1.1. [9] On appelle topologie sur X toute partie 7 de P(X) vérifiant les trois

propriétés suivantes :

1. La réunion de toute famille d’éléments de T appartient a 7.

2. L’intersection de toute famille finie d’éléments de T appartient a T.

3. L’ensemble vide ¢ et X appartiennent a T.
(X, 1) s’appelle espace topologique de support X .Les éléments de T sont appelés ouverts
de (X, ) ou de 7. Souvent notés O.

Soit (X, 7) un espace topologique, qu’on notera pour simplifier X.

Définition 1.1.2. [9] On appelle base d’une topologie T toute partie B de T telle que tout

ouvert O de T soit la réunion d’une famille des ouverts de B.

Définition 1.1.3. [9/ On appelle voisinage d’une partie A de X |, toute partie de X qui
contient un ouvert contenant A noté V(A).

Vi) désigne l'ensemble des voisinages de (x).
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Proposition 1.1.4. [9] Soit x € X , on a les propriétés suivantes :
(V1) Tout ensemble contenant un voisinage de x est un voisinage de x.
(Va) L’intersection de toute famille finie de voisinage de x est un voisinage de x.

(V3) Tout voisinage de x contient {z} .

Proposition 1.1.5. [J] Pour qu’une partie A de X soit ouverte,il faut et il suffit que A

soit voisinage de chacun de ses points.

Définition 1.1.6. On dit qu’une partie A de X est fermée si son complémentaire par

rapport a X noté E‘;‘( , est ouvert.

Définition 1.1.7. [9/Applications continues
Soit X et X' deux espaces topologiques et f : X — X' une application. Pour xo € X,
notons yo = f(zo) € X',

1. f est continue en g si, pour tout voisinage V' C Vi, il existe un voisinage V C Viz)
tel que f(V)C V',

2. L’application f est dite continue dans X (ou surX ) si elle est continue en tout point

de X.

Définition 1.1.8. [I7/Espaces topologiques séparés

On dit que X est séparé si pour tout v,y € X,x # y, il existe deux ouverts U, et U, tels
que x € Up,y € Uy et U, NU, = 0. On dit que les ouverts U, et U, séparent les points x et
V.

Définition 1.1.9. [{7/Espaces connexes

On dit que X est connexe si et seulement si les seuls sous-espaces a la fois ouverts et fermés

sont X et (), i.e :

A C X, A ouwvert et fermé <= A=0 ou A= X.
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Définition 1.1.10. [J/Espaces métriques
Soit X un ensemble, on appelle métrique ou distance toute application
d: X x X — Ry, telle que, pour tout z,y,z € X , on ait :

(D1) d(z,y) =0 x =y (Identité)

(D2) d(x,y) = d(y,x) (Symétrie)

(D3) d(z,y) < d(x,z)+d(z,v) (Inégalité triangulaire)

(X, d) s’appelle espace métrique.

Exemples 1.1.11.

(1) Métrique discréete. Elle est définie par :

0 St x =1y
d(w,y) =
1 six#£y

(2) Dans X =R ou C, on a une métrique définie , pour tout x , y € X par
d(z,y) = |z —y|

ot |.| représente la valeur absolue dans R ou le module dans C.

(3) Soit X = A"(A =R ou C). Pour tous x = (x;)1<i<n €ty = (Yi)1<i<n de A , Uapplication
définie par
d(z,y) = sup |z; — yi

1<i<n
est une métrique.
Sta > 1, on a une métrique définie par

1

do = (Z |z — yi|a> !
=1

Proposition 1.1.12. [77/ On dit que deux méltriques dy et dy sur le méme ensemble X

sont équivalentes s’il existe des constantes ki et ko telles que

Vo, y € X di(x,y) < ki -do(x,y) et do(z,y) < k- di(z,y).
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Définition 1.1.13. [9/ Soit a € X et r > 0.
(1) On appelle boule ouverte(respectivement boule fermée) de centre a et de rayon r,

I’ensemble noté B(a,r)(respectivement By(a,r)) défini dans X par :
B(a,r) ={x € X/ d(z,a) <r}.

(respectivement By(a,r) = {x € X/d(z,a) <71}).
(2) On appelle sphére de centre a et de rayon r l’ensemble noté S(a,r) défini dans X
par :

S(a,r)={z € X/ d(x,a) =r}.

Définition 1.1.14. [I1] Soit (E,d) un espace métrique . Un ensemble O C E est dit

ouvert si pour tout point x € O, il existe r, > 0 tel que B(x,r,) C O.
Exemple 1.1.15. Toute boule ouverte est un ensemble ouvert.

Proposition 1.1.16. [I1] Soit (E,d) un espace métrique alors :
i) 0 et E sont des ouverts de E.
ii) Si (O;)ier est une famille quelconque d’ouverts, alors U;c;O; est ouverte.

ii1) Si Oq, 04, ..., O, sont des ouverts, alors O1 N Oy N ...N O,, est ouverte.

Définition 1.1.17. [I1] Soit (E,d) un espace métrique. Un ensemble F' C E est fermé, si

et seulement si son complémentaire E\F noté CL, est un ouvert.

Remarque 1.1.18. La définition ci-dessus ne signifie pas qu’un ensemble fermé est un

ensemble non ouvert.
Exemple 1.1.19. Toute boule fermée est un ensemble fermé.

Proposition 1.1.20. [9/
i) L’intersection de toute famille de fermés est fermée.

it) La réunion de toute famille finie de fermés est fermée.
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Définition 1.1.21. [11] Soit (E,d) un espace métrique et A C E. L’intérieur de A ,
noté A est la réunion de tout les ouverts contenus dans A . Les éléments de A sont appelés

les points intérieurs de A.

Remarque 1.1.22. A est le plus grand ouvert inclu dans A. On en déduit que A C E est

ouvert si et seulement st A = A.

Proposition 1.1.23. [11](Caractérisation de A par les boules) Soit (E,d) un espace

métrique et A C E. Alors x € A si et seulement s'il existe r > 0 tel que B(z,r) C A.

Définition 1.1.24. [71] Soit (E,d) un espace métrique et A C E . L’adhérence (on dit
aussi la fermeture) de A | est Uintersection de tous les fermés qui contiennent A , on la

note A.

Remarque 1.1.25. (i) A est toujours fermé.
(ii)) AC A et A= A si et seulement si A est fermé.

(iii) Si F est fermé et A C F, alors AC F.

Proposition 1.1.26. [I1/(Caractérisation de A par les boules) Soit (E,d) un espace
métrique et A C E . Alors x € A si et seulement si ¥r > 0, B(x,r) N A # 0.

Définition 1.1.27. Soit E un espace métrique . Une partie A de E est dite dense dans
EsionaA=E.

Définition 1.1.28. [/ Si A est une partie de E | la frontiére de A dans E est [’ensemble
OA = A\A.

Proposition 1.1.29. [J] L’ensemble des parties T4 est défini par :
74 ={0 C X/Vx € O,3 B(x,r,) C O}.
T4 €st une topologie associée a la métrique d.

Définition 1.1.30. [9/ Un espace topologique (X, T) est dit métrisable s’il existe une

métrique d sur X telle que T = 74.
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Proposition 1.1.31. [J] Si A est un sous espace de X métrisable, alors A est métrisable.

Définition 1.1.32. [J] Soit (X, d) un espace métrique et A une partie de X. A est une

partie bornée de X s’il existe une boule B(a,r) de X contenant A.

Définition 1.1.33. Soit A C X métrique (A # 0) et soit x € X. On appelle distance de
x a A, le réel défini par

d(z,A) = inf d(x,a) >0

acA

Définition 1.1.34. [9] Le diametre d’une partie A non vide de X est défini par

d(A) = sup d(xy, )

r1,2€A

Evidemment, nous avons 6(A) > 0, et si A est non borné, alors §(A) = +oo

Proposition 1.1.35. [9] A est borné si et seulement si §(A) est fini .

1.1.1 Complétude

Définition 1.1.36. [11/ Convergence des suites
Soit (E,d) un espace métrique et soit (x,), une suite de E. On dit que (z,,), converge vers

le E et on note x,, — | ou lim z,, =1 si et seulement si
n—oo

Ve > 0,3n. > 1 tel que Yn > n. on a x, € B(l,¢).
La valeur 1 est alors appelée la limite de ().

Proposition 1.1.37. [71] Soit (E,d) un espace métrique et (x,), C E tels que x, — I,

alors toute sous-suite (Tp, ), de (T,)n converge vers .

Proposition 1.1.38. [9/Une partie F' de (E,d) est dite fermée si la limite de toute suite

convergente de F', appartient a F'.

Définition 1.1.39. [9] Soit (X, d) un espace métrique. On dit que la suite (z,), de points
de X est une suite de Cauchy dans (X, d) si

Ve > 0,3ng/Vn,m > ng, d(xm, v,) < €.
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Proposition 1.1.40. [11/
(i) Toute suite convergente est une suite de Cauchy.
(i1) Toute suite de Cauchy est bornée.

Définition 1.1.41. [9/Notion des espaces complets

Un espace métrique (X, d) est complet si toute suite de Cauchy est convergente.

Proposition 1.1.42. [T1] Soit (E,d) un espace métrique complet et soit F C E. Alors

(F,d) est complet si et seulement si ' est un fermé de E.

1.1.2 Applications entre les espaces métriques

Définition 1.1.43. [11] Soit (E,dy) et (Es,dy) deux espaces métriques et f : Ey — Ey

une application. On dit que f est continue au point a € £ si
Ve > 0,3a > 0 tel que di(z,a) < a = da(f(x), f(a)) < e.

Définition 1.1.44. [I1]/ On dit que f : (E1,d1) — (Ea,ds) est continue sur (Ey,dy) si elle

est continue en tout point de E.

Théoréme 1.1.45. [T1] L’application [ : (Ey,dy) — (Es,ds) est continue sur (Ey,dy) si

et seulement si l'image réciproque de tout ouvert de (Fs,dy) et un ouvert de (Ey,dy).

Proposition 1.1.46. [J] Soit f une application d’un espace métrique X dans un espace
topologique Y. Pour que f soit continue en a, il faut et il suffit que pour toute suite (z,)y

telle que x, — a, alors f(x,) — f(a).

Proposition 1.1.47. [17] Soit f: X =Y et g:Y — Z des applications continues .

La composition go f : X — Z est continue.

Lemme 1.1.48. Soit X etY deux ensembles et f une application de X dans Y, s’il existe
une application g de Y dans X telle que fog= Iy et go f = Ix, alors f est une bijection
de X surY et f~l=g

(ot Ix (respectivement Iy ) désigne Uapplication identité de X (respectivementY )) .
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Définition 1.1.49. [11]/ Une application f : (E,d) — (F,§) bijective, continue ainsi que
son inverse est continu (on dit bicontinue) est dite un homéomorphisme .
Lorsqu’il existe un homéomorphisme entre deux espaces métriques on dit qu’ils sont ho-

méomorphes.

Définition 1.1.50. [9] L’application [ : (X,d) — (X', d’) est uniformément continue

sur X st pour tout € > 0, il existe n > 0 (n ne dépend que de €) tel que

d(z1,22) < m = d'(f(21), f(z2)) < &

Remarque 1.1.51. Si f est uniformément continue sur X, alors f est continue sur X.

La réciproque est fausse.

Définition 1.1.52. [9] On dit que f : (X,d) — (X', d') est lipschitzienne et de rapport

k > 0 si pour tout x,y € X, on a

d'(f(x), f(y)) < k- d(z,y).

Remarque 1.1.53. Toute application lipschitzienne est continue mais la réciproque est

fausse.

Définition 1.1.54. [11]/ On dit que f : (E,d) — (F,d) est contractante s’il existe k < 1

tel que :
Va,y € E,d(f(z), f(y) <k d(z,y).

1.1.3 Compacité

Définition 1.1.55. [11] Soit (E,d) un espace métrique. Une famille d’ensemble (A;)icr
est un recouvrement de E si

Uier4; = E

Si J C 1, on dit que (Aj) ey est un sous-recouvrement de E si et seulement si

UjeJAj = E
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Définition 1.1.56. [11/(Ensemble compact) Soit (E,d) un espace métrique. On dit
que E est compact si et seulement si de tout recouvrement de E par une famille d’ou-
verts (O;)ier, on peut extraire un sous-recouvrement fini. D’autre terme, pour toute fa-
mille (O;)ier d’ouverts telle que E = UicO;, il existe iy,1s,....7, € I tels que E =
O, U0,U..UO0,, .

Définition 1.1.57. [71] Un espace métrique (E,d) est séquentiellement compact si toute

suite (xy,)n, C E posséde une sous-suite convergente.
Théoréme 1.1.58. [11)] Soit (E,d) un espace métrique compact, alors (E,d) est complet.

Proposition 1.1.59. [17] Soit X un espace compact et F C X un sous espace fermé,

alors F' est compact.

Définition 1.1.60. Soit (X, d) un espace métrique et A C X, alors A est un sous-ensemble

relativement compact si A est compact en lui-méme.
Théoréme 1.1.61. [17/ A C R™ est compact < A est fermé et borné.

Définition 1.1.62. [9] Un espace métrique X est dit précompact si , pour tout e > 0, il

eziste un recouvvrement (A;)ier fini par des ensembles de diametres inférieurs a e.

Proposition 1.1.63. [J]/ Si X est un espace métrique compact, alors X est précompact.

La réciproque est fausse .

Théoréme 1.1.64. [11] Soit (E,dy) et (F,dy) deux espaces métriques et soit f : E — F
une fonction continue. Si (E,dy) est compact, alors f(E) est un compact de (F,dy). Plus

généralement, si K C E est un compact de E, alors f(K) est un ensemble compact de

(F,ds).
Théoréme 1.1.65. [11] Une fonction continue sur un compact atteint ses bornes .

Théoréme 1.1.66. [11] Une fonction continue sur un compact est uniformément continue.
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1.2 Espaces vectoriels normés

1.2.1 Espaces de Banach

E désigne un espace vectoriel sur A = R ou C

Définition 1.2.1. [J/ On appelle norme sur E, toute application p de E dans R telle que
pour tout x,y € B et A € A, on ait
(N1) p(x)=0<=2=0 (condition de séparation)

(N2) p(Ax) = |Ap(z) (condition d’homogénéité)
(N3) plx+y) < plx)+p(y) (inégalité de triangle)
Notation. On note p(z) = ||z|| ou encore p(x) = ||z||g, p(z) s’appelle norme de x.

(E,p) s’appelle espace vectoriel normé (e.v.n) de support E.

Exemple 1.2.2. Sur E = RY les applications

B =

N
— |p _ i
Iz, = (Z i ) ot ol = max I

=1

sont des normes .

Proposition 1.2.3. [J] L’application d : (z,y) — ||z — y|| est une métrique sur E inva-
riante par translation (c’est-a-dire d(x + a,y + a) = d(z,y) ).

On dit que d est la métrique associée a la norme.

Définition 1.2.4. [/ Deux normes ||.|| et ||.|" sur un espace vectoriel V' sont dites équi-

valentes sl existe deux constantes positives Cy, Cy telles que
Cill=|]" < ||zl < Collz|', V2 € V

Théoréme 1.2.5. [/ Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont

équivalentes.

Définition 1.2.6. [J] On appelle espace de Banach, un espace vectoriel normé complet.
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Définition 1.2.7. [J] Etant donné deuz points {a,b} C E, on définit le segment reliant a

a b comme suit

la,b] = {(1 — t)a + tb/t € [0,1]}

Une partie C C E est dite convexe si ¥{a,b} C C, on a [a,b] C C.
Exemple 1.2.8. Les boules ouvertes ou fermées sont convexes.

Définition 1.2.9. Soit E un espace de Banach réel, pour toute partie finie D C E on
désigne par ’enveloppe convexe de D ['intersection de toutes les parties convexes contenant

D, il est défini par la formule suivante :

conv(D) = {Ztixi,ti >0,z; € D,Zti = 1}
i=1 i=1

Définition 1.2.10. Soit (E, ||.||g), (F,|.||r) deux espaces de Banach et U C E un ouvert
de E. Une application f : U — F est dite différentiable en a € U, s’il existe une

application linéaire L : E — F telle que :

I/ () = fla) = Lz — a)l[r

=0
[|z—al|p—0 ”SU — CLHE
ou
If(at+h) = fla) = LWllr _
Il 20 |\h]| &
on note

D,f=L:E—F

Proposition 1.2.11. Soit (E, ||.||g), (F, ||-||r) deuzx espaces de Banach et U C E un ouvert

de E. St f: U — F est une application différentiable en a € U, alors f est continue en a.

1.2.2 Exemples usuels d’espaces vectoriels normés

Dans ce qui suit A = R ou C.



1.2 Espaces vectoriels normés 19

a- Espaces (¢

Pour a > 1, on consideére

(% = {x = (x;); € A" telle que Z |z < oo}

i=0
(" et £? sont les espaces les plus importants (et usuels).
Proposition 1.2.12. [9] L’espace (* est un espace vectoriel de dimension infinie.
Proposition 1.2.13. [9/ Pour tout o > 1, l’espace {* muni de la norme

oo

z = lall = (Y ™)

i=0
est un espace de Banach.
b- Espace B(X,A)
Soit X un ensemble quelconque.
Proposition 1.2.14. [9] L’espace vectoriel B(X,A) des applications bornées

f: X — A muni de la norme

f = sup |f(z)]

zeX

est un espace de Banach.
Remarque.[9] On peut remplacer A par un espace de Banach quelconque.

c- Espace C(X,A)
Soit X un espace topologique et C(X, A) l'espace vectoriel des applications continues
définies de X dans A.
Corollaire 1.2.15. [9/ L’espace C(K,A) des applications continues d’un espace to-
pologique compact K dans A, muni de la norme

f = sup |f(z)]

rzeK

est un espace de Banach.

Remarque : On peut remplacer A par un espace de Banach quelconque.
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Théoréme 1.2.16. (Arzéla—Ascoli)
Soit X un espace métrique compact, Y un espace de Banach et H C C(X,Y) un sous-
espace muni de la norme sup.

Alors H est relativement compact si et seulement si :

1. H est uniformément borné, i.e : il existe une constante § > 0 telle que :

Vte X,Vf e H ona

[ flloc= suplf(t)] <6
teX

2. H est équicontinu, i.e.
Ve > 0,3V e V(t),Vs € X; seV = |f(s)— f®)|ly <e,VfeH.

3. L’ensemble {f(t), f € M} est relativement compact pour tout t € X.

1.2.3 Les espaces L?

Définition 1.2.17. Soit 2 un ensemble. On dit qu’une partie M C P()) est une o-algébre

(ou tribu) sur Q) qui satisfait les conditions suivants :
(i) D € Q
(ii)) Ac M= Q\AeM
(iii) Si{An}nen C M, alors |, A, € M
Le couple (2, M) est appelé espace mesurable. Les éléments de M sont appelés les en-

sembles mesurables de €.

Définition 1.2.18. Si (2, O) est un espace topologique, alors la tribu o(O) engendrée par
les ouverts s’appelle la tribu borélienne de (2, O) et se note B(2). Ses éléments sont des

boréliens.
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Définition 1.2.19. Soit (2, M) un espace mesurable. On appelle mesure (ou mesure po-

sitive) sur Q, une application p: M — R, = [0, 0], telle que :

i) p(®) =0

i) Si {An}tnen C M est une suite disjointe, alors

H <[j An) = i:u(An)

Le triplet (2, M, 1) est appelé un espace mesureé.

Définition 1.2.20. Soit (2, M) et (', M') deuz espaces mesurables et f une fonction de

Q dans Y. On dit que f est mesurable si :
VA e M, f1(A) e M.

Définition 1.2.21. On dit qu’une propriété est vraie presque partout sur 2 (ou p.p.), si

Uensemble des éléments qui ne vérifient pas cette propriété est de mesure nulle (négligeable).
Dans toute la suite, 2 désigne un ouvert de R muni de la mesure de Lebesgue dx.

Définition 1.2.22. Soit p € R avec 1 < p < +00. On note par LP(Q) l’espace des classes

d’équivalences de fonctions de puissance p-intégrables sur  a valeurs dans R :

LP(Q) = {f : Q — R; f mesurable et ||f||r» < o0}

Il = ( |f(l’)|’°drc);

Théoréme 1.2.23. [3] (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue)

avec

Soit (fn)n une suite des fonctions de L. On suppose que

@) fo(z) = f(x) p.p sur
b) il existe une fonction g € L' telle que pour chaque n, |f.(x)| < g(z) p.p. sur Q.
Alors f € LYQ) et || fn— fllzr — 0
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1.3 Equations Différentielles

Définition 1.3.1. On appelle équation différentielle ordinaire, une équation dont ['in-

connu est une fonction ® et qui relie y a ses dérivées, i.e. une équation du type :

Oy, y" Yy Ly y) = f(8).

Ici, f est une fonction donnée, appelée second membre et le plus haut degré de dérivation
dans l’équation (ici n) est l'ordre de l’équation .
e Une équation différentielle est dite linéaire si la fonction ® associée est linéaire. Autre-

ment dit, une équation différentielle linéaire d’ordre n est une équation de la forme :
(E): an®)y"™ + an1 )y + o + @Dy + ao(t)y = £(t)

ou les (a;)?_, sont appelés coefficients de l’équation et sont des fonctions qui dépendent de
t. L’adjectif linéaire porte donc sur l'inconnu y de [’équation.

Dans le cas ou f(t) est nulle, on dit que [’équation est homogéne :
(H) : an()y™ + an_1(O)y" ™Y + ..o+ ar ()Y + ao(t)y =0

Théoréme 1.3.2. L’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire d’ordre n

est un espace vectoriel de dimension n.

1.3.1 Problémes de Cauchy -Lipschitz

Définition 1.3.3. [J] Soit E un espace de Banach, U C E un ouvert, I C R et
f I xU — FE une fonction continue. Le probleme de Cauchy est donné par le systeme
d’équations
(1.1)
x(to) = g
La résolution du probleme de Cauchy revient a trouver un intervalle J C I contenant ty € 1

et des solutions o de classe C' sur J satisfaisant .
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Proposition 1.3.4. [5] Une fonction ¢ : I — U est une solution du probléme de Cauchy

si et seulement si
i) La fonction ¢ est continue et Vt € I, (t,p(t)) € I x U.
t
o) =0+ [ Fs0(s))ds.
to
Définition 1.3.5. On dit que f est k-Lipschitzienne en x s’il existe k > 0 telle que
(£, 21) = f(E,22) || < Ky — 22
pour (t,xy1), (t,z2) € I x U .

Définition 1.3.6. On dit que f est localement Lipschitzienne si pour tout point

(to, z0) € I x U, il existe un voisinage V' de (ty,xo) dans I x U et k > 0 tels que l'on ait

1f(t, 1) = [t 22)|| < K2y — 2o
pour (t,z1), (t,z2) € V.

Théoréme 1.3.7. [3/(théoréme d’existence) Soit f une fonction continue sur U a va-
leurs dans E et est localement Lipschitzienne par rapport a x. Alors :

Y(to, zo) € I x U, 3 € > 0 telle que
¢ € CH[to — €, tg + €], E) est une solution de (1.1]).

Théoréme 1.3.8. [j/(théoréme d’unicité) Soit U C R x E et soit f : U — E une
fonction continue et k-lipschitzienne en x. Si on a deux solutions pi,po : I — E de

I’équation différentielle
dr

%—f(t,l’)

et si p1(tg) = pa(to) (avec ty € I).

Alors les fonctions ¢y et o sont identiques dans ['intervalle I.
Remarque 1.3.9. Si de plus f est de classe C"(r > 1), alors ¢ est de classe C™11.

Théoréme 1.3.10. [3] On suppose que f: 1 x E — E est continue et Lipschitzienne par

rapport a x. AlorsV(ty,xo) € I x E, il existe une unique solution ¢ € C*(I, E) du probleme

.
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1.3.2 Problémes aux limites

On considére les équations différentielles du second ordre de type :
2" (t) +p(t)a'(t) + q(t)x(t) = f(2) (1.2)
avec t € [to, 1], et 'équation homogéne associée :
2"(t) + p(t)'(t) + q(t)x(t) = 0 (1.3)

ou p et q sont des fonctions continues.
Le probléme aux limites consiste a la recherche des solutions de I’équation (|1.2)) qui vérifient

les conditions suivantes :
z(t)) =aet z(ty) =0 (1.4)
ou tg, t1, o, f sont données.
Les conditions sont dites conditions aux limites de Dirichlet.
D’autres conditions peuvent étre utilisées, dont les suivantes :

Conditions de Neumann :
T (to) = aet 2'(t;) = B (1.5)
Conditions mixtes :

1@ (to) + cax(to) = « et ez’ (t1) + cax(ty) = (1.6)

Exemple 1.3.11. Considérons l’équation différentielle

() + z(t) =1 (1.7)
avec les conditions aux limites
2(0) :O,x(g) =0 (1.8)

La solution générale de l’équation est donnée par :

x(t) = 1+ ¢y sin(t) + co cos(t) (1.9)

us

La condition x(0) = 0 implique c; = —1 et la condition x(%) implique ¢, = —1.

Le probléme aux limites admet donc une unique solution donnée par :

x(t) =1 —sin(t) — cos(t) (1.10)
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1.3.3 Equations différentielles d’ordre fractionnaires

Définition 1.3.12. On appelle fonction Gamma eulérienne (ou intégrale eulérienne de

seconde espéce) la fonction notée T définie par

[(x) = / e 't dt,
0
ot x est un nombre complexe quelconque tel que Re(x) > 0.

Définition 1.3.13. La fonction B(p,q) est la fonction Béta (ou intégrale eulérienne de

premiére espéce), définie par :

1
B(p,q) = / (1 —2)P 29 de,p > 0,0 > 0.
0

On a une égalité exprimant le lien entre ’intégrale eulerienne de premiere et de seconde

espéce :

I'(p)L'(q)
B(p,q) = Totq)

Définition 1.3.14. [I16] L’intégrale d’ordre fractionnaire de la fonction h € L'([a,b])

d’ordre a € Ry, est définie par

oy L[ )
O = £y |, ot

ou I' est la fonction Gamma .

Exemple 1.3.15. Soit h(t) = (t —a)" o2 u > —1.
w11 h(s)
00~y | G
1 b (s—a) .
“ta ]

t_au—i-a _au—i-a
(

—_ t —xa’lx“:ﬂ:—(t a,u
o) /a(l ) d o) B(a,u+1)

_ (t —a)"tT(a)l(u+ 1)
Fa)'(u+14 )

I°h(t) =

D’ou
F(u+1)

ot —a) = —t )
A Oy

(t —a)"*.
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Proposition 1.3.16. Nous avons les propriétés suivantes :
i) ISh(t) = I;h(t) = h(t)
i) ISI0n(t) = IS h(t)
iii) lopérateur intégral 1§ est linéaire.
Définition 1.3.17. [153/ Soit f une fonction intégrable sur [a,b], alors la dérivée fraction-

naire d’ordre v (avec n —1 <1 < n) au sens de Riemann-Liouville est définie par :

D) = g (€= s
d n—r
= ),

Définition 1.3.18. Une fonction a valeur réelle f(t), t > 0 est dite dans Uespace C,,, j1 €
R, s’il existe fi(t) € C([0,00)),et un nombre réel p > p tel que f(t) = tPfi(t) .

Définition 1.3.19. Une fonction f(t), t > 0 est dite dans l’espace C;,

neN,sif™eC,.

Définition 1.3.20. La dérivée fractionnaire de f € C™, au sens de Caputo est définie par

1 Yy _\n—a—1£(n) . *
t—r fi(r)dr, n—1<a<n,neN*
Df(t) = Fi"*“) Jo =) (7) (1.11)
jt_n (t)v a=mn

Remarque 1.3.21. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction constante

est nulle, autrement dit : DC = 0.

Lemme 1.3.22. [13] Pour a > 0, la solution générale de I’équation différentielle fraction-

naire D*x = 0 est donnée par
x(t) =co+ et +cot? + ..+ cpit" ! (1.12)
ouc; €R1=0,1,2,....n—1,n=[a] +1 ot [a] désigne la partie enti¢re de c.
Lemme 1.3.23. [13] Soit a > 0, alors
I°Dx(t) = 2(t) + co + et + cot® + ... + ¢ g t" (1.13)

pour certains ¢; € R, i =0,1,2,...,n—1, n=[a] + 1.



Chapitre 2

Théoréme du point fixe de Krasnoselskii

Dans ce chapitre, nous présenterons quelques résultats de la théorie du point fixe, nous
commencerons par le plus connu d’entre eux : le théoréme du point fixe de Banach
pour les applications contractantes , puis le théoréme de Schauder, pour les applica-
tions compactes .

Finalement, nous présenterons le théoréme de Krasnoselskii qui est un théoréme d’exis-
tence du point fixe concernant les applications qui s’écrivent sous la forme de somme de

deux applications, dont 'une est continue et compacte et I’autre est contractante.

2.1 Principe du contraction de Banach

Ce principe garantit l'existence d’un unique point fixe pour toute application contrac-

tante d'un espace métrique complet dans lui-méme.

Théoréme 2.1.1. [19/(Théoréme du point fixe de Banach(1922))
Soit (M,d) un espace métrique, complet non vide et T : M — M une application contrac-

tante avec la constante de contraction k, alors T a un point fize unique dans M.

27
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Preuve.
I’existence :

Soit y € M un point arbitraire dans M. Considérons la suite {z,}>, donnée par :

To =Y
Ty =T(xy—1),n >1

On doit prouver que (z,), est une suite de Cauchy dans M.

Pour m < n, on utilise I'inégalité triangulaire :
AT, n) < ATy Tins1) + A Tmst, Tmao) + oo + d(Tp1, 2y)
puisque T est une contraction, on a :
d(zp, vp+1) = d(Txpq,Tx,) < k d(xp_1,1,), pour p > 1.
En répétant cette inégalité, on obtient :
A(Tn, ) < (K™ + K™ 4 L+ KN d (20, 71)
<E"14+k+ ..+ Nd(wg, 21)
< k™1 — k)" td(wo, 71)
On déduit que (z,), est de Cauchy dans M qui est complet, donc (z,), converge vers x

dans M.

Par ailleurs, puisque 7' est continue, on a :

= lim z, = lim T(x,_1) =T(lim z,_;) =Tx
n—00 n—00 n—oo

Donc x est un point fixe de T' (i.e Tz = z)
L’unicité :

Supposons que x = Tx et y = Ty, alors :
d(z,y) = d(Tz,Ty) < kd(z,y)

ce qui implique que d(z,y) = 0 i.e x = y (puisque k < 1).
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Remarque 2.1.2. Si T est une application Lipschitzienne (pas nécessairement une contrac-
tion) mais l'une de ces itérées TP est une contraction, alors T a encore un point fize et est
unique.
Ceci résulte de ['unicité.
En effet, soit x lunique point fize de TP, on o TP(T(z)) = T(T?(x)) = T'(z) ce qui convient
a dire que T'(x) est aussi un point fixre de TP et grace a l'unicité T(x) = x.
Donc ce résultat est valable pour tout les types de contractions qui assurent ['unicité du
point fize.

La version locale du théoréme de Banach
Il se peut que f ne soit pas une contraction sur tout I’espace X mais juste dans le voisinage

d’un point donné. Dans ce cas on a le résultat suivant :
Théoréme 2.1.3. Soit (X, d) un espace métrique complet et soit
B(zg,r) ={z € X :d(z,x0) <r} ouxzo € X etr >0

Supposons que f : B(xg,r) — X est contractante de constante de contraction k, avec

d(f(xg),x0) < (1 — k)r. Alors, f admet un unique point fize dans B(xq,r).

Preuve.
Il existe 1o avec 0 < 1o < r, tel que d(f(zo),x0) < (1 — k)ro. On montre que
f : B(l‘o,?“o) — B(.To,?“o).

Soit x € B(xg,19) alors
d(f(x),z0) <d(f(z), f(20)) + d(f(0), o)
<kd(x,xo) + (1 — k)rg
<kro+ (1 —K)ro

<rg

Donc lapplication f : B(zg,79) — B(xg,r0) est contractante avec B(xg, 7o) est un espace
complet. Par suite, I'application du théoréme de contraction de Banach assure qu’elle admet

un unique point fixe dans B(xg, ) .
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2.2 Théorémes du point fixe pour les applications com-
pactes

Définition 2.2.1. Soit X, Y deuzx espaces de Banach et 2 C X un ouvert, une application
continue f : Q — Y est dite compacte si f(Q) est compacte. Elle est dite complétement

continue si ['image de tout borné est relativement compacte.

Théoréme 2.2.2. (Brouwer 1912)[8] Soit C un compact, convexe non vide de R"™ et

f: C — C une application continue. Alors f admet au moins un point fixe dans C'.

Proposition 2.2.3. [8] Soit B la boule unité ouverte d’un espace normé X. Alors :

dim X < +o00 & toute application continue f : B — B admet au moins un point fize.

Proposition 2.2.4. [§] Soit X un espace vectoriel normé. On a les équivalences suivantes :

dim X < oo & la boule fermée B(0,1) est compacte
< la frontiere 0B(0, 1) est compacte

& de toute suite de B(O, 1), on peut extraire une sous suite convergente.

2.2.1 Théoréme du point fixe de Schauder

Schauder a prolongé le théoréme du point fixe de Brouwer au cas de la dimension infinie,
en utilisant le fait qu’une application compacte en dimension infinie est approchable par

des applications continues de rangs finis.

Définition 2.2.5. [1l/ Soit X et Y deux espaces vectoriels normés. Une application
F: X =Y est dite compacte si F(X) est contenue dans un sous-ensemble compact de Y.
Une application compacte F': X — Y est dite de rang fini si F(X) est contenue dans un

sous-espace vectoriel de' Y de dimension finie .
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Remarque 2.2.6. (a) De maniére générale, une application compacte n’est pas néces-

sairement continue .

(b) Toute application linéaire compacte est continue, la réciproque est vraie si f est de

rang fini (le rang est la dimension de l’espace image).

Théoréme 2.2.7. [1] Soit C' un sous-ensemble convexe d’un espace vectoriel normé, et
A=A{ay,...,a,} CC. Si P. désigne la projection de Schauder, alors :

(i) P. est une application compacte et continue de A. en co(A) C C,

(i1) ||z — P.|| <€, pour tout x € A..
Théoréme 2.2.8. [1/(Théoréme d’approximation de Schauder)
Soit C' un sous-ensemble convexe d’un espace vectoriel normé E et F' : E — C une
application compacte et continue. Alors pour chaque € > 0 , il existe un ensemble fini

A ={ay,...,a,} dans F(E) et une application F. : E — C continue de rang fini avec les

propriétés sutvantes :
(i) ||[F.(z) — F(z)|| < e,Vx € E,
(i1) F.(z) C co(A) C C.

Avant de prouver le théoréme de Schauder, on introduit la notion de e—point fixe.

Définition 2.2.9. Soit E un espace de Banach, C' C E une partie non vide, fermée convexe
et F': C — C une application. On dit que F admet un e—point fixe dans C' si la condition

sutvante est satisfaite :
Ve > 0,3z, € C: ||F(z.) — 2| <e.

Théoréme 2.2.10. [1] Soit D un sous-ensemble fermé d’un espace vectoriel normé E et
F : D — E une application compacte et continue. Alors F admet un point fixe si et

seulement si F' admet un e—point fize.

Théoréme 2.2.11. [i/(Théoréme du point fixze de Schauder)
Soit C' un sous-ensemble non vide fermé convere d’un espace vectoriel normé E. Alors

toute application compacte et continue F : C'— C' a au moins un point fixe.
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Preuve :
D’aprés le théoréme (2.2.10), avec D = C, il suffit de montrer que F' a un e—point fixe
pour chaque € > 0 . Fixons € > 0, le théoréme ([2.2.8) garantit I'existence d’une application

continue de rang fini F, : C' — C avec :
|Fe(x) — F(x)|| < e,Vz € C. (2.1)

et F.(C) C co(A) C C pour un ensemble fini A C C. Puisque co(A) est fermé et borné
et F'(co(A)) C co(A), nous pouvons appliquer le théoréme (2.2.2)) (théoréme du point fixe
de Brouwer) pour déduire qu’il existe z. € co(A) avec x, = F(x,). De plus, (2.1)) donne

[ze = Fe(z)|| = [[Fe(ze) = Fzo)|| <e.
|

Corollaire 2.2.12. [§/ Soit C' un sous-ensemble convexe, compact, non vide d’un espace

de Banach X et f : C' — C une application continue. Alors f admet au moins un point
fixe.

Corollaire 2.2.13. [§/ Soit C' un sous-ensemble convexe, fermé, non vide, C' non néces-
satrement borné , d’un espace de Banach X et f : C — C une application continue telle

que f(C) est inclue dans un compact de C . Alors f admet au moins un point fize.

2.2.2 Alternative de Leary-Schauder

Théoréme 2.2.14. [§] Soit Q un ouvert, borné d’un espace de Banach X et f : Q — X
une application compacte.Alors

ou bien (i) f admet un point fize dans ) .

ou bien (i1) 1l existe x € 0,3t € [0,1] : x =t f(x).

Théoréme 2.2.15. [§/Théoréme de Schaefer

Soit X un espace de Banach et K : X — X wune application compacte. On a alors l'alter-
natwe :

Ou bien, 'équation tK (x) = x admet une solution pour tout t € [0, 1].

Ou bien, l'ensemble S = {x € X : It € [0,1],tK(x) = x} est non borné.
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2.3 Théoréme du point fixe de Krasnoselskii

Théoréme 2.3.1. [19] Soit M wun convexe fermé et non vide d’un espace de Banach

(X, ||.I])- Supposons que A et B sont deuz applications de M dans X telles que
i) Ax + By € M,Vx,y € M.
ii) A est compacte et continue.

iit) B est une contraction de constante o < 1.

Alors il existe v € M, tel que Ax + Bx = x.

Remarque 2.3.2. Si A =0, le théoréme se résume au théoréeme de Banach. Si B =0, le

théoreme n’est autre que le théoreme de Schauder.

Preuve.

D’aprés la condition (iii), on a

(I = B)(x) = (I = B)(y)ll = [(x —y) — (Bx — By
< [l =yl + Bz — Byl
< lz =yl + ellz =yl

< (I+a)fz =yl

D’autre part,

(I = B)(z) = (I = B)()| = lI(z —y) — (Bx — By)||
> |lz =yl — [|Bx — By
> ||z =yl — allz =yl
> (1 =a)llz =yl

> 0.

En résumer,

(1 —a)lz —yll < |/ = B)(z) = (I = B))|| < (1 + )|z = yl|
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Cette inégalité montre que (I — B) : M — (I — B)M est continue .

Montrons que (I — B)™! existe et est continue :

Ona |[(I = B)z—(I - Byl #0= (I -B)z# (I - By

On conclut que (I — B) est injective, et comme (I — B) : M — (I — B)M alors :

Vy € (I—B)M, 3x € M tel que (I — B)z =y, d’ott (I — B) est surjective, et donc (I — B)™!
existe. Il reste & montrer que (I — B)™!: (I — B)M — M est continue.

Comme (I — B)™! existe donc,
I(I=B)(@)=(I=B))ll = 1-a)llz—yll & [l2'=y| = A=a)[|(I=B) "2’ = (I-B) /||

Done, [|(I = B)™'a" — (I = B)™'y/|| <

1 / /
x — avec (1 —a) #0
Aol v (1-a) #
D’ou, (I — B)~! est lipschitzienne donc continue.
Posons U := (I — B)7'A. Tl est clair que U est une application compacte, puisque U est
une composition d’une application continue avec une application compacte, donc d’aprés

le théoréme de Schauder, U admet un point fixe i.e

Jax € M,tel que (I — B) 'Az ==«

Ceci équivaut a dire Az + Bx = .

2.3.1 Théoréme de Krasnoselskii pour les ®- contractions non li-
néaires

Définition 2.3.3. [6] Soit E un espace de Banach.

e Une application 1 : R, — R, est dite une fonction dominante ou ©-fonction si elle est
continue et non décroissante satisfaisant ¥(0) = 0.

o Une application Q) : E — E est dite ®-Lipschitzienne s’il y a une ®-fonction

v Ry — Ry satisfaisant :

1Q6 — Q&I < ¥(llo —&ll)  pour tout ¢,€ € E.
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Remarque 2.3.4. Toute application D —lipschitzienne est lipschitzienne

avec, Y(r) = kr, k> 0.

De plus, si (r) < r, alors Q est dite D-contraction non linéaire et la fonction ¢ est

dite ©-fonction de ) dans E.
Remarque 2.3.5. Toute application ®-contractante est contractante.
Théoréme 2.3.6. [6] Soit S un sous-ensemble fermé, convexe et borné d’un espace de
Banach E et A: E— FE et B: S — E deux opérateurs tels que
(a) A est ©-contraction non linéaire .
(b) B est compact et continu .
(¢) © = Az + By pour tout y € S .

Alors l’équation opérateur Ax + Bx = x admet une solution dans S.



Chapitre 3

Applications

Dans ce chapitre, nous étudirons ’existence d’une solution pour une équation différen-
tielle d’ordre fractionnaire au sens de Caputo et une équation différentielle perturbée, en

appliquant le théoréme du point fixe de Krasnoselskii .

3.1 Reésultats d’existence pour une équation différen-
tielle d’ordre fractionnaire
On se propose d’étudier le probléme aux limites :

Dox(t) + f(t,z(t)) =0,0<t < 1,1 <a <2,

2(0) = [} g(r)x(r)dr, x(1) = 0

Ou D? est la dérivée fractionnaire d’ordre « au sens de Caputo, et f : [0,1] x E — E est

(3.1)

continue, tel que (E, ||.||) est un espace de Banach et C(]0, 1], E) est 'espace de Banach de
toutes les fonctions continues défnies sur [0, 1] dans E doté d’une topologie de convergence

uniforme avec la norme notée ||.||.

36
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Lemme 3.1.1. Une solution du probléme fractionnaire aux limites est donnée par :

x(t) =(1- t)/o g(T)z(T)dr + 6 (t - F(ozt+ 1 + F(ozt: 1))

t ' a—1 T T
—i—m/() (1 —=7)* " f(r,x(1))dr — I*f(t,x(t)).
Preuve. On a
D%(t) =0 — f(t,x(t)),0 <t <1 (3.2)

En appliquant 'opérateur d’intégrale fractionnaire sur les deux cotés de (3.2) et en utilisant
I'identité
I°Dx(t) = x(t) + ¢ + c1t , on obtient

() = % CIOF(t (b)) — co — et (3.3)

En particulier, pour £ =0 , on a

cop=— /Olg(T):L‘(T)dT

, et pour t = 1, on obtient

0 1

g =—0+ m +/O g(T)x(T)dT — m/o (1 — 7)Y (7, z(r))dr.

En remplacant les valeurs de ¢y et ¢; dans (3.3]) , on obtient I’équation & prouver.
Maintenant, on définit 'opérateur 7' : C([0, 1], ) — C([0, 1], E') comme suit :

T@%:UfixégﬁMUMT+ﬂﬁ+Fé11y—Fm:1ﬂ

t ' a1 Lt — ) (7, 2(7))dr
+m/0<1—7) f(r, a(7))dr F(a>/0(t ) f (T x(r))d

Oud<t<ll<a<?2
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3.1.1 Reésultats principaux

Nous prouvons 'existence d’une solution pour (3.1)), en utilisant le théoréme du point

fixe de Krasonselskii. Les hypothéses suivantes sont suffisantes pour prouver le résultat :
(H1) It 2)|| < v(t); (t,2) € [0,1] x E,v € L([0, 1], RT).

(Hy) soit f:[0,1] x E — E une fonction continue bornée appliquée sur des sous ensembles

de [0,1] x E dans des sous ensembles relativement compacts de E.
(H3) Soit d et k deux nombres réels positifs tels que 0 < d < 1 et

M + 2k oy
MNa+1) —

avec M = Supte[o,1}|9(t)|‘

Théoréme 3.1.2. Supposons que les hypothéses (Hy) - (H3) soient satisfaites. Si M < 1,
alors le probléme a au moins une solution dans C([0,1], F).

Preuve. Soit

p>(1— M) <9(1 + F(a2+ 1)) + Fil'i”l)) : (3.4)

Ot [|[v]| := supsepo ) [v(t)]. Sur B, == {x € E, ||z|| < p}, on définit les opérateurs R : £ — F
et S: B, — E comme suit :
t* t

R(x) = (1—1) /O o) ()T + 0 + o~ )

S(z) = F—/o (1 — 1) f(r,2(7))dr — I f(t, 2(t)).
Pour z,y € B,, on a

IRe)+ S <10 =1 [ alr)er)ar 0t + 55 = g

+|\ﬁ/o (1 — 1) f (1, y())dr — ﬁ/o (t = 1) f(ry(r))dr|.
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Donc,
IR(a) + SW <Ml +0(1+ 7= 5)
e | (1= ) ()|
Hls [ (6= uteyar]
En utilisant (H;) et (3.4), on obtient
IR(e) + SO < Ml + 001 + 72 + s < Mo+ (1= M

Par conséquent, R(z) + S(y) € B,. D’un autre coté, il est facile de voir que
[R(z) = R(y)|| < M|z —yl|.

et puisque M < 1, alors R est une application contractante. De plus, il résulte de (Hs) que

Iopérateur S est continu et

t

15 ()] Sm/o (L =7)* N f (7, 2(7)dr

1 /t .
s [ =)z ()| dr.
() Jo
Puisque ¢ € [0, 1], alors on peut écrire

2]
S < .
@) < 755 1
Par conséquent, S est uniformément borné sur B,. Prenons maintenant t;,¢, € [0,1] et

y € B,. Alors on peut écrire

t1 — 12

15(y(t1)) = S(y(t2))|| < W/o (1 =7)*f(r,y(r))dr|

g [ = ) = o [ = o (e

D’aprés (Hy), on a

1S(y(t1)) — S(y(ta))]| < - v

m(|t1—t2|+’t?—t§|)- (3.5)
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Le coté droite de (3.5) est indépendant de y. Donc S est équicontinu et comme t; — to,
le coté gauche de (3.5)) tend vers 0, donc S(B,) est relativement compact, puis d’aprés le
théoréme d’Ascoli-Arzéla, 'opérateur S est compact. Finalement, d’aprés le théoréme de

Krasnoselskii, nous concluons qu’il existe une solution de ((3.1)).

3.2 Reésultats d’existence pour une équation différen-

tielle perturbée

3.2.1 Introduction

Perturbations techniques ou méthodes de perturbation sont trés utilisées dans ’analyse
non linéaire pour étudier les systémes dynamiques représentés par des équations différen-
tielles non linéaires et des équations intégrales. Parfois les équations différentielles repré-
sentées par certains systémes dynamiques ne sont pas faciles & résoudre ou a analyser,
pourtant la perturbation des problémes pareils dans certaines méthodes facilite I’étude du
probléme avec des méthodes disponibles pour des différentes apparences de solutions . Pour
étre plus spécifique, pour tout fermé ou intervalle fermé J = [0, T] de I'axe R, Considérer
le probléme a valeur initiale de I’équation différentielle ordinaire non linéaire du premier

ordre
Z(t) = f(t,x(t), teJ
Y (3.6)
I(O) =z0€R
ou f:J xR — R. Maintenant, il ce peut que la non linéarité complexe f dans I’équation
(3.6]) n’est pas réguliére pour étudier 'existence ou d’autres caractérisations des solutions.

Mais si on transforme la fonction f a une somme de deux fonctions f; et fo ,f = fi + fo,

alors ces fonctions ont des propriétés et I’équation différentielle non linéaire

2(t) = fi(t,a(t) + folt, 2(t)), tE T

fIJ(O) =x9€R
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est facile a résoudre avec des techniques théoriques fonctionnelles disponibles. Cette mé-
thode est appelée méthode de perturbation et I'équation différentielle (3.7)) est dite pertur-

bation de I’équation différentielle

2(t) = fi(t,a(t), te J

x(O) =z0€R

(3.8)

L’équation différentielle ci-dessus est obtenue en perturbant la non-linéarité f; de (3.8))
et est appelée une équation différentielle perturbée. Si la fonction inconnue dans I'équa-
tion différentielle est perturbée d’'une maniére quelconque, alors elle est appelée équation
différentielle perturbée du premier type. De méme, si la fonction inconnue sous dérivée est
perturbée, alors elle est appelée équation différentielle perturbée du second type. L’équa-
tion différentielle non linéaire est elle-méme fait une perturbation implicite du premier
type correspondant a une valeur initiale bien connue d'une équation différentielle linéaire

du premier ordre.

() =x(t),t € J

(3.9)
33(0) = X9 € R
Considérons maintenant I’équation différentielle perturbée liée a ((3.8)
d [2(t) — folt, (1)) = filt,2(t), t € J
— I\ — J2 73;‘ =1 ,CC ,
dt (3.10)
z(0) =29 € R

Dans cette perturbation de I’équation différentielle , le terme sous dérivée est perturbé
et tel type de perturbation est appelé une perturbation du deuxiéme type. La perturbation
d’une équation non linaire laquelle nécessite 1’addition ou la soustraction du terme est
appelée une perturbation linéaire et la perturbation qui nécessite la multiplication ou la
division par un terme est appelée une perturbation quadratique de I’équation. De méme,
si la fonction inconnue dans I’équation différentielle (3.6]) est perturbée par une fonction,
alors elle est dite une perturbation implicite de 1’équation différentielle (3.8). Encore, une

perturbation implicite peut étre du premier ou du second type. L’équation différentielle
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(3.10]) est une perturbation linéaire du second type de I’équation différentielle (3.8|)

d [ x(t)
dt | fa(t, z(t))
z(0) =20 €R

} = fi(t,z(t)),t € J
(3.11)

est une perturbation quadratique pour I'équation différentielle (3.8)) du second type. De

méme, 1’équation différentielle

() = filt, [y x(s)ds), t € J
z(0) =z9 € R

(3.12)

est une perturbation implicite de I’équation différentielle (3.8) du premier type et I’équation

différentielle
d
S = fit,x(@),t € T (3.13)
z(0) =29 € R

est une perturbation implicite de ’équation différentielle (3.8) du second type. Dans le
sens similaire, on peut avoir des perturbations des équations intégrales non linéaires. Par

exemple les équations intégrales non linéaires

x(t) :q(t)+/0 f(s,x(s))ds+/0 g(s,x(s))ds. (3.14)

x(t) = q(t) + f(t, z(t)) +/O g(s,z(s))ds. (3.15)
et

o(t) = [f(t,2(0))] (q<t> v g(s,a:<s>>ds) . (3.16)

sont des perturbations de 1’équation intégrale non linéaire

x(t) = q(t) +/0 g(s,z(s))ds. (3.17)

Remarquons que I’équation intégrale (3.14)) est une perturbation linéaire du deuxiéme type

et I'équation (3.15)) est une perturbation linéaire du premier type. L’équation intégrale
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non linéaire (3.17) est elle-méme en fait, une perturbation implicite du deuxiéme type

correspondant a ’équation intégrale linéaire connue

() = q(t) + /0 2(s)ds (3.18)

De méme, les équations intégrales non linéaires

mewww@+ﬂg@ﬂwm (3.19)

et .

o) = a(t)+ [ o(s. a9 (3.20)
sont des perturbations implicites de I’équation intégrale du premier et du deuxiéme
types respectivement. Similairement, il y a peut étre d’autre perturbations des équations
intégro-différentielles impliquant les perturbations linéaires et quadratiques du premier et
du deuxiéme type. Alors tel type de perturbation est dit perturbation de type mélangé
pour des équations différentielles non linéaires et équations intégrales. Presque toutes les
équations intégrales ou différentielles non linéaires perturbées sont généralement traitées
avec 'utilisation de la théorie du point fixe hybride, ou réciproquement, I’étude de ’équa-
tion non linéaire perturbée est ’origine ou la motivation au développement de la théorie

du point fixe hybride dans les espaces abstraits.

3.2.2 Reésultats d’existence

Etant donné un intervalle borné .J = [to, tp+a) dans R pour un ¢, fixé, a € R avec a > 0,

considérons les problémes a valeur initiale pour 'équation différentielle hybride (EDH),

d
- o) = (1, 2()] = g(t,x(t)) t € T (3.21)
z(to) = xo €R

ou f,g:J xR — R sont continues.
Dans cette section, nous prouvons un résultat d’existence pour 'EDH (3.21]) sur un inter-

valle fermé et borné J = [ty, to +a] dans des conditions mixtes de Lipschitz et de compacité
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sur les non-linéarités impliquées. On place 'EDH dans l'espace fonctionnel C(J, R)
des fonctions continues & valeurs réelles définies sur J. Définissons la norme sup dans
C(J,R) par
|z]| = sup |z(t)]
ted

Il est clair que l'espace C'(J,R) est un espace de Banach par rapport a la norme sup.Nous
prouvons l'existence d’une solution pour 'EDH (3.21]) via le théoréme hybride du point
fixe dans 'espace de Banach.

On considére les hypotéses suivantes dans ce qui suit :
(Ag) La fonction z — x — f(t, ) est croissante dans R pour tout ¢t € J.
(A1) II existe une constante L > 0 telle que

Llz —y|

|f(t, ) = f(t,y)] < m

pour tout t € J et x,y € R. De plus L < M.

(As) 11 existe une fonction continue h : J — R telle que
lg(t,2)] < h(t).t € J
pour tout x € R.

Lemme 3.2.1. [12] Supposons que l’hypothese (Ag) soit vérifiée. Alors pour toute fonction
continue h : J — R, la fonction x € C(J,R) est une solution de 'EDH

d
() = f(tx(0)] = h(t) e J (3.22)
z(0) =29 € R

si et seulement si x satisfait [’équation intégrale hybride (EIH)
t
x(t) = xo — f(to,x0) + f(t,2(t)) +/ h(s)ds,t € J. (3.23)
to
Théoréme 3.2.2. [12] [10] Supposons que les hypothéses (Ag)-(Az) soient vérifiées. Alors
I'EDH a une solution définie sur J.
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Preuve.

E =C(J,R) et S est un sous-ensemble de E' défini par
S={z e E/|z] <N}

ou,

N = |zo = f(to, mo)| + L + Fo + al|h]

et Fy = sup,e; | f(,0)].
Il est clair que S est un sous-ensemble fermé, convexe et borné de l'espace de Banach F.
Maintenant, en utilisant les hypothéses (Ag) et (Ay) on peut montrer par une application
du lemme (3.2.1)) que 'EDH ({3.21]) est équivalente & I’'EIH non linéaire
t
o) =20 = (to.0) + ft0(0) + [ gl (s))ds (321)
to
pour t € J.
Définissons deux opérateurs A: E — E et B: S — E par

Ax(t) = f(t,z(t)),t € J. (3.25)

et
Bx(t) = o — f(to, zo) +/ g(s,x(s))ds,t € J. (3.26)

to

Alors, EIH (3.24)) est transformée en une équation d’opérateur comme suit
Ax(t) + Bz(t) = z(t),t € J. (3.27)

Nous montrerons que les opérateurs A et B satisfont toutes les conditions du théoréme
(2.3.6)).

Tout d’abord, nous montrons que A est une ®-contraction non linéaire sur F avec une
®-fonction .

Soit x,y € E. Alors, d’aprés 'hypotése (A;),

Llz(t) —y@®| _ _Llz —y|

[Ae(t) = Ay(D)] = 111 2(0) = S0 < 57 o < T To ]
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pour tout ¢ € J. En prenant supremum sur ¢, on obtient

Lilz —y|

Ar — Ayl < ———
| <3 e=

pour tout x,y € E. Cela montre que A est une ®-contraction non linéaire sur E avec la

L
D-fonction 1 définie par ¢ (r) = Mi
T

Ensuite, nous montrons que B est un opérateur compact et continu sur S dans E. Montrons

d’abord que B est continu sur S. Soit {z, } une suite qui converge sur S vers un point z € S.
Alors d’aprés le théoréme de la convergence dominée pour 'intégration, on obtient

lim Bz,(t) = lim

n—oo n—o0 |:

z —f(to,xo)+/tg(s,xn(s))ds} = 29— f(to, o) -I—Jilrolo/t:g(s,mn(s))ds

to

=z — f(to,x0) + /tt Dl_}r{)log(s,xn(s))] ds

=z — f(to, x0) +/ g(s,z(s))ds = Bx(t).

to

pour tout ¢t € J . Alors, B est un opérateur continu dans S. De plus, on peut montrer
comme ci-dessous que { Bz, } est une suite des fonctions équicontinues dans X. Puis d’aprés

I'hypotheése (A,),

|Bu(t)| < |xo — f(to, zo)| +/t l9(s, 2(s))[ds

< |0 — f(to, z0)| + / h(s)ds < |70 — f(to, @0)| + |hla.

to

pour tout ¢ € J. En prenant supremum sur ¢ ,
[Bx(t)[| < |wo — [f(to, xo)| + [[]|a.

pour tout x € S . Cela montre que B est uniformément borné sur .S. En plus , soit tq, 15 € J.
Alors pour tout € S, on a

|Ba(ty) — Br(ts)| = | / g5, 2(s))ds — / " g(s,2(s))ds|

to

< |p(t1) — p(t2)|-
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ou, p(t ft s)ds. Puisque la fonction p est continue sur le compact J, elle est unifor-

mément continue. Donc, pour € > 0, il existe un ¢ > 0 tel que
|t1 — t2| <= |B$(t1) — Bx(t2)| < €.

pour tout t1,ty € J et pour tout = € S. Cela montre que B(S) est un ensemble équi-continu
dans E. Maintenant, I’ensemble B(.S) est uniformément borné et équicontinu dans £, donc
il est compact d’aprés le théoréme d’Ascoli-Arzéla. Par conséquent, B est un opérateur
continu et compact sur S.

Ensuite, nous montrons que ’hypothése (c¢) du théoréme est satisfaite. Soit © € F

fixé et y € S arbitraire tel que x = Az + By. Alors, d’aprés 'hypothése (A4;), on a
2(8)] < [Az(t)] + |By(t)] < |wo — f(to, xo)| + |f (¢, x(t !+/ l9(s,y(s))lds
< o flw. ) + 1 00(0) = 1,01+ 7000+ [ lato.ytsDla
< |xo — f(to,zo)| + L + Fp + /t h(s)ds < |zo — f(to,wo)| + L + Fo + |[h]|a.

to

En prenant supremum sur ¢,
2]l < fxo — f(to, x0)| + L + Fo + [|h]|a.

et donc z € S.
Alinsi, toutes les conditions du théoréme ([2.3.6)) sont satisfaites et donc 1’équation d’opéra-
teur Az + Bx = x a une solution dans S. Par conséquent, 'EDH ([3.21]) admet une solution

définie sur J.



Conclusion

Dans ce mémoire, on a abordé le théoréme classique du point fixe de Krasnoselskii dans
les espaces de Banach qu’on a appliqué pour étudier I'existence de solutions de certains
types d’équations différentielles.

Ce théoréme est valable également pour les espaces vectoriels topologiques quelconques.
Il y a plusieurs extensions de ce théoréme comme le théoréme de krasnoselskii pour les

opérateurs condensés .
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