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INTRODUCTION

En 1920 Hardy a établi et prouvé la célebre inégalité portant son nom, cette
inégalité intégrale a connu beaucoup de développements, d'our I'apparition de plu-
sieurs versions de l'inégalité de Hardy oii inégalités de type de Hardy. Ces inégalités
sont appliquées dans plusieurs domaines de mathématiques et en particulier dans
ceux des équations différentielles (ordinaires et partielles), dans les espaces fonc-
tionnels et autres.

Dans 1° chapitre on expose certaines inégalités intégrales comme celle de
Holder, de Minkowski et puis on donne quelques notions sur les distributions et les
réarrangements qui sont nécessaires dans les chapitres qui suivent.

Au 2% chapitre, on présente quelques inégalités classiques de Hardy avec
un parametre d’intégrabilité puis pour deux parametres d’intégrabilité .Sont aussi
établies des inégalités intégrales pondérées de Hardy.

Le dernier chapitre comprend I'étude de deux travaux scientifiques (publi-
cations).Le premier travail concerne les inégalités intégrales ou type de Hardy
appliquées aux fonctions monotones et le deuxiéme est lié a I’établissement de
certaines inégalités intégrales de Hardy et leurs inverses pour les fonctions dites

fonctions quasimonotones




CHAPITRE 1

CoONCEPTS PRELIMINAIRES

|
Dans ce chapitre, on présente quelques définitions et résultats dont nous aurons
besoin dans les chapitres suivants.
On commence a présenter quelques théoremes et inégalités fondamentaux .On
donne la définition des espaces de Lebesgue et les espaces de Lebesgue pondérés
. Les espaces pondérés de Lebesgue sont treés importants car ils seront utilisés
en permanence. Les espaces de Lebesque apparaissent au chapitre 2. Ensuite, on
présente quelques principes de dualité qui seront utiles au chapitre 3 et I'inégalité
intégrale de Minkowski. Enfin, on définit les concepts de fonction de distribution
et de réarrangement décroissant. On donne quelques notions de base et on définit a

la fois les espaces de Lorentz , qui seront utilisés dans le chapitre 3.

1.1 Rappels

On cite certaines inégalités et théoremes nécessaires qui sont utilisées dans ce travail.On

considére X C R™, (X, T, u) est un espace mesuré.
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Théoreme 1.1.1. (La convergence monotone (Beppo-Levi))

Soit f, : X — [0, 00) est une suite de fonctions croissantes mesurables positives, et soit

f = lim f, la limite ponctuelle de f,. Alors f est mesurable et

ffdyzlimffndy.
X n—oo X

Preuve . voir ([9],p16)

Théoréme 1.1.2. (Fatou)

Soient k € N, les fonctions fi non- négatives et mesurables sur un ensemble mesurable
Q c R"™ et presque par tout sur Q existe la limite finie ou infinie %im fi(x). Alors

f(x) = %im fi(x) est mesurable et de plus

fg f(x)dxsligionf L Fr(x)dx

f f(x)dx <sup | fi(x)dx.
Q

keN JQ

Preuve . voir ([9],p)

Théoréme 1.1.3. (La convergence dominée)

Soit (X, T, u) un espace mesuré, et f, : X — C est une suite de fonctions mesurables.

On suppose que
1. f(x) = %i_r)?ofn(x), Vx e X.
2. il existe g : X —> [0, 00) intégrable telle que | fn(x)| <gx)VneN,VxeX
Alors: f : X — C est intégrable, et on a :
a. [, fdu= lim [ faddpa.
b. lim [, fu— fldu=0.

Preuve . voir ([9],p24)
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Théoréme 1.1.4. (Fubini)

tout y € G les fonctions f(x,y) sont intégrables sur (), et on a

fQ S yxdy = fG ( fQ f(x,y)dx)dy: fg ( j; f(x,y)dy) .

Soit Q, G des ensembles mesurables dans R™ et une fonction f intégrable sur () X G.

alors pour presque tout x € Q) . Les fonctions f(x) sont intégrables sur G pour presque

Preuve . voir ([9],p60)

Quelques inégalités fondamentales :

L'inégalité de Young :

alors : )
ab b¥

ab <—+ —
p P

|

Soienta,b > Qet p,p’ > 1 telle que % + pl =1(p, p’ deux nombres sont des conjugués),

Preuve . voir ([9],p)

L'inégalité de Holder :

Soit f € L(X),g € Ly(X) et p,p’ > 1 sont des conjugués (% 1t ’% =1),alors
Lecas0 <p < o0

1

d Pdu()| v au)
fX F @0l u(X)S( fX @) u(x)) ( fx 1) u(x))

On note aussi

18l < I fllL,eollglle, oo

Lecas 0 <p < 1letavec|X| >0, et Vx € X, g(x) #0

; ||fg||L1 Z ||fHLp(X) ”g”Lp/(X).

\_

Preuve . voir ([9],p80)
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1.2 Les espaces de Lebesgue

On commence par donner la définition de I'espace de Lebesgue ot X C R" et (X, T, u) est

un espace mesureé .

Définition 1.2.1. (L’espace de Lebesgue L,(X))

Soient (X,T,u) un espace mesuré et 0 < p < oo, on définit l'espace de Lebesgue L,(X)

comme un ensemble des fonctions mesurables sur X telles que

1

£l = ( fx If(x)Ipdy(x))p -

o0 <p<oo,

I flleo := ess;upf=inf{ae R:u({xeX: f(x)>a}) =0} <oo.

Définition 1.2.2. (Fonction de poids)

Soit w est une fonction de poids mesurable et non-négative , J

Définition 1.2.3. (L’espace de Lebesgue pondéré)

Soient X C R, X ensemble mesurable, w une fonction de poids, on dit que f € L, ,(X)

si

”f”Lp,w(X) = (fx |f|p ZU(x)dx) < 00,

pour 0 < p < o,
||fHLm,w(X) = €SS;up |f(x)w(x)| < 0o,

pourp = oo,

Y Remarque .

On travaille généralement avec l'intervalle (0, o0) , avec 'espace de Lebesgue
pondéré qui est noté L,,(X). On définit enfin les espace de Lebesgue de type faible . J
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1.3  Principes de dualité et I'inégalité intégrale de Min-

kowski

On présente ce principe de dualité pour les espaces L,(X).

Proposition 1.3.1.

Soient f et g appartenant respectivement a L,(X) et L,,(X) . La fonction v est mesurable

et positive sur (0, 00), telle que f # 0. Alors

1
7

[ f)gx)dx] i ( f " |g(x)|v’v(x)1""dx)p ,
£#0 ( fo * | f(x)|p v(x)dx)’; ‘

<1, 1
o -+ ==1.
pop

Preuve . D’apres I'inégalité de Holder, on a :

' fo ) f(x)g(x)dx

< f )] o) lg (o) Hdx
0

< ( fo ) |fo| v(x)dx)ﬁ ( j; ) |g(x)|”'v(x)1_”'dx)p . (130

En multipliant (1.3.1) fois — L  —, onobtient
(Sl @[ o) ?

- d o 1=
h fseod ( | Ig(x)l”’v(x)l_”'dx) .
( fOOO | f (x)|p v(x)dx)” 0

Alors

Ll B ( [ |8(x)|”lv(x)l‘p'dx)l_% .
(el o) 0

Un autre principe de dualité , qui peut étre prouvé.

Proposition 1.3.2.

Soient f € L, , 1 <p < oo, alors

fw f(x) g(x)| dx
sup .

geLpr,g;tO ”g”p/

”f”p =
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Théoreme 1.3.1. (Inégalité inverse de Holder)

soient 0 < p < oo, E C R™, E un ensemble mesurable et une fonction f mesurable

sur E.

(i) Si1<p < oo et pour une certaine constante M > 0,¥g € L (E),

‘fEfgdx

1], < M. (1.3.3)

f - g intégrable sur E avec

<, 1:32)

alors

(i) Si0 <p <1, u(E) > 0 et pour un certaine constante M > 0, vg € L/(E),

“[Efgdx

I1]], = M. (1.3.5)

Conséquence 1 :

(M = 0) Si la fonction f et mesurable sur E et Vg € L(E) fE fgdx =0,alors f ~0 J

g # 0sur E, avec

2 g, 139

alors

sur E.
—

Proposition 1.3.3. [9]

Conséquence 2 :

Sil<p < oo, et f est une fonction mesurable sur E alors
' f fgdx|.

, on consideére deux cas

= sup
8|I =1

—

Preuve . On désigne par M =
8ll,=1
1 Cas ”f”p <oo,0na “g”p, =1,

d’apres l'inégalité de Holder

14 = ”f“p

fEfgde

M|,

7

alors
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Soit
M <||f], -

Dons ce cas on utilise (1.3.2) (Théoreme 1.3.1)

Si “g”p, # 0,0n pose G = ||j|,,r , d’apres (1.3.2) (Théoreme 1.3.1) on aura

Lfgdxz”g”p,"fEdex
"fEfgdx

et d’apres(1.3.2) (Théoreme 1.3.1), on conclut que ” f ||p < M ce qui est impossible car on a

<MIGlly ||

|p’

comme ||Gl|,, =1, d’oi

<Mllg

p’

supposé que M < ||f| ) d’ont

Ifll, = m.
2 Cas||f]|, = oo
(a). Si M = oo égalité évidente

(b). Si M < oo, ou raisonne d’une maniére analogue au 1 cas.
O

Comme conséquence de ce dernier principe de dualité (1.3.2) ,on peut en déduire I'inégalité
intégrale de Minkowski .

Théoreme 1.3.2. (L'inégalité intégrale de Minkowski)

pour 1 <p < oo,

f F(, y)dy

Preuve . Le casp =1 :on applique le Théoréme de Fubini , on a

f F(x, y)dy|| = f f F(x, y)dy|dx < f f |F(x, )| dydx,
n 1 X IJRn X "

=f f|F(x,y)|dxdy,
R" JX

= | e av.
.

8

< f NE Gl dy.

p
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Lecasp=00, QCR",0na

MRHF(x,y)dy

ess sup ’ f F(x, y)dy
Rn

xeQ)

Sf |F(x,y)|dy.
R

Sesssupf |F(x,y)|dy
x€Q) R"

< f ess sup |P(x, y)I dy.

xeQ)

Donc

H fR Flx, y)dy

Sil < p < oo, on applique la proposition (1.3.2) et le Théoreme de Fubini, d’oit

Hf ECydy S| o Fr )y 8| e

< f ”P(x, y)”oo dy.
o  Jr

= sup

p  §€L,,8#0 ”gl |p’
F(x, x)| dxd
- Joon Joor [P, 1)8()| v
geLpz,g;EO ”g”p’

. E(x, v)g(x)| dx
< f sup fR | dy = f ”F(/ y)”p dy
R" geLp/,g;tO ”g”p’ R"

1.4 Fonction de distribution , réarrangement décrois-

sante et espace de Lorentz.

On présente la notion de la fonction de distribution . Dans cette section , on considere un

espace mesuré (X, T, ) .

Définition 1.4.1.

Soit f une fonction mesurable ,on définit la fonction de distribution comme suit

Ap() = pfre X:[f()] >t}

pour tout t > 0, u désigne la mesure de Lebesgue .

Quelques propriété des fonctions de distribution .

9
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Proposition 1.4.1.

Les propriétés suivantes sont vérifiés :
(i) As est décroissante et continue a droite.
(i) Si |g| < |f| pp, alors A, < Ay
(iii) Vt;,t 20, Ape(ts +12) < Ap(ty) + Ag(ta).
(iv) Vt, 120, Apg(ts - t2) < Ap(tr) + Ag(ta).

(v) Si |f] <liminf|f,

< Timi .
,alors Af < 11£r_1> gnf/\ £

(vi) Si |fn| — |f ,alors Ag, — Ay

~— J

Preuve . (i) Soit0 <t; <ty ona: |f(x)| >ty > t1, alors |f(x)| >t Vx e X, dou

{XEX: f(0)| > tz} C {xeX: [f(0)| > tl},

d’aprés la monotonie de la mesure, on déduit

ulre X:[f@)] > b <plre X |fw)]> 1,
donc
Af(t2) < Ag(th),
pour prouve Ay et continue a la droit, on pose
E; = {x €X: |f(x)| > t},
et fixe ty > 0 ,Les ensembles E; augmentent a mesure que t diminue, et

Et = UEt: UEt+l'
n=1 0"%

O

Par conséquent, par la continuité de la mesure,

1
/\f (to + E) = lu(EtO‘F%) - H(Eto) = /\f(tO)/

comme (n — ©0), donc A est continue a la droite.
(if) Soit Ey = {x € X : |f(x)| > t} et E; = {x € X : |g(x)| > t},

10
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Ap(t) = w(Eq) et Ag(t) = w(Ez) , ona:|g(x)| < |f(x) doit [g(x)] >t = [f(¥)] > ¢,
donc, si x € E; = x € Eyalors E; C Ey = u{Ey} < p{Eq}, d'ott Ay < Ay,

(tii)Vt,t, >0, t =t +t, ,0na

Arg) = plxe X:|f(x) + g(x)| > t}
pix e X:[f(x)+ gx) >t + to}

< pfxeX:|f(x)l+1g(x)| >t + ta}
pf{fre X:|f(x)| > H}U{x e X:|gx)| > t}}
a

xeX:|f(x) >t} +u{xeX:|gW)>t),

donc
/\f+g(t) < /\f(tl) + Ag(tZ)-

(iv) Puisque

pix e X:|f(x)gx)| > t1 + to} pix e X [f)llgx)l > t1 + ta}

p{{x e X:f(x) >t} Uf{x e X:|g(x) > ta}},

alors

plxe X:|f(x)gx) >t + b} <pufxe X:|[f(x)| >t} +pu{xe X:|gXx)| > t},

o1l est
/\fg(t) < /\f(ij) + /\g(tz).

(v) On fixes t > O et on définit les ensembles

E:z{xEX:'f(x)|>t} et En::{xeX:fn(x)|>t},n€}N.
On note u(E) = As (t) et u(E,) = Ay, (t). Maintenant, par hypothese

|f] < lim inf

fa| = sup ir>1f u(Ey),

on déduit qu’il ya un m € N tel que pour tout n > m, on a |f(x)| < fn(x)| etVxe X,

If(x)| > t = |fu(x)| > t, par conséquent

E c Ume]N rWn>m En/

11
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on remarque aussi que

i (ﬂE] < inf w(E,) < sup inf p(E,) =: lim inf u(E,), (1.4.1)

n>m melN

pour tout m € N.Enfin , Lorsque (| E,, augmente avec m ,on conclue par le théoreme de la
n>m

convergence monotone et (1.4.1) que

u(E) < {.1[ Enjsz dx
HUD 5,05
= fXU;::lmiDmEn (x) dx = f lim an>mEn (x) dx
X x M-
= ,}inmLXH"WE” (x)dx = n}i_r)nm[u (QEH] < liir_l)glf p(En).
(01)Si | fu| — |f ,alors Ey C E; C Es..., et
E= UE,
n=1
ona

Ap(t) = w(E) = p(UE,) = lim (E,) = lim Ar, (1),

Exemple 1. Soit f une fonction simple positive telle que

n

f&) =) ape ),

=1
otiay > ... > a, > et les ensembles E; sont disjoints deux a deux non vides , et de mesure finie.
Alors ,on a
n
/\f (t) = Z ij[ujH,aj)(x)/
j=1

ou

j
m; = ) ().
i=1

12
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Exemple 2. Soit X = [0, 00) et f(x) = 7% Xx[0,1)(x) une fonction mesurable telle que

+£ s5i0<x<1

f(x) — 1-x '
0 six>1
apres un certain calcul, on obtient

ufx e [01L: [f)] > 1) = y{xe 0,11 == > t}

= y{xe[O,l[:—1+T>t}
1

= (U{XE[O,l[.x>1—m}
1
Cot+1

donc

1
= — > 0.
M) = g V20

La fonction f est continue sur le [0, 1), et la fonction Af(t) est continue et décroissante

sur [0, o), voir la figure suivante :
6 -

5,,

FiGure 1.1 — Graphe de f et A¢

13
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Un concept lié a la fonction de distribution est la fonction de réarrangement

décroissant.

Définition 1.4.2.

Soit f une fonction mesurable ,on définit sa fonction de réarrangement décroissante par

[ f (O =inf{s>0: A4(s) <t} ]

Avect > 0.

Exemple 3. Pour la fonction définie dans I'exemple (1) on a

n

FO=Y am m(®)

j=1
ot mgy = 0.
Exemple 4. Pour la fonction définie dans I'exemple (2) on a

£ = % Vi >0

la fonctions de réarrangement de f est fonction continue et décroissante

pour tout t > 0, voir la figure suivant :

Ficure 1.2 — Graphe de f* sur (0, o).

14
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Quelques propriétés des fonctions de distribution et celles des réarrangements

décroissantes .

Proposition 1.4.2.

Soient f, f, et g des fonctions mesurables , Les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) f*est décroissante .
(ii) Si|f| > |g| alors f*> g .

(iii) Ay (f*(P) <t quand f* (t) < oo,
(iv) (af)(t) = lal f*(£) , a €R.

(v) Si|f] <liminf

o

alors f* < lim inff, .
n—oo

(vi) Si

— |f| alors fr — f*.

o

(vii) pour 0 <p < oo (|f|p) ) = (@Y.

Preuve . (i) On montre que f* est décroissante. Soit 0 < t; < t, < oo, alors

Af(S) <t = /\f(S) < tp.

Ona
s> 0,A5(5) <1} < {5 > 0,A5(5) < ),
done
inf{s > 0, A/(s) < o} < inf{s > 0,A(s) <},
d'oil

fi(t2) < fr(t).

15
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(i1) On remarque que , Par (i) (la proposition 1.4.1) |g] < |f| = A; S Asd'ot Af <t = Ay < t,

donc
{s>0,A5) <t} S {s>0,A5(s) < 1},
alors
inf {s > 0, Ag(s) <t} <inf{s > 0,Af(s) < t},
d’oil

(1il) Ona: f*(t) < oo, donc Yt > 0,3sq € [0, ) tel que Vs > sy :
/\f(SQ) <t

et par défets
f(t) = inf{s € [0,00) : Af(s) <t} = o,

par définition , on a

Af(f ) = plx e X [f@)] > F(1) = 50} = Ag(s0) < £.

Alors

As(f1(1) < t.

(iv) le cas a = 0 I'inégalité et vrai.
YaeR ona

(@f) () = infls 201 Auy(s) <t}
s
el oi(2) <)
"l
d'apres le changement de variable y = =, on obtient

inf {laly > 0: A(y) <t}
lafinf {y > 0: Af(y) <t}
lal £ (8).

infls =02 (17) < )

16



CHAPITRE 1. CONCEPTS PRELIMINAIRES

(v) D’apres (v)( la proposition 1.4.1) , il existe un m € N telle que pour tout n > m, on a
A (t) < Ag, (Nt >0, d'apres (i) (la proposition 1.4.1) on a

{s>0:)\fn(s)§t}g{s>0:Af(s)§t},
d’otl
inf{s>0:/\f(s) St} Sinf{s>0:Afn (s) St},

donc

fB) < £,

par conséquent

inf £(f) < inf £(f)

liminff*(t) < liminff,(t),

n—00

d’ou

f°() < liminffi(#).

Pour tout n > m, dont la propriété peut étre déduite.

(vi) D’apres (ii) (la Proposition 1.4.2) on déduit que f, < f* alors

sup f; < sup f°

limsupf, <limsupf,

d’ou o o
limsupf, < f7,
donc
ligr_%?ff; < limsupf, < f (1.4.2)
De plus , comme |f| < “{ELE‘f fal = 21_{210 fa| = f| . On déduit que
f* < liminff,, (1.4.3)

n—o0

17
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en combinant (1.4.2) et (1.4.3) , on obtient (vi)

(vii) s0it 0 < p < o0, 0n a

() @

inf{sZO:y{xeX: |f(x)|p>s}st}
inf{sZO:y{xeX: |f(x)| >s%}St},

on pose v = s%, on déduit
inf{s > Ozy{xeX: |f(x)| >srl"} < t} :inf{v” > O:y{xeX: |f(x)| >v} < t} = (Y,

donc

() &=y

O

Théoréme 1.4.1.

Soient (X, T, u) un espace mesure et f, g des fonctions mesurables on a

(f+Q) (h+h) < f(h)+g (t),

et
(fg) (h+ 1) < f () g (),

pour tout t;,t, > 0.

Preuve . On commence par la premiere inégalité, soit f*(t1) + g'(t2) < coet ay = f*(t1)
et ay = g'(t2), d’apres (iii) (la proposition 1.4.2) ,on a A¢(ar) < ty et Ag(ax) < tp,
et d’apres (iii) (la proposition 1.4.1), on obtient que

/\f+g(611 +ay) < /\f(ﬂ1) + /\g(az) <t +t.
En utilisant la définition du réarrangement décroissant et comme A ¢, décroissant , d’ou

(F+8)(t+h) < (f+8) (Aaglar +2)) = infs> 01 Apg(S) < Apeglar + )]
= inf {s >0:52 f{(Aprgla + uz))}
= f*(/\f+g(a1 + ay))

(a1 + a2) = f7(t1) + &' (t2),

IA

donc
(f+9)'(t+1t) < f1(t) + ().

18
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La preuve de la seconde inégalité est similaire. Pose que f*(t1)g*(t2) < oo et utiliser (iv) (la

proposition 1.4.1) pour obtenir
/\fg(a1 + le) < /\f(al) + /\g(az) <t + 1.

En utilisant la définition du réarrangement décroissant, donc
(f8) (a1 +a2) < (f + Q)" (Agelar + az)) < apax = f7(a1)g (a2).

O

Proposition 1.4.3.

Soit f une fonction mesurable,Nt, A > 0, les propriétés suivantes sont valides :
(i) f(t) > Asi et seulement si Ag(A) > t.
(ii) f et f* sont equimesurables, c’est-a-dire

plreX:|f@|> A =ult20: f®)> A},

u est une mesure de Lebesgue .

Preuve . (i) On suppose Ar(A) > t, puisque Ay est une fonction décroissante, on a
Fr(Ae(A)) < fr(t), donc
(@) > A.
On pose maintenant f*(t) > A, alors A¢(f*(t)) < Af(A) et comme f* est une fonction décrois-

sante, donc
Af(A) > t.

(ii) Soit u la mesure de Lebesgue . D’apreés (i), on obtient

Ag(A)

u{t>0:f () > A}
y{t >0:A¢(A) > t}
{0, A4}

A#(A).

19
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Théoréme 1.4.2.

Soit f une fonction mesurable et 0 < p < oo, Alors :

p ’%z N rl’z R b
( fX F) du(x)) (p fo t Af(t)dt) ( fo £ (t) dt) .

Sip=oo,0na

ess S;lp |f(x)| = £(0).

Preuve . Le cas 0 < p < oo, (la premiere égalité). On utilise le Théoreme de Fubini , on a

)
s J et = [ S
px x\Jo t
“
fo 7( fx X{x:|f<x)|>t}du) dt
f E ( f d ]dt
o F U flrelr) :
“
J; S As(Bdt
f °° A f(t)dt,
0

P — ~ p-1
fX [fef du=p fo P 4(H)dt,

(e -p v
1A, = [l aa] =(o [ #-tasc0m 148

La seconde égalité. Soit f et f* sont equimesurables, d’apres (ii)(la proposition 1.4.3), alors
Af(t) = As(t), on obtient

pjo‘ A f(t)dt :pfo‘ A g (t)dt = ||f
d’apres (1.4.4) et (1.4.5), on déduit que

d’ou

donc

p
. (1.4.5)

I, = Il

p
Lecasp = oo, 0na

ess sup | f (x)|

xeX

{sZO:y{xEX:'f(x)|>t}=0}
= inf{s > 0: Af(s) = 0]

inf{s >0:Af(s) < 0}

f(0).
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O

G.H.Hardy et ].E.Littlewood ont prouvé l'inégalité suivante ([3],Théoréeme2.2.2) , qui est lié
en la norme ||||; du produit f - g de deux fonctions par la norme |||, du produit f* - ¢* de leur

fonction de réarrangement décroissante .

Proposition 1.4.4.

Si f et g sont des fonctions mesurables , alors

(ol = [~ roges
X 0

On définit la fonction f*, la moyenne de la fonction de réarrangement décroissante et on

donne quelques propriétés.

Définition 1.4.3.

Soit f une fonction mesurable , on définit f* par

=1 [ ros

avect>0.

Proposition 1.4.5.

On a les propriétés suivantes

1. f* est décroissante.

2. fr(t) < f(t) pour tout t > 0.

L’opérateur f + f* est sous additif ([3],Théoreme2.3.4) .

Proposition 1.4.6.

Soient f,g deux fonctions mesurables , alors

(f+9  O=f®H)+g" O,

pour tout t > 0.

_—
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On présente I'espace classique de Lorentz .

Définition 1.4.4.

Soit w fonction de poids dans R* et 0 < p < oo, on définit 'espace de Lorentz \,(w)

comme I’ensemble des fonctions mesurables telle que

1A, = 17 Tl = ( f (f @)Y w(t)du(t))p < oo,

22



CHAPITRE 2

QUELQUES INEGALITES INTEGRALES DE

HARDY

Dans ce chapitre on commence par énoncer et prouver l'inégalité classique de
Hardy. Ensuite on passe a celle oii les fonctions de poids sont des fonctions de puis-
sance. On consideére aussi le cas o les fonctions de poids sont arbitraires mais ces
dernieres sont soumises a certains conditions afin que I'inégalité intégrale pondérée
de Hardy ait lieu. A la fin sont présentées des inégalités intégrales pondérées de

Hardy avec des fonctions de poids arbitraires avec deux parametres d'intégrabilité.

2.1 LES INEGALITES INTEGRALES DE HARDY

Le théoreme suivant est connu comme l'inégalité intégrale de Hardy.
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CHAPITRE 2. QUELQUES INEGALITES INTEGRALES DE HARDY

Théoréme 2.1.1.

Sif(x)>0,p>1et fooo f(x)Pdx est convergente, alors

f ( ff(t)dt) dx<( )f flxydx. 2.1.1)

)p est optimale (la plus petite possible).

£

La constante (p_l

Preuve . Par le changement de variable t = xs (dt = x ds), on déduit

([ o o ([ s

En utilisant I'inégalité intégrale de Minkowski et un nouveau changement de variable u = xs,

ona

IA

(o
[ o]

[ o]
B,

pi ( f f(x)”dx)l .

La constante (p ) dans le théoreme (2.1.1) est optzmale on va prouver que la norme de H est

([ roe])

exactement - L on montre que ”7-{ || L (0,00)—Ly(0,00) = p1° 7. Soit l'opérateur H borne sur L,(0, 00)
p 00 )—> P (o]

- Ly
et ||7—(”Lp(0,oo)—>L,,(0,oo) < 5 .on prend les fonctions deﬁmes comme suit : fe(t) =t x(0a) (t)

avec 0 < e < %eta>0,alors

(o)) 75
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et le changement de variable (s = f—c) .

00 1 X 1. p %
; tr X(0,a) (t) dt| dx
0 0
00 1 . 14 %
= f f (sx)7 7€ X0,2) (s) ds) de
0 0
00 1 ) P 00 H . P ;la
= f f (sx)7r*¢ ds) dx + f ( f (sx)'V’edS) dx]
0 0 a 0
1
1-1ye Y 00 1-Lie Y P
= f i—lx_ ;+ dx+f %—13(_ lp dx
0 o € a o +€

a X (al—%+e)p |x]_p loo P
x=0 (1—%4—6);} 1_]9 x=a

IH fell,

Par conséquent

H f. i
1 S (R S

Lp(0,00)—Lp(0,00) —

et alors
p
|| ——

Lp(0,00)—Lp02) — p— 1’

donc La constante (p%l)p est optimale.

L’opérateur de Hardy sur L,(0, o) :

Définition 2.1.1.

Soit H : L,(0, 00) —> L,(0, 00) un opérateur et f € L,(0,c0), on définit I'opérateur de

Hardy classique comme suit :

Hf(x) = % fo f(tydt ,x € (0, 0)

25



CHAPITRE 2. QUELQUES INEGALITES INTEGRALES DE HARDY

Proene

Pour p = 1 dans le théoreme (2.1.1) , l'opérateur classique de Hardy H n’est pas borné
sur (0,00) . En fait , si f(x) > 0 sur (0,00) et 0 < fow f(x)dx < oo pour certain0 < a < x

j; ) (% fo ) f(t)dt)dx j; ) (% fo ' f(t)dt)dx
fl ) (% f; f(t)dt)dx
f: F(t)dt fl ) %dx:oo. y

, alors

\%

\%

2.2 L'INEGALITE INTEGRALE DE HARDY AVEC LES POIDS DE

PUISSANCE

Hardy [11] en 1928 a donné une forme généralisée d'inégalité (2.1.1) , pour tout r # 1,
p>1,on pose F(x) = j(;x f(x)dx et pour toute fonction intégrable f(x) > 0 sur (0, o0) telle que

B foxf(x)dx sir>1
- fxoof(x)dx sir<1

j:o x"FP(x) dx < (Ir_p 1l)” jo"” ¥ (ef () dx,

sauf si f = 0, ot la constante est également la meilleure possible, et on obtient davantage de

F(x)

alors

généralisations de I'inégalité intégrale de Hardy classique , présentée dons le théoréme suivant.

Théoréeme 2.2.1.

Sip>1,r>1et f(x) > 0 fonction mesurable localement intégrable, telle que

P >1>O,

1
+r—1_/\

presque par tout A > 0,Va € (0, 00) alors pour b > a, on a

b 14 00
f x‘rF”(x)dxs( Ay 1) f ¥ f(xPdx. 2.2.1)
a 0

1/‘_
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Preuve . En intégrant le coté gauche de I'inégalité (2.2.1) par parties, on a

b

b [ 7+ ] b —r+
f XF(x)dx = _xr +11 FPix)| - f _xr +11 p FP(x) F'(x) F"~'(x) dx
: —r+1 :Z ab —r+1
- _in“’(x)_a‘faﬁ 7 1()(&——ff(t)dt)dx
[ —7r+1 1° b —r+l —r+1
= |Zre)| f 2P P f PP f £ty dt
b—r+1 —r+1

p

b
pf(x)F”‘l(x)dx+f -

b —r+1
X
FP(b) —
1 ©) L—r+1

pour r > Qet f(b) > 0, en utilisant I'inégalité de Holdre, on obtient

| e 1- P+ [ s

p f(x)FF~!(x) dx

b—r+1

p f(x) FF~'(x) dx

P) ax -r+1

—r+1

-r+1

x
<
-r+1

b
" _P 1 fa <(xr)1_p x’ f(x)) ((xr)_(l_p) Fp_l(x)) dx

([ ([vrom)
f b - PP(x) (1 +

P - %
([ s ([

IA

onpose A >1,0ona

’ 1
fa x"FF (X)X dx

IA

F%
" FP(x) dx) ,

d’apres le simplification, d'ou

1 1
1-1 L

b P
(f x" fP(x) dx) ,
b Ap Y [
fax_er(x) dxs(m) fo x7 f(x) dx.

il en résulte que

L’'inégalité intégrale de Hardy avec les poids de puissance : donne par

G.Hardy 1927 (voir [13])
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Théoréeme 2.2.2.

Si f une fonction positive,p > 1leta <p —1,alors

f ( f £ dt) X dx<( ) f Foopx® dx,

la constante (;ﬁ)p est optimale.

Preuve . par le changement de variable t = xs (dt = x ds), on a

(j:o (% fox 0 dt)p - dx)% ) [j(; m (fo | f(xs) ds)p x de%
- Uom (folf(xs)x% ds)p dx)*l’.

En utilisant l'inégalité intégrale de Minkowski et un nouveau changement de variable (y = xs),

(o] o o (e o
[ (2
AL o]
= ([rorea)

on déduit

La constante _L_l dans Théoreme (2.2.2) est optimale .
p—a

Soit f (t) = FrRre X (t), avec a > 0, alors

pel*\r €
([ < (] ) - =
W Pel  (pey

—

If
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Et d’apreés le changement de variable (s = i) ,0na

00 1 X 1 a . p ’1',
”ﬂfe”p,x“ = f (;f tret X(0,49) (t) dt) x“dx)
0 0
© 1 1_a P 717
= f (f (5)77 7" x(0,8 (5) ds) x"‘dx)
0 0
1 1 _a P 0 % 1 p P
= f(f (sx)P r e ds) x“dx+f (f (sx)_r'f_feds) x“dx]
0o \Jo a 0
1 xl—%—%‘+e P o (1 xl—%—%+e P %
= f —— | x%dx+ f - x*dx
0o | X1-,-%+e€ o \¥1-y-5+e

1
P p P
1
ey 4
xX=a

=

1 lxepla ap—l—a+ep [ xa—p+1
— +
_1_a Plep | _ _1_a Pla—-p+1
(1 p p+€) P l=o (1 p r’+€) P
ac 1 1 P
T - I_sic\ep p_a-1)’
Ty teNt b

enfin

1

“ﬂfe P 1 p v
“7_{"Lp(O,oo;x“)—)Lp(O,OO;x“) 2 fe = 1-— 11_1 — % + € (1 + ep - — 1) e_—>0> p—a-— 1 !

pxt

et donc la constante du théoreme (2.2.2) est optimale.

O

Proene

Pourlecas 0 < p < 1, le théoréme (2.2.2) n’est pas valable , en effet, si I'on considere

les fonctions f,(x) = X(@a+1)(x) aveca >0,si0 <p <leta <p—1,alors

00 a P
I IO R ™ UG N

5 feopxedx [ xedx (a+ 1) - =)
¥ 1 @ept
(a+1)" a-p+1 (@a+1)" o
donc le théoréme (2.2.2) n’est pas valable, pour toute f > 0 mesurable. Y
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2.3 NOUVELLE INEGALITE INTEGRALE DE TYPE DE HARDY

L'inégalité intégrale de Hardy peut étre généralisée en considérant des poids différents (au
lieu de seulement des poids puissances) des deux cotés de I'inégalité.

L'inégalité intégrale de Hardy pondérée

) X p ;lo 00 117
(‘fo (%[) f(t)dt) u(x)dx) SC(‘f0 f”(x)v(x)dx) (2.3.1)

est satisfaite pour toutes les fonctions f > 0 mesurables et deux poids u et v avecp > 1, C > 0
un constante finie. Le cas v(x) = 1 et p = 2, apparu en 1958 Le premier résultat caractérisant

compleétement I'inégalité (2.3.1), donnée par Kac-Kerin (cf.[16], Théoréme 3).

Théoréeme 2.3.1.

L'inégalité
(o] X 2 00
f (f f(t) dt) u(x)deCf F2(x) v(x) dx (2.3.2)
0 0 0

valable pour tout f € L,(0, co) si et seulement si

A= suprf u(x)dx < oo. (2.3.3)

>0

Preuve . Premiérement, on suppose que l'inégalité (2.3.2) soit valable pour chaque

f € Ly(0, 00). On considere, pour r,h > 0, les fonctions

_1 1.
Fu®) =12 x0(%) = ¥ 2T X i pramy (%),

00 r r+2h
f fhz(x) dx = f rldx + f th2dx=1+ 1,
0 0 r+h h

Y Yo
f r2x0n(t) dt—f 12 X e (£) dt
0 0

_1 1 1. _ 1. _
= X 2x0(X) + X1 X(r00)(X) — 1IN (X = = W)X (a2 (%) = 2R X (i paamy ()

alors

et
f fu(t) dt
0

_1 1 1 1, _
X2 )01 (%) + X1 Xy () + (P2 = 1217 (x = 1 = ) Xram ez (),

on obtient que

fom foxfh(t)dt

2 r
dx = f rIxu(x)dx
0

r+h r+2h . . )
+ f ru(x)dx f l(ri —r2hl(x—r— h)) X(Hh,mh)(x)‘ u(x)dx

+h
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r+h
> f ru(x)dx,
rfrJrhu(x)dx < Cfmf]f(x)dx = C(1 + %)'
. 0

et pour h — oo, on déduit

on déduit que

r+h
r f u(x)dx < C,

pour tout v > 0, donc

A= suprf u(x)dx < oo.

r>0

On suppose maintenant que A < oo, si v = — fx " u(t) dt alors dv = u(x), et on intégre par

00 X 2
fo (I} f(t) dt) u(x) dx,
avec dv = u(x) pp x. Alorson a

L[ o df)z () dx = - K[o 70 dt)z G dt)]:

+2 fo ) ( fo ' £() dt) £(x) ( f ) dt) dx
=2 fo m(% j; ' £(t) dt) F(x) (x f ) dt) dx.

Maintenant, en appliquant l'inégalité de Holder et le Théoreme (2.1.1), on a

2 fo ) (% fo ) £(t) dt) f(x)(x f ") dt) dx

parties l'intégrale

< ( f x f(t)dt)zdx)%[ f i fz(x)(x f mu(t)dt)zdx)%
< ( f I0) clt) dx] ( f £2() dx)

( x)dx) (f A d ) =4Af0 F2(x) dx.
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Remarque .

Lecasp =2et U(x) = % donne I'inégalité (2.3.1), on obtient I'inégalité (2.3.2) . J)

G. Tomaselli, G. Talenti ont travaillé dans le cas pondéré, donnant des résultats impor-

tants(voir [26], [27] ) et Muckenhoupt a été le premier a donner la caractérisation compléte de
l'inégalité (2.3.1) (cf. [18], Théoréme 1).

Théoreme 2.3.2.

Soit 1 < p < oo, pour toute f > 0 et deux poids u et v, on peut trouver une constante
finie C > 0, telle que

i

si et seulement si

U(x) fo ) f(t)dtr dx)ﬁ < c( fo ) V() f(x)| dx)ﬁ (2.3.4)

B= Sr1>1(})) (froo Up(x)dx)ﬁ (j: V(x)'p'dx)’7 < o0,

oit ; + 5 = 1.De plus, si C est la constante optimale de (2.3.4), alors
B<C< p%’(p’)z%B,

sil<p<oo,etB=Csip=1oup = o0.
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CHAPITRE 3

LES INEGALITES DE HARDY POUR LES
FONCTIONS MONOTONES ET

QUASIMONOTONES

A) Premiére partir : Les inégalités de Hardy pour les
fonctions monotones

3.1 LES INEGALITES INTEGRALES DE TYPE DE HARDY SUR

LE CONE DES FONCTIONS MONOTONES

Introduction : Soit 1 < p,q < Oo’rl_ﬂ + % =1,R; = (0,0), v et w sont des fonctions non-
négatives , telle que les fonctions v, w,v'™7 soient localement intégrables sur R.. Pour une
fonction de poids vet1 < p < oo, on définit I'espace de Lebesgue Pondéré L, (R,) comme

I'ensemble de toutes les fonctions mesurables sur R , telles que

00 . %
po ( fo ()| v(X)dx) < 0.

On considére l'opérateur intégrale défini comme suit :

If

Kf(x) = j: K(x,s)f(s)ds,x >0, (3.1.1)
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MONOTONES ET QUASIMONOTONES

oit K(x, s) est un noyau mesurable non-négatif et son opérateur conjugué :

Kg(s) = foo K(x,s)g(x)dx,s > 0, (3.1.2)

avec le méme noyau. L'un des problemes importants de I'analyse fonctionnelle est de trouver

les conditions nécessaires et suffisantes pour la validité de l'inégalité :

( f ) 1Ko w(x)dx);' > c( f ) [f) v(x)dx);, (3.1.3)
0 0

pour toutes les fonctions f € L,,, et p,q sont des parameétres fixes . Ce type des problemes est
étudie dans ce que sont aujourd hui appelées inégalités de type de Hardy ([151,[16],[17] et [5]),
dans ce type de recherche est apparue la nécessite d’étudier les inégalités définies par (3.1.3)
restreintes aux cones des fonctions monotones . Ce probleme trouve quelques applications dans
la théorie des opérateurs dans les espaces de Lorentz; une autre raison d’étudier de telles inéga-

lités est que la fonction maximale , définie par la formule

Mf(x) = supllan|f(s)|ds,

xeQ

et liée a l'opérateur de Hardy relatif au cone des fonctions décroissantes de la maniere précise

suivante :

Mf") = % fo f(s)ds, (3.1.4)

oii f* est le réarrangement décroissant de | f|; pour une motivation plus extensive et une descrip-
tion des inégalités de type de Hardy sur les cones des fonctions monotones (voire[10] persson et
les références données [1],[14],[191,[22]-[25]) , en plus, une nouvelle approche de ce probleme
a été envisagée dans[12], concernant les faits historiques et les développements ultérieurs de
la formule (3.1.4) on réfere a l'article [7]. on déduit les conditions nécessaires et suffisantes
pour la bornitude des opérateurs K et K* définis par (3.1.1) et (3.1.2) , respectivement, avec
des noyaux satisfaisant la condition d’Oinarov généralisée (voir [20]), sur le cone des fonctions
monotones. Ces résultats sont nouveaux dans cette généralité (voir les ouvrages [15] [16] [17]
et les références qui y sont données). on utilise les notations et conventions suivantes : Les
produits de type 0 - oo sont considérés comme égaux a zéro. On écrit A < B, si A < cB avec
une constante positive C, qui ne dépend que de certains parametres non essentiels. La notation
A = B signifie que A < B << A . Le symbole xg(-) représente la fonction caractéristique d'un
ensemble E C R,. On utilise également les notations p’ = p%l,q’q% et V(x) = fox v(t)dt. Ce
travail est organisé comme suit : dans la section 2, on pressente quelques préliminaires pour les

paragraphes ultérieurs. Les principaux résultats ce trouvent dans la section 3 et les preuves de
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ces résultats sont données dans la section 4. Enfin, dans la section 5, on présente les résultats

correspondants pour le cas des fonctions non décroissantes .

3.2 PRELIMINAIRE

Dans un premier temps, on définit les classes O} et O,,n > 0 des noyaux équipés des
opérateurs K et K* définis par (3.1.1) et (3.1.2), qui ont été introduits dans [20]. On écrira
K(,-) = K}(,-), si K(-,) € O} et K(-,*) = K, (-,-), si K(-,-) € O, Pour n > 0, on définit la
classe de la maniére suivante : Soit la fonction K (x, s) une fonction non-négative et mesurable,
qui est définie pour tout x > s > 0. De plus, la fonction K} (x, s) n’est pas décroissante dans le
premier argument. On définit la classe O} de comme un ensemble de toutes les fonctions de type
K;(x,8) = V(s), ot la fonction V(s) est une fonction non négative et mesurable sur I'ensemble
{(x,8) : x > s > 0}. Ensuite, on suppose que les classes OF,i = 0,1,...,n — 1, sont définies et
on introduit cette O;; la classe de comme un ensemble de toutes les fonctions K (x,s) , pour

lesquelles il existe des fonctions K (x,s) € O ,i=0,1,..,n — 1, et un nombre h, tel que

n—1
K3 (x,5) < I | Y Ko, DK (x,5) + K3 (1,5) |,
i=0
pourx >t >s>0,ou

_Kixs)
K, i(x, t) = 01<r51£tK;'(t,S) ,i=0,1,...,n—-1.

11 découle de la définition de la fonction K,,; (voir par exemple [20]) pour tout n > 0 que l'on

peut caractériser la classe O;; par la formule

K (x,5) ~ Z K (x, DKF(t,5),x > t 2 5> 0. (3.2.1)
i=0

On pose K, (x,t) = 1.

De méme, on introduit les classes O; pour n > 0. Soit la fonction K (x,s) est mesurable
non-négative, qui est définie pour tout x > s > 0 et non croissante pour le deuxieme argument.
Soit la classe O, I'ensemble de toutes les fonctions K;(x,s) = U(x), oi la fonction U(x) est
non-négative et mesurable sur I'ensemble {(x,s) : x > s > 0} . Soit n > 1. Supposons que les
classes O7, soient définies pour i = 0,1, ...,n — 1. On dit que la fonction K; (x,s) appartient a
la classe O, s'il existe des fonctions K7 (x,s) € O;i = 0,1,...,n — 1, et le nombre h, telle que

l'inégalité :

n—1
K;(x,8) < hy | Ko (x, 1) + ZK;(x, DK .(4,9) |,
i=0
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pourx >t >s>0,ou

- _ K; (x S)
Ki,n(t/ S) t<1x<fooK (t ) = 0, 1, e, 1= 1.

De fagon similaire a (3.2.1), chaque classe O, n > 0 peut étre caractérisée par I'équivalence
K;(x,5) ~ Z K; (v, DK (t,8),x > t 25> 0, (3.2.2)

ou Ky (x,t) =1

Pieme

Il est montré en [20] que KT (x,s) et KT (x,s) peuvent étre des fonctions non néga-
tives arbitraires et mesurables sur I'ensemble {(x,s) : 0 < s < x < oo} et satisfaisant aux
conditions (3.2.1) et (3.2.2), respectivement. On utilise la propriété suivante de la classe
Oy .

Lemme 3.2.1.

Soit n > 0 et K(t,s) € O; . Alors la fonction I~<(x, s) = fs ) K(t, s)dt appartient a la classe J

+
On+1

—

Preuve . Soit y € [s,x]. Puisque K(t,s) € O;;, on peut appliquer (3.2.2) pour y,s < y < t, et

f K(t, s)dt
Sy .
fK(t,s)dt+f K(t,s)dt
S Y
Y n
f K(t,s)dt+>:1<;(y,s) f K (t, y)dt
s i=0 y

K9+ Y K09 [ K
i=0 y

obtenir

I~<(x, s)

Q

~ n ~+
K(y,9)+ Y Ki(,9) + K, (x,y),
i=0

ol K:’;ll.(x, y) = yx K3, (t, y). Par conséquent, la fonction I~<(x, s) appartient a O | par définition.
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O

Pour prouver les principaux résultats de ce travail, on utilise le principe de dualité de Sawyer
(voir(3.2.4)) et le criteére de bornétude de I'opérateur K défini par (3.1.1), avec un noyau de la
classe O} U O, n > 0. Le critére a été obtenu en [20] et on le reécrit sous une forme plus
pratique dans le théoreme suivant.

Théoréeme 3.2.1.

Soient1 < p < q < oo etlenoyau K(-,-) de l'opérateur K défini par (3.1.1) appartiennent
a la classe O;; U O;,,n > 0. Alors 'inégalité :

KA, < ClIFl,, - VF € Lyos (32.3)

est valable si et seulement si 'une des conditions suivantes est remplie :

x>0

A" =sup f ) ( f ) K" (x, s)vl""(s)ds)’7 w(x)dx) < o0 (3.2.4)
X 0

1

, dh

A" = sgg j(: ) ( f ) K(x, s)w(x)dx)7 o' (s)ds

Si C est la meilleure constante de l'inégalité (3.2.3), alors C ~ A* = A~ .

< 0. (3.2.5)

Un autre résultat important qu’on mentionne est le principe de dualité de Sawyer. En 1990,
E. Sawyer [?4] a développé une méthode qui permet de réduire I'inégalité (3.1.3) pour toutes les
fonctions non-croissantes a une inégalité de méme forme, mais pour les fonctions arbitraires.
Pour cela, il a prouvé une inégalité inverse de Holder sous la forme suivante (aujourd hui
appelée principe de la dualité Sawyer) :

1
7

00 . x p/ 7 00

sup fo;gfl ~ (f (f f) V—P'(x)v(x)dx] + j(; fl , f=0, (3.2.6)
0<gl ( J(‘)“’ gpv)p 0 0 ( fO"" v)n

oit la notation 0 < g | signifie que g est une fonction non-négative et non-croissante. Soit T

un opérateur défini par la regle Tg(x) = fooo K(x,s)g(s)ds , ott K(x,s) > 0. En utilisant (3.2.4)

dans le cas 1 < p,q < oo, on obtient (voir, par exemple, [17], [25] que I'inégalité :)

(fom(Tg)"v)q sc(j;wgpv);, YO<gl,

est valable si et seulement si les deux inégalités suivantes sont vérifiées :
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! 1
’

0o x 2 v 00 7
(f (f Tf) v""(x)v(x)dx] < C(f f"'wl_q) ,Vf>0 (3.2.7)
0 0 0

[ sl o] e oo

o T'f(s) = [ K(x,s)f(x)dx.

11 est généralement plus pratique d’utiliser la double forme de I'inégalité :

(j:o (T (j;o h))q w(x)dx)ﬁ < C(j:o h”(x)V”v1_P(x)dx)p , (3.2.9)

et il résulte du principe de dualité dans les espaces de Lebesgue que (3.2.7) est équivalente a

(fm (foo K(x, s)ds)q w(x)dx);, < C(jmo v(x)dx)p . (3.2.10)
0 0 0

3.3 LES PRINCIPAUX RESULTATS

Notre résultat principal pour I'opérateur K défini par (3.1.1) sur le cone des fonctions

non-croissantes est comme suit.

Théoréeme 3.3.1.

Soit1 <p<gq<oo, fooov < oo et le noyau K(-,-) de I'opérateur K défini par (3.1.1)

appartiennent a la classe O, n > 0. Alors I'inégalité :

1%gll,... < Cllgll,. - vo<g i (3.3.1)
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est valable si et seulement si Ay + Ay + Az < 0 ou Ay + Ay + Ay < o0, 01 :

00 ’% X X q %
A = suga ( f V‘P'(t)v(t)dt) ( f ( f K(x,s)ds) w(x)dx) .
x> x 0 0

Ay = (f:o w(x) (j;x K(x,s)ds)q dx)q (I}w v(t)dt)_%.

) X t 4 v
Az = sxtig) f; [ ‘[0 ( fo K(x,s)ds) vr (t)v(t)dt]
X 00 t q %
Ay = sxli%) L ( £ ( j; K(x,s)t:ls) w(x)t;lx) V""(t)v(t)dtJ

Le résultat correspondant pour I'opérateur K* défini par (3.1.2).

1

w(x)dx] ]

==

Preuve . On réduit d’abord (3.3.1) aux inégalités sur les fonctions non négatives. La condition
Ay < oo découle de (3.2.10) avec T remplacé par 'opérateur K. Par conséquent, On doit déduire

les conditions nécessaires et suffisantes pour l'inégalité :

00 X 00 q % 0 q
( f ( f K(x, s) ( f h(t)dt) ds) w(x)dx) <G ( f hp(x)V”(x)vl""(x)dx) (3.3.2)
0 0 s 0

pour tout h > 0.

Considérons le coté gauche de (3.3.2). En divisant I'expression en deux parties par

x,s < x < oo, puis en changeant I'ordre d’intégration, on obtient que :

o0 X q 1
( f (h(t)dt)! ( f K(x, s)ds) w(x)dx)

0 0

00 X t q %
( fo ( [) h(t) [) K(x, s)dsdt) w(x)dx) .

1

(f:o (‘[Ox K(x, s) (fsw h(t)dt) ds)q w(x)dx)t_]

X

+

On peut donc diviser (3.3.2) en deux inégalités :

1

00 X t q % 00 P
( f ( f h(t) f K(x, s)ds dt) w(x)dx) < Cs ( f hp(x)VT’(x)vl"’(x)dx) ,  (3.3.3)
o \Jo 0 0
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et

1

( f ( f h(t)dt) ( f K(x,s)ds) w(x)dx) <Cq4 ( f W ()VP(x)o' P(x)dx| , (3.3.4)
0 x 0 0

La derniere inégalité est une inégalité de type Hardy qui est valable (voir, par exemple [16] ,

[1]) si et seulement si :

1

Ay = su(})) (foo V‘P'(t)v(t)dt); ([)x ([)x K(x, s)ds)q w(x)dx)ﬁ .

est finie.

Ensuite, on considere (3.3.3). En utilisant le fait que le noyau K(x,s) appartient a la classe

O,,,n >0, on obtient que l'inégalité (3.3.3) est équivalente aux (n + 1) inégalités suivantes :

00 X t q % 00 %
( f ( f h(t)K;(x, t) f K(t,s)ds dt) w(x)dx) < ( f W (x)VF(x)o' P(x)dx] , (3.3.5)
0 0 0 0

avec i=0,1, ..., n.

11 est facile de voir que (3.3.5) est équivalente a :

( f ) ( f K t)dt)q w(x)dx)ﬁ < ( f ) fp(x)vi(X)dx)E,i =0,1,..,n.  (33.6)
0 0 0

ol v; = ( fox K (x, s)ds)_p VP(x)o'P(x),i = 0,1,...,n. Par conséquent, on applique le théoréme
(3.9.1) et obtient une condition nécessaire et suffisante pour la validité de (3.3.3) est I'une des

conditions suivantes :

1
Z q

sup fx“ (‘fox (Ki_(x, t))p/ vg_p,(t)dt)p w(x)dx] <00,i=0,..,n (3.3.7)

x>0

A = sup fo ) ( f ) (K e, n)’ w(x)dx)

En sommant As; par rapport a i et en substituant I’expression a v;,pour obtenant que :

A3,i

1
v v
q

P
vj"‘"(t)dt) <00,i=0,..n. (3.3.8)
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q

. = d nd d '
) A ;i‘iﬁ’[ f ( f (K (x, 1) f K;(t,5) s) V7 (o) t]
00 x ¢ n 4 v
~ sup f fo ( fo ;K;(x,t)K;n(t,s)ds) VP (t)v(t)dt] w(x)dx
~ sup f ) f ' ( f t K(x, s)ds)p, V"”(t)v(t‘)dt‘)’7 w(x)dx
x>0 X 0 0

De méme, on a Y.\ As; ~ Ay. Il s’ensuit que I'inégalité (3.3.3) est valable si et seulement si
Az ou Ay est fini.

g
2

w(x)dx]

[y

= A3.

O

Théoréeme 3.3.2.

Soit 1 < p < q < oo le noyau K(-,-) de I'opérateur K* défini par (3.1.2) appartiennent a

la classe Oy, n > 0. Alors l'inégalité

1%l < Cligl,, vo<g 1. (3.3.9)

(3.3.9) est valable si et seulement si By + B3 < o0 ou B, + B3 < oo ou

[T

q

X 00 X p 4

B, = sxti%) j(; ( _[ ( j; K(t,s)dt) V""(x)v(x)dx) w(s)ds
X 00 X q %

B, = sxlig fo ( fx ( I K(t,s)dt) w(s)ds) V7 (x)o(x)dx

(j:o w(s) (j:}o K(x,s)dx)q ds)% (f:o v(t)dt)_;.

Dans le cas fooo v(t)dt = oo les théoremes (3.3.1) et (3.3.2) prennent respectivement les

=

Bs

formes suivantes :

Preuve . De fagon similaire a la démonstration du théoreme (3.3.1), on doit étudier I'inégalité

suivante :

L 1

00 X 24 X -’ 4 00 7
( f ( f K f(t)dt) ( f v(s)ds) U(x)dx] <G ( f g”"(x)w1_’7'(x)dx) . (3.3.10)
0 0 0 0
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En utilisant le théoréme de Fubini, l'inégalité peut étre réécrite comme suit :

00 X X v x - r% . ql,
K , d d d d < C q 1-¢' d .
[fo (fo d (S)fs (ot S) (fo vee) S) o) x) = 1( fo &' (w'™ (x) x)

En raison du Lemme (3.9.2) , la fonction I~<(x, s) = fs i K(t, s)dt appartient a la classe O}, et
il résulte du théoreme (3.9.1) que l'inégalité (3.3.10) est valable si et seulement si 'une des

quantités

1
’ ’ i, q

X 00 X p X p I
By = sup f f f K(t,s)dt ( f v”'(y)dy) v(x)de w(s)ds
x>0 0 X s 0

,

P ’

B, = S::g) Lx Lw j:c K(t,s)dt qw(s)ds)q (fox v(y)dy)_p v(x)dx

=

est finie. La condition B < oo découle de (3.2.10).

[l
Théoréme 3.3.3.

Soitl<p<g<0, fooo v(t)dt = oo et le ou les noyaux de I'opérateur K défini par (3.1.1)
appartiennent a la classe O;,,n > 0. Alors l'inégalité (3.3.1) est valable si et seulement

siA5+A3<ooouA3 + Ay < 00. 011

X X p %
As = sug) V_%(x) (f(; (f(; K(x,s)ds) w(x)dx) , (3.3.11)

et Az et Ay sont définies dans le théoreme (3.3.1).

Théoréme 3.3.4.

Soit1<p<q<0, fooo u(t)dt = oo et le noyaux K(-,-) de l'opérateur K* défini par
(3.1.2) appartiennent a la classe O}, n > 0. Alors l'inégalité (3.3.9) est valable si et

seulement si By < oo ou B, < oo. Ici By et B, sont définies dans le théoréme (3.3.2).

Preuve du théoréeme : . (3.3.3) et du théoreme (3.3.4). Les preuves sont similaires aux preuves

du théoreme (3.3.1) et du théoréme (3.3.2) Par conséquent, on omet les détails . 0
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V' Remarque .

La méthode que nous avons utilisé pour prouver les théorémes (3.3.2) et (3.3.3) ne

fonctionne pas dans 'autre cas lorsque le noyau de I'opérateur K défini par (3.1.1)
appartient aux classes O, , n > 0. Par conséquent , on laisse cette question ouverte. De

méme, on laisse ouverte la question de savoir si l'inégalité (3.3.9) est également valable

lorsque le noyau de I'opérateur K* défini par (3.1.2) appartient aux classes O,;, n > 0.

3.4 CAS NON-DECROISSANT

Soit la notation 0 < g T signifie que g est une fonction non-négative et non-décroissante.

Le principe de dualité pour les fonctions non-décroissantes est comme suit (voir [14],[25]);

1

ilg}i (j(‘]f‘?"Ti;% ~ (J:o (j:o f)p/ (fxm v)_pl v(x)dx); + (ff"" :f)% , (3.4.1)

ot f est une fonction non-négative. En utilisant (3.4.1) et des arguments similaires a ceux

de notre section précédente, on peut dériver les résultats suivants pour les fonctions non-
décroissantes.

Théoréeme 3.4.1.
S

0it1<p<g<0, fooo o(t)dt = oo et le noyau K(-, -) de I'opérateur K défini par (3.1.1)
appartiennent a la classe O,n > 0. Alors l'inégalité

||7(f”q,w < C Hf p,v’vo 5 g T’ (342)

est valable si et seulement si l'une des conditions A, +As < 00, Ay + Az < oo est satisfaite,
ici

1
q 1
7

- 0o z x v 00 4 P i
A = sgg f ( j; ( f K(x,t)dt) ( f v(y)dy) v(s)ds) w(x)dx| (3.4.3)

1
7

’

- z 00 z q % 0o - g
= ,Hd d d d 4.
As sxli(l)) fo ( ‘[Z ( L K(x, t) t) w(x) x) ( fs o(t) t) v(s)ds| (3.4.4)
- 00 Y4 q % 00 —%
Az ( f(; ( f(; K(x,s)ds) w(x)dx) ( f(; v(t)dt) . (3.4.5)
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Théoréme 3.4.2.

Soit1<p<q<Q0, fooo v(t)dt = oo et le noyau K(, -) de I'opérateur K défini par (3.1.1)
appartient a la classe O,,,n > 0. Alors 'inégalité (3.4.2) est valable si et seulement si

Ay < 0 ou Ay et Ay, Ay, sont définies dans le théoréme .

Théoréeme 3.4.3.

Soitl<p<q<Q0, fooo o(t)dt = oo et le noyau K(-, -) de I'opérateur K défini par (3.1.2)
appartient a la classe O}, n > 0. Alors l'inégalité :

l7%csll, ., < Clsll,, o< g1 (3.4.6)

est valable si et seulement si l'une des conditions By + B, + B3 < 00, B; + B, + By < o0
est satisfaite, oil

B, = sup ( fo i ( f ) v(s)ds)_p, v(t)dt]p ( f ) ( ft ) K(x, t)dx)q w(t)dt)%.
B, = ( f ) ( f ) K(x,s)dx)q w(s)ds)%( j; ) v(t)dt)_%.

B~3 = lei(}J) foz (j;o ftm K(x, s)dx)p/ (Im v(s)ds) ' v(t)dt)r% w(s)ds}%.

/ lI
- 00 Z 0o q % 00 -7 i
By sup f ( f f K(x,s)ds) w(s)ds) ( f v(s)ds) o(t)dt
x>0 z 0 t t

Soitl<p<q<Q0, fooo v(t)dt = oo et le noyau K(, -) de I'opérateur K défini par (3.1.2)
appartient a la classe O;;,n > 0. Alors 'inégalité (3.4.6) est valable et une seule des

-

conditions Bs + B3 < 00, Bs + B, < oo est satisfaite, oil

. Q0 [ oo g s b
Bs = sug ( f ( f K(x,s)dx) w(s)ds) ( f v(t)dt) , (3.4.7)
x> 0 s s

ol §3 ,§4 sont définis dans le théoréme (3.4.3).

Preuve . Pour prouver les théoremes (3.4.1 — 3.4.4), on applique la méthode qu’on a utilisée

dans le cas non- croissant. En particulier, I'inégalité :

(foo (Kg) w)ﬁ < C(foo g%)E ,N0<gT, (3.4.8)
0 0
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est équivalente aux deux inégalités suivantes :
1

(U (s <l oo
fow%*f(fomv)_ﬁ < C(fomfv’wl—r)')q Nf 0.

De plus, tous les autres arquments et formules des preuves des théoremes (3.3.1 — 3.3.4) peut

=

=

étre modifiés de la méme manieére, donc on omet les détails.

B) deuxieme partie : Fonctions quasimonotones.

—
I

Si on considere la classe des fonctions quasimonotones, alors les inégalités
classiques de Hardy sont également valables dans le sens inverse pour certaines
constantes. Dans ce travail, on présente plusieurs preuves de ces inégalités inversées
de Hardy, qui en particulier, donnent les meilleures constantes possibles dans tous
les cas. Les résultats obtenus peuvent étre considérés comme une unification et une

généralisation de certains résultats récemment obtenus dans [4], [6] et [21] .

3.5 INTRODUCTION AUX FONCTIONS QUASIMONOTONES

Soit f une fonction mesurable non négative sur (0, o) et on considere I'opérateur de Hardy
(Hif)(x) =1 fox f(y)dy, et son conjugué (par rapport au produit scalaire
(f,g) = fooo f(x)g(x)xdx) (Haf)(x) = 317 fox f(y)dy. Les inégalités suivantes ont été prouvées
par Hardy [11] (Voir aussi [10] et [8])

Théoréme 3.5.1.

Soientp > 0etp’ = ﬁ, alors les inégalités suivantes sont bien connues :

eHifl, =Kl fll,  si O<p<la<i;
weHfll, < Kilwefl, si 1sp<co,a<i;
W Hofl, =Kalx'fll, si O<p<la<i;

Ix*Hoflln, < Kollx*fll, si 1<p<o,a< r%’
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oitk; = (p%a)‘1 etk, = (‘)‘p—‘,l)‘1 . Les constantes k; et k, sont les meilleures possibles dans

tous les cas.

Dans la suite le travail est organisé de la maniere suivante : dans la Section 2, on présente
quelques notations et autres préliminaires. Dans la Section 3 on présente les résultats principaux
et présente quelques exemples. Les principaux résultats sont prouvés dans la Section 4. Dans la
Section 5 on généralise lemme 3.6.1 et prouve quelques inégalités intégrales pour les fonctions
quasimonotones. On souligne également que ces inégalités peuvent étre utilisées pour donner
des preuves alternatives des inégalités dans les principaux résultats ( compris tous les cas
d’égalité). En particulier, il est souligné que preuves des principaux résultats peuvent étre

basées sur des lemmes numériques indépendants, puis, sont données certaines applications.

3.6 PRELIMINAIRES

Dans cet travail, on va considérer les fonctions quasimonotones f sur |0, oo|, cela signifie
que, pour un nombre réel a, f(x)x* est une fonction décroissante ou croissante de x. Plus
précisément, on dit que f € Qg si et seulement si, f(x)x™F est non-croissante. En outre, pour
0 <p < oo,p’ estdéfinipar ; + 5 =1 (p = co pourp = 1et p’ =1 pour p = o). Par I(u)
et B(u, v) avec u,v > 0 on dénote par Gamma et Béta fonctions habituelles, respectivement. on

rappelle les relations suivantes bien connues :

T(u) = f exp” 7 'du, T(u + 1) = ul'(u),
0

_ TrE) _ (. o
B(u,v) = Tl - fo N1 = )t (3.6.1)

On va utilisé le lemme suivant.

Lemme 3.6.1.

(a) Soit —oo < a < b < oo et supposons que f est non-négative et non-croissante sur
(a,b). Si 0 <p <1,alors

b p b
( f f(y)dy) <p f (y—a)™ fr(y)dy. (3.6.2)

L’inégalité valable dans le sens inverse si 1 < p < oo.

(b) Soit —co < a < b < oo et supposons que f est non-négative et non-décroissante
sur (a,b). Si 0 <p <1, alors

b P b
( f f(y)dy) <p f -y fydy. (3.6.3)
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L'inégalité valable dans le sens inverse si 1 < p < oo,

(c) Le facteur p est le meilleur possible dans ces inégalités. Pour 0 < p < oo, p # 1,
I'égalité dans (2.2) est vraie si et seulement si, pour certains ¢ € (a,b) si (b = ),

alors ¢ < oo et pour certains A > 0,

f) = AxaoW), y € (a,b) et 0 < f(c) < A(sic < b).

Par conséquence, pour 0 < p < oo,p # 1, I'égalité dans (2.3) est valable si et
seulement si, pour certains c € (a,b) (sia = —oo, alors ¢ > —oo) et pour certains
A>0,

fy) = Axen(y), y € (a,b),et0 < f(c) <A, (c>a).

. J

Preuve . Supposons que —oco < a < b < oo. Tout d’abord on note que le cas de I'inégalité
(3.6.3) est réduit au cas de 'inégalité (3.6.2) si on pose g(y) = f(a + b) — y et, ainsi, il suffit
de prouver les affirmations concernant l'inégalité (3.6.2). Cette transformation on amene alors
au cas ot a = 0 et b = 1, c’est-a-dire a l'intervalle [0, 1]. Par conséquent, on considere une
fonction non-négative, non-croissante et lisse f avec f(y) > 0si0 <y < 1et f(1) = 0.0n
définit maintenant
g(t) = (fot f(y)dy)p - pfot Yy fP(y)dy pourt € [0,1]. La fonction g est continue sur [0,1],
dérivable sur [0,1]\ A, 0t A = 0 ou A est un ensemble fini ou dénombrable,

g(0) =0 et g(t) = P(fOt f(]/)d]/)]g_1 f(t) = pt'=1(t) pour t € [0,1] \ A. En autre, comme

tf(t) < fot fy)dy (0 <t <1),ilen résulte que,si 0 <p <1,alors g'(t) <0etsil <p < oo,
alors g'(t) > 0. Ces faits prouvent l'inégalité (3.6.2). Sia = —co ou b = +o0, on obtient les
inégalités (3.6.2) et (3.6.3) par en passant a la limite.

3.7 LES PRINCIPAUX RESULTATS.

Tout d’abord on explique les conditions sur les paramétres qui sont nécessaires pour la
validité des inégalités que on obtenue dans nos principaux résultats pour les opérateurs H, et
H, (voir Théoremes (3.7.1) et 3.2 ci-dessous).

(a). Pour H,, on doit déduit o < ;% parce que si ¢ > ;%, alors, pour chaque fonction non trivial

flx*(H) @), = oo Pour Hy, on doit déduit a > pl pour la méme raison.
(b). Pour f € Qg on doit déduit a > —ff — % parce que si @ < —f — % , alors, pour chaque
fonction non triviale f,|lx* f(x)|l, = co Pour f € QF on doit déduit a < —p - % pour la

méme raison.
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(c). Pour l'opérateur H, on applique a f € QF on doit déduit B > —1 car si B < -1, alors,
pour chaque fonction non triviale f,(H;f)(x) = 00,0 < x < oo.. En conséquence, pour
Vopérateur H, appliqué a f € QF on a B < —1. Nos principaux résultats pour I'opérateur
H, sont :

Soit0<p<1.
(i). Sif € Qpavec > —let—f—1<a < alors
1
e H ], < B+ 17 (% - oz) ' e fl, - (3.7.1)

(ii). SifeQF avecp<-leta <, alors
1 Z
@A@Y, <1p+117" (pB (p,p|ﬁ+ 1 (; —a))) ke f@, - 672
(iii). Sif € QF avecp=-1leta <, alors

-1
e E N, sv‘r%(r(p»%(%—a) lker@l, - 673

(iv). Si f € QF avec B> -1, eta < —% — B, alors

’1_7
| (H; f)(x)||Lp <@B+1)" (pB (p,p(ﬁ +1) " a+ 5 )) [« f(x)”Lp . (3.7.4)
(v). Si1l < p < oo, alors les inégalités (3.7.1) — (3.7.4) sont valables dans le sens

inverse (pour p = oo les constantes correspondantes sont obtenues en passant a la

limite lorsque p — +o0).

Exemple 5. Soit o < —;l? et soit f une fonction non-négative et non-croissant. Si0 <p <1,

alors
I (Hi @)L, < PR, —ap))? I F @)z, - (3.7.5)

L’inégalité est vérifiée dans le sens inverse si 1 < p < oo. La constante dans l'inégalité (3.7.5)

est la meilleure possible.

Exemple 6. Soit —% <a< ]% et soit f non négative et non-croissante fonction. Si0 <p <1,

alors

I (H, A, < (% — I FI,. (3.7.6)
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L’inégalité est valable dans le sens inverse si 1 < p < co. La constante dans I'inégalité (6) est

la meilleure possible.

() SifeQpavecp<-leta>—p—, alors

x4 (Ho ), < 18+ 17 (pB(p, plf + 117 (@ + §>)>%uxaf<x)um. (3.7.7)
() Si f € Qpavecp=—leta> % , alors
=l
I Ha )@, < p 7 T(p)7 (a - ;}) 1 £ )l (3.7.8)

() Si f € Qpavec B> —1leta > % , alors
I (Ha )N, < (B + 1)~ (pB(p, p(p + 1) (@ — %)))%”xaf(x)”Lp' (3.7.9)

(IV) SifeQﬁavecﬁ<—1et’%<a<—ﬁ—%,alors

I (Ha )l < 1B+ 177 (cx - %)p [l £ 20|z (3.7.10)

(V) Sil < p < oo, alors les inégalités (3.7.7)-(3.7.10) sont valable dans le sens
inverse (pour p = oo Les constantes correspondantes sont obtenues en passant a

la limite quand p — +oo).

(VI) Toutes les constantes des inégalités en (I) -(V') sont les meilleures possibles. Pour
0 < p < 1. En particulier, le Théoréme (3.7.2) contient les estimations suivantes

pour 'opérateur H,.

Exemple 7. Soit o > r% et soit f une fonction non-négative et non-décroissante. Si0 <p <1,

alors

I (H2f) I, < (pB(p, pla - I%)))%le“f(x)lhp- (3.7.11)

L’inégalité est valable dans le sens inverse si 1 < p < oo. La constante dans (3.7.11) est la

meilleure possible.
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Remarque .

Le cas 0 < p < 1 différentes preuves de cette proposition ont récemment été présentées
dans [6] et [4],[21]. De plus, en utilisant la relation bien connue B(p,1 — p) = == J

sin 7tp

dans le Théoreme (3.7.2) on obtient l'estimation suivante

Exemple 8. Soit f € Qgavecp > —1.5i0 <p <1, alors

1
= af PN S

7 (Hof))llL, < (B+ 1) (m) [l Oz (3.7.12)

L’inégalité est vérifiée dans le sens inverse si 1 < p < oo. La constante dans (3.7.12) est la

meilleure possible.

Pieme

Pour le cas p = 0 (f est non-croissante) et 0 < p < 1 l'inégalité (3.7.12) a été obtenu
indépendamment dans [4] et [6]. En vésumé, selon le Théoreme (3.5.1) et les exemples
(5), (6) et (7), nous avons les estimations inférieures et supérieures suivantes pour les
normes Ly des opérateurs H, et H, dans les classes des fonctions monotones (ils
fournissent le correspondant valeurs exactes des normes des opérateurs Hy et H et de

leurs opérateurs inverses dans les espaces appropriés).

Corollaire 1.

1. Soit a > r% et soit f une fonction non-négative et non-croissante . Si0 < p <1,

alors

-1 1
1 1Y)
(a - ?) llx* f (I, < [Ix*(Hof )OI, < pB (P,P (Of - l;)) [apdeollia
.Si1 < p < oo, alors les inégalités sont valables dans la direction inverse.

2. Soit —% <a< ’% et soit f une fonction non-négative et non-croissant . Si
0<p<1,alors

-1 _1
1 1 7
(? - a) llx® fF Iz, < llx*(Hif)llL, < (}7 - a) [lx® £ Oz, -
Si1 < p < oo, alors les inégalités se maintiennent dans la direction inverse.

3. Soita < % et soit f une fonction non-négative et non-décroissante. Si 0 <p <1,

alors
1
I fQOlle, < e (Hi )N, < (pB (p, ap))? llx® f()IIL,.-
Sil < p < oo, alors les inégalités sont valables dans le cas inverse.

4. Les constantes de ci- dessus inégalités sont les meilleures possibles.
— J
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Les inégalités de gauche dans le corollaire (1)(1) et (2) ne sont que celles de Hardy.

3.8 PREUVE DES RESULTATS ESSENTIELS.

Preuve du théoreme : . (3.7.1) et (3.7.2) . Pour les cas f = 0.

1. Soit f e Qeta < —%. alors, d’apres le lemme 3.6.1 (b) et en utilise le changement de

00 X p
(a=1)p d d
[ ([ ) s
p fo x(“‘””( j; (x—y)’“‘lf"(y)dy)dx

v [ f”(y)( [ f”(y)dx)dy 38.1)

pB(p,~ap) (| 0, ). (382)

variable t = £, on obtient

xl

(b rp I,

IN

De plus, si, pour certains ¢ > 0 et certains A > 0, f(x) = AX(,0)(X) X # C, alors
1 -1
|xf@)|, =A™ |ap+1| 7,
P

et

”xa (H) (x)”L _ (fw a1y (fx f(y)dy)p dx); 4 (fw XODP (e — C)pdx)V ’
P 0 0 c

c

on faire le changement de variable t = £, on obtint

) 1 fl’ 1 !
At (f P2t~ 1)”dt) = A7 (B(p+1,—ap - 1))
0
a+l F(P + 1)F(—6Yp _ 1))%
Ac™r
( I'(p —ap)

o 1 (T(p + DT (-ap)\?
Ac*rpr |ap+1| ( T - ap) )

Ac*H lap +1[ 7 (pB(p, ~ap))?
(PB(p, ~ap))’ [ f@)], - (3.83)
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2. Soit f € Qq et —% <a< %. Ensuite, en utilisant le lemme 3.6.1 (a), on a

fo e ( fo x f(y)dy)p dx
p j; e fo x v P (y)dy
p j; ) v W) ( fy ) x(“‘””dx) dy

p " o
mfo fryy*dy

-1 P
(I} _a) (sl ) (3.8.4)

(I rpll,

IA

3. Soit f€Qpeta> %. En utilisant lemme 3.6.1 (a) et le changement de variable t = 4,

00 0o p
(a=Dp dyl d
[ [ o] o
pf x(a—l)p(f (y—x)’”‘lf”(y)dy)dx
0 X
00 Yy
=p fo ﬁ”(y)( fo x(“‘””(y—X)""ldX)dy
= p f ey f )y

~ 4B (p,p (a - pl)) (lreox])". (3.8.5)

on obtient

(I e ol )

IN

4. Sil < p < oo, alors on trouve de la méme maniére que les inégalités dans (3.8.1) —

(3.8.5) sont valables dans le sens inverse et que les fonctions extrémes sont de méme.

Remarque .

La preuve ci-dessus (cf. [/]) peut étre considérée comme une preuve indépendante des

propositions dans nos exemples (5) , (6) et (7) et, par conséquent, du corollaire (1). JJ

Preuve . Le cas p # 0.

Pour f € Qg ou f € QFon définie h(x) = xPf(x)et on note que h € Qg et h € Q°

respectivement. On pose o = (B + 1) (a + pﬁ) et f'(x) = h(xﬁ%) et on remarque que si
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feQs(feQp), p>—lalors f € Qo (f* € Q°). Premierement on preuve que : si f € QF ou
f € Qgavec B > -1, alors

e HA@I, = @+17 o HF) ), - (3.8.6)
Et

(e vnea,) = (et |

00 X p
= f x@=bp ( f yﬁh(y)dy) dx,
0 0

on faire le changement de variable u = y#*1, on obtient

. . p o B+ p
f la=1p (f yﬁh(y)dy) dx = (B + 1)_”f x(@bp (f h(u/m)du) dx,
0 0 0 0

on faire noueux le changement de variable t = xP*1, d’ou

) t P ’
B+1)7 fo {a=1p=p)/(p+1) ( fo h(uﬂ%)du) gt = B+ 1) | (%h(uﬁ%)) (t) .
= B+ e O, -
De plus , on a
(b pl, ) =6+ 11 [ ) @, - (387)

En utilisant le changement de variable u = yP*1, on obtient

(ke anl, | =lpeaf™ [~ xeote( [ nur)an) ax

On faire nouveaux le changement de variable t = xF*1, d’ou

00 00 p 00 1y 00 X p
el [ ( [ h(um)du) to= e[ [ ( [ )] a
0 xa-1 0 t
—p—1 . . P
g+ 17" (e sy, )
Les preuves de (i) , (i1),(iii), (iv) et (v) découlent des égalités (3.8.6),(3.8.7) et les déclarations

que nous avons déja prouvées pour le cas p = 0. On considere les cas suivants séparément :
. . re 2 oz 1 1 2. N
())Soit f € Qp avec p > —1. Alors f € Qo et l'inégalité —f — ; < a < - équivalant a
linégalité —=; < a* < . Par conséquent, d’apres (3.8.4) et (3.8.6), on a

e #pH @], = G+ e @O,

1

vt (2]

IN

e,

1
P a+ﬁ/p’ 1
x GO h (x;m)

4

Ly

B+1)" (Pl - a)_
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on faire le changement de variable (t = xﬁ), on obtient

1

07 (5 -0 hernen,

_1
p

a+Blp’ 1
x B0} (xﬁ+1)

i

Ly

11 E
607 (5 -a] sl

donc

e @ @, = 6+17 (pl _ a) e, (388)

(ii) Soit f € Qf avec B < -1, et a < %.Alors f € Qoet l'inégalité a < ;% est équivalant a
l'inégalité o > ;%, d'apres (3.8.5) et (3.8.7).

@@, = 1" e G @],
—1-1 1 7 .
o o2 e

1l 3l 11 (=) e seol,

(iv) Soit f € QF avec p > 1 et a < = — 3. Alors f* € QF et I'inégalité a < p —  équivalant

IA

al'inégalité a* < —%. En utilisant (3.8.3) et (3.8.6), on obtient que

e Hp@l, = G+ e HH I,
B+1)7" (B (p,~a'p))’ [l Fll,,

B+1)" (pB (p, B+1)" )) b £, -

(v) Si 1 < p < oo, alors on trouve de facon similaire que les inégalités en (3.8.3) - (3.8.5) se

IA

arl
p

maintiennent dans le sens inverse et que les fonctions extrémes sont les méme. (iii) Maintenant,
on considere le cas restant lorsque f € Q7' et a < }%. Pour chaque nombre naturel k on définie
fulx) = x7% f(x) et note que fi € Q7% et, ainsi, que 'inégalité (5) valable avec p = —1 — e
Maintenant, I'inégalité (6) peut étre obtenu en passant a la limite lorsque k — oo depuis, par
(3.6.1) et la formule de Stirling,

PN S S S

(T (p))?

[l

b T (I} . a) ,

IR
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oit le signe = signifie “asymptotiquement égal a”. Enfin, le cas 1 < P < oo est prouvé de la

méme maniere et la preuve est complete.

O

» N . 3 BN * 2 -1 * o ; * — _ R _
Preuve du théoréme : . (3.7.2) On considere f*(x) = x“f(x7),a" = —a + 5 et f* = —f = 2.

En faisant un changement de variables (z = r%)’ on trouve facilement que
(Ha (f)) () = 272 (Hi (F (1)) (1),

e f@l, = Fefl, .
et
| e @I, = v Fr) @, -

De plus, les conditions f € QF et f € Qg sont équivalentes aux conditions f € QF, f € Qg ,
respectivement. Ces quatre observations réduisent les énoncés du Théoreme (3.7.2) aux énoncés
correspondants du Théoreme (3.7.1) . Par exemple, la proposition dans (I) est obtenue de la
maniere suivante : soit f € Qg. avec f > -1,0<p <leta > —f — % Ces conditions sont
équivalentes aux conditions 0 <p <1, f* € QF, B > —leta” < —p* — % Par conséquent, selon
(3.7.4),

e (ep @),

e () @),

==

B

) s

|ﬁ+1|_1[PB(P/ F (“5))) e @], -

ﬁ+1|

. -1 P
(ﬁ +1) (pB(p’ﬁ*+1

IN

o

Ly

RSIT

Les preuves des autres cas découlent du Théoreme (3.7.1) de maniere similaire.

3.9 QUELQUES ESTIMATIONS INTEGRALES OPTIMALES POUR

LES FONCTIONS QUASIMONOTONES

Dans cette section nous prouvons une généralisation du Lemme (3.6.1) et considérons une

“alternative” afin de prouver nos principaux résultats.
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Proposition 3.9.1.

(@) Soit —co < ff<oo,feQpet0<a<b<oopourB>-1et0<a<b < oopour
B<-1Si0<p<letp+—1alors

E P _ b B+1 _ B+l p-1
(f f(]/)dy) Sp|p’+1|1 Pf (M] FP(y)dy. (3.9.1)

yb
Si0<p<1letp=-1alors

b P b -1
( f f(y)dy) <p f (yln%)p FP(y)dy P (y)dy. (3.9.2)

Les inégalités sont valables dans le sens inverse si1 < p < oco.

(b) Soit —co < B <o, feQfet0<a<b<ocopourf<-let0<a<b< oopour
B=-1.Si0<p<1letp+-1,alors

b p ~ b (|yB+1 — ph+1 p-1
( f f(y)dy) SP|ﬁ+1|l ’ f ("yy—ﬁ|] FP(y)dy. (3.9.3)

Si0<p<1letp=-1lalors

b 14 b b p-1
( f f(y)dy) <p f (yln;) Py w)dy. (3.9.4)

Les inégalités sont valables dans le sens inverse si 1 < p < co.

(c) Les constantes de ces inégalités sont les meilleures possibles dans tous les cas.

—

Les cas particuliers suivants de la Proposition (3.9.1) revétent une importance particuliere

et devrait étre comparés au Lemme (3.6.1) :

Exemple 9. Si>-1,f € Qget 0 <b < co,alors

b P b
( fo f(y)dy) <p(+1)"" fo v P (y)dy.

Exemple 10. Sip<—1,f € QF et 0 < a < oo,alors

o0 p o0
( f f(y)dy) <plp+1” f v P (y)dy.

Preuve . Soit0 <p <1;fe€ Qgeth(y) =y Ff(y).Sip>-1et0<a<b<oco,puis
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h (yl%) € Qo , selon (3.6.2) , et on utilise le changement de variable x = yF*, on obtient

( f b f(y)dy)p ( f b yﬁh(y)dy)p

ph+1 p
B+1)7" ( ﬁ } h(xrﬁ)dx)

b -1
pB+1)" f (v - a1y

b [ B+l _ p+1\PL
p(B+1)"" f (%) f(y)dy.

IA

Sip<—-let0O<a<oo,alorsh (yr%) € Q°, compte tenu de (3.6.3),

(fb f(y)dy)p |ﬁ + 1|_p (f Py (xﬁ)dx)p
a BB+

o[ [ a (@ =2 ()i

b af+l — Pl p-1
w1 | (T) )y,

Sip=-1et0<a<b<oo,alors h(x*) € Qg et, par (3.6.2) , et le changement de variable

b p b dy p Inb i P
([roms) = ([ ([ e

Inb

p (x —Ina)’ ' WP (&%) dx
Ina
Inb

p | (ny-Ina)" I¥(y)dy

Ina
p f | (vin %)p_l fray.

En utilisant la proposition (3.9.1) , nous pouvons donner une autre preuve du Théoreme
(3.7.1) (et celle du Théoreme (3.7.2) ).

x=Iny ona:

IA

Preuve de:. Soit 0 <p<1,a < r% et f € Q7Y, d’apres la proposition (3.9.1), donc

00 X p
(a=1)p dyl d
[ ([ s
00 X p-1
pfo la=p [[) (ylni) f”(y)dy)dx,
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on faire le changement de variable t = =, on obtient

P[] o e |

en utiles nouveaux changement de variable u = ln( ) d’ou

[ folf alol f - [ o0 o).

par autre changement de variable & = (1 —a)p — 1) u

. fo - u(-ap-1), p1 du(”ya f(y)”L,,)p

p(-w)p-1)7 fo (% (V)”Lp)p

—p+1 1 7 a g
P F(p)(? - a) (Il sl ) -

3.10 CONCLUSIONS

1. Un complément au Lemme (3.6.1) . En analysant la preuve du Lemme (3.6.1) nous
voyons que I'inégalité dans (a) est également valable si f est non-croissante oit p > 1. L'inégalité
inverse est vérifiée si f est non-décroissante et 0 < p < 1. L'inégalité dans (b) est également
valable si f est non-croissante avec p > 1 et I'inégalité inverse est valable si f est non-croissante
on0<p<l.

2. Une autre preuve du Lemme (3.6.1) . La preuve de notre Lemme (3.6.1) découle aussi

du lemme (3.6.1) suivant :

Lemme 3.10.1.

[8],[6]. Soitar > 0etay > ary1, k=1,2,.... Puis

[i ak]p < i & (K = (k= 1))

k=1 k=1

pour 0 < p < 1 et l'inégalité est vérifiée dans le sens inversesi 1 < p < oo.

Une preuve de ce lemme est obtenue en utilisant la récurrence et I” inégalité élémentaire

suivante (utilisée successivement avec A =1,2,...) : Si 0 <p < 1, alors
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(br + by) =
— Yy SA+1Y=AP, by > Aby, A >0,
2
et I'inégalité inverse est valable si p > 1. Pour le cas 0 < p < 1 voir [8],[6], [7]. En
fait, le lemme est équivalent au Lemme 3.6.1. Pour voir cela, on pose fN(y) = ax, pour
k—1<Ny<k(<k<N).dans le lemme 3.6.1 et soit N tend vers l'infini.

3. Une autre preuve du résultat principal. Les preuves du Théoreme 3.7.1 (et, ainsi
du Théoreme 3.7.2) sont basées sur le Lemme 1.3.2 ou, de maniere équivalente sur le lemme
numérique ci-dessus (comparer avec [23]). Une autre preuve peut étre obtenue en utilisant en

fait directement le lemme numérique correspondant (voir [4]; comparer aussi avec [21]).

4. Une application aux espaces de Lorentz. Soit f* indique le réarrangement non-
croissant d’une fonction mesurable sur I’espace (CQ, u). Les espaces de Lorentz

Apq (0 < p,q < o) sont généralement définis en utilisant la quasi-norme

I, = ([ (o) )

1l est bien connu que si p # 1, alors cette quasi-norme est équivalente a celle qui suit

2= (o ) =([( [ rosn] 5]

pour p > 1 et a la quasi-norme

I —( [ (%(f)tp)@) ( [ ( [ f(u)du) )

pour 0 < p < 1. (Pour le cas p > 1,q > 1 c’est méme une norme). A I'aide de notre corollaire

(1) avec a = 3 — =, on obtient I'énoncé plus précis suivant :

Proposition 3.10.1.

(a) Soit p > 1. Puis

(1) @

=l = @7 lIAL,,

si 0 < g <1 et les inégalités inverses sont valables si q > 1.

(b) Soit0<p <1

)

AL, <2, = o s -2)) 1L

si0 < q < 1 et les inégalités inverses sont vérifiées si ¢ > 1. De plus, toutes les
constantes dans ces inégalités sont les meilleures possibles.

—
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5. Applications. Dans plusieurs cas les inégalités de Hardy sont utilisées dans les situations
oii les fonctions considérées sont monotones ou au moins quasimonotones. Les résultats obtenus
dans ce travail montrent que dans tous ces cas nous pouvons également obtenir des inégalités

similaires inverses .
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CONCLUSION

Le theme des inégalités intégrales de Hardy ou inégalités inté-
grales du type de Hardy est un sujet d’actualité et connait constam-
ment des développements et des applications.

Au 2" chapitre dans la premieére partie, il est question de
l'opérateur intégral de Hardy-Voltera qui est appliqué aux fonctions
monotones. En tant que perspective cet opérateur peut-étre appliqué
a d’autres classes de fonctions plus générales, par exemple celle des

fonctions quasimonotones.
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