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0.1 Introduction TABLE DES MATIERES

0.1 Introduction

L’inégalité classique de Hardy est énoncée comme suit :

/OOO G /Ogaf(t)dt)pdt < (%)p/j f(@)de (1)

ot f(x) est une fonction non-négative mesurable et p > 1.
Muckenhoupt dans [58],a prouvé une inégalité plus générale que (1) :

(/000 |[u(z) /Om f(t)dt|”dx>; <G (/Ooo |f(x)v(m)|pdx>; ()

est vérifiée ,si et seulement si :

sup (/oo |u(a:)|pdx) ’ (/0 |U(x)|f"da;> Y _ K < oo (3)

ol u et v sont des fonctions de poids.

J=

N
K<C<Kprp)
un résultat similaire pour l'inégalité duale de (1) est aussi obtenu

(/000 |u() /:o f(zf)dtV"alx)Ii <Oy </OOO !f(:c)v(x)|pdx> " (4)

ou u et v sont des fonctions de poids .

Les développements et généralisations de (1),(2)et (4) sont considérés dans
plusieurs travaux (voir [56] B . Muckenhoupt,|6] Beesack )et autres .Par
exemple J.scott Bradelyen 1978 a établi I'inégalité suivante :

([ [ o] dx); <o,([Tuenars) o

est vérifiée si et seulement si :

sup (/Oo u%a:)da:)é (/0 v P (m)da:) " K < oo (6)
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ou f(z) > 0,1 < p < q < oo,uetvsont des fonctions des poids .
Dans le présent travail , est considérée une version de l'inégalité (5) pour
I'opérateur classique de Hardy et son adjoint .

(/om (/ / “)dt)qw@ﬂxf <Gy ( / ) f,,(xm)dx); )

Dans le cas o 1 < p < ¢ < o0, il est bien connu que (7) est vérifiée si et
seulement si

1
7

B = sup (/Oo w(t)dt); (/OI vlp’(t)dt) Y < . (8)

By < Cy < K(q,p)BL.
Dans le 1°" chapitre ou s’intéresse a I'négalité

1

(/ab |u(rc)|"w(:v))q <Gy (/b |u’(x)|pv(x)dx>; : 9)

et son équivalence avec (7), est aussi posé le probléme suivant : sous quelles
condition (nécessaires et suffisantes) sur p, ¢, v et w sur (a,b) C R est vérifice.
Ensuite on étudie I'équivalence entre (9) et (7) dansle casou 1 < p < ¢ < oc.
Le 2°™¢ chapitre comprend lecas 1 <¢g<p<ooet 0 <g<1,p>1comme
dans le 1°" chapitre on s’intéresse aux conditions sur p,q,v et w pour la
validité des inégalités relatives aux cas cités ci-dessus. Dans ce méme chapitre
on inclut des exemples pour les différents cas liés au paramétres p et q.
I'objet du 3°™¢ chapitre est ’étude d’une publication Quelques remarques sur
les meilleures constantes dans certaines inégalité de Hardy o il est question
de l'optimalité de la constante Cs dans le cas particulier ott w = 2% et v = 2.
A la fin on trouve une conclusion et une bibliographie assez détaillée.



Chapitre 1

Equivalence d’inégalités de Hardy
et les Conditions de validité pour
le cas p < gq.

Définition 1.1 Soient I = (a,b) , —o00 < a < b < 00, on note par AC(I)
I’ensemble de toutes les fonctions absolument continues sur chaque sous in-
tervalle compact [c,d] C I .

On désigne par ACL(I) et ACg(I) les ensembles de toutes les fonctions
U € AC(I) pour lesquelles

lim U(x) =0 (1.1)
z—at
et lim U(z)=0 (1.2)
x—b~

respectivement ; ainsi les indices L et R expriment le fait que la fonction est
égale a zéro a gauche et a droite de ["intervalle I , respectivement.

Enfin , on note par ACLg(I) Uintersection ACL(I)(VACRg(I) ; s’il est néces-
saire de souligner la forme concréte de Uintervalle I = (a,b) ,nous utiliserons
la notation AC(a,b) , ACL(a,b) , ACg(a,b) , ACpg(a,b).

En outre , on introduit la notation suivante :

(HLf)(x) = /$f(t)dt
et ab (1.3)
(Hrf)x) = / F(t)dt
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P <4q.

(Hpf)(z) et (Hgf)(z) dans (1.3) sont usuellement appelés opérateurs de
Hardy.
Remarque

(1) Si U(x) = /Ox f(t)dt , alors U'(x) = f(x)
2) SiU(x) = /OO ft)dt , alors U'(x) = —f(x)

Définition 1.2 Pour I = (a,b) on note par W(I) ou W(a,b) l’ensemble de
toutes les fonctions de poids sur I ,c’est-a-dire [’ensemble de toutes les fonc-
tions mesurables positives et finies presque partout (p.p)sur I .

De plus , on désigne par : MT(I) ou M*(a,b) l’ensemble de toutes les fonc-
tions mesurables non négatives (p.p) sur I .

Probléme 1.1 Soient 1 < p,q < oo, v,w € W(a,b). Sous quelles condi-
tions la constante C' est finie telle que l'inégalité

a

M” ‘U(mqw(x)dxr =C [/b \U/(x)|”v(x)da:} % . (1.4)

Soit satisfaite pour
i) chaque U € ACL(a,b) , ou
ii) chaque U € ACg(a,b)?

Probléme 1.2 soient 1 < p,q < oo, v,w € W(a,b). Sous quelles conditions
y-a-t-il des constantes (finies) C, , Cr telles que les inégalités
i)
1
p

{/:(HLf)q(ﬂa’)w(aﬁ)dm]é <c, {/ab fp(x)v(x)dx} (1.5)
i)

=

P

Uab(HRf)@)"w(r)d:c]; < Cr Vb fp<x)v(x)d4 _ (1.6)
Soient vérificesVf € M*(a,b) ?

Remarque 1.1 Chacun des problemes mentionnés 1.1 et 1.2 représente en
fait une paire de problémes :
Dans le probleme 1.1 , nous considérons l'inégalité (1.4) sur deuz classes de
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fonctions différentes .

Dans le probleme 1.2 nous considérons deux opérateurs différents .
Néanmoins , en utilisant des outils élémentaires , nous pouvons réduire le
probléme 1.1 (ii) au probléme 1.1 (i) et de méme [’étude de l'inégalité (1.6)
peut étre réduite o celle de ['inégalité (1.5) .

On peut ramener le probléme 1.1 i) au probléeme 1.1 i) :

Soit U(z) € ACg([a,b)), on définit U(s) par :

U(s)=U(a—x+0),

alors

limU(s) = lim bU(a—x+b) = lim U(z) = 0.

s—b r—a+b— r—a

Par conséquent : U(s)e ACL([a, b]).

On peut aussi ramener (1.6) au cas (1.5)
En effet : aprés le changement © = —y et t = —s

r=a=—y=—a
r=b=y=-0b
dr = —dy

t=0x— s=—x
t=b=—s=-b
dx = —dy
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On obtient

/ab [Hrf] (x)w(z)dz = /ab [/:f(t)dtrw(x)dx

_ _/;b {_ /;bf(—s)dsrw(_y)dy
ININS

-/

Br  qq
:/a _HLf] (x)w(x)dx.

[ itsas] wtway

D’ou :

[t e = [ ) Wi

Maintenant considérons le membre droit de I'inégalité (1.6)

Ainsi :

ot (o, B) = (=b,—a) , f(y) = f(—y) . 0(y) = w(—y) . T(y) = v(-y) ,
pour y € (a, 3) .

wn
o
=
—~
R
=
o}
o
jan
=
~~
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Convention 1.1 conformément a la remarque précédente nous nous limi-
tons dans la suite a l’étude de l'inégalité (1.4) seulement pour U € ACL(a,b)
, et a celle de linégalité (1.5) (de lopérateur Hy) pour f € M*(a,b) .

Le lemme suivant indique que ces deux inégalités sous certaines conditions
sur la fonction de poids v sont équivalentes , ce qui signifie que les problémes
1.1 et 1.2 sont dans un certain sens aussi équivalents .

Lemme 1.1 Soient 1 <p,q<oo , v, we W(a,b) et supposons

/ff P (1) dt < 0o (1.7)

pour tout x € (a,b) , avecp’ = 1% )

Alors Uinégalité (1.4) est vérifiée pour tout U € ACy(a,b) si et seulement si
linégalité (1.5) est valable pour chaque f € M™*(a,b) .
La constante optimale C de (1.4) coincide avec l'optimale constante C, dans

(1.5) .

Preuve
i) Supposons que l'inégalité (1.5) est vraie pour U € ACL(a,b) , On pose

J :/ U (z)|P v(x) d.

Si J = oo alors l'inégalité (1.4) est triviale , par conséquent supposons
que J < oo , en appliquant l’inégalité de Hoélder on obtient pour x €

(a,b)

/ Ul = / U] v () v R (E) dt

1

< Vb TP o) dt] ’ V:vlp’(t) dt} ‘

1
= Jr {/ 01 (t) dt}p < 00.

Puisque U € AC(a,b) , on a :

=

U(x):/xU’(t) dt + U(c) pour tout c€ (a,b)

10
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de plus U € ACL(a,b) , et par conséquent pour ¢ — a* on a d’apres
(1.1) :

Ulx) / U dt
alors :

U(@)| < / )] de

= (Ho|U"])(x).
En effet dans (1.5) en remplacant f par |U’| on obtient

{/ab (H(|U'])" (z) w(z) dx]}] <0, {/ab (@) o) dfﬁr

U ()| < (HL(|U']) (),

[ ww dxr <o [ [ 10w v d:,;];

Simultanément , nous avons montré que les meilleures constantes C'
dans (1.5) et Cp, dans (1.4) satisfont a l'inégalité suivante

L <C (1.8)

(car Cp, est la constante optimale dans (1.5) )
it) Supposons que l'inégalité (1.4) est vraie pour U € ACL(a,b) , soit
f e Mt(a,b) , on pose

J= /ab 2(2) v(z) da.

Si J = oo, alors l'inégalité (1.5) est triviale , par conséquent supposons
que J < 00 , de méme que dans la partie (i) , en appliquant 'inégalité
de Hoélder on obtient

1
7

/axf(t) dt < .J» V:vlp’(t) dt} " <.

11



Equivalence d’inégalités de Hardy et les Conditions de validité pour le cas
P <4q.

Pour tout x € (a,b) .
Ensuite , la fonction

=/:f(t) dt

= (Hpf)(z)
appartient évidemment a ACL(a,b) , Uinégalité (1.4) appliquée a cette
fonction donne :

M(HLf)q() ()dx} <c[/ e >dx]’1’,

comme C' est la constante optimale dans (1.4) alors C < Cp, , et d’apres
(1.8) on conclut que C' = C, .

Remarque 1.2 De maniere analogue , on peut montrer que dans [’hypothése
b
/ v () dt < 0o pour tout x € (a,b) (1.9)
Uinégalité (1.4) est vérifice pour tout U € ACg(a,b) si et seulement si
inégalité (1.6) vérifiée pour tout f € M*(a,b) et que C = Ch.

En effet
i) Supposons que : linégalité (1.9) est vérifie pour tout x € (a,b) et
Uinégalité (1.6) est vraie pour U € ACg(a,b) .

On pose
1= [P o

Si J =00 alors l'inégalité (1.4) est triviale , par conséquent
supposons que J < oo , en appliquant lmegalzte de Holder pour
r € (a,b) , on obtient :

/ \U'(t)| dt / D] oo o b ai
= [/: U ()P v(t) dt]; [/: R dt] 3

1

b o
< J [ / 0 (1) dt] < .

12
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Comme U € AC(a,b) , on a
U(x) :/ U'(t) dt + U(c) pour tout ¢ € (a,b)

De plus ,U € ACg(a,b) et par conséquent, pour ¢ — b~ on obtient
d’apres (1.2).
U(x):/bU’(t)dt.
Alors , )
U@l < [ 10O] de= (Hald D)
dans (1.6) en remplagant f par |u'| , on obtient

[ / ()" <x>w<x>dxr = U | |U’<x>|%<x>dxr

a

et comme
U (x)| < (Hr(IU'])) (2).
Alors

[/ab v <x>|Qw<x>dx] e [ /: |U/<x)’pv(x)dx] :

Simultanément , nous avons montré que les constantes C en (1.4) et
Cgr en (1.6) satisfont :

C<Cg (%)

it) Supposons que linégalité (1.6) est vraie pour v € ACg(a,b) , soit
f € Mt(a,b) , on pose

J= /ab 2(2) v(z) da.

Si J =00, linégalité (1.6) est triviale , par conséquent supposons que
J < o0 .

13
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1.1 Objectif p<q.

De méme que dans la partie (i) , en appliquant l'inégalité de Hélder on

obtient
/ f)dt < Jv U VP (t)dt} < 00.

Pour tout x € (a,b) .
Ensuite , la fonction

U) = / F(#)dt

= (Hr[f)(x)

appartient 6 ACg(a,b) , en appliquant linégalité (1.4) a U(x) on ob-

tient 1 l
{/ab |U($)|qw($)dx:| ! <C {/b |U,(w)|pv(l’)dx:| 1

a

et d’apres l'inégalité (1.6) on a

1
P

Q=

b b
[/ (HRf)q(x)w(:U)dx] < Cg {/ fp(x)v(x)dx]
nous avons montré que les meilleures constantes C en (1.4) et Cg en
(1.6) satisfont Cr < C et d’apres (*) on a :

C =Chp

1.1 Objectif

Notre but est d’établir des conditions nécessaires et suffisantes sur p, ¢, v, w
pour lesquelles 'inégalité de Hardy (1.4) soit vérifiée .
Les assertions correspondantes seront formulées pour l'inégalité (1.4) , mais-
en vue du lemme (1.1) et de la remarque (1.2) nous allons procéder via le
probléme 1.2 .
De plus , selon la convention 1.4 , il suffit de traiter I'inégalité (1.5) .
D’abord , nous introduisons quelques fonctions et constantes auxiliaires im-
portantes .

14
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1.2 L’approche par le théoréme 1.1 p<q.

Notations

Pour 1 < p,q < oo, v,w € W(a,b) et x € (a,b), Alors

FL - FL(I’, a7b7w7U7Q7p>
1

1
T

_ U:w(t)dtr Uazvl"’/(t)dt}p (1.10)

BL = BL(a'> ba w, v, qap)

= sup Fp(x). (1.11)
a<z<b
On rappelle que pour 1 < s < 0o
, s , 1 1
= -+ —==1 1.12
S o1 1€ S + o ( )

Théoréme 1.1 Soient 1 <p < g <oo, v,w € W(a,b) l'inégalité

b i b 5
[/ |U(x)]* w(z) da:} < (g [/ \U'(2)|P v(x) dx (1.11)
est vérifie pour tout U € ACL(a,b) si et seulement si
Br = BL(G7 b7 w, Uqup) < 00. (113>

De plus , pour la meilleure constante possible Cp, dans (1.4) les estimations
sutvantes sont satisfaites

B, <Cp < K(q,p) B (1.14)
telle que
q\° P\
k(q,p) = (1+—/> <1+—) : 1.15
(¢,p) ) . (1.15)

1.2 L’approche par le théoréme 1.1

i) en 1972 BMUCKENHOUPT|1| publie une preuve directe du théoréme
(1.1) pour le cas (p = q).De plus ,il & considéré
(pour (a,b) = (0,00)) I'inégalité plus générale

(/OOO Ju(z) /Oxf(t)dt!pdx); <o (/0°°|f(m)v(x)‘pdx)i (116

15
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est vérifiée ,si et seulement si :

3213(/;01 |pdx> (/|v de)ll—K@o. (1.17)

’

ou )
K<C<K@prp).
ii) Pourlecas (1<p<g<o0):
La 1°7¢ preuve du théoréme (1.1) & été publiée en 1978 considérant
I'intervalle (0, 00) et de méme que d’autres auteurs mentionés ci-dessus
, ont étudié le probléme 1.2(i) .Le dernier auteur a également considéré
I'analogue correspondant de I'inégalité (1.16) c’est -a-dire

sup (/OO uq(a:)da:); (/OTU—P/ (x)dx)pl, — K < oo, (1.18)

K<C<Kp)i(p)?,

lorsque la condition nécessaire et suffisante est la suivante :

(/Ooo (/Oxf(t)dt)qw(x)dx>; < Cy </0°° fp(x)v(x)dx>; . (1.19)

Ce résultat est aussi obtenu par V.G.MAZ'JA[56].

Dans le preuve du lemme suivant on aura besoin de I'inégalité qui est
une modification de I'inégalité de Minkowski :

Soit I'inégalité intégrale de Minkowski

</ab (/ch(ac,y)ciyydac)i < /cd (/b Kr(a:,y)dx)idy (1.20)

pour toute fonction mesurable non négative K sur (a,b) x (¢, d)et r > 1
(pour r = 1 on a le signe d’égalité (1.20) est en fait une conséquence du
théoréme de Fubini ). Nous allons utiliser (1.20) dans la spéciale forme
sulvante

(/ab¢(x) (/jw(y)ded:c)i < /abw(y) (/yb¢(x)d:v>idy (1.21)

16



Equivalence d’inégalités de Hardy et les Conditions de validité pour le cas
1.2 L’approche par le théoréme 1.1 p<q.

ot ¢, € M*(a,b).

Dans ce qui suit , nous utiliserons la notation de la section 1, en particu-
lier les constantes et les fonctions introduites dans la sous section(1.13).
Pour démontrer le théoréme (1.1) on utilise le lemme (1.2) , le lemme(1.4)
et la remarque(1.3).

Preuve.

</OOO o (/Ox f(y)dy)rdx)i - (/ooo ( /OOO $(x)7 f (y)><<y,oo>(fv)dy)rda:)i

- / O(2) F )Xt (@)Y |12, 000

< / | $()* F(0) X0 (@) s 0000 Y

0

- /0°° {/000 ((b(x)if(y)X(y,oo)(x))de} " dy
- [ rw) (/yw(ﬁ(x))idy

telle que
1 siye(0,x]
X(O,x)(y> =
0 sty>x
0 sixe(0,y)
X(y,00) (%) =
1 six>y.

Lemme 1.2 Soient (1 <p < g < o0) et v,w € W(a,b).

On suppose que le nombre By, = By (a,b,w,v,q,p) < co. Alors l'inéga-
lité (1.4) est vérifiée YU € ACL(a,b) et la meilleure constante possible
CL dans (1.4) satisfait ’éstimation suivante :

CrL < K(q,p)Br (1.22)

17
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1.2 L’approche par le théoréme 1.1 p<q.

W
avec K(q,p) = (1—#2/) (1—1—}1) )
p q

Preuve de lemme.
Supposons que By, < oo , alors

t
/ VP (y)dy < 0o Vit € (a,b)

et supposons que

) = ([ o7 i)™ (1.23)
ot s € (1,00) et (0 < h(t) < o0),Vt € (a,b) , en peut écrire
/ F(t)dr = / 0 (e (1) (x)

en appliquant l'inégalité de Holder sur (x),on obtient

VAN
N
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]
~~

—~

~

SN—

=
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~

SN—

>
3

—

~

S~—

QL

~
~__
= =
N N
Q\H

=

hB\

—~

~

N—

@\

b~

—~

~

SN—

SN

~
~__

o=



Equivalence d’inégalités de Hardy et les Conditions de validité pour le cas

1.2 L’approche par le théoréme 1.1 p<q.
/ 1
On applique la formule /gk(t)g (t)dt = (k - 1) gk+1(t)
On obtient :

alors N
Y U
On remplace dans (%) par
R 1-p’ _ S (s—1)p
| e e = b

on obtient

=

( hP(t )dt);' (S : 1 (h@))(s—l)p')"l’
(5_1) </ f)Po(t hp()dt) he=L(t)
([ smw) < (25)" ([ sorvene dt) =)

19

e




Equivalence d’inégalités de Hardy et les Conditions de validité pour le cas
1.2 L’approche par le théoréme 1.1 p<q.

[/ab (/;f@)dt)qw(:r)dxr < (Sfl)(’g)(g) [/b (/ fp(t)v(t)hp(t)dt)zh(s‘l)q(x)w(x
- () ’ [( | fp<t>v<t>hp<t>dt)f’ h<s—l>q<x>w<x>dx]

En éstimant le coté droit a 'aide de 'inégalité (1.2) , pour
P(t) = [(t)Po(t)hP(t)
et ¢(t) = hs=Day(z) et pour (% = T’) , On obtient

[/ab (/;f(t)dt)qw(x)d:vr < (551)5 (/b fp(t)v(t)hp(t)dt)
( /t ’ h(s_l)q(x)w(x)dx) %

(1.24)

SIS

et d’aprés la définition de B (x) et F(z) , on obtient

(s=1)q

W () = (b ()]

(s—1)q

(s—1)q (s—=1)q 1 (s—=1)q

o) ey




Equivalence d’inégalités de Hardy et les Conditions de validité pour le cas
1.2 L’approche par le théoréme 1.1 p<q.

On obtient

1—s

) < (805 ([ Cwtar)

finalement

/ A D)) < (5) (Br) ( / bw(y)dy)
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Equivalence d’inégalités de Hardy et les Conditions de validité pour le cas
1.2 L’approche par le théoréme 1.1 p<q.
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Equivalence d’inégalités de Hardy et les Conditions de validité pour le cas
1.2 L’approche par le théoréme 1.1 p<q.

D’aprés I'inégalité (1.24)on obtient

L @dt)qw(x)dxr < (:29)" [ rovemoes @y o
(

on: g = 0 ()"

Par conséquent

Ji b ([ f<t>dt)qw<x>dx} " g(o) (B | b P
(1.25)

Comme s est arbitraire alors I'inégalité (1.25) est vérifiée Vs , donc elle
est vérifiee pour l'inf de g(s) et on a

inf;g(s) =g (1 + 2/)
p

1
q
:(Hg) v
p 1

|
—_
SEES) +

I
VRS
[a—

+

'B\l@
~_
Q=
VR
>B\
<
<
~~_
i

Donc

=
—

V ([ ) wior]” < Ky V Poton] -
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Equivalence d’inégalités de Hardy et les Conditions de validité pour le cas
1.2 L’approche par le théoréme 1.1 p<q.

D’apres le lemme (1.1) l'inégalité (1.4) est vérifiée et comme Cp, est
optimale ,alors C'p < K(q,p)Br.

Lemme 1.3 Soient 1 < p,q < oo, v,w € W(a,b) , supposons que
linégalité (1.4) est vérifice YU € ACL(a,b) telle que Cp, < oo alors

B, < C;. (1.26)

Preuve
i) On pose
/x VP (1) dt < oo Vo € (a,b) (1.27)
et comme l'inégalité (la.4) est vérifie VU € ACL(a,b) , alors d’apres

le lemme (1.1) l'inégalité (1.5) est valable pour chaque f € M™(a,b)
,c’est-a-dire :

(/ (HLpy (@)t "

soit ¢ € (a,z) fixé, alors

( / (HLpy <x>w<w>dx); -/ b

=}
AN
e
N
s\
o
[
=
e
=
=
oW
=
~__
S =
/‘,:
)
X
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Equivalence d’inégalités de Hardy et les Conditions de validité pour le cas
1.2 L’approche par le théoréme 1.1 p<q.

Donc

1

(/ bw<x>dw); ([ rar) < [( [ ey @uteras) ;] E

<0 ( I f(t))pv(x)dx>

3 =

d’ot,

([w(@dxf (/acf(t)dt) <q (/b (f(t))pv(m)dm)i .

pour tout f € M*(a,b)

On prend
V' (z) siox € (a, (]
ft) =
0 si x € [(,b)
alors X X
/ f(z)dz = / v P (z)dx
de plus

@\
o~
4
5
E\
S
+
=
—
8
S~—
oW
s
~__
o

m\
~
<
5
=
+
3
+
=
—
&
N—
QL
&
N———
=
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Equivalence d’inégalités de Hardy et les Conditions de validité pour le cas
1.2 L’approche par le théoréme 1.1 p<q.

([ fwmdx)i -( /azl-pw)i .

La derniére intégrale est finie d’apreés I'inégalité (1.27) et positive car
v € W{(a,b) ,par conséquent d’aprés I'inégalité (1.29), on obtient

(/wa(x)dx); (/j f(t)dt) <G <fab (f(t))pv(a:)da:);
~o ([ ”Hl(l")dx); ()

¢
/ v (2)de < oo

et comme

hSA

¢
et si I'on divise les deux membres de (%) par ( / VP (x)d:c) :

alors
( /jwmdx)é ([ so) ([t " <o [Foriom)
( / ‘ i (x)dx) :

( /C bw(a:)da:)}] < / Cvlp/(a:)da:> o <

il résulte que

(/wa(x)dx); (/C Ul—ﬂ(g;)dx); <y (1.30)

donc

RS

1
P

FL(Cva’ubvw707QJp> S C’L — SUPFL S C(L

c’est a dire
B <(Cy
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Equivalence d’inégalités de Hardy et les Conditions de validité pour le cas
1.2 L’approche par le théoréme 1.1 p<q.

ii) soit v une fonction de W(a,b) , pour n € N défini
1 2
va(e) = v(@) + = (1 + x) re(ab)  (1.31)

Evidemment v,(z) € W(a,b) , et

z b
Vz € (a,b) / vl P (t)dt < / VP (H)dt < 0.
On a ‘ ‘

v(x) < vp(x) , pour z € (a,b) et VYneN (1.32)

d’aprés 'inégalité (1.4) et I'inégalité (1.32) on obtient

(/ U (x dx)q <C’L( U ()P o )da:);
( |U’ )dm)p

pour tout U € ACL(a,b) , d’aprés (1.30) , on obtient

(1.33)

=

L

(/Ebw(x)dx); (/:vl—p’(a;)dx> "< (/Ebw(x)dx>}l (/ v,l;l”(x)dx);'

<0y

par conséquent
1

([ wios)" ([to)” <

d’ou l'inégalité (1.34) est vérifiee pour tout € € (a,b) et pour z €
(a,b) , on a

Q=

0< UTIU_FI{’ (l‘) < Ui‘p’(g;) , hmn+oo UrlL_p/ (.Z‘) _ ,Ul—p/ ((L’)
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Equivalence d’inégalités de Hardy et les Conditions de validité pour le cas
1.2 L’approche par le théoréme 1.1 p<q.

comme v, (x) est mesurable et non négative décroissante alors d’apres
le théoréme de la convergence monotone on a
. 1
. — / p
lim v
a n—-+00

([ )

1

([ ([ £7) ([
_ ( / bw(az)dm)

<L

3 =

3=

donc
FL(g; a7b7w)U7Q7p) S C'L

pour tout € € (a,b) , et on obtient I'inégalité

BL S OL.

Preuve du Théoréme (1.1)
(<) Supposons que By < oo alors d’aprés le lemme (1.2) 'inégalité
(1.4) est vérifiée et de plus

Cr < K(q,p)Br

(=) Supposons que I'inégalité (1.4) est vérifiée et d’apres le lemme (1.3)

,on a
B <(Cy
et comme
CL < o0
alors
Br < Cp < 0.
De plus

B, <(Cp < K(q,p)ByL .
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Chapitre 2

L’inégalité de Hardy pour le cas
l<g<p<ooet
D<g<l,l<p<o

2.1 L’inégalité de Hardy pour 1 < ¢ <p < o©

Notations

pour p > q,v,w € W(a,b) et x € (a,b), on trouve
AL = AL(CL7 ba w, v, Q7p)

1

_ {/b H/: wl(t) dt]q V;Ulp'(t) dtr/]r o (1) dx}r.

(2.1)

1

on 11 1
o2 (2.2)

r q P
Théoréme 2.1 Soient 1 <g<p<oo, v,w € W(a,b) linégalité

{j[ U ()] w dm} <:CQ/L/)|U' WP o(@)d }1‘ 23)

FEst vérifiée pour tout U € ACL(a,b) si et seulement si
Ap = Ap(a,b,w,v,q,p) < oo. (2.4)
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2. 1L Liivpegatitle detHapdyrpeunsll<g<<p<<oo et 0 < g< 1,1 <p < o0

De plus , pour la meilleure constante possible Cp dans (2.3) les estimations
sutvantes sont satisfaites

qi (%)? AL <COp<qi (p)7 Ap . (2.5)

Lemme 2.1 Soient (1 <p < q<o0) etv,w e W(a,b)
on suppose que le nombre Ap < oo. Alors l'inégalité (2.3) est vérifiée VU €
ACL(a,b) et la meilleure constante possible Cp, dans (2.3) satisfait l’éstima-

tion suivante : )
T

crs (o) () A 20

Preuve
Supposons que A;, < oo telle que
1

1o o o] -
v (oah)

Comme / VP (H)dt < oo et d’apres le lemme (1.1) , inégalité (2.3) est

Ap =

vérifiée si seulement si I'inégalité (1.5) est vérifie Vf € M*(a,b) Pour chaque
f, d’'une maniére analogue a la preuve de lemme 1.2

/: ( / ’ f(t)dt>q_1f(?/)dy _ L__hl ( /ayf(t)dt>q_1+1]:
B % (/:f(t)dt)q,
Alors

[ () @ = [ ([ ww) v
- [/b (/ (/ayf(t)dt)q_l f(y)dy) w(g;)dx] |
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2. 1L Liivpegatitle detHapdyrpeunsll<g<<p<<oo et 0 < g< 1,1 <p < o0

b
Comme A; < oo, alors / w(z)dx < oo ,donc en appliquant le théoréme de
)

Fubini , on obtient :

a<zx<b et a<y<zx

On pose

En appliquant 'inégalité de Holder a I pour 3 parameétres > 1

1 1+ 1 1
> ot =k
p—q p q—1

+

on obtient

q—1

/ P 2)|dz < (/ P (2)]7 qu) B (/ab|G(x)|pd:v>; (/abm(x)yq’&dx) ’
Flz) = < /y bw(x)dx) ( / ’ vl—ﬂ(t)dt)q_lv“p'é““”(y)



2. 1L Liivpegatitle detHapdyrpeunsll<g<<p<<oo et 0 < g< 1,1 <p < o0

I = /ab (HLf)q(x)w(x)dx

- -7 [ [( [ ) ( /jvl—pf@)dt)‘”Mmy)] '
i )] [(p 0 () [ o) (<y>]
s [ (o) ()] ]
([ o)
[ Lo [ () o) o= dy] o

En simplifiant, on trouve :

P

< -1 [ [ ([ wtae)™ ([ o) o vl—p'@)dy] 7 x
[ vl . [o=n(ms) o ([ o o) v o]

-1

{/ab fp(y)v(y)dyr X [/ab (HLf)p(y)(p —1) (/ay vlp'(t)dt)pvlp’(y)dy] B |

On éléve a la puissance ¢ puis a la puissance % I’expression précédente
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2. 1L Liivpegatitle detHapdyrpeunsll<g<<p<<oo et 0 < g< 1,1 <p < o0

et en utilisant les notations suivantes :

[ (o] [ ]
#a [ o] [

telle que : pour la nouvelle fonction de poids w et pour v on trouve :

[ () @i < atp-1)

BL<a7 bv QI), v, q)p) S 1.
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2. 1L Liivpegatitle detHapdyrpeunsll<g<<p<<oo et 0 < g< 1,1 <p < o0

Comme By, < 0o, donc d’aprés le théoréme (1.1) I'inégalité (2.3) est vérifiée
YU € ACL(a,b) et By < Cp < K(q,p)By et pour ¢ = p on obtient

ll%mjwwﬂw@r §@<£w@¥unum0;
K(p,p) </ab f(gc)p(x)v(x)dx) v |

Ici on a utilisé ’estimation du lemme 1.2,
telle que

D’apres (2.7)

Q

e = (| () (@)

<at o= 1% s ([ Pt " ([ sy o) "
([ @) <ot ([ P

<(/: o (f)@(x)d:p> ;) 7, < (p)# () (/a fp(x)v(x)dx) ’

34
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2. 1L Liivpegatitle detHapdyrpeunsll<g<<p<<oo et 0 < g< 1,1 <p < o0

29 o ([ (m f)q@w(x)dx)i
ot (] o) 2 )
:q1<(p_1)mp’"‘p“ AL(/fP )w> . (%)

Comme

En remplagant dans (*) , on obtient

(/ b<HLf>q($)w(x)dx> <AL ( / - )

Donc, (1.5) est vérifiée alors (1.4) est vérifiée et comme C', est optimale on a

1
Cr < C]% (p")r AL.
Le lemme est prouvé.

Lemme 2.2 Soient 1 < ¢ < p < oo et v,w € W(a,b) , supposons que
Uinégalité (1.4) est vérifiée avec la constante optimale Cp, YU € ACY , alors :

g7 <@> A <o (2.9)

r
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2. 1L Liivpegatitle detHapdyrpeunsll<g<<p<<oo et 0 < g< 1,1 <p < o0

1
telle que : — = — — —.
q p

Preuve : Supposons que l'inégalité (2.3) est vérifiee VU € AC(a,b) , alors
d’apres le lemme (1.3) (pour p,q des nombres arbitraires de (1,00)) .On a :
B, < Cp, donc By, < oo, par conséquent

/:w(t)dt <oco /jvlp’(t)dt < 00, (2.10)

pour tout z € (a,b) .
On choisit {a,}, {b,} deux suites réelles telles que a,, — a, b, — b quand
n — +oo et pour n € N | = € (a,b) , on introduit des fonctions auxiliaires ,

b ﬁ T ﬁ ,
folz) = (/ w(t)dt) (/ vlp/(t)dt> 0V P() X (@ ) (T)dz. (2.11)
Evidemment f,(z) > 0 dans (a,,b,) ,d’ ot

b
/ fP(x)v(x)dz > 0. (2.12)

Si on définit

/b (/:w(t)dty (/ vl—P’(t)dt> ' vl—p/(x)dxl % O 213)
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2. 1L Liivpegatitle detHapdyrpeunsll<g<<p<<oo et 0 < g< 1,1 <p < o0

Comme a,, <z < b, on obtient

Ar = / b ( / bw(t)dt); ( / vl—p’(t)dt) "o () d

(2.14)



2. 1L Liivpegatitle detHapdyrpeunsll<g<<p<<oo et 0 < g< 1,1 <p < o0

En vertu de (2.11) ,Iinégalité suivante est vérifiée

bn

b
/ fP(z)v(z)dr = fP(x)v(r)de = Aj,. (2.15)

an

Maintenant,on va déduire des estimations inférieures(a gauche) de 'inégalité
(1.5) ,pour f € M*(a,b).On peut utiliser 'inégalité (1.5) au lieu de I'inéga-
litée (1.4) d’apres le lemme (1.1) et la 2™¢ condition dans 'inégalité (2.10)

</az HLfn(t)dt>q = q/: (/ay fn(t))q_l Fuly)dy,
alors

</ g eesis) = [ | ([ fn(t)dt)qw<x> o] %
- -q /ab ( / ) ( /ay fn(t)dt>q_1 fn(?J)dy) w() dx] | "

En appliquant le théoréme de Fubini, on obtient

(Pt} - [ () s 00)o]
[ ) ()]

D’aprés la forme (2.11) et pour y € (ay,,b,) , On obtient

/a fa(D)dt = / < / bw(x)dx)’; ( / vlp’<x>dx);¢vlp/<t>dt
- /y (/b w(“")dx) " ( / o'~ <x>d$) s (t)dt (car(a, <t <))

Q=

Q=
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2. 1L Liivpegatitle detHapdyrpeunsll<g<<p<<oo et 0 < g< 1,1 <p < o0

L la,

comime

Alors

: fu(t)dt > ]% (/ybw(t)dt)qp (/C: vl‘p'(x)dx) T )
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2. 1L Liivpegatitle detHapdyrpeunsll<g<<p<<oo et 0 < g< 1,1 <p < o0

(/ab <HLf">q(x)w(’”)dx); > (g) (%);A;T{ . (216)



2. 1L Liivpegatitle detHapdyrpeunsll<g<<p<<oo et 0 < g< 1,1 <p < o0

Ce qui implique

1 / % r_r
(q)i (?%) Al T <Oy (2.17)
On a
T T 1 1 1
- — — =7 _— = — :17
q P <q P> <T>
donc

S
7

(Q>% <]ﬁ> ' An S C’L-

r

Comme 0 < A,, < oo d’aprés (2.12) , (2.14) , (2.15) et dans (2.17) , quand
n — 400 , on obtient

bn, b q x 7 v
. _ . l_p/ l_p/
nirgoo A, nirflroo [/an (/x w(t)dt) (/an v (t)dt) v (x)dx]

alors
. 1 (pq v 1 (Pq 7
Jim @ (20 a0 (B0) 4 29

Preuve du Théoréme (2.1)

(<) Supposons que A; < oo alors d’aprés le lemme (2.1) , VU € AC(a,b)
I'inégalité (2.3) est vérifiée et de plus
1

I ORGY

(=)Supposons que l'inégalité (1.4) est vérifiee VU € ACL(a,b) ,et d’apres le

lemme (2.2) , on a
1
/ o
g (p—q) tAL <
r
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2. 1L Liivpegatitle detHapdyrpeunsll<g<<p<<oo et 0 < g< 1,1 <p < o0

q¢ p
Et comme l'inégalité (2.3) est vérifice alors O, est la constante optimale,
donc )
e\
Cr<oo=|— A < oo = A < 0.
r
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2.2 Idéghtitdeddalthrdyupdairad kg ecdp < oo et 0 <g< 1,1 <p < 00

2.2 IPinégalité de Hardy pour 0 < ¢ < 1.

Introduction : On a déja mentionné I'inégalité de Hardy :

U Uiz dl"] <CU ' (@)[" v ()daﬁr. (2.18)

L’inégalité (2.18) a été considérée par G_ SINNAMON [77] dans le cas ou,
0<g<1l,l1<p<oo. (2.19)

Ce cas a été aussi étudié par HALPERIN [32] en utilisant 'idée deSINNA-
MON avec certaines modifications.

Théoréme 2.2 Soit f € M*(a,b),p € W(a,b) telles que :

/ " Ht)dt < oo, / " J(t)dt < oo, (2.20)
Alors il existe une fonction fo € M™T(a,b) satisfaisant
/r f)dt < /x fo(t)dt pour z € (a,b); (2.21)
fo\p non croissante sur(a,b) (2.22)
Hf oy < IIL H ab)p pour chaque p € [1,00) (2.23)

Théoréme 2.3 Soient 0 < g <1 <p < oo,v,w € W(a,b).

Alors 'inégalité (2.18) est valable pour chaque U € ACL(a,b)
si et seulement si
Ap = Ar(a,b,w,v,q,p) < oo. (2.24)

De plus, pour la meilleure constante possible C dans (2.18), I'estimation
suivante est satisfaite :

1
1 p

gt ( ) A, < C < qiA;. (2.25)
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2.2 Idéghtitdeddalthrdyupdairad kg ecdp < oo et 0 <g< 1,1 <p < 00

Remarque

Le théoréme 2.3 est une conséquence des lemmes suivants. A} est introduit
a l'aide de la formule suivante.

A*L = Az(a/7 b7 w7 /U7/U7 q?p)

_ {/b (/axvl—P/(t)dt);l (/xbw(t)dt);w(x)dx}i |

Lemme 2.3 Soient 0 < ¢ <1 < p < oo,v,w € W(a,b). Ar, A} définis par
(2.24) et (2.26),respectivement. Alors

(2.26)

1
’ 1

Ar(a,byw,v,q,p) = (%) Aj(a,b,w,v,q,p) (2.27)

preuve (voir|66], p.130_132).

Remarque

Dans les prochaines affirmations, nous traiterons au lieu de l'inégalité
(2.18) I'inégalité :

1
p

{/ab (H,f)* (x)w(x)dx]‘lz <C {/ab fp(x)v(az)dx] (2.28)

pour f € M™(a,b). Ceci est possible grace a l'affirmation du lemme (1.1)
valable aussi pour 0 < ¢ < 1,1 <p < o0

Lemme 2.4 : soient 0 < ¢ < 1 < p < oo,v,w € W(a,b).supposons que le
nombre Ay, de (2.24) est fini. Alors, Uinégalité (2.28) est vérifiée pour chaque
f € M*(a,b) avec la constante

1
C= qE AL. (229)
Preuve(voir [66], p.133_135).
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2.2 Idéghtitdeddalthrdyupdairad kg ecdp < oo et 0 <g< 1,1 <p < 00

Lemme 2.5 soient 0 < ¢ < 1 < p < oo,v,w € (a,b). Supposons que l’'in-
égalité (2.28) est valable (avec une constante finie C)pour quelle que soit

f € Mt(a,b).Alors
g1 (p)? AL < C - (2.30)

preuve(voir|66], p.133_135)

Exemple 2.2.1 Soient p,q € (1,00) et l'inégalité

Uooo ’u(x”q”:adxr ¢ UOOO !U'(x)!”xﬂdxr : (2.31)

Alors on a (a,b) = (0,00),w(x) = 2% v(z) = 2%,a, 3 € R. Si on considere
le cas p < q,alors les nombres By, et Br de (1.10) o4 :

BL = BL(aa b,w,v,q,p) = Ssup FL('r)

a<z<b
respectivement, sont donnés par les formules :
@ 5 ~(2+)
B = (1) -1 (=18 pourp<p-1
(2.32)

1 1)

Br = (2) w-17 (3+1-p) 0

. pourfs > p — 1.

St on considére le cas p > q, alors les nombres Ay et Ag sont d la fois infi-
nis, et par conséquent nous pouvons affirmer que linégalité (2.31) n’est pas
vérifiée (avec une constante finie C') sur la classe Acy(0,00) ou Acg(0,00),

l<g<p<oo.
Il est donc naturel de considérer (2.31) seulement pour :
1<p<qg<oo.

Alors dans ce cas l'inégalité (2.31) est valable.
i) pour u € ACL(0,00) si et seulement si

B<p-la=pi—%-1
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2.2 Idéghtitdeddalthrdyupdairad kg ecdp < oo et 0 <g< 1,1 <p < 00

ii) pour u € ACg(0,00) si et seulement si

_ — R4e _ 94 _
b>p—1,a= by 1

la constante C' peut étre définie

C =k(q,p)B.
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Chapitre 3

Quelques remarques sur les
meilleures constantes dans
certaines inégalités de Hardy

Résumé

Les constantes optimales dans les inégalités de type Hardy ne sont connues
que dans quelques cas. Dans ce chapitre on discute de certaines situations
ou de telles constantes sont connues. mais aussi de nouvelles constantes op-
timales sont déduits a la fois dans des cas unidimensionnels.

Introduction

G.H.Hardy a énoncé en 1920 [34] et prouve en 1925 sa fameuse inégalité :
si f(x) est mesurable non négative sur (0,00 ) alors :

/Ooo (i /Oz f(t)dt)pdm < (%)p/o‘” F2(a)da,p > 1. (3.1)

Il a lui-méme présenté en 1927 la premiére généralisation de (3.1), a savoir :

o] 1 x p p 0
/ (—/ f(t)dt) x%dx < (L) / fP(x)zde,p > 1,0 < p—1.
0 T Jo p—l-a 0
(3.2)
La période qui a duré plus de 10 ans de recherche jusqu’a ce que Hardy

découvre enfin ses inégalités (3.1) et (3.2) a été récemment décrite |7].
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Quelques remarques sur les meilleures constantes dans certaines inégalités
de Hardy

Le développement ultérieur d’améliorations de (3.1) et (3.2) est discuté dans
de nombreux livres (|43],[49]et[39]). Nous mentionnons tout d’abord la forme
moderne suivante de 'inégalité de Hardy :

(/Ooo (/:f(t)dt)qu(x)dx>; <C (/Ow fp(x)v(x)dx); | 33)

ou f(x) >0, u et v sont des fonctions de poids,1 <p<q<oo; on considére le
cas 1 < p < oo,alors il est bien connu que (3.3) est vérifiée si et seulement
Si:

At = sup, ( / h u(t)dt)é < /0 "t (t)dt) . (3.4)

1 et on outre,

/
oup =

Aup < C < k(p,q)Aus. (3.5)

On remarque que beaucoup d’expression de k(p, ¢) sont connues (voir[49],pp46-
47)

N
k(p.q) =pi(p)r  ou  k(p.q) = (Hz%) (H%)p'
On remarque également qu’une élégante preuve de la caractérisation (3.4) a
été donné en 1972 par B.Muckenhoupt [58| pour le cas p = ¢ et en 1978 par
J.S.Bradley [11] pour le cas général 1 < p < ¢ < oo pour le cas p = ¢ on se
référe également a des documents antérieurs de G.Talenti et G.A.Tomaselli
[85].
Les constantes dans (3.1) et (3.2) sont optimales mais pour la meilleure
constante possible C' dans (3.3) on ne peut donner qu’'une estimation de
type (3.5).
Dans ce chapitre on a examiné le cas le plus simple avec des fonctions de
poids,
en effet la constante optimale peut étre trouvée(voir théoréme(3,1)). D’abord
on note qu’en appliquant (3.4) dans le cas des fonctions de poids on obtient
facilement ce qui suit (voir exemple 0.3(i)dans [43]) :
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3.1 Résultat de Bliss de Hardy

Exemple 3.0.1

Iinégalite
(/OOO (/Ox f(t)dt)qxadx); <C (/OOO fp(x)xﬁdx)’l’ . (3.6)

Est valable pour 1 < p < ¢ < oo si et seulement si :
a+1l B+1
q p

g<p-—1 et 1. (3.7)
Dans (3.3) on peut considérer la situation avec / qui peut étre remplacé
0

o0

par cette inégalité peut étre caractérisée par une condition similaire a
xT
celle (3.4) pour le cas particulier des fonctions de poids (voir 1'exemple 0.3

(ii)dans [43]).
Exemple 3.0.2

Iinégalité :
(/OOO (/OO f(t)dt>qx“dx>; < (/OOO fp(x)xﬂ>; 58)

est vérifiée pour 1 < p < g < oo si et seulement si :
a+l [B+1
P

Dans la section 2 ,on présente quelques préliminaires d’intérét indépendant :

B>p—1 et 1.

préliminaires

3.1 Reésultat de Bliss

Pour le cas f = 0, G.A.Bliss|[10] a prouvé le résultat suivant :

Théoréme 3.1 Soit 1 < p < q < co.L’inégalité (3.6) avec =10 et
a = —[% — 1 est vérifiée avec la constante optimale :

D=
Qi

q—

() )
R TEREC =)




Quelques remarques sur les meilleures constantes dans certaines inégalités
3.2 Résultat de Bliss Manakov de Hardy

Et avec cette constante (3.6) se transforme en égalité si et seulement si :

flz) = ¢ T (3.10)

(a:v%_l + 1) v

On souligne en suite qu’il existe une continuité dans la constante optimale
q — p ce qui n’a pas €té souligné dans [’article initial de Bliss .

Remarque 3.1 il est valable Cp,y — Ll quand g — p en effet,en utilisant
p —

2 T
la formule de Stirling T(z) ~ 1/—7T (E) quand x — oo et en utilisant la
T \e

notation : p = on constate que :

p—4q

=

oo » Py 1 m (e
"=\ -1) T\ [2m (a5 2_7T(_u_)i
u/qqe :U//q/ de
_ 1 % 1 ’ ﬁi P
N(p—l) P <p> T -1

b 1 est la constante optimale dans l’inégalité d’origine

et il reste a noter que

de Hardy (3.1).

3.2 Reésultat de Bliss Manakov

En utilisant notamment le résultat de Bliss ,V.M.Manakov [88] a prouvé
ce qui suit :

Théoréme 3.2 Soient 1 < p < q < o0 et v une fonction de poids tel que
/ T (x)dx = oo.Alors il existe une fonction de poids u telle que

0
0 < App < oo et dans ce cas la constante optimale C' = Cy, dans l'inégalité
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Quelques remarques sur les meilleures constantes dans certaines inégalités
3.3 Quelques résultats d’équivalence de Hardy

de Hardy de poids (3.3) est déterminée par :

o=
Q|-

)

Remarque 3.2 Manakov a mentionné le cas pour une constante des fonc-

tions des poids de puissance correspondant a ce cas spécial f = —qu_—_pq(p —1)
et en consé = —rlazl)
, quence o = —= =~

3.3 Quelques résultats d’équivalence

Dans le cas p = g ,pour que @ = 3 — p on a les informations précises
suivantes :

Théoréme 3.3 Soit f une fonction mesurable non négative sur(0,00) et soit
p=1
(a) L’inégalité (3.6) avecp = q est vérifice avec « = f—p si f < p—1,avec
la constante optimale C' = p_’f_ﬂ.
(b) L’inégalité (3.8) avec ¢ = p et avec B remplacé par By si By > p — 1
et a = By — p avec la constante optimale C' = ,30+p1*p :
(c¢) Les inégalités (3.6) et (3.8)(avec B remplacé par By) pour ¢ = p sont

équivalentes avec la relation § = 2p — By — 2 entre les paramétrés .

Remarque 3.3 On peut trouver une preuve simple d’une estimation plus
générale dans [51] .

La prochaine étape consiste a énoncer une équivalence comme théoreme 3.3
pour le cas 1 < p < q < o0.

Théoréme 3.4 Soit 1 < p < q < oo ,les inégalités (a) et (b) suivantes sont
valables et équivalentes :
(a) L’inégalité :

(/OOO (/OI f(t)dt)qxad:v>; <cC </Oz fp(x)xﬁda:>; (3.11)
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Quelques remarques sur les meilleures constantes dans certaines inégalités
3.3 Quelques résultats d’équivalence de Hardy

est valable pour toute fonction f mesurable sur (0,00) si et seulement
St

a+l B+1
p

g<p-—1, 1 (3.12)

(b) L’inégalité

(/OOO (/:o f(t)dt)qxo‘odx); <C (/OOO fp(m)xﬁodx); (3.13)

est valable pour toute f(t)mesurable sur (0,00) si et seulement si :

Ozo—i-l_ﬁo—i-l_
p

1

bo>p—1, (3.14)

Y

on outre :
(¢) La relation formelle entre les paramétres [3 et By est : fo = —F—2+42p
et dans ce cas les constantes optimales dans (3.11) et (3.13) sont égales

La constante optimale dans (3.11) et (3.13)

On utilise d’abord des idées similaires a celle de la preuve de Manakov

et du résultat de Bliss pour déduire une nouvelle constante C' = C} ,qui
est optimale dans (3.11) pour chaque p € (1, ¢),et qui posséde également la
proprié¢té de la continuité que Cj, tend vers ————quand ¢ — p qui est

p—1-—
la constante optimale pour le cas p = ¢ par théoréme 2.3

Théoréme 3.5 Soient 1 < p < q < ocet les paramétres o et 3 satisfait
(3.12) , alors la constante optimale dans (3.11) est C = C* . ou

pq’

a0 (i) - oo

L’égalité (3.15) se produit ezactement quand f(x) =

3=

(dpoiiﬁ(§*1)+—1>.

De plus :
p

_ quand : q— D. 3.16
15 (3.16)

*
Cpq —
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3.3 Quelques résultats d’équivalence de Hardy

En utilisant ce résultat et le théoréme 2.4 , on obtient la constante opti-
male suivante dans (3.13) :

Théoréme 3.6 La constante optimale dans (3.13) pour le cas

l<p<qg<ooest C'g’q ou C;E,q coincide avec la constante C; , avec
L’inégalité dans (3.13) se produit si et seulement si : f(x)est sous la forme :

CxBO/p_l
(a0 11) =

On outre,on a la continuité entre les constantes optimales quand ¢ — p

fz) =
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Conclusion

Le sujet des inégalités de Hardy modernes est un théme d’actualité ayant
des applications dans différents domaines de mathématiques.
Par exemple les cas 0 < p < 1,0 < ¢ < 1,p < 0,g > 1 et autre sont peu
étudiés et peuvent faire I'objet de futures recherches.
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