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NOTATIONS GENERALES

Espace de Banach.

Espace de Hilbert.

Espaces de Sobolev.

Fonctions continues a support compact dans €.
Espace vectoriel des fonctions de puissance p-intégrable sur €).
Algeébre de Banach des opérateurs linéaires bornés dans E.
Ensemble des applications linéaires de E dans E.
Domaine de 'opérateur A.

Norme de graphe.

Adhérence de 'ensemble D(A).

Opérateur linéaire non borné.

Adjoint de l'opérateur A.

Identité.

Ensemble résolvant de 'opérateur A.

Spectre de 'opérateur A.

Application résolvante de A.

Transformation de Laplace.

Approximation de Hille-Yoshida

Gradient de u.

Laplacien de u.

Produit scalaire.

Injection de Sobolev.

Produit de convolution.
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INTRODUCTION

La théorie des semi-groupes d’opérateurs linéaires trouve des applications dans de nom-
breuses branches de 'analyse. De telles applications a 1’analyse harmonique, a la théorie de
I’approximation, a la théorie ergodique et & de nombreux autres sujets.

Ce travail s’intéresse a étudier l'existence et 1'unicité et éventuellement la régularité des
solutions du probléme d’évolution semi-linéaire en utilisant la théorie de semi-groupes fortement
continus engendrée par les opérateurs m-dissipatifs et celle de Hille-Yosida, et les injections de
Sobolev.

A cet égard, le mémoire est divisé en trois chapitres :

- Premier chapitre :
Ce chapitre est consacré a la théorie des semi-groupes des opérateurs linéaires bornés en

particulier les Cy semi-groupes.

Cette partie rassemble aussi les définitions et les espaces fonctionnels que nous utiliserons

dans ce mémoire.

- Deuxiéme chapitre :
Dans chapitre nous présentons quelques théorémes concernant I’engendrement du semi-
groupe fortement continu par les opérateur m-dissipatifs en utilisant le théoréme de

Hille-Yosida et Lumer-Phillips, avec la démonstration.

- Troisiéme chapitre :
Dans ce chapitre, nous nous intéressons a étudier les problémes d’évolutions paraboliques
semi-linéaires, avec des conditions aux limites de type Dirichlet.

On présente les résultats d’existence de la solution en utilisant le théoréme de Hille-

Yosida en exploitant les théorémes présenté dans le chapitre précédant.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

1.1 Espaces L? :

Soit € un ouvert borné de R"

Définition 1.1.1. Soit p € R avec 1 < p < +00. On note par LP(Q2) lespace des classes

d’équivalences de fonctions de puissance p-intégrables sur  a valeurs dans R :

LP(Q) ={f : Q — R; f mesurable et ||f||» < 00}

Il = ( |f(x)|pdx);

L’espace LP(§2) muni de la norme ||.||rr est un espace de Banach.

avec

Sip =00 on a
[[fllec = sup|f(z)] = nf{M > 0 |f(@)| < M pp sur O}
xe

(L=(2),]]-||sc) est lespace des fonctions essentiellement bornées sur S).

L*(Q) = {f: (/Qlf(t)P); < +OO}

<L2(Q), (., .>L2(Q)) est un espace de Hilbert, ou (., .)LQ(Q) est le produit scalaire définit comme

St p =2 alors
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suit :

by = [ S@)gla)dzs Vh.g € 10)
Produit de convolution :
Définition 1.1.2. Soient f, g deux fonctions mesurables de R™, alors la fonction
y— f(x —1y).9(y) est integrable V(z,y) € R" x R"
et on définit le produit de convolution comme suit :

(fxg)(x) = . flz—y).g9(y)dy

Quelques inégalités importantes :

Théoréme 1.1.1. Soient f € LP(Q) et g € L1(Q)) deux fonctions mesurables, avec

alors :
fgeLl et ||fglloe <IflleellgllLe

Théoréme 1.1.2. Soient f,g deux fonctions mesurables de LP(2) et p > 1, alors :

f + glle < [ fllze + llgll e

Théoréme 1.1.3. [4] Soient p,q,r € [1,+oo| vérifiant

1 1 1
Tl =14=
P q r

et f,g deuz fonctions mesurables de LP(S2) et LI(2) respectivement Alors :

1F o gllr < [1f1]ze-llgl| 2o

1.2 Espaces de Sobolev :

Soit € un ouvert borné de R"

Dérivées faibles :



1.2 Espaces de Sobolev : 3

Définition 1.2.1. Soit u une fonction localement intégrable sur 2 et o € N™. On appelle
une dérivée faible de u d’ordre «, et on la note 0“u, toute fonction v localement intégrable sur

Q telle que

Vo € C2(Q) /

Q

ud®pdr = (—1)! /Q vodx
Espace W™P(Q) :
Définition 1.2.2. L’espace de Sobolev W™P est défini par :

WmP(Q) = {u € LP(Q);Va € N |a| < m,0% € LP(Q)}

On le munit de la norme :

S =

[ —— Ejlﬂwwwwm

|a|<m

ST

= | D ll*u(x)llL,

la|<m
Remarque. La dérivée dans la définition est a comprendre au sens des distributions.
Espace H'(Q) :
Définition 1.2.3. [3] L’espace de Sobolev H*(SY) est défini par

ou
3:15,-

HY(Q) = {u € L*(Q) tq Vi€ [1,n],— € LQ(Q)}

On muni H' () du produit scalaire

(u, ) 1) :/Qu(x)v(:p)d:p+/ﬂVu(x).Vv(m)da:.

et de la norme )
3
lulliey = ([ @)+ 19ua)?) d
Uespace de Sobolev H () est un espace de Hilbert.

Remarque.
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1. Sip=2,m=1 alors W"*(Q) = H'(Q)
2. On sait que [[ul[rz < [u|[m et [[Oul|> < lul|m

3. Pour tout Q) ouvert de R", on a :
D(Q) Cc H'(Q) c L*(Q)
Espace H™((2) :
Définition 1.2.4. [3] L’espace de Sobolev H™(S2) est défini par :
H™(Q) = {u € L*(Q) : Va € N", |a| <m, D € L*(Q)}

On le munit de la norme :

D=

fullae = | 32 [ 1D"uta) P
|| <m Q

1
2

= | D IDu(x)|2

laj<m

Espace H}(Q) :

Définition 1.2.5. [3] On définit H}(2) comme la fermeture de C°(2) dans H' ().

Autrement dit :
HY(Q) = {u € H(Q); 3¢, € C=(Q) tel que ¢, — u dans H'(Q)}
Trace :

Définition 1.2.6. Soit ) un ouvert borné et régulier. On peut définir une application linéaire

et continue
P WmP(Q) — Lp(aQ)

w s ()

Prolongeant Uapplication trace pour les fonctions continues sur Q :

Vu € W™P(Q) N CQ) : v(u) = ulyg
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L’application trace est continue de WP (§) dans LP(0N2), ce qui signifie qu’il existe une constante
Cq telle que
Va € W), [[4(u)|vomy < Callullwrso

Proposition 1.2.1. Soit Q un ouvert borné et réqulier, on définit l’application trace

Y HY(Q) — L*(09)
u i t(u)

D’apres Définition on prolongera Uapplication v pour les fonctions continues sur §) :
Vu e H(Q)NCY(Q) : (u) = ulyg
Donc, on peut définir 'espace Hg(2) comme suit :

Hy(Q) = Ker v ={ue€ H" :¢(u) =0}
={u € H' : u|pq = 0}

Remarque. Soit u € W'(Q), 1 < p < oo avec supp u C Q, alors u € Wy (Q)

Inégalité de Sobolev et théoréme d’injection :

Théoréme 1.2.1. [6] (Gagliardo, Nirenberg, Sobolev) Soient Q un ouvert borné de R" et
p € [1,n], alors Uespace de Sobolev WHP(Q) s’injecte continument dans LP" (£2)

Plus précisément, il existe une constante C,, , > 0 tel que :

lull o < Copl[ V]| e

avec
—1
L, = m=be
n—p
np , »
2. pf= est l’exposant critique de Sobolev.
n—p
5. Vu= (e, )

Preuve. De (1| page 162, on a :

1

ou

oy

3

ou
ox,,

lll n s'

n—1
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et on a :
S
\V4 =
[ Vul] ;H@xiHLl
Alors
1 1
| < ou ||» ou ||
L - 6371 8:En
-1
1 1
< IVl - IVl
nj:gis
< |[Vul|p:
Alors, pour p =1 on trouve que p* = et Cpp=1

-1

Montrons que
np
-Pp

l|ul| s < Chpl|Vul|e avec p* = -

On pose
* n = _ n—p
- p(n—1)
Alors
[ tutap e = [ futey3as
Q
:/ (ju(@)|*")* do
Q
= u(z)|==1)°
| (utr=)
= u\xr é n
| (@)
On pose

1 1 -
(o) = s = Vol = (3190 0l
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D’ou
- 1 RN
/\u(x)y” dr < (—HVU . ulanLl)
Q (0
1 1-a = P
< =lIVulle - |Ju =" ||La (Holder avec g = ——)
o' p—1
1 . P21\ 1
< (—||VU||Lp . /(!ulalppld:v> ’ )
o Q
Or
1 P
l—a p _ p(n—1) »p
a p—1 n—p p—1
p(n—1)
_pn=D—n+p p
n—p p—1
:p*
Alors
* 1 p*.E %
e < (G190 - 1}
1 = p*.pTTl,n%
< (G091 )™l
D) 1 1
Il < (S191 )
Or
. p—1 n np np—p—np+n
pr(1- ) = :
p n—-1" n-p np —p
_on
-1
Donc
1
|l < —|[Vul|Ls
«
Avec ( )
1 pn-— N np
Cn7p: g t p o
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Remarque. C, , n'est pas la constante optimale.

Corollaire 1.2.1. Soient Q0 un ouvert borné de RN et 1 <p < oo on a :
1.1<p< N  alors W'P(Q) — L (Q) ou #:%_%
2p=N  aors W@ L1 Vg€ [p,+oc
3. p>N alors WP (Q) s L[>

avec injections continues

De plus, si p > N on a pour tout u € WHP(Q)

| u(z) —uly) [< Cllullwir@lz =y |*  ppVe,yc

avec « =1 — % et C' une constante qui dépend de p, N et () En particulier,

Wie(Q) ¢ C(Q)

Corollaire 1.2.2. On suppose que Q0 un ouvert borné de classe C, on a :
1Lsi p<N  alors W"(Q)— LYQ) Vg€ [L,p| ou =
2.8 p=N  alors WWW(Q) < L1 VYqell,+oo]

8. si p>N alors WYP(Q)— C(Q)

S
=

avec injections compactes
Inégalité de Poincaré :

Théoréme 1.2.2. Sotent Q) un ouvert borné de R™ et p > 1, alors il existe une constante
Cq > 0 tel que :
vu e WyP(Q)  lullee < Col [ Vul|1s

Inégalité de Gronwall :

Théoréme 1.2.3. Soient p, 1) et y trois fonctions continues sur un intervalle [a,b], d valeurs

positives et vérifiant l'inégalité

t

VEE[a,b],  y(t) <pt)+ | v(s)y(s)ds

Alors
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Preuve. Posons

= [ vty
~res (- [ t o(eyis )

En multipliant les deux membres de ['inégalité donnée en hypothése par 1(t), on obtient :

() < wOpt0) +0) [ w(s)y(s)d

F'(t) < (t)p(t) + (1) F (1)

F'(t) — () F(t) < ¢(t)e(t)

G = F'(1) exp< /¢ ds)— exp< /w )

— (F'(t) — F(0)(t)) exp (— / tws)czs)

< (GH(t) exp (— / tws)ds)

Comme G(a) = F(a) =0, on déduit, par intégration

6 < [ elsutsren (— [ vtws) s
< [esren (/ twu)ds) ds

Or par hypothése, on déduit que :

o0 <o)+ [ topwisie ([ o) as
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Corollaire 1.2.3. Soient ¢ et y : [a,b] — R deux fonctions continue vérifiant
t
K20 /e ot o) <K+ [ os)ds
Alors

welat, o)< Keo( [ tws)y(s))

Preuve. Il s’agit du linégalité de Gronwall dans le cas ou @ est constante égale a K, on a

donc pour tout t € [a, b]
y(t) < K+/ K(s)exp (/S¢(u)du) ds

t

_K+K {exp (/asw(u)du)L
~ Kexp (/at¢(s)ds>

1.3 Quelques théorémes fondamentaux :

Fonctions Lipschitziennes, contractantes :

Définition 1.3.1. [1] Soient (E,d), (F,d’) deuz espaces métriques et f : E — F une fonction.

On dit que f lipschitzienne sur E, s’il existe une constante M > 0 telle que

d'(f(x), f(y) < Md(z,y),Vr,y € E

On dit aussi que f est M-lipschitzienne.
La plus petite constante M vérifiant cette inégalité est appelée la constante de Lipschitz et

on la note

Lip(f) = inf W

On dit que f est contractante si elle vérifie Lip(f) < 1
Théoréme du point fixe de Banach :

Théoréme 1.3.1. Soient (E,d) un espace métrique complet et f : E — F une application

K-contractante. Alors il existe un unique point fire ¥’ € E de f dans E (c-a-d une unique
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solution de f(x') = x’ et de plus, pour tout choix de xy € E, la suite récurrente définie par

Tpg1 = f(zn)
converge vers .

Enfin, on a l’estimation d’erreur

k2
1—-k

d(zp,2') < d(zg, 1), Yn >0

Corollaire 1.3.1. Soient E un espace de Banach, et f une application de E dans F.

Si [ est a puissance n-ieéme contractante, alors f posséde un unique point fize x’ et toute

suite d’éléments de E vérifiant la récurrence x,.1 = f(x,) converge vers z’
Théoréme de Banach-Steinhaus :

Théoréme 1.3.2. Soient E et F deur espaces de Banach. On considére une famille (T;);er

d’applications linéaires continues de E dans F.

Si la famille (T;);er est ponctuellement bornée, c-a-d
Ve € E, sg?HTZJEHF<CH:{;HE
Alors elle est uniformément bornée c-a-d :
sup || il < €

Théoréme de Lax-Milgram :

Théoréme 1.3.3. Soit H un espace de Hilbert, et soita : H X H — R une forme bilinéaire.

Supposons qu’il existe deuzx constantes C' < oo, > 0 tels que :
1. |a(u,v)| < Cllul|.||v]| pour tout (u,v) € H x h) (Continuité)
2. a(u,u) > a||ul|? pour tout u € H (coercitive)

Alors, Vf € H', il existe u € H unique, tel que :

a(u,v) = (f,v) YveH
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1.4 Opérateur linéaire non borné :

Soit E un espace de Banach

Définition 1.4.1. Un opérateur linéaire non borné A dans E est un couple (A,D(A)) tel
que D est un sous espace de E qui représente le domaine de A, et A est l'application linéaire
de D dans F;

A: DA CE—FE

De maniére analogue, un opérateur linéaire non borné de E dans F est un couple (A, D(A))

ou D(A) un sous-espace vectoriel de E et A est une application linéaire de D(A) dans F

Définition 1.4.2. Soit (A,D(A)) un opérateur linéaire non borné dans E. Lorsque D(A)
est dense dans E, on dit que (A,D(A)) est de domaine dense dans E

Définition 1.4.3. [7] Un opérateur (A, D(A)), linéaire non borné dans E, est fermé si son
graphe G(A) = {(z, Az) | x € D(A)} est fermé dans dans E x E

Exemple 1. Soit E = C([0,T],R) l'espace des fonctions uniformément continues sur [0,T]

On considére l'opérateur linéaire non borné (A, D(A)) suivant :

D(A) ={z € C([0,T],R)/2" € C(]0,T[,R)}
Az z(t) — (Ax)(t) = 2/(t)

On prend x(t) = sin(nt). D’ou :

|| Az()[| = [In cos(nt)]]
= nl| cos(nt)]]

=n
Si on suppose que A est borné, Alors : AM > 0 tel que Yz € C([0,T],R), avec ||z|| <1 :
|Az|| < M

Or :
|| sin(nt)|| <1

Ceci implique que :
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Mais comme n assez grand d’ou la contradiction.

Remarque. On remarque que :
1. (A,D(A)) un opérateur linéaire non borné peut étre borné ou non.
2. SiD(A) = E ,alors d’aprés le théoréeme de graphe fermé
A€ L(E) < G(A)est fermé dans E x E

De plus ;
pour les opérateurs non borné,il est trés important de vérifier que le graphe est fermé ou

non.

1.5 Semi-groupe fortement continu :

Tout au long de cette section (E,||.||) désignera un espace de Banach.
Définition 1.5.1. 7] Soit E un espace de Banach muni de la norme ||.||, et notons par B(E)

l’algébre de Banach des opérateurs linéaires bornés de E dans E muni de la norme d’opérateur

|T||BE)y = IISlHlp | Tz||, VT € B(F)
z||<1

B(E) étant donc un espace de Banach.

Définition 1.5.2. Une famille {S(t) }+>0 d’opérateurs linéaires bornée dans un espace de

Banach E est appelée semi-groupe fortement continue si
1. S(0) = I, (I est l'opérateur identité sur E)
2. S(t1 +t2) = S(t1) o S(t2) (propriété du semi-groupe)

Définition 1.5.3. Un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés est dit :

1. Uniformément continu si
lim ||S(t)—=1I||=0
. 1 - H ( ) ||

2. Fortement continu ou de classe Cy si

lim S(t)x=2 Vrek

t—0+

3. Semi-groupe de contraction de classe Cy s’il est de de classe Cy et

IS@O <1 Ve =0
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Remarque. Si {S(t)}i>0 est un semi-groupe uniformément continu, alors

lim |S(t) — S(s)|| = 0

t—s

Définition 1.5.4. [7| Le générateur infinitésimal de S(t) est lopérateur linéaire A de domaine

D(A) = {:U e £: lim w ea:iste},

t—0t
défini par

Ay — Ly SHT—2
t—0t+ t

= iS(t)m

D(A
o Vo € D(A)

t=0*

Exemple 2. Soit E = C([0,00[,R) posons

S(t)u(x):u< * )

1+ tx

1. Pourt=0ona:

2. Soientt,s > 0
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3. lim S(t)u(z)= lim u( * ):u(:r;)

t—0+ t—0+ 1+ tx

Alors (t) est un Cy semi-groupe

Au= —S(t)u

Et comme l’exemple précédent on trouve que

D(A) = C([0, +oo[, R)

Exemple 3. Soit I’équation :
du du

it~ dx

D’ou le systéme caractéristique correspondant est

Alors
(T(t)u)(x) = u(e'r) Vt>0,Vr e R

(A) Considérons l'espace suivant
E=CR,R)N{f:R— R k-homogene}

1. T(0)u(z) = u(z) alors T(0) = I
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2. Soient s,t > 0

3. lim (T(t)u)(z) = lim u(e’z) = lim e'u(z) = u(z)

t—s0F t—0t t—0F

Au(z) = —=S(t)u(x)

(B) Maintenant, on considére
E =C(R,R)

tin3+(T(t)u)(x) = tiI%+ u(e'z) = u(tl_i{rol+ er) = u(x)

On pose

v(t,r) = u(e'r)
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Alors

Av(t,x) = 2v(t, x)

s—1 log s s—1
1 d
= ilo S %u(sx) .
dS g s=1
d
= %U(S@ .

Pour que cette limite existe il verra que u n'est pas nécessairement de classe C, alors on

remarque que :

D(A) c C(R,R)N{v: R — R dérivable par morceau}

Soit
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= as €T s=1

= ax® < 00

D’ou
D(A) D C(R,R)N{v: R — R dérivable par morceau}

Par conséquent
D(A) = C(R,R)N{v: R — R dérivable par morceau}

Proposition 1.5.1. Soit {S(t)} un Cy semi-groupe. Il erxiste deuzr constantes w € R et
M > 1 telles que :
ISOlemy < Me'; ¥t >0

Preuve. Montrons d’abord (sans perdre de généralité)

da>0,M>1 tel que: ||S®H)|| <M Vtel0,d
Supposons le contraire

Va > 0,YM > 1,3t € [0,a] tel que: ||S(t)|| > M

1
On prend a = — ,n € N*
n
1
Il existe t,, € [0, —] tel que :
n
1Sl > M (1.1)

Donc la suite (||S(tn]|),en- n'est pas bornée.

{S(t)}i>0 €étant un semi-groupe de classe Cy c-a-d

lim S(t,)r=2z, VeekFE

n—-+00

Il vient que la famille d’opérateurs linéaires bornée {S(t,)}nen+ est ponctuellement bornée

Autrement dit
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Vr € E, l'ensemble {S(t,)x,n € N*} est borné.

D’apres le Théoréme de Banach-Steinhaus ; cette famille est uniformément bornée par rap-
port a la topologie de B(E).

Ce qui contredit

Par conséquent
da>0,M>1 telque: ||SH)||<M Vtel0,ad]

Posons

1 ¢
w=-In(M)= e =M
a

Soit t > 0 alors In € N* et r € [0, a] tel que : t =na +r.

Donc
1S@)|] = [[S(na + )|
=[[S@®)"S(r)l|
< [IS@)™[-[1S ()]
< MM"
Or
neTT ol wsg
a a
D’ou

IS(t)]] < M. M= < Me®t Yt >0

Remarque. Un semi-groupe {S(t)}i>0 de classe Cy sur E est un semi-groupe de contraction
St :
S| <1 Vi>0

On note par SG(M,w) l’ensemble des Cy semi-groupes {S(t) }1>0 C B(E) pour lesquels il existe :
w>0,M>1 tel que ||S(t)|| < Met Vt>0

Dans ce cas, on dit que {S(t)}i>0 est un semi-groupe exponentiellement borné.

Proposition 1.5.2. Soient {S(t)}1>0 un Cy semi-groupe et A son générateur infinitésimal. Si
x € D(A), alors S(t)x € D(A) et on a l’égalité :

S(t)Az = AS(t)z, VYt>0
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Preuve. Soit x € D(A). Alors pour tout t > 0, nous avons :

S(t) Az = S(t) lim ST =T _ ) SWSBz = S(t)x

h—0 h h—0 h

Donc S(t)x € D(A) et on a
S(t)Ax = AS(t)x  Vt>0

Proposition 1.5.3. Soient {S(t)}+>0 un Cy semi-groupe et A son générateur infinitésimal.

Alors lapplication
[0, +00) >t — S(t)x € CY([0, +00), E) N C([0, +00), D(A))

et pour tout © € D(A) et nous avons :

%S(t)x = S(t)Az = AS(t)x, Vt>0

Preuve. 1. Montrons que S(t)z € C(]0,+00),D(A))
1.1. Soient x € D(A),t >0 et h >0, donc

15(t + h)z = S(O)x|| = |IS(#) (S(h) = 1) «]]
< [l 1S (h)z — =]
< Me“ ||S(h)x —z|| — 0

1.2. Sotentt > 0,h <0 avect+ h >0, alors on a :

|S(t+ h)x — S(t)x|| = ||S(t + h)x — S(t +h — h)x||
< ISt + )l [z — S(=h)z]|
< Me*™h | |S(—h)z — z|]| — 0

2. Montrons que S(t)x € C*([0,+00), F)
2.1. Soient x € E,t >0 et h >0, Alors :

S(t+h)xr —S(t)x Sh)xr — =z
| e = B0 | < s @l | 22 -
< M %_M
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Par conséquent :

S(t+ h)z — S(t)x

hlino . = S(t)Az
D’ou :
d+
ES(t)x =S{t)Az, Vt>0

2.2.80ientt > 0,h < 0 avect+ h >0, alors on a :

St+h)z— Stz IS
H ( )h T _ g1 Ax < [|S(t + M)l|sE) ;E )
S(—h)x
< ISt + n)l|(m) ‘%
< Mew(t+h) (Hw
< —h
Par conséquent :
i SEENT =8O _ g 4,
h—0 h
D’ou :
.

%S(t)x =S(t)Az, Vt>0

1l s’en suit que application

T Ar— Aw— S(—h)Ax

— Ax

+1||S(—h)Az — Ax||)

S(t)a € C1([0, +00), E) N C(]0, +00), D(A))

De plus, on a l’égalité :

d
dt

Lemme 1. 7] Soit {S(t)}1>0 un Cy semi-groupe. Alors :

1 t+h
lim — S(s)xds = S(t)x

h—o0 h [,

Vre Eett>0

—S(t)x = S(t)Az = AS(t)z, Vt>0
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Preuve.

H%[WB@nw—ﬁwn :H%[WE@W@—%S@w

=H%ZH%ﬂﬂw—ﬂﬂ@%
<1 [ st - stoalias

Puisque {S(t) }1>0 est un Cy semi-groupe, alors l'application t — S(t)x est continue.
D’ou

! 1
hino h

t+h
/t 1S (s)z — S(t)z||ds = 0

Alors ’égalité en découle.

Proposition 1.5.4. [7] Soient {S(t)}i>0 un Cy semi groupe et A son générateur infinitésimal.

Six € E, alors
t
/ S(t)xzds € D(A)
0
et on a ’égalité :

t
A/ S(t)xds = S(t)x —z, Vt>0
0

Preuve.

A( ['stonte) = (301 ([ stowas)
S

1 1 [t
— h)xds — — d
h/o (s + h)xds h/o S(s)zds

Posons s + h = u alors
du = ds

s—t donc u—>t+h

s— 0 donc u—h

t 1 t 1 t 1 t+h 1 t+h
A / S(s)xds | = —/ S(s+ h)xds — —/ S(s)xds = —/ S(u)xdu — —/ S(u— h)zdu
0 h Jo h Jo h Jh h Jn
S
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Posons u — h = w alors

du = dw
u—>h donc w—10

uw—>t+h donc w—1t

1 t+h 1 t
—/ S(u—h)xdu:—/ S(w)zdw
h Jh h Jo

=T

On déduit que
t
A/ S(t)xds = S(t)x —z, Vt>0
0

Théoréme 1.5.1. [7] Soient {S(t)}i>0 un Co semi groupe et A son générateur infinitésimal.

Alors :

1. D(A) = EB.

2. A est un opérateur fermé.

Preuve. 1. Soient x € E, h >0

D’apres la Proposition nous avons

1 h
—/ S(t)xdr € D(A)
h Jo
Et .
hlinoﬁ/o S(T)xdr = x
D’ou

D(A)=FE
2. Soit (Ty)nen une suite dans D(A) telle que :

lim z,=x, lim Ax,=vy
n—>-4oo n—>-4oo

On sait que

h
S(h)an — 2 = / S(r) Azpdr
0
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Par passage a la limite n — 400, on obtient :

S(h)x —x = /0 S(7)ydr

D’apres la Proposition [1.5.4] :

I 1
hin() h

/D * S(r)ydr =y

1l vient que
x € D(A), et y= Ax

Théoréme 1.5.2. Soit (A, D(A)) le générateur infinitésimal d’un semi-groupe {S(t)}i>o0
fortement continu sur E vérifiant

1S < Me*!

Alors, pour tout ¢ € R, (A—clI, D(A)) est le générateur infinitésimal du semi groupe {e=S(t) }1>0

fortement continu sur E.

Preuve. [l est facile de vérifier que {e=S(t) }i>0 est un semi-groupe fortement continu sur E.
Pour montrer que (A — cI, D(A)) son générateur infinitésimal, il suffit d’appliquer la Défi-
nation [L5.41

Définition 1.5.5. [7] Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné dans E.
1. On appelle 'ensemble résolvant de A, qu’on note p(A) ={A € C/\[ —A:D(A) — E}

est bijective

2. On appelle spectre de A, l’ensemble noté et défini par o(A) = C\p(A)

3. La famille d’opérateurs R(X\; A), X > 0, définie par R(\; A) = (M — A)™! est appelée
résolvante de A au point \

4. Lopérateur Ay = NAR(X; A) est appelé l'approzimation de Yoshida de A

Remarque. Nous avons

Ay = MAR(\; A)
= MA =AM+ A)R()\; A)
= MA = AR\ A) + N R()\; A)
= NR(\A) - AT
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L opérateur Ay est donc un opérateur borné dans E. De plus nous avons
Ayx = AR(N\; A)Az pour tout x € D(A) (1.2)
En effet, pour tout x € D(A), nous avons

AR\ A)Ax = AR\ A) (A — M)z + N R(\; A)w
=—\1+ MR\ A)x
= (=M + NR(\; A))zx
= Az

Théoréme 1.5.3. Soit {S(t)}i>0 un Cy semi-groupe sur E de générateur infinitésimal A,
et sotent w >0 et M > 1 tel que :
1S(@t)|| < Me*t  Vt>0

Si A € C avec Re(\) > w, alors :

1. lapplication
Ry:EF— F

+oo
T Ry = / e S(s)xds
0

définie un opérateur linéaire borné sur £

2. VA€ p(A) etV e E on a :
R\ A)x = Ryx

Preuve. 1. Soit A € C avec Re(\) > w

Il est claire que Ry est un opérateur linéaire.
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De plus, Vs > 0 etx € E on a :

+oo
[|Ryx|| = ‘ / e S(s)xds
0

+oo
< [ eS|
0

“+o00
< / R[S ()]l |ds
0

+o0o
< / e~ ReMs D1 ]| s
0

+oo
S MHxH / 6—(Re()\)—w)sd8
0

M —+oc0o
e M __—(Re(\)—-w)s )
_Re()\)—waH( ‘ 0

M
< — Ve e b

D’ou R) est linéaire borné sur E et que

M

<
17l < Re(\) —w

2. Pour tout x € E,h >0

+
8

S(h) — 1

n R)\ZE =

e M[S(h) — 1)S(t)zdt

+
3

SN S s S e

eMS(R)S(t) — S(t)|wdt

e M[S(h+t) — S(t)]xdt

+
8

c\hkc\
3

1 [
e MS(h +t)xdt — 7 / e MS (t)wdt
0
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On pose

1 [T
I= —/ e MS(t)adt
h Jo

Posons h+t=u alors

du = dt
t— 0 donc u—h

t — +o00 donc u — +00

D’ou

Ah oo A h
I = —/ e MS(u)rdu — — [ e S(u)rdu
0 hJo

_ A oo A ph +oo
Sh) =Tp / eNS(tadt — S [ e (bt~ % / e NS (t)xdt
0 0 0

Aho 1 +o00 eAh +oo
= / e MS () xdt — — e MS(t)xdt
h 0 hJo

En passant a la limite quand h — 0. Donc

ARyx = ARyx —x Vz € D(A)

Ceci implique que

(M — ARy =1 (1.4)
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Soit x € D(A)

d, _ —at
E(e S(t)x) = —=Xe MS(t) +e

e d

dtS(t)x

= A MS(t)x + e S(t) Ax
Par conséquent

+oo
Ry\Ax = / e MS(t)Axdt
0

+oo g +oo
= / —(e7MS(t)x)dt + )\/ e MS(t)xdt
o dt 0

“+o00
= e *S(t)x 0+°° + A / e MS(t)xdt
0

= —x+ ARz
Ceci implique que ARyx — RyAz = x Vx € D(A) c-a-d
R\ —A)=1 (1.5)
D’apres = et = on déduit que
R\A) =Ry=(\ - A

Théoréme de Feller-Maydera-Phillips :

Théoréme 1.5.4. Soit A: D(A) C E — E est le générateur infinitésimal d’un Cy semi

groupe de type (M,w) si et seulement si :
1. A est fermé a domaine dense.
2. (w,400) C p(A) et pour tout X > w et pour tout n € N* on a :

M

X A o) <
17 AV e < 550
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Preuve. On utilise la démonstration par récurrence :

Pourn=2:Soitx € &

IR(X; A)*l| = || R3]

= [[Ba(Raz)]

+oo +oo
= / e S (s) / e~ MS(t)xdtds
0 0

+oo +oo
= / / e TS (s + t)adtds
0 0

IN

+o00 “+oo
/ / 1S5 + )] ||l deds
0 0

400 400
< M.||x|] / / e~ A+ g
0 0

IN

0
A—w Jp

Mzl [

)\—w)sd
A—w Jp °

IN

< ‘]\4“1‘”2 (_6—(/\—w)s +°°>

=h—w) :
M. |[|]
<
S h—w)y Vee E
Alors Iy
|R(X; A)?|| <

MHZ'H e e—()\—w)s <_e—()\—w)t +O°> ds
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On suppose qu’elle est vraie pour n = k et on démontre pour n =k + 1

400 400 +oo
RO A = [[REH ) = / e5(s) / / At G 4 s )adsy - - dsy | d
0 0 0

k fois

“+oo +o0o
< / - / e ASE ) |G (5) oo sy 4 8) ||| dsy - - - dsgds
0 0

k+1 fois
— e~ (A=w) (st Fspq) || e
>\ _
( w) 0 ..
(A—w)
< M.||z||.(—1)* 0
< Ml (-1) =
N 0/
k+1vfois
M.||z||
= (A — w)kt!
Donc v
|R(X; A <



CHAPITRE 2

SEMI-GROUPES ENGENDRES PAR DES OPERATEURS
M-DISSIPATIFS

2.1 Les Opérateurs m-dissipatifs :

Définition 2.1.1. Un opérateur(A, D(A)), linéaire non borné dans E est dissipatif si :
1Az = Azl|[p = Al

Va € D(A),VA > 0

Définition 2.1.2. Un opérateur(A, D(A)) linéaire non borné dans E est m-dissipatif si :

1. A est dissipatif
2. YA >0,Yy € E,Jz € D(A) tel que \v — Az =y

Théoréme 2.1.1. Si A est m-dissipatif alors, pour tout A > 0, l'opérateur (A — A)admet
un inverse , (A — A)~'y appartient o D(A) pour tout y € E,et (N[ — A)"Lest un opérateur
linéaire borné sur FE vérifiant

(A= A)7] <

> =

Preuve. Supposons que A est m-dissipatif alors :
1. Yx € D(A),Y\A > 0,||\x — Az||g > ||z||&
2. VA >0, Vye E, Jx € D(A), tel que \e — Az =y

Montrons que (Al — A)™! existe : on va démontrer que (A — A) est bijectif
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1. Montrons que (A — A) est injectif, comme A est linéaire alors (A — A) est linéaire ,pour

cela on va montrer que Ker(A — A) = {0}
On a: (A —A)0)=0 donc0 e Ker(A — A),

Soit x € Ker(AM — A) : donc (M — A)(0) =0 donc ||[(M — A)z|| =0 mais x € D(A) et
d’apres la Définition2.1.0) on a; :

[[Az = Azl = Af|z]]

et
Az — Az|| = [[(A] — A)z|| = 0 > Al[z]]

mais A > 0 alors ||z]| <0 donc ||z|| =0 donc x =0 c-a-d
Ker(M — A) c {0}

et comme 0 € Ker(Al — A) D’ou Ker(A — A) = {0} donc (A — A) est injectif

. Montrons que (A — A) est surjectif, c-a-d on va montrer ¥z € E,3x € D(A) tel que

Nt — Ax =2

Soit z € E alors il existe un v € D(A) tel que :
At — Az =z donc (M —A)x =z

Donc (M — A) est surjectif. Alors lopérateur (A — A) est bijectif, donc (AN — A)™!

existe.

Montrons que Vy € E, (M — A)"ly € D(A) on a :
M—A:DA) — E donc (M —A)"': E— D(A)

alors :

Yy € E; (M — A~y € D(A)

Montrons que (Al — A)™! est linéaire borné vérifiant :

(A= A)7] <

> =

Comme NI — A est linéaire et bijectif alors (\ — A)™! existe et linéaire.
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Soit y € E, alors 3z € D(A) tel que :

M —-A)y=z
et
y= (N —Ax
on a
(A —A)1y|| = [|2|]
et on a
Az — Az|| > Al[|]
donc .
lall < NOT = A)al
alors .
I(AT = A)~y|| < A
donc .
M —A)7Y <=
T = 47 < 5
Alors .
M —A)7 Y <=
= A7) < 5

Remarque. Du Théoreme il découle que opérateur (A — A)|D(A) est un isomorphisme
de D(A) muni de la norme du graphe sur E.

Par abus nous dirons parfois que l'opérateur (A — A) est un isomorphisme de D(A) sur E
Corollaire 2.1.1. [7] Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné dans E.

1. Si (A, D(A)) est un opérateur dissipatif, alors : YA > 0, Uopérateur (A — A) est injectif

car :

(M — Az =0=||z]| < [[(M — Az|| =0 =z =0

2. St de plus :
VA >0, (M — A) est surjectif, on dit que (A, D(A)) est m-dissipatif

Théoréme 2.1.2. 7] Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné dissipatif dans E.

L’opérateur A est m-dissipatif si et seulement si :

I >0 tel que Yy € E, 3Jx € D(A) vérifiant \x — Az =y (2.1)



34 Semi-groupes engendrés par des opérateurs m-dissipatifs

Preuve. [l est évident que si l'opérateur A est m-dissipatif alors la condition (2.1)) est satisfaite.
Montrons la réciproque. Supposons que (2.1)) est satisfaite et montrons que A est m-dissipatif.

On a A est dissipatif, alors il suffit de montrer que

VA>0 tel que Yye E, Jzr€DA): dx— Az =y

Soity € E et soit A > 0, on va chercher un v € D(A) tel que :

e — Az =y

On a \x — Ax =y alors
AT — AT + Nox — Az =y

donc

Xt — Az =y+ (Ao — Nz

c-a-d on va chercher un x € D(A) tel que

z =Ml —A)" [y+ (X — A)a]

alors x est un point fixe de la fonction F définie par

F:oes Nl —A) Hy+ (Ao — Nz

Donc on va utiliser le Théoréme de point fize de Banach et on va montrer que F est une

application contractante.

Soit x1,x9 € D(A) on cherche 0 < k <1 tel que :

||F (1) = F(22)|] < Kl|lwy — 2]
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On a

|F (1) = F(22)]] = [0l — A) 7y + (Ao = Nza] — (Aol — A) 7y + (Ao — Mo |

= [I(hol = A)™ (5 + (Ao = Nz1 — (y + (Ao = A)z2) ||

= [[(AoI = A)"1 (X = A) (21 — z2)]]

< 1Al = A) [y = z2|[[ A0 — A

mais A est dissipatif alors on trouve que (Aol — A)™1 existe et

1
1ol ~ A7 < 1
0
donc |/\ /\|
1007 = A lles = aallio = 3 < 2=y )
alors \ \
1F(e) = Fle)l) < 201y — )

Pour que F est contractante il suffit que

Ao — A
o o=

<1l <= A=A <X
Ao

alors

—)\0<)\0—>\<>\0
0< A< 2)

Donc VA €]0,2X[ on a F est contractante et donc admet un point fize .

En itérant ce procédé, mous pouvons résoudre [’équation \v — Ax =
10.2" X[, ¥n € N c-a-d VA > 0

on suppose que

1
2"\l — A)7Y| <
l2mxol = 4)7 < oo

alors :

1F (1) = Fa)ll = [1(2"A0l — A) ) [(2"X0 — M) (21 — )] ||

y pour tout A €
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12" Ao — A|
<270 A _
< o |21 — 22|
Ceci implique que
2"Xg — A
22 =Al 4y €]0, 2" |
2" \g

comme n — 400 on trouve : A €]0, +00[ D’ou le Théoréme est bien démontré

Théoréme 2.1.3. [7] Soit (A, D(A)) un opérateur non borné dans E. S’il existe Ao > 0 pour
lequel l'opérateur \gI — A est une bijection de D(A) sur E, et si (\gI — A)™1 est un opérateur

borné sur E, alors A est fermé

Preuve. Soit (x,), une suite de D(A) convergeant vers x dans E, et supposons que (Axy)n

converge vers y dans E. L’opérateur (A\gI — A)™ étant borné, nous obtenons
T = (Mol — A) Nz — Axy) — (Mol — A) "' (Noz —y)  quand n — 400
Par conséquent, nous avons
= (Nl — A) ' (Nox —y) € D(A)

et (Aol — A)x = Aoz — y, soit encore Az=y.
La preuve est compléte.

Remarquons que si (A, D(A)) est un opérateur non borné sur E, l'application
z = |[z]|p + [|Az|[g

est une norme sur D(A). Nous la noterons ||.||p(a)

Théoréme 2.1.4. 7| Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné dissipatif dans E.
St A est m-dissipatif alors :

1. A est un opérateur fermé

2. D(A)-E

Preuve. Le résultat est déja démontrer (Voir la preuve du Théoréme [2.1.3)).
Montrons @ :

Cette démonstration est basée sur la proposition suivante :

lim Ry(v) =wv Vv € D(A)

A—0
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D(A) est dense dans E alors :
Vf e E,3(x,)n € D(A) tel que x, — f

1
Posons x, = R,(f),Yn € N* avec R, = (I — EA)_l S A=
A est m-dissipatif implique que x, = R,(f) € D(A)

1
n
Par passage a la limite (n — +00) <= (A — 0) on trouve :

lim =z, = lim Rn(f)zklii)noR/\(f):f

n—>-+oo n—>-+oo

Ceci implique que D(A) = E, et le théoréeme en découle

Corollaire 2.1.2. [7| Soit A un opérateur m-dissipatif. L’espace (D(A),||.||pa)) est un espace
de Banach et A|py € L(D(A); E)

Preuve. 1. Soit (x,)nen une suite de Cauchy dans D(A)

|znllpea) = [[n]le + [[Azn][ 6

Alors (zp)nen €t (Axy)nen sont des suites de Cauchy dans E.

Puisque E est complet, d’ou :
Iz, f) € EXE tel que x,, — x et Az, — f

Et comme A est un opérateur fermé alors Ax = f

Donc (z,)n converge vers un élément x € D(A), d’ou D(A) muni de la norme ||.||pa)

est complet et par conséquent un espace de Banach

2. Soitx € K

| Az][p < [[Az||p + [|2]|

< ||z|[pa)

Ceci implique que

A€ L((DA), [Hlpw). (. I-]]z))
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Théoréme 2.1.5. Soit A un opérateur m-dissipatif de domaine dense dans E. Alors
lim [[AR(\;A)x—z||=0 VzeFE
A—>r+o0

De plus
lim |[Ayxr — Az||=0 Vz e D(A)
A—r+00

Remarque. Remarquons que le premier résultat du théoréme signifie que AR(\; A) est une
approzimation de l’identité. Le second signifie que (Ax)x>o est une suite d’opérateurs bornés

approchant A.

Preuve. 1. Soit x € D(A), on a :
AR\ Az —o =M — AWM - A) e —a+ AN — A) 7 la = (M - A) 1 Ax

Nous en déduisons

1
[|AR(\; A)x — zf| < X||Am|| — A 00 0

Le premier résultat est donc démontré pour tout v € D(A).

Soit x € E et soit (x,), une suite dans D(A) convergeant vers x dans E. Comme
[|AR(X\; A)|| < 1, nous avons :

[IAR(A; A)x — z|| < [[AR(A; A)zn — 2| + [[ARA; A) ||| — | + [[20 — 2]
< |IAR(X\; Ay, — || + 2|2 — 2| — 0

2. Pour tout x € D(A), nous avons :

lim [|Ayx — Az|| = lim ||[AR(\; A)Az — Az|| =0
A—+o00 A—>+o0

2.2 Les Opérateurs m-dissipatifs dans un espace de Hil-

bert :

Dans cette section H désigne un espace de Hilbert.

Définition 2.2.1. [7] Un opérateur (A, D(A)), linéaire non borné dans H, est dissipatif si et

seulement si :

Ve e D(A) : (Az,x) <0
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Dans le cas d’un espace de Hilbert complexe, la condition précédente est remplacée par :

Vr € D(A) : Re(Az,x) <0

Preuve. Supposons que A est dissipatif. Pour tout x € D(A), non nul, et tout A > 0, posons

Ypr = AT — Ax
et
Yz )
Rz —
Y]

L’opérateur A étant dissipatif, on a :

AMlz|| < |[Ax — Az|| = (A\e — Az, 2, \) = ARe (z, 2, ) — Re (Ax, 2, )) < A||z]| — Re (Az, 2,))

Par conséquent, nous avons
Re (Ax,z,,) <0

et
1
Re (Az, z) 2 [|2]| — y]|Az]]

La suite (z; x)x €étant bornée dans H, il existe z, € H et une suite (\,), convergeant vers l'infini
tels que

lim 2z, = 2,
n—s+oo

Awvec les inégalités précédentes, par passage a la limite, nous obtenons
Re (Az,z,) <0

et
Re (x,2:) > ||z|]

Comme

Re (1, 2:) < | (2, 20) | < [|]]

nous obtenons

(x,2y) = ||z||] et z==x
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Nous avons donc

Re (Az,z) <0

Réciproquement, supposons que Re (Ax,z) < 0 pour tout x € D(A). Alors nous avons
A — Az|| [|z[] > [ (Ax — Az, 2) | > Re (v — Aw,2) > N||z[|”

La condition de dissipativité en déccoule.
Théoréme 2.2.1. [7] Si A est m-dissipatif alors D(A) est dense dans H.

Preuve. Supposons que A est m-dissipatif
Soit yo € H tel que (yo, ) = 0 pour tout x € D(A).
Alors yo € D(A)*
On a
(I —A)'yo € D(A) alors (yo,(I —A) 'yo) =0

et

(Yo, (I = A)tyo) = (I = AT = A) o, (I = A) ')
= <(I - A)flyoa (I - A)flyo> - <A([ - A)flyo), ([ - A)Z/0>

17— A)ol[2 = (AU = A) o), (T — A) o) = 0

Alors
(1 — A) ol [> = (A — A) o), (I — A)'yo) <0
D’ou
I-A) " y=0=y=0
Donc
D(A)*" = {0}
On déduit que
D(A)=H

Adjoint d’un opérateur linéaire :

Définition 2.2.2. [1] Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné dans E de domaine dense.
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On appelle adjoint de A, l'opérateur (A*, D(A*)) défini par :
D(A*) ={y € E,3C >0 tel que :  |[(Az,y)| < C||z|| VzeD(A)}

et
<$7 A*y>E,E’ = <Ax7y>E,E’ ’ Vi € D(A),Vy € D(A*)

Théoréme de Raymond :

Théoréme 2.2.2. [7] Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné de domaine dense dans
E.
Si E est un espace réflexif et A est fermé alors D(A*) est dense dans E'

Preuve. Voir [7| page 5

Théoréme 2.2.3. Soit A un opérateur dissipatif et de domaine dense dans H. Alors A est

m-dissipatif si et seulement si A est fermé et A* est dissipatif

Preuve. (=)Supposons que A est m-dissipatif. Nous savons que A est fermé, nous devons
montrer que A* est dissipatif.

De maniére & simplifier la preuve nous identifions H et H' .

Dans ce cas, D(A*) est un sous espace vectoriel de H .

Pour tout y € D(A*), nous avons

(A%y, AR(X; A)y) = (y, AMAR(A; A)y)
= (y, A\y)
= (y, *R(X; A)y — Ay)
= (y. X R(\; A)y) — Allyl|*
< NRN A|yll? = Mlyl]> <0

et
(A"y, AR(\; A)y) — (A"y,y)  quand (A — 0)

On en déduit que
(A"y,y) <0

Donc A* est dissipatif.
(<) Montrons tout d’abord que (I — A)(D(A)) est fermé dans E.
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Soit (fn)n une suite dans (I — A)(D(A)) convergeant vers f dans E.
Comme f, € (I — A)(D(A)), il existe x,, € D(A) tel que x,, — Az, = f,.

L opérateur A étant dissipatif, on a

[zl < [ fnl]

la suite (xy,), converge donc vers un élément x € E. Nous en déduisons que Ax, = x, — f,
converge vers v — f.

L’opérateur A étant fermé, nous avons Ax = x — f. Donc F € (I — A)(D)(A) et (I —
A)(D)(A) est fermé dans E.

De Théoréme 11.18] nous déduisons

(I = A)YD)(A)* = Ker( - A*) = {0},

et nous avons Ker(I — A*) = {0}, car A* est dissipatif.
Donc (I — A)(D)(A) = E et A est m-dissipatif d’apres le Théoreme [2.1.2]

Définition 2.2.3. Un opérateur linéaire non borné (A, D(A)), de domaine dense dans H
est dit auto-adjoint si A = A*. Il est dit anti-adjoint si A = —A*
Corollaire 2.2.1. [7| Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné dans H, alors :

1. Si (A, D(A)) est dissipatif, auto-adjoint, & domaine dense, alors il est m-dissipatif.

2. Si (A, D(A)) est anti-adjoint, & domaine dense, alors il est m-dissipatif.

(la condition de dissipativité n’est pas nécessaire car (A, D(A)) est anti-adjoint entraine

que (Az,z) = 0 donc la dissipativité)

2.3 Exemples d’opérateurs m-dissipatif

Dans cette section, €2 désigne un ouvert borné, régulier de R, de frontiére I'.

2.3.1 L’opérateur de la chaleur dans L?(() :
On pose E = L*(Q), D(A) = H*(Q)N Hj () et Au = Au pour tout u € D(A).
Démontrer que (A, D(A)) est m-dissipatif dans L*().

Solution. On a
D(A) = H*(Q) N HY(Q) C L*(Q)

Au=Au Yu e D(A)
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Nous sommes dans le bon cadre pour utiliser la théorie des semi-groupe et le Théoreme de
Hille-Yoshida.
Reste a montrer que l'opérateur A est m-dissipatif.

Il est bien connu que laplacien est un opérateur auto-adjoint :

(Au, v}, = /Q Vu.vv = /Q W(Av) = (u, Av),,

Par double intégration par parties, et que D(A) est dense dans L*(Q), il suffit donc de montrer
qu’il est dissipatif ou de fagon équivalente que Re((Ax,z)) < 0.
Or tout x € D(A) = H*(Q) N HY(Q) est de trace nulle, donc en intégrant par parties :

Re((Az,z) / |vz|? <0

Le Corollaire et le Théoreme de Hille-Yoshida permettent enfin de conclure quant a
lexistence-unicité et la régularité des solutions.

On remarque de plus que

d o d
= Ul l13) = 5 ((0), 2(0),

(
= (@'(t), () g + ((t), 2 (1))
=2(2'(t), 2(1)) g
= 2{Ax(t), z(t))p < 0

On retrouve, bien sir,le coté dissipatif de [’équation de la chaleur.

2.3.2 L’opérateur de convection :

Soit 1 < p < oo, 2 CR. On pose £ = LP(2).

Nous définissons A par :

du
D(A) = E, —a-— € FE
(A) {ue ; —a - dxe }
et y
u
Au——a~@ YVu € D(A)

ou a €,]0, 00|

Démontrer que (A, D(A)) est m-dissipatif dans E.
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Indication : Pour A > 0 et f € LP(Q2), on pourra rechercher la solution de I’équation

d
)\u+a~—u:f
dz

sous la forme .
u(zr) = / e f(x — as)ds
0

Solution. Soit

p—1 1<p<?2
u € D(A) et u* = |u|*u € LY, avec a =

p—2 p>2

Donc, on prend

v =\t € LY avec \ est une constante de normalisation

De la caractérisation de Lumer-Phillips, on déduit que : A est dissipatif.

Le semi-groupe associé est donné par
T(t)u(x) = u(z — at)

Montrons que

du
A — = 2.2
u+&dx f (2.2)

d

pour avoir la surjectivité de 'opérateur ()\_H—ad—) c-a-d que ’équation (2.2) admet une solution,
x

il suffit de remarquer que

u(x) = / e f(x — as)ds
0
est bien définie et satisfait (2.2))
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Par conséquent : (A, D(A)) est m-dissipatif.

2.4 Les Opérateurs maximaux monotones :

Dans cette section H désigne un espace de Hilbert.

Définition 2.4.1. Soit A:D(A) C H — H un opérateur linéaire non borné,

On dit que A est monotone si :
(Av,v) >0, YveD(A)

A est mazimal monotone si de plus Im(I + A) = H, (c-a-d) :

Vfe H JueD(A) tel que u+ Au=f

Remarque. Dans un cadre Hilbertien, on remarque que
A est maximal monotone <= — A est maximal dissipatif

Proposition 2.4.1. Soit A un opérateur maximal monotone. Alors
1. D(A) est dense dans H
2. A est fermé
3. Pour tout A > 0, (I +\A) est bijectif de D(A) sur H, (I + NA)~! est un opérateur borné
et [|(T + AA) [y < 1.

Preuve. 1. Soit f € H tel que (f,v) =0 pour tout v € D(A). Vérifions que f=0. En effet,
il existe vy € D(A) tel que vy + Avg = f. On a

0= <f7 U) = |UO’2 + <AU07UO> 2 |'U0’2

. Donc vg = 0 et par suite f=0

2. Notons d’abord que pour tout f € H il existe u € D(A) unique tel que u + Au = f.

En effet si u désigne une autre solution alors on a (u—u) + A(u —u) = 0. Prenons le

produit scalaire avec (u — ) et appliquant la monotonie de A on voit que uw —u = 0.

D’autre part on a
Jul? + (Au, u) = (f,v)



46

Semi-groupes engendrés par des opérateurs m-dissipatifs

et par suite |u| < |f].

Lopérateur f s u noté (I + A)~' est donc un opérateur linéaire borné de H dans H et
(I + A)Hlpay < 1.

Montrons que A est fermé.

Soit (u,) une suite telle que u, € D(A) pour tout n, u, — wu et Au, — f. Il faut
vérifier que u € D(A) et que Au= f. On a u, + Au, — u+ f et donc

Uy = (I + A) Ny + Auy) — (I + A Hu+ f)

Par conséquent u = (I + A) " (u+ f) c-a-du € D(A) etu+ Au=f .

. Supposons que pour un certain g > 0 on ait R(I + X\gA) = H. On va montrer que pour

tout
Ao

2
. Commencgons par noter “exactement comme en @” que pour tout f € H 1l existe

u € D(A) unique tel que u+ NoAu = f ; Uopérateur f v+ u est noté (I + \gA)™! et l'on

A > ona R(I+MNA)=H

a |[(I 4+ XoA)|pay < 1. On cherche a résoudre ’équation

u+ Nu = f (2.3)
On écrit (2.3)) sous la forme

Ao Ao
Au = — 1— 2=
u+ AAu )\f—1—< )\)u

ou encore
w=(I+XA)" [%f + (1 - %) u} (2.4)

A A
On voit alors que si |1 — TO <1c-a-dX> 50, alors |) admet une solution grice au

théoréme de point fixe de Banach.

Concluons. Si A est maximal monotone alors I + A est surjectif. D’aprées ce qui précede
1
I + M\A est surjectif pour A\ > 3 donc ausst pour \ > T etc. Par récurrence on voit que

I + M\A est surjectif pour tout X > 0

Proposition 2.4.2. St A est maximal monotone, alors AA est aussi maximal monotone

pour tout X > 0. Par contre si A et B sont deux opérateurs maximaux monotones alors A+B

définis sur D(A) N'D(B) n'est pas nécessairement mazimal monotone.
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Preuve. Voir |2] page 13
Définition 2.4.2. Soit A un opérateur maximal monotone. On pose, pour tout A > 0
1 1
J,\:(I—F)\A) et A)\Zx([—l])\)

Jy est la résolvante de A et Ay est la régularisée de Yoshida de A

On retiendra que ||Jx||cmy < 1

Proposition 2.4.3. Soit A un opérateur maximal monotone. On a

1. Ayv = A(Jyw) YVoe H et A >0
2. Ayv = J\(Av) Vo e D(A) et A >0
3. |Axv| < |Av| Vv e D(A) et A >0
4. lim Jyv=v Yve H
A—0
5. lim Ayv = Av Vv € D(A)
A—0
6. (Ayv,v) >0 VYo e H et VN >0
1
7. |Anv| < X|U| Vve H et VA >0
Preuve. 1. On a

v=(I4+ NA)(Jyw) = (Jyv) + AA(Jyv)

Alors .
A(Jyw) = X (v—(Jav)) = Ayv
2. On a . )
Av = X (I +AA)v —0v] = XU + AA) (v — Jywv)
et donc

1
JAv = X(v —Jyv) = Ay

3. D’apres (2)
A)\U == J)\(AU)

D’ou
|Ayv| = [Jx(Av)| < [Av]

4. Supposons d’abord que v € D(A). Alors

lv — Jy| = M Axv| < MAv| d'aprs (3)
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Donc

lim Jyv =v Vv e D(A)

A—0

Passons au cas général. Soit v € H et soit € > 0. Comme D(A) = H (Proposition|2.4.1)
il existe v1 € D(A) tel que |v —v1] <e€. On a

| v — | < |Jywo — Sy | + [ Javg — 1| + |vg — v
< 2|v — 1| + |Jyvr — v
< 2+ |Jyvg — vy
Puisque vy € D(A) alors :
)\li_H)lO |y — o] =0
Par conséquent

lim sup|Jyv —v| <2  Ve>0
)‘HOUGH

et donc

lim [Jyv—v|=0 VYveH
A—0

5. D’apres (2) et (4) on a
/\lglo Ay = /\lino A(Jy\v)

A—0

= Av

6. On a

(Ayv,v) = (Ayv,v — Jy) + (A, Jyv)
= MAy|? + (A(Jyv), Jyv)

Puisque A est maximal monotone alors :
<A(J)\U), J,\U> 2 0

Donc
(Ayv,v) > AMAyvf> >0 (2.5)
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7. Résulte de (2.5) et de l'inégalité de Cauchy-Schwartz.
En effet :
AN A]? < (Ayv,v) < Azl
D’ou
1
Al < 5ol

Remarque. Il convient de retenir de la Proposition que (Ax)rso est une famille d’opéra-

teurs borné qui approchent A quand X — 0. Bien entendu ||Ax||zmy explose quand X — 0.

2.5 Théoréme de Hille-Yoshida :
Théoréme de Hille-Yoshida 1 :

Théoréme 2.5.1. [6] Un opérateur linéaire non borné (A, D(A)) dans E est le générateur
infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contraction sur E si et seulement si les conditions suivantes

sont satisfaites :
1. A est fermé
2. D(A) est dense dans E
3. Pour tout X > 0 , (A — A) est une application bijective de D(A) sur E, et (\[ — A)~1

est un opérateur borné sur E vérifiant

(A= A)7H] <

> =

Corollaire 2.5.1. Soit A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contraction

{S(t)}+>0. L’ensemble résolvant de A contient toujours le demi-plan ouvert droit, c-a-d
{A: Re(\) >0} C p(A)

et pour tout X € p(A)

1

IBO: 4| < foss

Théoréme de Hille-Yoshida 2 :

Théoréme 2.5.2. [6] Un opérateur linéaire non borné (A, D(A)) dans E est le générateur

infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contraction sur E si et seulement si A est m-dissipatif.
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Preuve. = Supposons que A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi groupe de contraction

sue K.
Soit A est fermé et de domaine dense.

Comme {S(t) }i>0 est un Cy semi-groupe de contraction sur E, on a
|S(t)z|| <z VreFE

1. Soitx € D(A) et A€ p(A) et h >0

H)\x—AxH:‘/\x—%
S(h)x — x
> ] - || 2 =2
Sh)||.||z|| = ||x
2”MH_(H ()HHhH | H)
> Al

D’ou A est dissipatif

2. VA € p(A),Vy € E,3x € D(A) tel que \x — Az =y

Alors
r=R(\ Ay

Donc d’apres la densité de D(A) on déduit directement que A\ — A est surjectif.

Donc lopérateur A est m-dissipatif.

< Supposons que A est m-dissipatif et D(A) = E. Montrons que A est générateur infinité-

simal d’un Cy semi-groupe de contraction sur E. On pose
Ay = NAR(N A)
qui est un opérateur linéaire borné car

Ay = MR\ A) = N2 R(\ A) — A
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En effet, on a

(M — A)R(X; A)
AR\ A) — AR(M A) =1
AR\ A) — AMAR(N A) =
MR\ A) — M = MAR(\; A)

En conséquence, Ay engendre un semi-groupe d’opérateurs uniformément continus {e*t},;50 De

plus, il s’agit de contraction car

AAtH tV2(A—A)~ 17,\1)H <

7)\t€t)\2||()\IfA)*1H <1

le le e

Pour tout x € D(A), on a
AN — A) o= (M — A) T Az

qui tend vers 0 quand X — +oo d’aprés Théoréme [2.5.1] et [2.5.2]
Par densité de D(A), cette convergence ponctuelle est vraie partout. Donc pour x € D(A),
Ayr =AM — A)"Ar — o Ax

Comme Ay et A, commutent,

1 d 1
GA)‘th‘ _ GAMtQT _ / _estA)\—i—(l—s)tAdes _ / GStA/\"‘(l_S)tAMt(A/\ _ Au)xds.
0 0

ds
De plus
A A Yd e iea
tAN _ JtAu|| — T tsAN+E(1—-5)AL
e — el = [ Sote i
1
< / e =g A,z — A )| ds
0
< t||Ayz — A x|
D’ou

[le — et]] < ] Ay — Ayl

On en déduit que pour tout x € D(A), e’z converge vers un point S(t)z uniformément en t

dans un intervalle. Ce résultat s’étend sur E par densité car {e™ '}~ sont des contractions.
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On obtient facilement que {S(t)}i>0 est un Cy semi-groupe de contraction.

Il reste a voir que le générateur infinitésimal de {S(t)}i>o est A. Pour cela, on utilise la

formule
t
St)r—x= lim ez —z= lim e Ayxds
A—> 400 A—rt+o00 J
d
Car ae“w = e Ay, De plus et Ay converge vers S(t)Ax uniformément sur [0,t]. On a donc

St)yr —a = /Ot S(s)Axds

Notons (B, D(B)) le générateur infinitésimal de {S(t)}1=o. En divisant [’égalité précédente par

t et en faisant tendre t vers zéro, on obtient

Br = lim M

t—0 t

= Az Vx e D(A)

On a donc

D(A) c D(B) Va € D(A)

L’opérateur (B, D(B)) est le générateur infinitésimal du Cy semi-groupe de contractions {S(t)}i>0.
De la premiére partie de la preuve, nous déduisons que B est m-dissipatif. Donc (I — B) est

un isomorphisme de D(B) sur E. Nous avons
(I-B)D(A)=(I—-ADA) =E

Car Bz=Ax six € D(A), et (I —A)D(A)=FE
Car A est m-dissipatif. Donc

D(B)=(I-B)'E=(I—-B)'(I -—B)D(A) = D(A)

Théoréme 2.5.3. [0] Soit (A, D(A)) le générateur infinitésimal d’un semi-groupe {S(t)}i>o

fortement continu sur E. Pour tout xy € D(A),z(t) = S(t)x¢ est l'unique solution du probleme

z € C([0,00); D(A)) N CH([0, 00); E),
2'(t) = Ax(t)  pour tout t>0 (2.6)
z(0) = z¢

Preuve. Soit g € D(A), posons x(t) = S(t)xo. Du Proposition [1.5.4, nous déduisons que
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x € C([0,00); D(A)). Du proposition|1.5.2], nous déduisons que x € C'([0,0); E) et que 2’ = Ax
montrons l'unicité. Soient t > 0 arbitraire fixé, u € C([0,00); D(A)) N C*([0,00); E) une
autre solution du probléme (2.6). Posons

v(s) =S(t—s)u(s) pour 0<s<t

Nous avons

Par conséquent v(s) = v(0) pour tout s € [0,t]. En particulier v(t) = u(t) et v(0) = x(t). Donc

u(t) = z(t). La preuve est compléte.

2.6 Théoréme de Lumer-Phillips :

Dans la section précédente, nous avons vu la caractérisation Hille-Yoshida du générateur
infinitésimal d’un Cj semi-groupe de contractions. Dans cette section, nous verrons une carac-
térisation différente de ces générateurs infinitésimaux.

Afin d’énoncer et de prouver le résultat, nous avons besoin de quelques préliminaires.

Soit E un espace de Banach, et £ son dual. On note la valeur de f € E' en « € E par (f,x)
ou (z, f). Pour tout x € E, nous définissons I’ensemble de dualité F(x) C E’ par :

Fa)={f:feE et (fa)=]zl>=]fI’} =Se(0,Il)
Du théoréeme de Hahn-Banach, il suit que F(z) # () pour tout = € E.
Définition 2.6.1. ﬂ§|] A un opérateur linéaire dissipatif si :

Ve € D(A), 3f € F(x) tel que Re(Ax, f) <0

Théoréme 2.6.1. [6] Soit A un opérateur linéaire a domaine dense D(A) dans E.

1. Si A est dissipatif et qu’il existe Ao > 0 tel que Im(AgI—A) = E, alors A est le générateur

infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contractions sur E.
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2. Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contractions sur E alors
Im(A — A) = E pour tout X > 0 et A est dissipatif. De plus, pour tout x € D(A) et
tout f € F(x), Re (Ax, f) <0.

Preuve. Voir ﬂﬁﬂ page 14

Corollaire 2.6.1. Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné de domaine dense dans E. Si
A est fermé et si A*, A sont dissipatifs alors A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe

de contraction sur E.
Preuve. Voir le Théoréeme 2.2.3 et [2.5.2.

Corollaire 2.6.2. [7| Si (A, D(A)) est un opérateur linéaire non borné dans E, nous pouvons

définir les puissances de A en étant que des opérateurs non bornés de la facon suivante :

D(A?) = {x € D(A)|Ax € D(A)}
A’r = A(Ax)

De maniére itérative, pour tout entier k > 2, nous posons

D(AF) = {z € D(AF1)|Az € D(A* 1)}
Aky = A(AF o)

Si (A, D(A)) est un opérateur m-dissipatif de domaine dense dans E, Il est possible de définir

des nouveaux opérateurs m-dissipatifs comme suit. Nous définissons (A1, D(A1)) par
D(A)) =D(A*) et Aw=Ax Vac DA

Théoréme 2.6.2. (7] Soit (A, D(A)) un opérateur m-dissipatif de domaine dense dans E, et soit
{S(t)}+>0 le semi-groupe sur E engendré par A. Alors (A1, D(Ay)) est un opérateur m-dissipatif
dans D(A) (muni de la norme du graphe). De plus le semi-groupe {S1(t) }i>0 sur D(A) engendré
par Ay vérifie Si(t)x = S(t)x pour tout x € D(A)

Preuve. (i) Montrons tout d’abord que Ay est un opérateur dissipatif dans D(A). Pour tout
x € D(A;) = D(A?), et tout A > 0, nous avons

1Az — Az)[|z = [[A(Az) — A(Az)[|2 = Al[Az][p



2.6 Théoréme de Lumer-Phillips : 55

(i)

car A est dissipatif. nous en déduisons
IAx — Azllpa) = |[Az — Az[[p + [|[AQAz — Az)|[2 = A[|z]|5 + |[Az|[E) = Allz]lpa)

Donc Ay est dissipatif.

Soit A >0 et f € D(A). Alors x = R(X\; A) f est la solution dans D(A) de l’équation
A — Ax = f,
et Ax est la solution dans D(A) de
AMAzx) — A(Az) = Af.

Donc x € D(A) et Ay est m-dissipatif dans D(A).

Montrons que D(A?) est dense dans D(A). Soit x € D(A). Pour tout A\ > 0, posons
zy = AR(X; A)z. Comme en (ii), nous pouvons montrer que x € D(Ay). Du Théoréme
.15 nous déduisons

lim ||lzy—z|[g=0
—+00

et
Azy = MARN A)x = Ayx — Az quand N — o0

On a donc montré que

li — —
i |zx — 2||pay =0

Du Théoréme il découle que (A1, D(Ay)) est le générateur infinitésimal du semi-
groupe de contractions {S(t)}e>0 sur D(A). Nous allons établir que Si(t) = S(t)|p(a -
Soit xg € D(A?). Posons z(t) = S(t)xo. Du Théoreme il découle que x est ['unique

solution du probléme

y € C([0,00); D(A)) N C([0, 00); E),
'(t) = Ax(t)  pour tout t >0, z(0)=xzg

Mais, toujours d’aprés le Théoréme Q) = Azx(t) = AS(t)xy = S(t)Axy est
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l'unique solution du probléeme

y € C([0,00); D(A)) N C([0, 00); E),
y'(t) = Ay(t)  pour tout t>10, y(0)= Axg

Comme y(t) = 2/(t) et y(t) = Ax(t) = Ayx(t), nous obtenons v € C([0,00); D(A?)) N
C([0,00)D(A)). Donc x est l'unique solution du probleme

z € C([0,00); D(Ay)) N ([0, 00))D(A))

'(t) = Ax(t) pour tout t>0, z(0)=uz

(2.7)

Appliquant le Théoréme au probléme (2.7), nous obtenons
Si(t)xo = S(t)xe  pour tout  xy € D(Ay)

Par densité le résultat reste vrai pour tout xy € D(A)

Si (A, D(A)) est un opérateur m-dissipatif dans E , pour tout k > 1, nous définissons
(Ak,D(Ak)> par :

D(Ay) = D(A*™) et Awr = Az pour tout — x € D(Ay)

Corollaire 2.6.3. 7] Soit (A, D(A)) un opérateur m-dissipatif de domaine dense dans E et soit

{S(t) }1>0 le semi-groupe sur E engendré par A. Alors (A, D(Ayx)) est un opérateur m-dissipatif

dans D(A*) (muni de la norme du graphe). De plus le semi-groupe {(Sk(t) }s>0 le semi-groupe

sur D(A¥) engendré par Ay, vérifie Sp(t)x = S(t)x pour tout x € D(AF).

Preuve. Le corollaire se démontre par récurrence sur k, et la preuve est analogue a celle du

Théoréeme [2.6.2].



CHAPITRE 3

APPLICATIONS AUX EQUATIONS D’EVOLUTIONS

3.1 Le probléme de Cauchy Abstrait :

Soient E un espace de Banach.

3.1.1 Probléme de Cauchy abstrait homogéne :

Soit A : D(A) C E — E un opérateur linéaire non borné. Le probléme de Cauchy abstrait
pour A avec la donné initial © € E consiste a trouver une solution u(t) du probléme a valeur

initiale suivant : p
—u(t) = Au(t) t>0
dt (PCAh)
u(0) ==z

Définition 3.1.1. [6] Une fonction u : Q x [0,+00) — E est dite solution classique du

probleme (PCAp) si :
1. u(
3. u(t) vérifie (PCAy)

t) est une fonction continue pour toutt > 0
t

)
) est continument différentiable et u(t) € D(A) pour tout t >0
)

D’apres les résultats du Chapitre 2 il est clair que si A est le générateur infinitésimal d’un
Cy semi-groupe {S(t) }+>0, le probléme (PCA;) admet une solution unique qu’on notera u(t) =
S(t)z pour tout x € D(A) (Voir Théoréme 2.5.3)).

Remarque.
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1. lunicité de solution classique découle immédiatement de l"unicité du semi-groupe engen-

dré par A.

2. On note que puisque u(t) € D(A) pour tout t > 0 et u est continue en t = 0, le

probleme (PC Ay) n’admet pas une solution pour x ¢ D(A)

3. Si u est une solution classique du probléme (PC'Ay) donc :
u € C1([0,+00), E) N C([0, +00), D(A))
Existence et unicité des solutions :

Théoréme 3.1.1. ﬂEﬂ Soit A un opérateur linéaire non borné a domaine dense avec un ensemble
résolvant p(A) non vide.

Le probleme (PC' Ay) admet une unique solution u(t) continument différentiable sur [0, 400,
pour tout valeur initiale x € D(A) si et seulement si A est le générateur infinitésimal d’un Cy

semi-groupe S(t)

Preuve. 1. Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe S(t) alors, S(t)x est

lunique solution de (PC'Ay) pour toute valeur initiale x € D(A).
De plus : S(t)x est continument différentiable Vt € [0, +00)

2. Si (PCAy) admet une unique solution continument différentiable V¥t € [0,400),Vz €
D(A), alors on trouve que A est générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe.

En effet : supposons que pour toute valeur initiale x € D(A), le probleme (PC'Ay) admet

une unique solution continument différentiable qui on la note par u(t, ).

Vo € D(A) on définie la norme de graphe par |x|¢ = ||z||g + ||Az||g, puisque p(A) # 0

et A est fermé alors 'ensemble D(A) muni la norme de graphe est un espace de Banach.

Soit Ey, un espace de Banach des fonctions continues de [0,to] a valeurs dans D(A)

munt de la norme Sup.

On considere ’application pour tout 0 <t < tg

S D(A) — Et()

= Sz =u(t,x)

D’apres la linéarité de (PCAp) et Uunicité de la solution, il est évident que S est un

opérateur linéaire défini sur D(A).
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Six, — x € D(A) et Sx, — v € Ey alors de la fermeture da A et

t
u(t,z) = x, —i—/ Au(T, z,)dT
0

Par passage a la limite n — +00

v(t) =z + /Ot Av(t)dr

Ceci implique que v(t) = u(t,x) et S est fermé. alors d’aprés le théoréme de graphe fermé
S est borné, et

sup |u(t,z)|e < |z|¢ (3.1)
te[0,to]

Maintenant on définie ’application

T(t) :D(A) — D(A)
= T(t)r = u(t, )

De lunicité de la solution de (PC'Ay), il suit que T(t) a la propriété de semi-groupe.

D’apres (3.1), on trouve que ¥t € [0,to], T(t) est uniformément borné et prolongeable
par T(t)x = T(t — nty)T (to)"x pour ntg < t < (n+ 1)ty a un semi-groupe sur D(A)
satisfaisant |T(t)x|c < Me*!|z|q

Montrons que

T(t)Ay = AT(t) Yy € D(A?) (3.2)

Posons

v(t) =y + /Ot u(s, Ay)ds (3.3)

On a
V'(t) = u(t, Ay) = Ay + /Ot d%u(s, Ay)ds = A (y + /Otu(s, Ay)ds) = Av(t) (3.4)

Puisque v(0) = y on a par lunicité de la solution de (PCAy), v(t) = u(t,y) et alors
Au(t,y) = v'(t) = u(t, Ay) qui est la méme que (3.2))

Maintenant, puisque D(A) est dense dans E et p(A) # 0, D(A?) est aussi dense dans E.

Soient g € p(A), g #0, y € D(A?)
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x = (Aol — A)y alors, de (3.2), T(t)x = (NT — A)T(t)y et donc
Tzl = [[(A] = AT @)yl < CIT([t)yle < Cre|yle (3:5)

Mass
yla = [yl + [[Ay]| < Cof|z]|

Qui tmplique
IT(t)z]| < Coe||]] (3.6)

Alors, T(t) peut étre prolongé sur tous E par continuité, aprés celte extension T(t)
devient un Cy semi-groupe sur F.
Il reste a montrer que A est le générateur infinitésimal de T'(t).
Posons Ay est le générateur infinitésimal de T'(t). Si x € D(A) alors de la définition de
T(t) on a

T(t)x = u(t,x)

et donc p
%T(t)x =AT(t)x Vt>0
S o d
qui implique en particulier que —T(t)x = Az et que A C A;.

dt =0
Soient Re(A\) >w ety € D(A). De (3.2) et AC Ay ona :

e MAT (t)y = e MT(t) Ay = e MT(t) Ary (3.7)
Intégrant (3.7) de 0 a co donne
AR(X; Av)y = R(X; A1) Ay

Or R(\; A Ay = A1R(X\; Ay)y done AR(N; Ay)y = A1R(X\; Ay) Vy € D(A?).

Puisque AjR(\; Ay) est uniformément borné, A est fermé, D(A?) est dense dans E, alors
ARN Ay = AtR(N\, Ay Yy € D(A). Ceci implique que D(A) D Im(R(\; Ay)) =
D(Ay) et Ay C A donc A= A4

Remarque. Soient A,B deux opérateurs non bornés, B est dit une extension de A si :

D(A) C D(B)
B|D(A) =A

ACB=
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Corollaire 3.1.1. [6] St A est m-dissipatif, le probleme (PCAy) admet une unique solution

u(t) continument différentiable sur [0, +o00], pour toute valeur initiale x € D(A) .

Preuve. La preuve est évidente par le fait que si A est m-dissipatif, alors il engendre un Cy

semi-groupe de contraction.

Les théorémes suivants décrivent la situation ou le probléme (PCA}p) admet une solution

pour tout x € E.

Théoréme 3.1.2. [6] Soit A un opérateur linéaire non borné, si R(\; A) existe pour tout valeurs
réelles A\ > 0 et
lim sup A~ 'log||R(\; A)|| <0 (3.8)
A—>+00

Alors le probleme a valeur initiale (PC'Ap,) admet au plus une solution pour tout x € E

Preuve. Voir @ page 101.

Corollaire 3.1.2. Si A est un opérateur m-dissipatif, Alors le probléme (PC Ay,) admet au plus

une solution pour tout r € E

Preuve. Si A est un opérateur m-dissipatif alors R(\; A) existe et vérifie que Vo € E

(B A <

> =

Or u — logu est une fonction croissante, Alors

1
A tog||R(N; A)|] < )\_llogx
< —log A
- A
<0

Alors
lim sup A~ 'log||R(\; A)|| <0
A—>+o0

Ceci implique que (PC'Ay) admet au plus une solution pour tout x € E
Régularité des solutions :

Théoréme 3.1.3. Soit (A, D(A)) un opérateur m-dissipatif dans E, et soit {S(t)}>0 le
semi-groupe sur E engendré par A. Si xq € D(A?) alors la solution z(t) = S(t)zo du probleme
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(PCA}) vérifie
z € C*([0,00); B) N C'([0,00); D(A)) N C([(0, 00); D(A?))

Plus généralement si xo € D(A*) alors

k
€ [)C"([0,00); D(A))
j=0
Preuve. On démontre par récurrence la forme générale de la régularité des solutions.
1. Pour k =1 Voir la preuve du Théoréme [2.5.3].

2. On suppose qu’elle est vraie pour k, alors :

z € [)C*([0,00), D(A))  Vag € D(A¥)

Jj=0

D’ou
() = 2 0(1) € 0((0, 0], B) N C((0, 00], D(Y))

Alors d’apres le Corollaire (2.6.3|) et le Théoreme (2.5.3)), on a :
(k—1) : d (k1) (k—1)
x (t) = S(t)zo est solution de pr = Ax

On démontre pour k + 1
Soit xg € D(A*Y), alors

dk+1 d
(k+1) _ =& — 2 (k)
T v x(t) dtm
d (d
- a (k-1
dt (dtm )
d

du Corollaire 2.6.3], on obtient que :

¥ (1) = Sy (t)zo = S(t)0.
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Appliquons le Théoreme [2.5.3], on trouve :

x(k)(t) = S(t)zo € C(]0,00); E) N C([0, 00); D(A*1))

Et
k1
zo € D(AM) C D(AF) C ... CD(A) CE alors xg€ ﬂ D(A7)
=0
Vi=0,k ona: CFI([0,+oo], D(AT)) C C*I([0, +oo[, D(AY))
Donc
k1
z(t) € ) CF179([0, 00); D(A))
=0

3.1.2 Probléme de Cauchy abstrait non homogéne :

Dans cette section, on considére le probléme & valeur initiale non homogéne

d
Eu(t) =Au(t)+ f(t) t>0 (PCA,)
u(0) ==z

Avec f : [0,T[— E. Supposons tout au long cette section que A est le générateur infinitésimal
d’un Cj semi-groupe T'(t) pour que I’équation homogéne correspondante c-a-d f = 0, admet
une solution unique pour toute valeur initiale x € D(A)
Définition 3.1.2. [6] Une fonction u: [0,T[— E est une solution classique de (PCA,y) si :
1. u est continue sur [0, T
2. u est continument différentiable sur [0, T
3. u(t) € D(A) pour tout 0<t<T
4. u satisfait (PC App) sur [0,7T]
Définition 3.1.3. ﬂ§|] Soient A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe T(t), x € E,

et fe LY ([0,T], E).
La fonction u € C([0,T], E) donnée par

u(t) =T(t)x + /OtT(t —s)f(s)ds, 0<t<T (3.9)

est la forme générale de la solution faible (mild) du probléme (PC A,p)
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Preuve. Soient T'(t) le Cy semi-groupe engendré par A et u la solution de (PCAy). Alors la
fonction & valeurs dans E définie par g(s) = T(t — s)u(s) est différentiable en 0 < s <t et

d%g@ = —AT(t = s)u(s) + T(t — s)u'(s))

= —AT(t — s)u(s) + T(t — s) Au(s) + T(t — s) f(s)
=T(t —s5)f(s)

feLY0,T]: E) alors
- / Tt - $)f(s)]

=/O Tt - 9)]].1(s)|ds
<M / 9| f(s)|ds

d
ag(s)ds

/

<u | " () ds
0

<we | " 1£(s)lds

< MGWTHfHLI([QT[) S o

D’ou T'(t — s)f(s) est intégrable au sens de Bochner, ainsi

u(t) =T(t)x + /0 T(t—s)f(s)ds

Existence et unicité des solutions :

La définition de la solution faible (mild) du probléme (PCA,;) coincide avec celle de 1'équa-
tion homogene correspondante. II est donc clair que toute solution faible (mild) du probléme

(PCA,;) n’est pas forcement une solution classique méme si f = 0.

Nous allons maintenant nous intéresser a imposer des conditions supplémentaires sur f afin
que pour x € D(A), la solution faible (mild) devienne classique et prouver ainsi, dans ces

conditions, 'existence de solutions du probléme (PCA,;) pour x € D(A).

Nous commencons par montrer que, en général la continuité de f n’est pas suffisante pour

assurer 'existence de solutions du probléme (PCA,;) pour x € D(A).
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En effet, soient A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe T'(t) et
r€FE telque T(t)xr ¢ D(A) pour tout ¢ > 0. (3.10)

Soit f(s) =T(s)z. Alors f(s) est continue pour s > 0.

Considérons le probléme de la valeur initiale

d
Zu(t) = Au(t) + T(H)z (3.11)

u(0) =0

Nous affirmons que (3.11)) n’a pas de solution méme si u(0) =0 € D(A).
En effet, la solution faible (mild) de (3.11)) est :

u(t) = /0 T(t—s)T(s)xds =tT(t)x

Soit to >0

i u(t,x) — u(to,x) tT(t)x —toT (to)x
im =
t—>to t— 1o t— 1ty

— lim tT(t).l? — toT(t).T + toT(t)Qf — toT(to)ZL‘

t—to t— 1o

= lim T(t)x +
t—to () t—1g

o {T(t)x - T(to)x]

t—to

Si cette limite existe, elle contredit la supposition , alors t — tT'(t)x n’est pas différentiable
pour ¢t > 0, et donc ne peut pas étre une solution de (PCA,},)

Ainsi, pour prouver l'existence de solutions du probléme (PCA,,;) nous devons exiger plus
que la continuité de f.

Nous partons par un théoréme général d’existence de solutions du probléme a valeur initiale
(PCA,L).

Théoréme 3.1.4. @ Soient A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe T'(t), et f €
LY([0,T), E) continue sur ]0,T].
Posons .
v(t):/o T(t—s)f(s)ds, 0<t<T (3.12)
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Le probleme a valeur initiale (PC'A,p) admet une solution sur [0,T[ Vx € D(A) si l'une des

conditions suivantes est satisfait :
(1) v(t) est continument différentiable sur |0, T
(11) v(t) € D(A) pour 0 <t <T et Av(t) est continue sur |0, T

Si (PCA,p) admet une solution u sur [0, T[ pour un certain x € D(A), alors v satisfait les deux

conditions a la fois.

Preuve. Si le probleme a valeur initiale (PC A,y) admet une solution u pour un certain x €
D(A), alors cette solution est donnée par (3.9).

Par conséquent )
mwzézw—gﬂg@:u@—T@x

est différentiable pour t > 0 comme la différence de deuz fonctions différentiables et

est évidemment continue sur |0, T.
Par conséquent (i) est satisfaite.
Aussi st x € D(A) alors T(t)x € D(A) pourt > 0 et donc v(t) = u(t) — T(t)x € D(A) pour
t>0 et
Av(t) = Au(t) — AT (t)x = /'(t) — f(t) — T(t)Ax

est continue sur |0, T7.
Ainsi également (1i) est satisfaite.

Par contre, il est facile de vérifier pour h> 0 l'identité

T(h) — I T(h)u(t) — v(t)
T W=

/Ot T(t+h—s)f(s)ds — /OtT(t — ) f(s)ds
- h
:%</Ot+hT(t+h_S)f(8)d5—/tt+hT(t+h_S)f<8>d5_/OtT(t—8)f(s)d5>

v v t+h
_ vexh) (“_%A T(t+ h — 5)f(s)ds (3.13)

A partir de la continuité de f, il est clair que le second terme sur le coté droit de (3.13)) a la
limite f(t) comme h — 0.
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Si v(t) est continuellement dérivable sur |0, T alors, il résulte de que v(t) € D(A)
pour 0 <t <T et Av(t) ='(t) — f().

Puisque v(0) = 0, il s’ensuit que u(t) = T'(t)x 4+ v(t) est la solution du probléeme a valeur
initiale (PCAyy) pour x € D(A).

Siv(t) € D(A) il découle de que v(t) est différentiable de la droite en t et la dérivée
droite DY v(t) de v satisfait D o(t) = Av(t) + f(¢).

Puisque DV o(t) est continue, v(t) est continuellement différentiable et v'(t) = Av(t) + f(t).
Alors u(t) = T(t)x 4+ v(t) est la solution de (PCApy) pour x € D(A).

Corollaire 3.1.3. [6] Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe T'(t).
Si f(s) est continuellement différentiable sur [0,T] alors, le probléme a valeur initiale

(PCA,) admet une solution u sur [0, T[ pour tout x € D(A).

Preuve. On a

t t
v(t) = / T(t—s)f(s)ds = / T(w)f(t —w)dw (3.14)
0 0
Il est clair d’apres (3.14)) que v(t) est différentiable pour t > 0 et que sa dérivée

v(t+h) —o(t)

V'(t) = lim

= 1 ([ rwsen— o - [T wa)

~ i (/Ot+hT(w) (f(t+h_w;_f(t_w))dw+%/tt+hT(w)f(t+h—w)dw)

est continue sur |0, T7.

Le résultat découle donc du Théoréeme ([3.1.417).

Corollaire 3.1.4. [@] Soient A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe T(t), et f €
LY([0,T[, E) continue sur ]0,T].
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Si f(s) € D(A) pour 0 < s < T et Af(s) € LY([0,T[,E) alors pour tout x € D(A) le

probléeme a valeur initiale (PCA,y) admet une solution sur [0,T].

Preuve. Il résulte des conditions que pour s > 0, T'(t —s)f(s) € D(A) et que AT(t—s)f(s) =
T(t —s)Af(s) est intégrable.
Donc v(t) définie par (3.9) satisfait v(t) € D(A) pourt >0 et

Av(t) = A/OtT(t —5)f(s)ds = /OtT(t —s)Af(s)ds

est continue.

Le résultat découle maintenant du Théoréeme (3.1.4]i7).
Régularité des solutions :

Théoréme 3.1.5. ﬂEﬂ Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe T'(t).
Si f(s) est continuellement différentiable sur [0,T] alors, la solution faible (mild) devienne

classique pour tout x € D(A).

Preuve. Voir ﬂ§|] page 187

3.2 Probléme d’évolution semi-linéaire :

Dans cette section, nous étudions le probléme de valeur initiale semi-linéaire suivant :

d
Zru(t) = Au(t) + f(tu(t)) - t>to (PESL)
u(to) = Ug

ol A est le générateur infinitésimal d'un Cy semi-groupe T'(t), sur un espace de Banach E et

f:[te,T] x E —> E est continue en t et satisfait la condition de Lipschitz en u.

Définition 3.2.1. @ Soient A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe T(t), x € E,
et f:[tg,T] x E — E est continue en t et satisfait la condition de Lipschitz en w.
La fonction u € C([0,T], E) donnée par

u(t) =Tt —to)ug + /t T(t—s)f(s,u(s))ds, to<t<T (3.15)

to

est la forme générale de la solution faible (mild) du probléme (PESL)
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Existence et unicité des solutions :

Nous commencons par le résultat classique suivant qui assure I’existence et I'unicité des solutions

faibles de (PESL) pour les fonctions continues de Lipschitz f.

Théoréme 3.2.1. [6] Soit f : [to,T] x E — E continue en t sur [to,T] et uniformément

Lipschitzienne continue avec la constante de Lipschitz L sur E.

Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe T'(t) sur E alors pour chaque ug € E

le probléme a valeur initiale (PESL) admet une solution faible (mild) unique u € C([to, T], E).

De plus. Uapplication ug — u est Lipschitz continue de E vers C([to, T, E).

Preuve. Soit uy € E, on définit l'application
F C([to,T],E) — C([to,T],E)

par

(Pu)(t) = T(t — to)uo + /t T(t — 5)f(s,uls))ds  to<t<T (3.16)

to
En notant ||ul|o la norme de u comme un élément de C([to,T], E) il découle de la définition
de F que
|(Fu)(t) = (Fo)@)]] = ML(t — to)|Ju — vl[o

itérant sur n il en résulte que

IFra)e) — (o)) < M)

_ (urry

[ = vl

oy llu — v||o (3.17)

(MLT)"
n!
F admet un point fize unique u dans C([to, T, E).

Pour n assez grand < 1 et par une extension bien connue du principe de contraction,

Ce point fixe est la solution souhaitée de I’équation intégrale (3.15)).

L’unicité de u et la continuité de Lipschitz de [’application ug —> u sont des conséquences

de l’argument suivant.

Soit v une solution faible (mild) du probléme (PESL) avec la valeur initiale vy sur [to, T},



70 Applications aux équations d’évolutions

alors

|lu(@) —v(@)]] < [T — to)uo — T(t — to)uvol| + /tt 1T (t = 5)(f (s, u(s) — f(s,0(s)))l|ds
0
< Mllwo = woll+ ML [ [ats) = w(s) s
0
ce qui implique, par linégalité de Gronwall, que
[Ju(t) = ()| < MM ug — vo|
et donc

Ju = vlleo < MM iy — vy

ce qui donne a la fois 'unicité de u et la continuité de Lipschitz de 'application ug — u

Il n’est pas difficile de voir que si g € C([to,T], E) et dans la preuve du Théoréme (3.2.1))

on modifie la définition de F a
t
(Pu)(t) = g(6) + [ T(t = )7(s.uls)is
to

on obtient le résultat un peu plus général suivant.

Corollaire 3.2.1. @ St A et f satisfont les conditions du Théoréme (3.2.1)) alors pour tout
g € C([to, T), E) l’équation intégrale

w(t) = g(t) +/ T(t—s)f(s,w(s))ds

to

admet une solution unique w € C([to,T], E)

La condition uniforme de Lipschitz de la fonction f dans le théoréme assure l’exis-
tence d’une solution faible (mild) globale (c-a-d définie sur I'ensemble [ty,T]) du probléme
(PESL).

Si nous supposons que f ne satisfait qu’une condition de Lipschitz locale en u, uniformément
en t sur des intervalles bornés, c-a-d que pour tout ¢’ > 0 et constante ¢ > 0 il existe une

constante L(c,t') telle que

1f(tu) = f(& )| < Lie, ) [fu—vf| vt €[0,¢] (3.18)
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Alors, pour tout u,v € E avec ||u|| < ¢, ||[v|]| < cett €[0,t], alors nous avons la version locale

suivante du Théoréme ((3.2.1])

Théoréme 3.2.2. [@] Soit f :[0,00[XE — E continue en t pour t > 0 et localement Lip-

schitzienne continue en u, uniformément en t sur des intervalles bornés.
Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe T(t) sur E, alors pour tout ug € E

il existe un tyq, < oo tel que le probléme a valeurs initiale (PESL)

d
Jult) = Au(t) + f(t,u(t))

u(0) = g

admet une solution faible (mild) unique u sur [0, t,a.]

De plus : st tye: < 00 alors :

dimJut)] = o0

Preuve. Nous commengons par montrer que pour tout t > 0, ug € E le probléeme a valeur
initiale (PESL), sous les hypothéses du Théoréme, a une solution faible (mild) unique u sur

un intervalle [to, t1] dont la longueur est bornée par

o [|uol|
d(to, |[uol[) = min {1, Rl L () to 1) 1 N(to)} (3.19)

Avec

1. L(c,t) est la constante de Lipschitz locale de f définie en (3.18))

2. M(to) = sup{||T(®)| : 0 < t <t + 1}
3. K(to) = 2[|uo||M (o)
4. N(to) = max{||f(t,0)]| : 0 < t < to + 1}

En effet, soit t; = to + d(to, ||uol|) 0w d(to, ||uol|) est donné par (3.19).
L’application F définie par (3.16|) transforme la boule de rayon K (to) centrée .0 de C([to, 1], E)

en elle-méme.
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Cela découle de 'estimation

1f ()@ < M(t0>||u0||+/t T = $)II(I1f (s, uls) = f(s, )] + [[f(s,0)|[)s

< M (to)||uol| + M (to) K (to) L(K (to), to + 1)(t — to) + M (to) N (to)(t — to)
< M (to){|[uol| + K (to) L(K (to), to + 1) (¢ — to) + K (to)(t —to)}

< 2M (to)||uo|| = K (to)

ot la derniére inégalité découle de la définition de ty.

Dans cette boule, F satisfait une condition de Lipschitz uniforme avec la constante L =
L(K(ty),to + 1) et donc comme dans la démonstration du Théoreme (3.2.1)) elle posséde un

unique point fize u dans la boule.
Ce point fize est la solution souhaitée de (PESL) sur Uintervalle [to,t-

De ce que nous venons de montrer, il s’ensuit que si u est une solution faible (mild) du
probleme (PESL) sur lintervalle [0, 7] elle peut étre prolongée sur lintervalle [0, 7 + §] avec

d > 0 en définissant sur [T, 7+ 6], u(t) = w(t) ow w(t) est la solution de I’équation intégrale
t
w(t) =Tt —1)u(r) + / Tt—s)f(s,w(s))ds 17<t<749¢ (3.20)

De plus, 6 ne dépend que de ||u(7)||, K(7), et N(7)

Soit [0, tmas| Uintervalle mazimal de existence de la solution faible (mild) du probléme
(PESL).

St tae < 00 alors

lim |u(t)|| = 00
t—tmas

car sinon il eziste une suite t,, — tyq. telle que |Ju(t)|| < C pour tout n.

Cela impliquerait par ce que nous venons de prouver que pour chaque t, assez proche de
timaz, W défini sur [0,t,] peut étre prolongée a [0,t, + 8] ou 6 > 0 est indépendant de t,, et donc

u peut étre prolongée au-dela de t,,.. en contradiction avec la définition de t,,q..

Pour prowver lunicité de la solution faible (mild) locale du probléme (PESL), on note que

si v est une solution faible de (PESL) sur tout intervalle fermé [0, to] pour lequel u et v existent
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et coincident par le critére d’unicité cité a la fin de la preuve du Théoréme (3.2.1), donc
Vt € [to, tmae] U=

Théoréme 3.2.3. @ Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe T(t) sur un espace
de Banach réflexif E.

Si f i [to, T) x E — E est Lipschitzienne continue par rapport a les deux variables alors,
le probleme (PESL) admet une solution faible u pour tout ug € D(A)

Preuve. Voir [2] page 189
Régularité des solutions :

Théoréme 3.2.4. [6] Soit f : [tg,T] x E — E uniformément Lipschitzienne sur E et pour
chaque x € E, f(t,z) est continue de [ty, T] dans E.
Si ug € D(A) alors, le probleme a valeur initiale (PESL) admet une solution classique

unique sur [to, T).

Preuve. Voir [6] page 190

3.3 Applications aux problémes paraboliques semi-linéaires :

Dans le chapitre présent, nous limiterons notre attention a les applications liées a la résolu-
tion du probléme & valeur initiale pour les équations aux dérivées partielles.

Les différentes sections de ce chapitre sont essentiellement indépendantes 1'une de ’autre
et chacune d’elles décrit une application particuliére. Les résultats de base de la théorie gé-
nérale des équations aux dérivées partielles qui seront utilisées seront énoncés, sans preuve, si
nécessaire.

Dans les applications de la théorie abstraite, il est généralement montré qu’un opérateur
différentiel donné A est le générateur infinitésimal d'un Cy semi-groupe dans un certain espace

de Banach E. Cela nous fournit 'existence et 'unicité d’une solution du probléme & valeur

initiale 5
Frult,2) = Ault,z) + f(t,u(t,z)) dans (0,T) x Q
u(t,z) =0 dans (0,7) x 02 (3.21)
u(0,z) =y uy € LP(§2)

au sens de I'espace de Banach E. La solution u ainsi obtenue peut étre en fait une solution

classique du probléme de la valeur initiale (3.21]). Si tel est le cas, il est généralement prouvé
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en montrant que u est plus régulier que la régularité fournie par la théorie abstraite. Un outil
commun dans de telles preuves de régularité est le théoréeme d’injection de Sobolev, dont une

version sera indiquée & la fin de cette section.

3.3.1 Equations Parabolique - Théorie de L? :

Soit €2 un domaine borné dans R™ avec une frontiére réguliére 0.
Considérons l'opérateur différentiel d’ordre 2,

A(z, Dyu(x) = > aq(z)Du(x)

o <2

= —div(M(z)Vu(z)) + b(z).Vu(z) + c(z).u(z)
Ou
0< div(b(x)) <«

sup [b(z)| = B

z€Q

1. b: Q) — R" bornée, avec

2. c € L*™(Q) positive

3. M(z) = (ai;(x)), ;_,, est une matrice coercitive a coefficients bornés (c-a-d) :

(a) M est bornée : 3C > 0 :

la;;(x)| < C Vi, j=1,n VxreQ

(b) M est coercitive : Ju > 0 tel que V& € R™"\{0} :
ME.£ > plef?

L’opérateur d’ordre supérieur de A est :

L(z, D)u(x)

I
)
Q
-
Q
=
8
~
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Alors, on considére le probléme parabolique semi-linéaire suivant :

au(tw) = Az, D)u(t,z) + f(t,u(t,z)) dans (0,7) x Q
u(t,x) =0 dans OS2 (PPSLY)
u(0,x) = ug ug € L*(Q)

Le but est de trouver une fonction u solution de (PPSL™) et qui vérifie ces conditions aux
bords. L’existence d'une telle solution s’obtient grace a l'inégalité de Garding et le théoréme

de Lax-Milgram.

Théoréme 3.3.1. [@] L’opérateur A est fortement elliptique s’il existe une constante C' > 0
telle que
Re(—=1)"L(z,&) > C|¢* VzeQ, VEeR"

L’opérateur A défini dans (PPSL) est un opérateur fortement elliptique.
Pour les opérateurs fortement elliptiques, nous avons 'estimation importante suivante.

Théoréme 3.3.2. @(L inégalité de Garding) Si A est un opérateur fortement elliptique

d’ordre 2 alors, il existe des constantes Cy > 0 et \g > 0 telles que on a :
Vu € H*(Q)N Hy(Q), Re(Au,u)r2 > Collull5iz — Mol |u||72

La preuve de I'inégalité de Garding est généralement basée sur la définition d’une ellipticité

forte.
(Au,u) = (—div(MVu) + b(z)Vu + c(z)u, u)
:/Q—ciiv(MV7,L).u+/Qb(az:)Vu.u—l—/Qc(x)u2
Z/ﬂMVu.Vu—i—/ﬂb(x)Vu.u

> | Vul* - / div(b(z))u?
0
«
> pl[Vullzz = Sllullz:

«
> alulfina — 5 llull

Théoréme 3.3.3. @ Soit A(x, D) défini dans (PPSL™). Pour tout X satisfaisant ReX > Ao
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et pour tout f € L*(Q), il existe une unique solution u € H*(Q) N Hy () satisfaisant I’équation

A+ A(x,D)u = f

Preuve. On peut donc appliquer le théoréeme de Schauder et prouver ’existence d’une solution

faible unique w € H} () du probléeme auz limites
M+ A(z, D)u = M — div(MVu) + b(x)Vu + c¢(x)u = f (3.22)
On définit l'opérateur

F:H}(Q) — L*Q) —H;(Q) — Hi(Q)

v—> fv) —i(f(v)) — u
avec f(v) = f —b(x)v et u est solution du probleme

—div(MVu) + c(z)u = f —b(z).Vv dans 2
u=0 dans OS2

Montrons tout d’abord que F' est bien défini. En effet

pour tout ¢ € H} :

/Q —div(MVu).p + c(z)u.p = /

i —div(MVu).p + / c(x)u.p

Q
:/MVU.V¢+/C(1‘)U.§D
Q Q

:/Qf.cp—/gb(x)Vv.go

a(u, ) = /Q o)+ /Q MVu.Vi

On pose

() = /Q fo- /Q b(z) V.
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1. La coercitivité de af.,.) :

a(u,u):/gc(x)UQ%—/QMVu.Vu
> |lull72(q) + plIVull]
= L2(Q) TH L2(Q)
> C (|[ulle) + VUl fae) (€ =min(1, )

> Cllul By 0

2. La bilinéarité de a(.,.) :

a(u+w,go)=/

Qc(:zc)(u +w).p + /Q MV (u+w)Vep

—/Qc(x)u.<p+/gc(:v)w.<p+/QMVquo—l—/QMVwV<p
= a(u,¢) +a(w, ¢)

a(u, o+ V) :/

i c(x)u(e+V)+ /Q MYuV(p + V)

:/c(x)u.go—l—/MVUVQO—F/C(J;)U.LP—F/MVUV!P
Q Q Q Q

= a(u, ) + a(u,¥)
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3. La continuité de af.,.) :

la(u, )] = /Q e+ /Q Mvu.w‘

SC/ |u.g0|+/ |MYVu.Vy
Q Q

< Cllulle2@) el @) + plIVull2@)- 1 Vel 2@

<(C+ N)HU||H(}(Q)~||90HH3(Q)

4. La linéarité de l(.)

l(<p+W)—/Qf.(go—i-![/)—/gb(x)Vv(cp—i—W)

:/Qf.w/gf.sp—/Qb@)w.go—/gb(x)w.w

=l(p) +1(¥)

5. La continuité de [(.)

() =

/Qf.ap—/ﬂb(x)Vv.cp'

§/|f~90|+/]b(x)Vv.gp|
Q Q
< 1 fllz2@ Nl + B /Q V.o

< | fllez@- el mp @) + BlIVVllLe@)-llell 2@

< C||90HH3(Q)
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D’apres le théoréeme de Laz-Milgram on déduit qu’il existe une unique solution u € Hy(Q)

satisfaisant le probleme (%), ainsi F est bien défini.
Montrons que F admet un point fize, pour ce faire nous utilisons le théoreme de Schauder.

Montrons qu’il existe un convexe C tel que F(C) C C

Soit
v e B(0,R) C Hy(Q), notons u= F(v)
On a
/MVuVu+/ u—/fu—/ x)Vu.u
n [ 19uP < 1l lulliao + sup )] [ [Tl
Q el Q
< |zl ull g2 + Bllvllaz o llull g @)
llulBy e < (111120 + Bllollmye] lel o
pllull iy < [I1fll2@) + BR] = R
Alors
R /120
uw—B

Montrons que F est complétement continu :

En effet, comme F est la composée d’application continue et l'injection compacte de L*(2) <
H ()

Par conséquent, par le théoreme de Schauder F admet un point fize u, autrement dit : u est

la solution de

A — div(MVu(t, z)) + b(x)Vu(t,z) + c(z)u(t,z) = f  dans (0,T) x Q
u(t,z) =0 dans OS2

Ainsi (A + A(z, D)) est surjectif.

Définition 3.3.1. @] Soit A(x, D) opérateur défini dans (PPSLY") et D(A) = H*(Q)NH ().
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Pour tout w € D(A), on définit
Au = A(z, D)u

Avec cette définition on a :
Existence et unicité des solutions :

Théoréme 3.3.4. [6] Soit H = L*(Q) et soit A Uopérateur défini ci-dessus.

Pour tout \ satisfaisant Re A > 0 Uopérateur Ay = —(A+ ) est le générateur infinitésimal
d’un Cy semi-groupe de contractions sur H = L*(2).

De plus

Si X =0, alors le probléme a valeur initiale (PPSLL2) admet une solution unique u.

Preuve. Il est Clair que D(A)) = D(A) D C3°(Q). Puisque C5°(2) est dense dans H, il s’ensuit
que D(A,) est dense dans H.

Aussi, de linégalité de Garding nous avons :

Re (Ayu,u)r2 = (—Au — \u, u)

= (div(MVu) — b(x)u — c¢(x)u — Au, u)

:/Q—MVu.Vu—/Qb(x)Vu.u—/(C(x)+>\)|u|2

Q

«
< —pl|Vul[fa@) = Slullize) = (¢(@) + Mllullfzg) <0

Puisque Re A\ > 0, Re(Ayu,u)r2(Q) <0 et Ay est dissipatif.
Enfin, si Re X\ > 0, alors

Im (ul + Ay) = H  pour chaque >0

Ceci est une conséquence directe du Théoréme .
Du Théoreme il suit maintenant que Ay est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-
groupe de contractions sur H = L?(Q).
Si A =0 alors Ay = —A, est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contraction.
D’apres le Théoréme de Hille-Yoshida —A est m-dissipatif. Par conséquent l’existence et

lunicité de la solution du probleme (PPSLLQ) est une conséquence du Théoreme (13.2.1)
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Régularité des solution :

Théoréme 3.3.5. @] Soit A Dopérateur défini dans (PPSLL2).
Pour tout ug € H2(Q) N HL(Q) le probleme (PPSLE’) admet une solution unique

u € CH([0, +ool, H*(Q) N H}(Q))
De plus, Pour tout f € L*(Q) satisfaisant
[ 1) = f(s.0) o < K]t = s (%)
Alors, pour tout ug € L*(Q2) le probléeme (PPSLﬁZ) admet une solution unique
u € C*(]0, +o0], H*(2) N Hy(Q))

Preuve. Existence, unicité et la régularité de solution du probleme (PPSLﬁQ) découle du Théo-
reme (3.1.3)).
Par contre la régularité de solution du probleme (PPSLE) est une conséquence du Théoreme

(3.2.1) en remarquant que () n'est autre que la lipschitziennité de f dans L*(2).

3.3.2 Equations Parabolique - Théorie de L7 :

Soit 2 un domaine borné avec une frontiére réguliére dans R".

Dans la section précédente, nous avons considéré les semi-groupes définis sur I'espace de
Hilbert L?(Q2). Il est souvent utile de remplacer I'espace de Hilbert L?(£2) par I'espace de Banach
LT(Q), 1 < p < oco. Ceci est généralement important si I'on souhaite obtenir des résultats de
régularité optimaux.

Dans la présente section, nous discuterons de la théorie des semi-groupes associés aux opé-
rateurs différentiels fortement elliptiques de type divergence dans L7 ().

Considérons le probléme parabolique semi-linéaire suivant :

%u(t,x} = div(M(x)u(t,x)) + f(t,u(t,x)) dans (0,7) x Q
u(t,z) =0 dans 0f) (PPSL™)
u(0,z) = ug up € LP(Q)

Définition 3.3.2. @ Soit A un opérateur fortement elliptique d’ordre 2 sur un domaine borné
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Q a frontiere régulicre 02 dans R™ et 1 < p < 0o
L opérateur défini par

A, D)= ) (=1)*ID(aa(x)u)

|| <2

est appelé 'adjoint formel de A

Théoréme 3.3.6. [@] Soit A un opérateur fortement elliptique d’ordre 2 sur un domaine borné

Q a frontiére réguliere 0S) dans R™ et soit 1 < p < oo. Il existe une constante C telle que
[ullw=r < C(l[AulLe + [[ul|r) (3.23)

pour tout u € WP(Q) N W, ()
I'utilisation de cette estimation & priori prouve le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.7. Soit A un opérateur fortement elliptique d’ordre 2 sur un domaine borné )

a frontiere réguliere OS2 dans R™ et soit 1 < p < oco. 1l existe une constante C' > 0 tel que

||| r < (M + A)ul|Lr (3.24)

9
A

pour tout u € WP(Q) N WyP(Q) et A > 0.

Pour un opérateur fortement elliptique A, on associe un opérateur linéaire non borné A,

dans L7 (Q) comme suit :

Définition 3.3.3. [@] Soit A un opérateur fortement elliptique d’ordre 2 sur un domaine borné
Q a frontiére réguliere 9S) dans R™ et 1 < p < o0.
On pose
D(A,) = W*P(Q) N W, () (3.25)

et
Ayju=Au  Yu e D(A,) (3.26)

Le domaine D(A,) contient C§°(Q2) et il est donc dense dans L7 ().
De plus, du Théoréme (3.3.6) il découle aisément. que A, est un opérateur fermé dans
LE(Q).

Avec cette définition, nous avons :

Lemme 2. Soit A un opérateur fortement elliptique d’ordre 2 sur € et soit A,, 1 < p < oo,

lopérateur qui lui est associé par la définition (3.3.3) .
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Lopérateur Ay, q = 1 associ€ par la définition (3.3.3) a l’adjoint formel A* de A sur

Li(Q) est lopérateur adjoint de A,.

En effet : Des Théorémes (3.3.7)) et (3.3.6) on déduit,

Existence et unicité des solutions :

Théoréme 3.3.8. [0] Si A, est Uopérateur associé a A par la définition ([3.3.3)) alors A, est le
générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contraction sur LT (Q).

De plus, Le probleme a valeur initiale (PPSLY") admet une unique solution wu.

Preuve. Il suffit de montrer que A, est m-dissipatif dans LP

On utilise la caractérisation de Lumer-Phillips avec u* = |u|*u, avec

p—2 p>2
o =
p—1 1<p<2

(Apu, u*) = (div(MVu), |u|*u)
_ —/QMVU.V[|u|O‘u]
=—(a+1) / MVu.|u|*Vu

< —(a+1)00/ IVl ]
Q

<0
Alors A, est dissipatif, par conséquent

Ix = Ay vy > Allul vy (3.27)
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Pour montrer la surjectivité de 'opérateur (A — A,) c-a-d
Vfe LP(Q?), Jue D(4,), Mu—-Au=/f
il suffit de montrer que

(Im(M — Ap))~ = {0}

(M —=A)u,v) =0=>v=0 VYueD(A,), Yvell

0= (Au— Ayu,v)
= (u, \v — Av)

Remplacent dans (3.27)), on trouve :
)\||v||Lq(Q) <0=v=0

Par conséquent

(Im(\ — A)F ={0} = Im(A\[ - A) =F

D’aprés le Théoréme A, est m-dissipatif.
Alors A, est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contraction dans LP(S2).

Par conséquent, le probleme (PPSLL") admet une solution unique.
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