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INTRODUCTION

L’analyse mathématique est considérée comme l’une des sciences ma-

thématiques, elle se développe dans ces dernières années par un afflux

d’hypothèses et de théorèmes, en particulier dans l a notion de la mesure

de non compacité , cette notion ayant plusieurs applications dans la topo-

logie, l’analyse fonctionnelle et la Théorie des opérateurs. Elle est apparue

la première fois par le mathématicien Kuratowski en 1930.

le théorème de points fixes est au cœur de l’analyse non linéaire puis-

qu’elle fournit les outils nécessaires pour avoir des théorèmes d’existence

dans beaucoup de problèmes non linéaires différents. Il y a différentes ap-

plications dans la topologie et dans les autres sciences telles que la phy-

sique, la chimie, la biologie et l’économie ... etc.

La première apparition de la théorie du point fixe était à la fin du 19

ème siècle par le mathématicien polonais Banach intitulée, le principe de

la contraction. Ce théorème est souvent mentionné comme le théorème du

point fixe de Banach qui l’a énoncé en 1922 dans le cadre de la résolution

des équations intégrales. Il est employé pour trouver des solutions ap-

proximatives et successives et L’existence d’une seule solution des équa-

tions notamment les équations différentielles. Ce théorème est appliqué

dans l’espace métrique complet .
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Au cours des dernières années, des nombreux articles ont été consa-

crés à la notion de mesure de non-compacité. Les articles les plus expli-

catifs sur ce sujet. La notion de mesure de non-compacité a été définie de

plusieurs façons. Où les mesures de non compacité se sont également avé-

rées très utiles en théorie des points fixes métriques, donnant des résultats

d’existence ou de stabilité pour des applications non expansives et unifor-

mément lipchitziennes basées sur certains coefficients définis en termes de

telles mesures .

En 1955, G. Darbo, en utilisant le concept d’une mesure de non-compacité,

a prouvé un théorème garantissant l’existence de points fixes des opéra-

teurs condensantes , Ce théorème trouvé une abondance d’applications

pour prouver l’existence des solutions pour une large classe d’équations

différentielles et intégrales .

Notre objectif dans ce sujet est comment utilisé la notion de la mesure

de non compacité pour prouver l’existence de la solution d’une équation

intégrale à l’aide de la théorie du point fixe Notre travail est divisé en trois

chapitres :.

Le premier chapitre contient un rappel sur certaines notions utilisées

tout au long de ce mémoire, comme : les espaces métriques, les espaces

complets, les espaces de Banach, quelques éléments d’analyse fonction-

nelle.

Le deuxième chapitre, on présente quelque définitions et notions sur

la mesure de Non compacité comme la mesure de Kuratowski et Haus-

dorff sur les ensembles bornés et Les opérateurs, nous présenterons égale-

ment quelques propriétés fondamentales ainsi que le théorème de Schau-

der et quelques théorèmes du point fixe qui sont liés à la mesure de non-

compacité dans l’espace de Banach, ( théorème de Darbo . . . ) .

Dans le troisième chapitre , on va l’appliquer le théorème du point fixe

sur les équations intégrales pour démontrer l’existence de la solution de

cette équation. Avec la mesure de non compacité .

on va étudier l’existence et le comportement asymptotique des solu-
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tions de d’équation intégrale de type Hammerstein.

x(t) = g(t) + f(t, x(t))

∫∞
0
K(t, s)h(s, x(s))ds; t ≥ 0.

et l’équation intégrale singulière non linéaire de type Volterra de la

form :

x(t) = a(t) + x(t)

∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds.

où t ∈ I = [0,M], M <∞ et 0 < α ≤ 1.



CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRE

1.1 Espaces métriques

Définition 1.1.0.1 Une distance sur un ensemble E est une application d : E×
E→ R+ telle que, pour tout x, y, z ∈ E :

1. d(x, y) = 0⇔ x = y, (d est séparation)

2. d(x, y) = d(y, x), (d est symétrie)

3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), (inégalité triangulaire).

Le couple (E, d) est appelé un espace métrique.

1.1.1 Topologie des espaces métriques

Définition 1.1.1.1 Dans un espace métrique (E, d), on appelle boule ouverte

(resp. boule fermé) de centre a ∈ E et de rayon r > 0, le sous-ensemble :

B(a, r) = {x ∈ E, d(a, x) < r} (resp. Bf(a, r) = {x ∈ E, d(a, x) ≤ r})

Définition 1.1.1.2 Soient (E, d) un espace métrique et A une partie de E. On

dit que A est bornée si et seulement si :

∃M ∈ R+ tel que ∀(x, y) ∈ A2, on a d(x, y) ≤M.

11



1.1. ESPACES MÉTRIQUES 12

Définition 1.1.1.3 Soit A une partie non vide et bornée de E. On appelle dia-

mètre de A le nombre δ(A) défini par :

δ(A) = sup
(x,y)∈A2

d(x, y)

Remarques 1.1.1.1 δ(∅) = 0

Définition 1.1.1.4 Soit (E,d) un espace métrique, A et B sont des parties bornées

de E et x ∈ E
On définit la distance entre x et A par

dA(x) = inf
y∈A

d(x, y)

1.1.2 Suites dans les espaces métriques

Définition 1.1.2.1 (Convergence)

Soit (E, d) un espace métrique. Une suite (xn)n de E est dite convergente vers un

élément x de E si

∀ε > 0, ∃N0 ∈ N, ∀n ∈ N tel que n > N0 ⇒ d (xn, x) ≤ ε .

Définition 1.1.2.2 (Suite de Cauchy)

Soit (E, d) un espace métrique. Une suite ( xn)n est une suite de Cauchy si

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀m,n ∈ N tel quem,n ≥ n0 ⇒ d (xm, xn) < ε.

Proposition 1.1.2.1

1. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

2. Toute suite de Cauchy est bornée.

Proposition 1.1.2.2 (Espace métrique complet)

Soit ( E, d) un espace métrique, on dit que (E, d) est complet si toute suite de

Cauchy est convergente dans E.
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1.1.3 Applications continues

Définition 1.1.3.1 Soient (E, d) et (F, δ) deux espaces métriques, et f : E → F

est une application, on dit que f est continue en a ∈ E si et seulement si :

∀ε > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ E, d(x, a) < α⇒ δ(f(x), f(a)) < ε

Remarques 1.1.3.1 Une application f est continue sur E si et seulement si elle

est continue en tout point a de E.

Définition 1.1.3.2 on dit que f est uniformément continue si et seulement si

∀ε > 0, ∃α > 0, ∀x, y ∈ E, d(x, y) < α⇒ δ(f(x), f(y)) < ε

Théorème 1.1.3.1 Soient E et F deux espaces métriques et f : E → F et soit

b = f(a) on a f est continue en a⇔ si V est un voisinage de b alors f−1(V) est

un voisinage de a.

Corollaire 1.1.3.1 (Caractérisation d’une application continue)

Les trois conditions ci- dessous sont équivalentes.

(i) f : E→ F est continue en tout point de E

(ii) Pour tout ouvert U de F alors f−1(U) est un ouvert de E

(iii) Pour tout ferméW de F alors f−1(W) est un fermé de E.

Définition 1.1.3.3 (Application lipschitzienne)

Une application f : (E, dE) → (F, dF) est dite lipschitzienne s’il existe une

constante k ≥ 0 telle que

∀(x, y) ∈ E2, dF(f(x), f(y)) ≤ kdE(x, y)

Définition 1.1.3.4 Toute application lipschitzienne est continue et en particu-

lier, uniformément continue, i.e.

∀ε > 0, ∃η > 0, tel que ∀x, y ∈ E, dE(x, y) < η⇒ dF(f(x), f(y)) < ε.

Remarque 1.1.3.1 Si la constante k < 1 et si E = F, on dit que f est une contrac-

tion.
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Définition 1.1.3.5 (Le point fixe)

. Soient (E, d) un espace métrique, et f : E→ E une application, on dit qu’un

point x ∈ E est un point fixe de f si et seulement si f(x) = x.

Définition 1.1.3.6 (La limite)

. Soient (E, ‖.‖) et (F‖.‖) désignent deux espaces vectoriels normés, A est une

partie de E et f : A→ F est une fonction.

Soit a ∈ Ā. On dit que f admet une limite en a sil existe l ∈ F tel que :

∀ε > 0, ∃δ > 0, tel que ∀x ∈ B(a, δ)∩A,⇒ ‖f(x) − l‖ < ε
Si f admet une limite en a, cette limite est nécessairement unique.

1.1.4 Compacité

Définition 1.1.4.1 (Les ensembles compacts)

On dit qu’un ensemble A de E est compact si de toute suite d’éléments de A, on

peut extraire une sous-suite converge vers un élément deA.

Définition 1.1.4.2 (Autre définition d’ensemble compact)

Soit A un ensemble d’un espace normé E,A est dit compact si de tout recouvre-

ment de A par des ouverts de A on peut extraire un sous-recouvrement fini i.e.

∀Vj, j ∈ J( ouverts );U ⊂
⋃
j∈J
Vj, ∃Vj(k), k = 1, 2, . . . , n tel que U ⊂

n⋃
k=1

Vj(k)

Proposition 1.1.4.1 .

1. Si A est compact, alors A est fermé et borné.

2. Si E est de dimension finie, alors A est compact si et seulement si A est

fermé et borné.

Définition 1.1.4.3 (Les ensembles relativement compacts)

On dit qu’un ensemble A de E est relativement compact si et seulement si son

adhérence Ā est compact.
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Définition 1.1.4.4 (L’application complètement continue)

Soient E et F deux espaces de Banach,Ω une partie non vide de E

Une application f : Ω ⊆ E → F est dite complètement continue si et seulement

si elle est continue et l’image de tout ensemble borné X de Ω est un ensemble

relativement compact de F c′est-d-dire, f(X) est un compact.

1.2 Espaces vectoriels normés

Définition 1.2.0.5 Soit E un espace vectoriel sur R Une application N : E → R

est une norme ssi

1. . ∀x ∈ E, ∀λ ∈ R, N(λx) = |λ|N(x) (homogénéité)

2. ∀x, y ∈ E,N(x+ y) ≤ N(x) +N(y) (inégalité triangulaire)

3. ∀x ∈ E,N(x) ≥ 0 (positivité)

4. ∀x ∈ E,N(x) = 0⇐⇒ x = 0 (définie).

Remarque 1.2.0.1 Un espace vectoriel normé (e.v.n.) est un couple (E, ‖.‖). Il

s’agit d’un cas particulier d’espace métrique muni de la distance

d(x, y) := ‖x− y‖, x, y ∈ E

Définition 1.2.0.6 (Normes équivalentes)

Deux normes N1 et N2 définies sur un espace vectoriel E sont équivalentes si

∃α > 0, β > 0 t.q. ∀x ∈ E αN1(x) ≤ N2(x) ≤ βN1(x)

1.2.1 Convexité

Un sous-ensemble X d’un espace vectoriel normé E est dit :

1. i) Affine si et seulement si :

∀x, y ∈ X, ∀λ ∈ R, (1− λ)x+ λy ∈ X
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2. ii) Convexe si et seulement si :

∀x, y ∈ X, ∀λ ∈ [0, 1]R, (1− λ)x+ λy ∈ X

Autrement dit, un ensemble est affine (resp. convexe) s’il contient

toute droite (resp. tout segment) passant par deux de ses points.

Exemples :

Nous commençons par quelques exemples élémentaires.

1. i) Tout ensemble affine est convexe.

2. ii) Soit ‖.‖ une norme sur l’espace vectoriel E. Pour tout x ∈ E et

r ≥ 0, la boule centrée en x et de rayon r (ouverte ou fermée) est

convexe

3. Pour toute forme linéaire ϕ : E→ R et b ∈ R, le sous-niveau

s = {x ∈ E,φ(x) ≤ b}

est un ensemble convexe appelé demi-espace.

En effet, soient x ; y ∈ S et λ ∈ [0; 1] on a

φ(λx+ (1− λ)y) = λφ(x) + (1− λ)φ(y)

≤ λb+ (1− λ)b

= b

alors,

λx+ (1− λ)y ∈ S

Définition 1.2.1.1 (L’enveloppe convexe et fermé)

SoitΩ un ensemble d’un espace vectoriel normé E. On dit que l’enveloppe convexe

et fermé d’ensembleΩ est un plus petit convexe et fermé contient àΩ i.e.

ConvΩ =
⋂

{K ⊂ E : K ⊃ Ω,K est convexe et fermé }
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Définition 1.2.1.2 (Les applications convexes)

Soit f une application d’espace vectoriel normé E dans R. On dit que l’application

f est convexe sur E, si pour tout x;y ∈ E et λ ∈ [0; 1] on a

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

Exemple : La norme ‖.‖définie sur l’espace de Banach E est une ap-

plication convexe. En effet, soient x;y ∈ E et λ ∈ [0; 1] on a :

‖λx+ (1− λ)y‖ ≤ ‖λx‖+ ‖(1− λ)y‖
= |λ|‖x‖+ |(1− λ)‖‖y‖
= λ‖x‖+ (1− λ)‖y‖

1.2.2 Espaces de Banach

Définition 1.2.2.1 Tout espace vectoriel normé complet est dit espace de Banach.

Corollaire 1.2.2.1 out sous-espace vectoriel (sev) fermé d’un espace de Banach

est lui-même un espace de Banach pour la norme induite.

Théorème 1.2.2.1 Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes

sont équivalentes.

Corollaire 1.2.2.2 Tout evn de dimension finie est un espace de Banach.

Définition 1.2.2.2 (algèbre de Banach)

Soit A une Algèbre sur K = R ou C équipée d’une norme ‖.‖. et l’opération

interne de multiplication (x, y) → xy de A × A dans A telle que, quels que

soient x ∈ A, y ∈ A et λ ∈ K, on a :

λ(xy) = (λx)y = x(λy)

A est une Algèbre de Banach si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

– (A, ‖.‖) est un espace de Banach.

– Pour tous x, y ∈ A on a

‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖
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On dit que l’algèbre est unitaire si elle contient un élément unité, c’est-à-dire

un élément e tel que, pour tout x ∈ A, ex = xe = x.

Enfin, nous dirons qu’une Algèbre A est commutative si xy = yx pour

tous x, y ∈ A

1.3 Espaces des fonctions continues

1.3.1 Espace des fonctions continues sur [a,b]

Définition 1.3.1.1 Soit [a, b] intervalle dans R Notons

C([a, b]) = {f : [a, b]→ R; continue } et ‖f‖∞ = sup
x∈[a;b]

|f(x)|

Si on définit le produit (f.g)(x) = f(x).g(x), f, g ∈ C([a, b]) , alors ‖fg‖∞ ≤
‖f‖∞‖g‖∞ et (C([a, b]), ‖ · ‖∞) -est une algèbre de Banach.

1.3.2 Espace des fonctions continues bornées

Définition 1.3.2.1 soit I intervalle dans R , on note BC(I) l’ensemble des fonc-

tions continues et bornées sur I i.e :

BC = {f : I→ R : f est continue et bornée}

Théorème 1.3.2.1 (théorème de Valeur moyenne)

Pour toute fonction f à valeurs réelles, définie et continue sur [a, b], avec a < b,

il existe un réel c compris entre a et b vérifiant :

f(c) =
1

b− a

∫b
a
f(x)dx
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1.3.3 Théorème d’Ascoli-arzela

Définition 1.3.3.1 (Equicontinuité)

Soit (E,d) et (F,d’) deux espaces métriques etH une partie de C(E, F).On dira que

H est équicontinue en x0 si

∀ε > 0, ∃δ > 0, tel que d (x, x0) ≤ δ⇒ d′ (f(x), f (x0)) ≤ ε, ∀f ∈ H

Théorème 1.3.3.1 Soit (E, d) un espace métrique compact, (F, δ) un espace mé-

trique complet. Une partieA de C(E, F) est relativement compacte si et seulement

si :

1. A bornée

2. A est équicontinue

3. {f(x), f ∈ A } est relativement compact. ∀x ∈ E

Corollaire 1.3.3.1 SoitC([a, b];R) L’espace des fonctions continues définies sur

[a, b] à valeurs dans R muni de distance de la convergence uniforme Alors H ⊂
C([a;b];R) est relativement compacte si et seulement si :

1. H équicontinue

2. H est bornée.

Lemme 1.3.3.1 Soit D ⊂ (BC). Alors D est relativement compact dans (BC)

si :

– (a) D est uniformément borné dans (BC)

– (b) les fonctions appartiennent àD sont équicontinues sur R+, i.e équicon-

tinues sur chaque compact de R.

– (c) les fonctions de D sont équiconvergent, i.e pour ε > 0, ∃T(ε) tel que :

|u(t) − u(+∞)| < ε; ∀t ≥ T(ε) et u ∈ D



CHAPITRE 2

MESURE DE NON COMPACITÉ

2.1 Mesure de non compacité standard

2.1.1 La mesure de non compacité en générale

Définition 2.1.1.1 (Notion générale)

Une fonctionψ définie sur l’ensemble de parties d’un Banach E à valeurs dans un

ensemble partiellement ordonné (Q,≤) est dite MNC si :

ψ(convΩ) = ψ(Ω); ∀Ω ∈ P(E).

Définition 2.1.1.2 Soit l’application µ :M → [0,∞[ On dit que µ est mesure

de non compacité (MNC) avec propriétés maxima. dans l’espace de Banach X, si

elle satisfait les conditions suivantes :

∀A,B, B1, B2 ∈ M on a les propriétés suivantes

1. l’ensemble ker (µ) = {A ∈ M telle que : µ(A) = 0} est un ensemble non

vide et ker(µ) ⊂M
2. Si A ⊂ B, alors µ(A) ≤ µ(B)
3. µ(Ā) = µ(A)

4. µ(λA+ (1− λ)B ≤ λµ(A) + (1− λ)µ(B) , ∀λ ∈ [0, 1]

20
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5. µ(conv(A)) = µ(A)

6. µ (B1 ∪ B2) = max {µ (B1) , µ (B2)}

7. Si (An)n∈N est un ensemble des suites deM telle que An+1 ⊂ An, An =

An(n = 1, 2, . . .) et limn→∞ µ (An) = 0, alors A∞ =
⋂∞
n=1An 6= φ

et A∞ ∈ ker(µ)

Définition 2.1.1.3 On dit que la mesure de non compacité µ sublinéaire, si ∀A,B ∈
M, si elle satisfait les deux conditions suivantes :

1. µ(λA) = |λ|µ(A)∀λ ∈ R

2. µ(A+B) ≤ µ(A) + µ(B)

2.1.2 La mesure de kuratowski

Définition 2.1.2.1 Soit (X, d) un espace métrique, etQ un sous ensemble borné

de X, alors la mesure de non compacité de Kuratowski de Q noté par α(Q), avec

α(Q) est la borne inférieure de l’ensemble de tous les nombres ε ≥ 0, tels que

l’ensembleQ admet un recouvrement fini par des ensembles (Si) avec le diamètre

≤ ε
où

α(Q) = inf

{
ε > 0 : Q ⊂

n⋃
i=1

Si : Si ⊂ X,diam (Si) < ε(i = 1, . . . , n);n ∈ N
}

la fonctions α est dit mesure de non compacité de kuratowski.

2.1.3 La mesure de Hausdorff

Définition 2.1.3.1 Soit (X, ‖.‖) espace métrique et Q un sous ensemble borné

de X, alors la mesure de non compacité de Hausdorff de l’ensemble Q, noté par

χ(Q), i.e, χ(Q) la borne inférieure de l’ensemble de tous les nombres ε ≥ 0, tel

que l’ensemble Q admet un recouvrement fini par des boules de rayon r ≤ ε

autrement dit :

χ(Q) = inf

{
ε > 0 : Q ⊂

n⋃
i=1

B (xi, ri) , xi ∈ X, ri < ε(i = 1, . . . , n)n ∈ N
}
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Remarque 2.1.3.1 1. On appelle diamètre d’un ensemble Q est le nombre

sup{d(x, y) : x ∈ Q,y ∈ Q}

noté par diam(Q), ou δ(Q) avec diam(∅) = 0, Il est clair que

0 ≤ α(Q) ≤ diam(Q) < +∞
pour chaque ensembleQ borné et non vide dans l’espace de BanachX et diam(Q) =

0 si seulement siQ est un ensemble vide ou se compose exactement d’un point,

et on a aussi les propriétés du diamètre suivantes :

– Si Q1 ⊂ Q2 alors diam (Q1) ≤ diam (Q2)

– diam(Q̄) = diam(Q)

– diam (Q1 +Q2) ≤ diam (Q1) + diam (Q2)

– diam(x+Q) = diam(Q), ∀x ∈ X
– diam(λQ) = |λ|diam(Q), ∀λ ∈ R
2 . Soit X espace de Banach, ensemble finie {ϕ1, ϕ2, ϕ3, . . . ϕn} dans X, on dit

que ε - net de l’ensembleB, si pou tout pointψ ∈ Bil existeϕj tel que ‖ψ−ϕj‖ <
ε

Proposition 2.1.3.1 Soient Q,Q1 et Q2 des sous ensembles borné dans un es-

pace normé (X, ‖− ‖) alors

1. χ (Q1 +Q2) ≤ χ (Q1) + χ (Q2)
2. χ (Q1 + x) = χ (Q1) , ∀x ∈ X
3. χ (λQ1) = λχ (Q1) , ∀λ ∈ R

4. χ (Q1) = χ (conv (Q1))

Théorème 2.1.3.1 Soient (X, ‖‖) un espace métrique,Q un sous-ensemble borné

de X, alors

χ(Q) ≤ α(Q) ≤ 2χ(Q)
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Dans la classe de tous les espaces de Banach de dimension infinie, ces inégalités

sont les meilleur possible.

Théorème 2.1.3.2 Soit B la boule unitaire (B(0, 1)) dans l’espace de Banach E,

alors α(B) = χ(B) = 0 si E de dimension finie, et α(B) = 2, χ(B) = 1 si E de

dimension infinie.

Théorème 2.1.3.3 Les MNCs α et χ sont invariantes par passage à l’adhérence,

et à l’enveloppe convexe i.e :

ψ(Ω) = ψ(Ω̄) = ψ(convΩ)

preuve : ψ(Ω) = ψ(Ω̄) est évidente.

1. si S est un ε -réseau fini deΩ, alors conv S est un ε -réseau totalement

borné de convΩ

,doncχ(Ω) = χ(convΩ)

2. pour prouver que α(Ω) = α( convΩ), on suppose que Ω = ∪mk=1Ωk
et diam Ωk < d; ∀k il est clair que : conv Ω = ∪∑m

k=1 λk conv Ωk
où λk ≥ 0 et

∑m
k=1 λk = 1, avec une précision arbitraire δ(ε) au sens

de la métrique de Hausdorff (limε→0 δ(ε) = 0) , l’union de toutes les

sommes peut être approchée par union finie des sommes de même

forme, dans lesquelles λ parcourt un ε -réseau fini δ(ε)( ou δ pour simplifier )

D’après les propriétés de MNC α on obtiens :

α(convΩ) = α

(
∪λ∈δ

m∑
k=1

λk convΩk

)
≤ α

(
∪λ∈δ

m∑
k=1

λk convΩk

)
+ 2δ(ε)

= maxα

(
m∑
k=1

λk convΩk

)
+ 2δ(ε) ≤ max

m∑
k=1

λkα (convΩk) + 2δ(ε)

Puisque diam (conv Ωk) = diamΩk < d, on conclus que :

α(convΩ) ≤ d+ 2δ(ε) donc : α(convΩ) ≤ α(Ω)
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2.1.4 MNC avec Noyau

La MNC avec noyau est une sous classe de toutes les classes de MNCs

dans le sens général de la définition, satisfaite des axiomes additionnels.

Une famille P des parties bornées non vides d’un Banach E est dite noyau

de MNC ψ si :

1. Ω ∈ P ⇒ Ω̄ ∈ P et convΩ ∈ P
2. Ω ∈ P,Ω1 ⊂ Ω siΩ1 6= ∅⇒ Ω1 ∈ P
3. Ω1,Ω2 ∈ P et λ ∈ [0, 1]⇒ λΩ1 + (1− λ)Ω2 ∈ P
4. l’ensemble de toutes les parties fermées de P est fermé dans Mc

E sui-

vant la métrique de Hausdorff.

Si ψ : 2E → [0,+∞[ est une MNC avec noyau P alors :

– ψ est monotone.

– ψ [λΩ1 + (1− λ)Ω2] ≤ λψ (Ω1) + (1− λ)Ω2; ∀λ ∈ [0, 1]

– si (Ωn) ⊂ Mc
E, une suite décroissante i.e Ωn+1 ⊂ Ωn pour tout

n = 1, 2 . . . et si limn→∞ψ (Ωn) = 0 alors : Ω∞ =
⋂∞
n=1Ωn 6= ∅

La MNC ψ s’appelle aussi la fonctionnelle de Sadovskij.

Remarques 2.1.4.1 Les MNCs α et χ sont des MNCs avec noyauNE, le simple

exemple de mesure avec P 6= NE est le diam X , où le noyau est la famille de tous

les ensembles à un seul élément.

2.2 Opérateurs Condensés

Un opérateur condensé est une application telle que l’image de tout

ensemble dans certain sens est plus compact que lui même, et on peut

aussi dire que cet opérateur satisfait la condition de Darbo.
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2.2.1 Définitions et propriétés générales

Définition 2.2.1.1 Soient E1 et E2 deux espaces de Banach, et soient ψ1 et ψ2
deux MNCs dans E1 et E2 respectivement, à valeurs dans un ensemble partielle-

ment ordonné(Q,≤)
1. Un opérateur continu f : D(f) ⊂ E1 → E2 est dit (ψ1, ψ2) -condensé si

Ω ⊂ D(f)

ψ1(Ω) ≤ ψ2[f(Ω)] implique Ω est relativement compact.

2. Supposons que sur Q est défini une opération de multiplication par un sca-

laire non négatif. Un opérateur continu f est dit (q,ψ1, ψ2) -borné si pour

toutΩ ⊂ D(f)

ψ2[f(Ω)] ≤ qψ1(Ω)

Quand E1 = E2 et ψ1 = ψ2 nous dirons ψ1 -condensé et (q,ψ1) -borné.

Exemple 2.2.1.1 1. Tout opérateur complètement continu défini sur un en-

semble borné d’un espace de Banach E estψ-condensé, o‘uψ est définie par :

ψ1(Ω) =

{
0, siΩ est relativement compact

1, autrement.

2. Une contraction définie sur des ensembles bornés est ψ2 -condensé où ψ2
est définie du même exemple par :

ψ2(Ω) = diam(Ω). En effet, soitΩ tel que diam(Ω) > 0,

puisque f est contractante alors ∃k ∈ [0, 1[ tel que

‖f(x) − f(y)‖ ≤ k‖x− y‖, ∀x, y ∈ Ω,

par suite

diam[f(Ω)] ≤ kdiam(Ω) < diam(Ω)

L’opérateur f est ainsi ψ2− condensé.

3. Les opérateurs complètement continus et les contractions sontα -condensés.

De plus un opérateur complètement continu est χ -condensé.
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4. Plus généralement, si ψ est une MNC régulière, tout opérateur complète-

ment continu est ψ -condensé.

5. Soient deux opérateurs f, g : E1 → E2 tels que f est complètement continu et

g est contractant. Alors la somme h = f+ g est un opérateur α -condensé.

En effet, soit Ω un ensemble borné dans E1. On a d’une part, α(g(Ω)) <

α(Ω). D’autre part, comme f est complètement continu, α(f(Ω)) = 0.

Par conséquent :

α(h(Ω)) ≤ α[f(Ω) +α(Ω)] ≤ α[f(Ω)] +α[g(Ω)] < α(Ω)

Proposition 2.2.1.1 1. Si la MNCψ1 est régulière, alors tout opérateur (q,ψ1, ψ2)

borné avec q < 1 est (ψ1, ψ2) -condensé.

2. Soient f1 un opérateur (q1, ψ1, ψ2) -borné et f2 un opérateur (q2, ψ2, ψ3)

-borné alors l’opérateur f2 ◦ f1 est (q1, q2, ψ1, ψ3) -borné.

3. Soient f1 un opérateur (q1, ψ1, ψ2) -borné et f2 un opérateur (q2, ψ1, ψ2)

-borné, de plus la MNC ψ2 est algébriquement semi-additive et monotone,

alors la somme f1 + f2 est un opérateur (q1 + q2, ψ1, ψ2)− borné.

4. Si f1 est un opérateur (ψ1, ψ2) -condensé, f2 est un opérateur (ψ2, ψ3)

-condensé qui transforme les ensembles relativement compacts en des en-

sembles relativement compacts, ψ1 et ψ2 sont des MNCs régulières et l’en-

sembleQ = [0,∞) alors l’opérateur composé f2 ◦ f1 est (ψ1, ψ3) -condensé.

2.3 Quelque théorèmes de points fixes

Définition 2.3.0.2 Soit T un opérateur défini dans un espace de Banach E

dans lui-même, alors pour tout x ∈ E, tel que x = T(x) , s’appelle un point fixe

de l’opérateur T .

2.3.1 Théorème de Banach

Théorème 2.3.1.1 Soit (E, d) un espace métrique complet non vide et soit f :

E → E une application α − contraction i.e il existe 0 < α < 1 tel que
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d(f(x), f(y)) ≤ αd(x, y), pour tout x, y ∈ E. Alors f possède un unique point

fixe.

2.3.2 Théorème de Schauder

Corollaire 2.3.2.1 Soit C un sous-ensemble convexe, fermé, borné, non vide d’un

espace de Banach E et T : C → C une application compacte. Alors T a au moins

un point fixe.

Corollaire 2.3.2.2 Soit C un sous-ensemble convexe, compact, non vide d’un

espace de Ba Banach E et f : C→ C une application continue. Alors f a au moins

un point fixe.

Corollaire 2.3.2.3 Soit C un sous-ensemble convexe, fermé, non vide, C non

nécessairement borné d’un espace de Banach E et f : C → C une application

continue tel que f(C) inclus dans un compact de C. Alors f a au moins un point

fixe.

2.3.3 Alternative Non Linéaire de Leray-Schauder

Théorème 2.3.3.1 SoitΩ un ouvert borné d’un espace de Banach E et f : Ω→ E

une application compacte. Alors : ou (i) f admet un point fixe dans Ω ou (ii) il

existe x ∈ ∂Ω et t ∈ [0, 1]/x = tf(x).

Corollaire 2.3.3.1 Soit E un espace de Banach et T : E → E une application

compacte admettons l’hypothèse : (H)∀t ∈ [0, 1], ∃r > 0/ [tT(x) = x⇒ x ∈ Br]
Alors T admet au moins un point fixe dans Br.

2.3.4 Théorème de Darbo

Théorème 2.3.4.1 Soit Q un sous-ensemble borne non vide, fermé et convexe

d’un espace de Banach E, et T : Q → Q un opérateur continu tel que ψ(TX) ≤
kψ(X) pour toute partie non vide de Q, où k ∈ [0, 1[. Alors T a au moins un
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point fixe dans Q

ψ désigne la M N C définie sur E.

Remarques 2.3.4.1 sous les hypothèses du théorème ci-dessus, il peut être mon-

tré que l’ensemble FixT des points fixes de T appartenant à Q est un membre

de la famille kerψ Ce fait nous permet de caractériser des solutions d’équations

d’opérateurs considérées .

2.4 Mesure de Non Compacité dans les espaces

des fonction continues

2.4.1 La mesure de Hausdorff dans C[a,b]

Théorème 2.4.1.1 Soit Q ensemble borné dans C[a, b] alors :

χ(Q) =
1

2
lim
δ→0
{

sup
x∈Q

[
max
0≤r≤δ

‖x− xr‖
]}

oû

xr(t) =

{
x(t+ r) , a ≤ t ≤ b− r
x(b) , b− r ≤ t ≤ b

2.4.2 Mesure de non compacité sur les opérateurs

Mesure de kuratowski et Hausdorff

Définition 2.4.2.1 Soit T : D(T) ⊆ X → X un opérateur continu et a(.) la

mesure de non compacité de kurntowski dans X, pour tout k ≥ 0
1. On dit que T est un k - ensemble - contraction (opérateur con-tractive), si

pour tout ensemble borné A de D(T), T(A) est un sous-ensemble borné de

X

a(T(A)) ≤ ka(A)
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2. On dit que T est non expansive, ai pour tout sous-ensemble borné A de D

(T), tel que a (A) > 0, T(A) est une sous ensemble borné de X, et

a(T(A)) ≤ a(A)

- Soit T : D(T) ⊆ X − X wo opérateur continu, et soit χ(.) la mesure de non

compacité de Hausdorff dans X, pour tout k ≥ 0, On dit que T est k - boule-

contraction, ai pour tout sous ensemble borne A de D(T), T(A) est un sous-

ensemble borné dans X, et

χ(T(A)) ≤ kχ(A)



CHAPITRE 3

RÉSULTATS D’EXISTENCE DES SOLUTIONS

POUR DES ÉQUATIONS INTÉGRALES

NOTATIONS

Dans cette section, nous rassemblons des définitions et des faits auxi-

liaires qui seront nécessaires plus loin

Suppose que (E, ‖.‖) est un espace de Banach de dimension infinie avec

l’élément zéro θ Notons B(x, r) la boule fermée centrée en x et de rayon

r. Le symbole Br représente la boule B(θ, r) Si X est un sous-ensemble de

E, alors , X̄ , convX désignent respectivement la fermeture et la ferme-

ture convexe de X Nous utilisons les symboles λX et X + Y pour désigner

les opérations algébriques sur les ensembles. La famille de tous les sous-

ensembles non vides et bornés de E sera notée ME et sa sous-famille consti-

tuée de tous les ensembles relativement compacts est désignée par NE.

30
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3.1 Équation intégrale de type Hammerstein

Dans cette partie , on va étudier l’existence et le comportement asymp-

totique des solutions de d’équation intégrale de type Hammerstein.

x(t) = g(t) + f(t, x(t))

∫∞
0
K(t, s)h(s, x(s))ds; t ≥ 0 (3.1)

En utilisant de la méthode associée à la technique de MNCs et le théorème

de points fixes de Darbo.

3.1.1 Définition de la MNC

Définition 3.1.1.1 Soit X ⊂ M(BC) et T > 0, pour x ∈ X et ε ≥ 0, on désigne

parωT (x, ε) le module de continuité de la fonction x sur l’intervalle [0, T ] i.e

ωT (x, ε) = sup[|x(t) − x(s)|; t, s ∈ [0, T ]; |t− s| ≤ ε]

En suite, nous mettons :

ωT (X, ε) = sup
[
ωT (x, ε); x ∈ X

]
ωT0 (X) = lim

ε→0ωT (X, ε)
ω0(X) = lim

T→∞ωT0 (X)
En plus, on pose :

β(X) = lim
T→∞

{
sup
x∈X

{sup[|x(t)|; t ≥ T ]}
}

Finalement, on définis la fonction µ sur la familleM(BC) par la formule :

µ(X) = ω0(X) +β(X)

Définition 3.1.1.2 Une application ψ : ME → R+ est dite MNC sur E si les

conditions suivantes sont vérifiées :

1. la famille ker ψ = {X ∈ME;ψ(X) = 0} est non vide et ker ψ ∈ NE
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2. ψ(convX) = ψ(X) = ψ(X̄)

3. . X ⊂ Y ⇒ ψ(X) ≤ ψ(Y)
4. ψ(λX+ (1− λ)Y) ≤ λψ(X) + (1− λ)ψ(Y) λ ∈ [0, 1]

5. si (Xn) une suite de Mc
E telle que Xn+1 ⊂ Xn et limn→∞ψ(X) = 0 Alors

X∞ =
⋂∞
n=1 Xn est non vide.

6. ψ(λX) = |λ|ψ(X); λ ∈ R

7. ψ(X+ Y) ≤ ψ(X) +ψ(Y)
8. ψ(X∪ Y) = max{ψ(X), ψ(Y)}

Dans ce cas ψ est dite MNC avec propriétés maxima.

On peut vérifier que la fonction µ est une MNC avec propriétés maxima

sur BC , et l’ensemble ker µ contient les parties X telles que les fonctions

de X sont localement équicontinues sur R+ et elle tendent vers zéro unifor-

mément à l’infinie avec respect de l’ensemble X , d’apres le lemme (1.3.3.1)

on assure que si µ(X) = 0 alors X est relativement compact.

Remarques 3.1.1.1 Les propriétés de ker µ nous permettent de caractériser (

dans le terme de comportement asymptotique) les solutions de l’équation (3.1)

3.1.2 Résultats Principaux

On considère que L’équation 3.1 satisfait les conditions suivantes :

– (H1)g : R+ → R est continue et limt→∞ g(t) = 0
– (H2) f : R+ ×R→ R est continue et la fonction t 7→ f(t, 0) ∈ BC
– (H3) il existe une fonction continuem : R+ → R+ telle que :

|f(t, x) − f(t, y)| ≤ m(t)|x− y|; ∀x, y ∈ R; ∀t ∈ R

– (H4)h : R+ × R → R est uniformément continue sur chaque do-

maine de la forme

R+ × [−v, v]
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– (Hs) il existe une fonction continue a : R+ → R+ et une autre crois-

sante b : R+ → R+ telles que :

|h(t, x)| ≤ a(t)b(|x|); t ≥ 0, x ∈ R

– (H6)K : R+ × R+ → R est continue et il existe deux fonctions conti-

nues p, q : R+ → R+ telles que q(t) et a(t)q(t) sont intégrables sur

R+ et vitrifient l’inéquation :

|K(t, s)| ≤ p(t)q(s); t, s ∈ R+

De plus, on suppose que limt→∞ p(t) = 0 et la fonction m(t)p(t) est

bornée sur R+ Maintenant, et surtout au-dessus de notre hypothèses,

on peux déduire que les constants F M, P définis par les formules :

F = sup[f(t, 0)]; t ≥ 0]
M = sup[m(t)p(t); t ≥ 0]
P = sup[p(t); t ≥ 0]

Sont finis. On désigne parQ le constant :Q =
∫∞
0 a(s)q(s)ds, il est

clair que Q <∞ Dans Ia suite on suppose aussi que :

– (H7) ‖g‖+ b(r)(MQr+ FPQ) ≤ r a une solution r0 positive.

Théorème 3.1.2.1 Sous les hypothèses (H1) − (H7) l’équation (3.1) a au moins

une solution x = x(t) dans BC, en plus toutes les solutions appartiennent à la

boule Br0 tendent vers zéro uniformément a l’infinie avec respect la boule Br0

Preuve 3.1.2.1 Considérons L’opérateur H défini sur BC par la formule :

(Hx)(t) = |g|+ f(t, x(t))

∫∞
0
K(t, s)h(s, x(s))ds; t ≥ 0

A partir des hypothèses (H1) , (H2) et (H4) − (H6) la fonction Hx est continue

sur R+, ∀x ∈ BC
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Par application de notre hypothèses on conduit l’estimation suivante :

|(Hx)(t)| ≤ |g|+ |f(t, x(t))|

∫∞
0

|K(t, s)| · |h(s, x(s))|ds

≤ ‖g‖+ [|f(t, x(t)) − f(t, 0)|+ |f(t, 0)|]

∫∞
0
p(t)q(s)a(s)b(|x(s)|)ds

≤ ‖g‖+ [m(t)|x(t)|+ |f(t, 0)|b(‖x‖)]
∫∞
0
p(t)q(s)a(s)ds

≤ ‖g‖+m(t)p(t)‖x‖b(‖x‖)Q+ FQb(‖x‖)p(t) (3.2)

Donc on déduis que la fonction Hx est bornée sur R+, et on obtiens :

‖Hx‖ ≤ ‖g‖+MQ‖x‖b(‖x‖) + b(‖x‖)

Par conjonction de cette inéquation avec l’hypothèse (H7) on assure qu’il existe

un nombre positif r0 tel que l’opérateurH transforme la boule Br0 dans elle même.

Pour montrer que H est continu sur Br0 , fixons ε > 0 et prenons x, y ∈ Br0 tels

que ‖x− y‖ ≤ ε Alors pour t ∈ R+ fixé arbitraire on obtiens :

|(Hx)(t)−(Hy)(t)| ≤
∣∣∣∣f(t, x(t)) − f(t, y(t)) ∫∞

0

∣∣∣∣K(t, s)| · |h(s, x(s)) | ds+
|f(t, y(t))|

∫∞
0

|K(t, s)||h(s, x(s)) − h(s, y(s))|ds

≤ m(t)|x(t) − y(t)|

∫∞
0
p(t)q(s)a(s)b(|x(s)|)ds+

[|f(t, x(t)) − f(t, 0)|+ |f(t, 0)|]

∫∞
0
p(t)q(s)|h(s, x(s)) − h(s, y(s))|ds

≤ εm(t)p(t)b (r0)

∫∞
0
q(s)a(s)ds

+ [m(t)r0| f(t, 0)|]p(t)

∫∞
0
q(s)ωr0(ε)ds

≤ εMQb (r0) + (Mr0 + F)Pωr0(ε)

∫∞
0
q(s)ds (3.3)

Où on définit :

ωr0 = sup [|h(s, x) − h(s, y)|; s ≥ 0; x, y ∈ [−r0, r0] ; |x− y| ≤ ε]
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Par hypothèse (H4) on déduit que limε→0ωr0(ε) = 0. Ainsi par (3) on conclut

que l’opérateur H est continu sur la boule Br0 Maintenant, on prend X ⊂ Br0

non vide, après fixons T > 0 arbitraire et ε > 0, et choisissons une fonction x ∈ X
et prend t, s ∈ [0, T ] tels que |t− s| ≤ ε

Alors, en vertu de notre hypothèses on a :

|(Hx)(t) − (Hx)(s)| ≤ |g(t) − g(s)|

+

∣∣∣∣f(t, x(t)) ∫∞
0
K(t, τ)h(τ, x(τ))dτ− f(s, x(s))

∫∞
0
K(t, τ)h(τ, x(τ))dτ

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣f(s, x(t)) ∫∞
0
K(t, τ)h(τ, x(τ))dτ− f(s, x(s))

∫∞
0
K(s, τ)h(τ, x(τ))dτ

∣∣∣∣
≤ |g(t) − g(s)|+ |f(t, x(t)) − f(s, x(s))|

∫∞
0

|K(t, τ)| · |h(τ, x(τ))|dτ

+ |f(s, x(s))|

∫∞
0

|K(t, τ) −K(s, τ)| · |h(τ, x(τ))|dτ ≤ |g(t) − g(s)|

+ [|f(t, x(t)) − f(t, x(s))|+ |f(t, x(s)) − f(s, x(s))|]

∫∞
0
p(t)q(τ)a(τ)b(|x(τ)|)dτ

+ [|f(s, x(s)) − f(s, 0)|+ |f(s, 0)|]

∫∞
0

|K(t, τ) −K(s, τ)|a(τ)b(|x(τ)|)dτ

≤ ωT (g, ε) +
{
m(t)|x(t) − x(s)|+ωTr0(f, ε)

}
b (r0)p(t)

∫∞
0
a(τ)q(τ)dτ

+ {m(s)|x(s)|+ |f(s, 0)|}b (r0)

∫∞
0

|K(t, τ) −K(s, τ)|a(τ)dτ

≤ ωT (g, ε) +MQb (r0)ωT (x, ε) + PQ (r0)ω
T
r0
(f, ε)

+ (MTr0 + F)b (r0)

∫∞
0

|K(t, τ) −K(s, τ)|a(τ)dτ (3.4)

Où on définit :

MT = max{m(t); t ≤ T }
ωTr0(f, ε) = sup [|f(t, x) − f(s, x)|; t, s ∈ [0, T ]; |t− s| ≤ ε; |x| ≤ r0]
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Et puis, on peut obtenir les estimation suivantes :∫∞
0

|K(t, τ) −K(s, τ)|a(τ)dτ ≤
∫ T
0
|K(t, τ) −K(s, τ)|a(τ)dτ

+

∫∞
T

|K(t, τ) −K(s, τ)|a(τ)dτ

≤
∫ T
0
|K(t, τ) −K(s, τ)|a(τ)dτ

+

∫∞
T
[|K(t, τ)|+ | K(s, τ)] | a(τ)dτ

≤ AT
∫ T
0
|K(t, τ) −K(s, τ)|dτ

+

∫∞
T
(p(t) + p(s))q(τ)a(τ)dτ

≤ AT · TωT (K, ε) + 2PT
∫∞
T
a(τ)q(τ)dτ (3.5)

Ou :

AT = max[a(t); t ∈ [0, T ]]

PT = max[p(t); t ∈ [0, T ]]

ωT (K, ε) = [|K(t, τ) −K(s, τ)|; t, s, τ ∈ [0, T ]; |t− s| ≤ ε]
Maintenant, par les estimations 3.4 et 3.5 on obtient :

ωT (Hx, ε) ≤ ωT (g, ε) +MQb (r0)ωT (x, ε) + PQb (r0)ωT (x, ε) + PQb (r0)ωTr0(f, ε)

+ (MTr0 + F)b (r0)

[
TATωT (K, ε) + 2PT

∫∞
T
a(τ)q(τ)dτ

]
(3.6)

L’hypothèse (H1) rapport que limε→0ωT (g, ε) = 0. De plus, et par l’hypothèse

(H3) on déduis que la fonction f = f(t, x) est uniformément continue sur le

domaine [0, T ]× [−r0, r0] . Alors :

lim
ε→0ωT (f, ε) = 0

De même façon, et par l’hypothèse (H6) on a :

lim
ε→0ωT (K, ε) = 0
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En suite et par l’inéquation (3.6) on obtient :

ωT0 (Hx) ≤MQb (r0)ωT0 (X) + 2 (MTr0 + F)b (r0)PT

∫∞
T
a(τ)q(τ)dτ

Cette inéquation avec conjonction avec la propriété de l’intégrale impropre nous

donne :

ω0(HX) ≤MQb (r0)ω0(X) (3.7)

En outre, prendre une fonction arbitraire x ∈ X et T > 0. Alors par l’estimation

3.2 on déduit l’inéquation suivante :

sup[|(Hx)(t)|; t ≥ T ] ≤ sup[|g(t)|; t ≥ T ] +MQb (r0) sup[|x(t)|; t ≥ T ]
+FQb (r0) sup[p(t); t ≥ T ]

Et puisque limt→∞ g(t) = limt→∞ p(t) = 0. Alors :

β(HX) ≤MQb (r0)β(X) (3.8)

Finalement, d’après les inéquations 3.7 et 3.8 et la définition ( I ) de la MNC µ

on obtient :

µ(HX) ≤MQb (r0)µ(X) (3.9)

Maintenant, l’hypothèse (H7) nous conduit à l’inéquation suivante :

MQb (r0) ≤
FPQb (r0) + ‖g‖

r0
< 1 (3.10)

En appliquant le théorème de Darbo, on conclut que l’opérateur H a au moins un

point fixe dans la boule Br0

L’ensemble Fixe H des points fixes (solution de L’équation (3.1)) de L’opé-

rateur H appartiennent à Br0 est un élément de la famille kerµ, donc les

solutions tendent vers zéro uniformément à L’infinie avec respect la boule

Br0 .
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3.2 Équation intégrale singulière non linéaire de

type Volterra

Introduction

Dans cette section , nous allons étudier la solvabilité d’une équation

intégrale singulière non linéaire de type Volterra de la form :

x(t) = a(t) + x(t)

∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds (3.11)

où t ∈ I = [0,M], M <∞ et 0 < α ≤ 1
Nous cherchons des solutions de cette équation dans l’espace de Banach

de fonctions réelles définies et continues sur un intervalle borné et fermé.

L’outil principal utilisé dans Dans cette partie est une mesure de non-

compacité construite de manière à nous permettre d’étudier la solvabilité

des équations considérées dans la classe des fonctions monotones.

Définition 3.2.0.1 définition de La mesure de non compacité→ [voir (2.1.1.2)]

Théorème 3.2.0.2 théorème de points fixes de Darbo [Voir→ (2.3.4.1)

Dans ce qui suit, nous travaillerons dans l’espace classique de Banach

C[0,M] constitué de toutes les fonctions réelles définies et continues sur

l’intervalle [0,M] Pour plus de commodité, nous écrivons I = [0,M] et

C(I) = C[0,M].

Pour faire ça , fixons un sous-ensemble X non vide et borné de C(I).

Pour x ∈ X et ε ≥ 0 noté ω(x, ε), le module de continuité de la fonction

x,c’est-à-dire :

ω(x, ε) = sup{|x(t) − x(τ)| : t, τ ∈ I, |t− τ| ≤ ε}

En suite, nous mettons

ω(X, ε) = sup{ω(x, ε) : x ∈ X}
ωo(X) = lim

ε→0ω(X, ε)
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En plus, on pose :

d(x) = sup{|x(τ) − x(t)|− [x(τ) − x(t)] : t, τ ∈ I, t ≤ τ}
i(x) = sup{|x(t) − x(τ)|− [x(t) − x(τ)] : t, τ ∈ I, t ≤ τ}
d(X) = sup{d(x) : x ∈ X}
i(X) = sup{i(x) : x ∈ X}

On observe que d(X) = 0 si et seulement si toutes les fonctions appar-

tenant à X sont croissent sur I. De la même manière, on peut caractériser

l’ensemble X avec i(X) = 0.

Enfin, on définit la fonction µ sur la famille MC(I) en mettant :

µ(X) = ωo(X) + d(X)

On peut montrer que la fonction µ est une mesure de non-compacité dans

l’espace C(I) [11]

Le noyau µ de cette mesure contient des ensembles X non vides et bornés

tels que les fonctions de X sont équicontinues et croissantes sur l’intervalle

I.

Remarques 3.2.0.1 Les propriétés décrites ci-dessus du ker µ de la mesure de

la non-compacité µ en conjonction avec la remarque 2.3.4.1 nous permettent de

caractériser les solutions de l’équation intégrale non linéaire considérée dans la

section suivante .

Remarques 3.2.0.2 Observez que, de manière similaire, nous pouvons définir

la mesure de non-compacité associée à la quantité définie i(X) définie ci-dessus.

Nous omettons les détails concernant cette mesure.

3.2.1 Résultats principaux

Dans cette section, nous étudierons la solvabilité de l’équation inté-

grale singulière quadratique non linéaire de type Volterra (3.11) Nous cher-

cherons des solutions de cette équation dans l’espace de Banach de fonc-

tions réelles définies et continues sur un intervalle borné et fermé. L’outil
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utilisé est une mesure de non-compacité construite de telle manière que

son utilisation nous permet d’étudier la solvabilité de l’équation considé-

rée dans la classe des fonctions monotones.

Premièrement, dans l’équation (3.11) , nous remarquons que les fonctions

a = a(t) et v = v(t, s, x) sont données tandis que x = x(t) est une fonction

inconnue.

Nous étudierons l’équation (3.11) en supposant que l’ensemble d’hypo-

thèses suivant est satisfait :

– (i) a ∈ C(I) et la fonction a est croissante et positive sur I :

– (ii) v : I × I × R → R est une fonction continue telle que v : I ×
I× R+ → R+ et pour s fixes arbitraires ∈ I et x ∈ R+ la fonction

t→ v(t, s, x) est croissante sur I.

– (iii) il existe une fonction croissante f : R+ → R+ telle que l’inéga-

lité :

|v(t, s, x)| ≤ f(|x|)

est vrai pour tout t, s ∈ I et x ∈ R ;

– (iv) l’inégalité

‖a‖+ rM
1−α

1−α
f(r) ≤ r

a une solution positive r0 telle que M1−α

1−α f(r0) ≤ 1 Maintenant, nous

pouvons formuler notre principal résultat d’existence

Théorème 3.2.1.1 Sous les hypothèses (i) − (iv), l’équation 3.11 a au moins

une solution x = x(t) qui appartient à l’espace C(I) et elle est croissante sur

l’intervalle I

Preuve 3.2.1.1 Considérons l’opérateur A défini sur l’espace C (I) de la manière

suivante :

(Ax)(t) = a(t) + x(t)

∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t+ s)α
ds
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Au vu des hypothèses (i) et (ii), il s’ensuit que la fonction Ax est continue

sur I pour toute fonction x ∈ C(I), c’est-à-dire que A transforme l’espace

C(I) en lui-même.

Par application de notre hypothèses (iii) nous obtenons :

|(Ax)(t)| ≤ |a(t)|+ |x(t)|

∣∣∣∣∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds

∣∣∣∣
≤ ‖a‖+ ‖x‖

∫ t
0

f(|x|)

(t− s)α
ds

≤ ‖a‖+ ‖x‖f(‖x‖)
∫ t
0
(t− s)−αds

≤ ‖a‖+ ‖x‖ t
1−α

1−α
f(‖x‖)

≤ ‖a‖+ ‖x‖M
1−α

1−α
f(‖x‖)

Par conséquent

|(Ax)(t)| ≤ ‖a‖+ ‖x‖M
1−α

1−α
f(‖x‖)

Ainsi, d’après l’hypothèse (iv), on en déduit qu’il existe r0 > 0 avec
M1−α

1−α f(r0) ≤ 1 et tel que l’opérateur A transforme la boule Bro en elle-

même

Dans ce qui suit, nous considérerons l’opérateur A sur le sous-ensemble

B+r0 de la boule Bro définie de la manière suivante :

B+r0 = {x ∈ Bro : x(t) ≥ 0 pour t ∈ I}

De manière générale, l’ensembleB+r0 est non vide, borné, fermé et convexe .

Au vu des hypothèses (i) et (ii), on en déduit que A transforme l’ensemble

B+r0 en lui-même

Maintenant, nous allons montrer que A est continue sur l’ensemble B+r0 .

Pour ce faire, fixons ε ≥ 0 et prenons arbitraire x, y ∈ B+r0 tel que ‖x−y‖ ≤
ε
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Ensuite, pour t ∈ I , nous dérivons les estimations suivantes :

|(Ax)(t) − (Ay)(t)| ≤
∣∣∣∣x(t) ∫ t

0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds− y(t)

∫ t
0

v(t, s, y(s))

(t− s)α
ds

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣x(t) ∫ t

0

v(t, s, x(s))

(t− s)a
ds− y(t)

∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t− s)a
ds

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣y(t) ∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds− y(t)

∫ t
0

v(t, s, y(s))

(t− s)α
ds

∣∣∣∣
≤ ‖x− y‖

∫ t
0

|v(t, s, x(s))|

(t− s)α
ds+ ‖y‖

∫ t
0

|v(t, s, x(s)) − v(t, s, y(s))|

(t− s)α
ds

≤ εf (ro)
∫ t
0
(t− s)−αds+ roβro(ε)

∫ t
0
(t− s)−αds

≤ εf (ro)
M1−α

1−α
+ roβro(ε)

M1−α

1−α

où nous avons noté

βro(ε) = sup {|v(t, s, x) − v(t, s, y)| : t, s ∈ I, x, y ∈ [0, ro] , |x− y| ≤ ε}

Évidemment, Bro(ε) → 0 comme ε → 0 qui est une simple conséquence

de la continuité uniforme de la fonction v sur l’ensemble I× I× [0, ro] À

partir de l’estimation ci-dessus, nous déduisons l’inégalité suivante :

‖Ax−Ay‖ ≤ εf (ro)
M1−α

1−α
+ roβro(ε)

M1−α

1−α

ce qui implique la continuité de l’opérateur A sur l’ensemble B+r0
Dans ce qui suit, prenons un ensemble non vide X ⊂ B+r0 . De plus, fixez

le nombre arbitraire ε > 0 et choisissez x ∈ X et t, τ ∈ [0,M] tels que

|t− τ| ≤ ε . Sans perte de généralité, on peut supposer que t ≤ τ
Puis , au vu de nos hypothèses, nous obtenons
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|(Ax)(τ) − (Ax)(t)| ≤ |a(τ) − a(t)|+

∣∣∣∣x(τ) ∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds− x(t)

∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds

∣∣∣∣
≤ w(a, ε) +

∣∣∣∣x(τ) ∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds− x(t)

∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣x(t) ∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds− x(t)

∫τ
0

v(t, s, x(s))

(τ− s)α
ds

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣x(t) ∫τ
0

v(t, s, x(s))

(τ− s)α
ds− x(t)

∫τ
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣x(t) ∫τ
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds− x(t)

∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds

∣∣∣∣
≤ ω(a, ε) + |x(τ) − x(t)|

∫τ
0

|v(τ, s, x(s))|

(τ− s)α
ds

+ |x(t)|

∫τ
0

|v(τ, s, x(s)) − v(t, s, x(s))|

(τ− s)α
ds

+ |x(t)|

∫τ
0
|v(t, s, x(s))|

[
1

(τ− s)α
−

1

(t− s)α

]
ds

+ |x(t)|

∫τ
t
|v(t, s, x(s))|

[
1

(t− s)α

]
ds

≤ ω(a, ε) +ω(x, ε)

∫τ
0
f (ro)

1

(τ− s)α
ds+ ro

∫τ
0
γro(ε)

1

(τ− s)α
ds

+ ro

∫τ
0
f (ro)

[
1

(τ− s)α
−

1

(t− s)α

]
ds+ ro

∫τ
t
f (ro)

[
1

(t− s)α

]
ds

≤ ω(a, ε) +ω(x, ε)f (ro)
τ1−α

1−α
+ roγro(ε)

τ1−α

1−α

+ rof (ro)

[
τ1−α

1−α
+

(t− τ)1−α

1−α
−
t1−α

1−α

]
+ rof (ro)

[
−
(t− τ)1−α

1−α

]
≤ ω(a, ε) +ω(x, ε)f (ro)

M1−α

1−α
+ roγro(ε)

M1−α

1−α

+ rof (ro)

[
τ1−α

1−α
−
t1−α

1−α

]
où nous avons noté

γro(ε) = sup {|v(τ, s, x) − v(t, s, x)| : t, τ ∈ I, |τ− t| ≤ ε, x ∈ [0, ro]}



3.2. ÉQUATION INTÉGRALE SINGULIÈRE NON LINÉAIRE DE
TYPE VOLTERRA 44

En appliquant le théorème de la valeur moyenne sur
[
τ1−α

1−α − t1−α

1−α

]
on a

[
τ1−α

1−α
−
t1−α

1−α

]
=

(τ− t)

δα
<
ε

δα

pour tous t < δ < τ

Puis on a

|(Ax)(τ)−(Ax)(t)| ≤ ω(a, ε)+ω(x, ε)f (ro)
M1−α

1−α
+ roγro(ε)

M1−α

1−α
+ rof (ro)

ε

δα
(3.12)

Remarquerez que . vue de la continuité uniforme de la fonction v sur l’en-

semble I× I× [0, ro] on a δro(ε)→ 0 comme ε→ 0.

Maintenant, fixons arbitraires x ∈ X et t, τ ∈ I tels que t ≤ τ. Ensuite, nous

avons la chaîne d’estimations suivante :

|(Ax)(τ) − (Ax)(t)|− [(Ax)(τ) − (Ax)(t)]

=

∣∣∣∣a(τ) + x(τ) ∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds− a(t) − x(t)

∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds

∣∣∣∣
−

[
a(τ) + x(τ)

∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds− a(t) − x(t)

∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds

]
≤{|a(τ) − a(t)|− [a(τ) − a(t)]}+

∣∣∣∣x(τ) ∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds− x(t)

∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds

∣∣∣∣
−

[
x(τ)

∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds− x(t)

∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds

]
et comme a(t) croissante , on peut déduire, d’après la définition de d(x) ,

que :

d(C(I)) = sup{d(a) : a ∈ C(I)} = 0
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Puis,

|(Ax)(τ) − (Ax)(t)|− [(Ax)(τ) − (Ax)(t)]

≤
∣∣∣∣x(τ) ∫τ

0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds− x(t)

∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds

∣∣∣∣
−

[
x(τ)

∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds− x(t)

∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds

]
≤
∣∣∣∣x(τ) ∫τ

0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds− x(t)

∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣x(t) ∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds− x(t)

∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds

∣∣∣∣
−

[
x(τ)

∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds− x(t)

∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds

]
−

[
x(t)

∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds− x(t)

∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds

]
≤ |x(τ) − x(t)|

∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds+ |x(t)|

∣∣∣∣∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds−

∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds

∣∣∣∣
− [x(τ) − x(t)]

∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds− x(t)

[∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds−

∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds

]
≤ {|x(τ) − x(t)|− [x(τ) − x(t)]}

∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds

+ x(t)

{∫τ
0
v(τ, s, x(s))

∣∣(τ− s)−α − (t− s)−α
∣∣ds

+

∫τ
0
|v(τ, s, x(s)) − v(t, s, x(s))|(t− s)−αds+

∫τ
t

v(t, s, x(s))

(t− s)α

}
ds

− x(t)

{∫τ
0
v(τ, s, x(s))

[
(τ− s)−α − (t− s)−α

]
ds

+

∫τ
0
[v(τ, s, x(s)) − v(t, s, x(s))](t− s)−αds+

∫τ
t

v(t, s, x(s))

(t− s)α

}
ds

Encore une fois, comme ci-dessus, appliquons le théorème de la valeur

moyenne sur [(τ− s)−α − (t− s)−α] on a :

[
(τ− s)−α − (t− s)−α

]
= −α

(τ− t)

δ1+α1

< −α
ε

δ1+α1
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pour tout t < δ1 < τ alors , On obtient l’inégalité suivante :

|(Ax)(τ) − (Ax)(t)|− [(Ax)(τ) − (Ax)(t)]

≤ {|x(τ) − x(t)|− [x(τ) − x(t)]}
∫τ
0
f(ro)
(τ−s)αds

+ 2α ε

δ1+α1

x(t)
∫τ
0 v(τ, s, x(s))ds

+ x(t)
∫τ
0{|v(τ, s, x(s)) − v(t, s, x(s))|− [v(τ, s, x(s)) − v(t, s, x(s))]}(t− s)−αds

Tenant compte du fait que le dernier terme de l’inégalité ci-dessus dis-

paraîtra (notez que la fonction t → v(t, s, x) croissante sur I) Enfin nous

obtenons

|(Ax)(τ) − (Ax)(t)|− [(Ax)(τ) − (Ax)(t)]

≤ {|x(τ) − x(t)|− [x(τ) − x(t)]}
M1−α

1−α
f (ro) + 2α

ε

δ1+α1

x(t)

∫τ
0
v(τ, s, x(s))ds

(3.13)

En additionnant l’équation (3.12) et l’équation (3.13) et en prenant le

supremum de l’inégalité résultante, alors soit ε → 0 , d’après la défini-

tion de la mesure de la non-compacité µ(X) = ωo(X) + d(X),donc nous

obtenons

µ(AX) ≤ M
1−α

1−α
f (ro)µ(X)

Maintenant, en tenant compte de l’inégalité ci-dessus et du fait que
M1−α

1−α f(r0) < 1 et appliquer le théorème (2.3.4.1), on complétons la preuve

Remarques 3.2.1.1 Compte tenu des remarques (2.3.4.1) et (3.2.0.1) et de la des-

cription du noyau de la mesure de non-compacité µ donnée dans la section 1, on

déduit facilement de la preuve du théorème (3.2.1.1) que les solutions de l’équa-

tion intégrale (3.11) appartenant à l’ensemble B+ro sont croissantes et continus

sur l’intervalle I

De plus, ces solutions sont également positives à condition que a(t) > 0

pour t ∈ I

3.2.2 Résultats généralisés

Les résultats de cette section généralisent et complètent les résultats

de la section (3.2.1) . Nous considérons l’équation intégrale singulière non



3.2. ÉQUATION INTÉGRALE SINGULIÈRE NON LINÉAIRE DE
TYPE VOLTERRA 47

linéaire suivante de type Volterra :

x(t) = a(t) + (Bx)(t)

∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds (3.14)

où l’opérateur B satisfait l’ensemble de conditions suivant :

– (i ′) L’opérateurB : C(I)→ C(I) est continu et satisfait aux conditions

du théorème 3.2.0.2 pour la mesure de la non-compacité µ avec une

constante K et, de plus, B est un opérateur positif, c’est-à-dire Bx ≥ 0
si x ≥ 0.

– (ii ′) Il existe des constantes non négatives b et c telles que :

|(Bx(t)| ≤ b+ c‖x‖

pour chaque x ∈ C(I) et t ∈ I
– (iii ′) L’inégalité

‖a‖+ (b+ cr)
M1−α

1−α
f(r) ≤ r

a une solution positive ro tel que KM
1−α

1−α f(r0) < 1

En reliant les hypothèses (i) - (iii), dans la section 3.2.1 , et les hypothèses

(i ′) - (iii ′), nous pouvons formuler le résultat d’existence suivant :

Théorème 3.2.2.1 Sous les hypothèses (i) - (iii) et (i ′) -(iii ′), l’équation (3.14)

a au moins une solution x = x(t) qui appartient à l’espace C(I) et est croissante

sur l’intervalle I

Preuve 3.2.2.1 Considérons l’opérateur V défini sur l’espace C(I) de la manière

suivante :

(Vx)(t) = a(t) + (Bx)(t)

∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds

De la même manière que dans la Preuve de Théorème (3.2.1.1) , nous obtenons les

estimations suivantes :

|(Vx)(t)| ≤ ‖a‖+ (b+ c‖x‖)M
1−α

1−α
f(‖x‖)
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ce qui prouve que V transforme l’espace C(I) en lui-même

|(Vx)(t) − (Vy)(t)| ≤ ‖Bx−By‖f (ro)
M1−α

1−α
+ (b+ cro)βro(ε)

M1−α

1−α

et d’après la continuité uniforme de la fonction v sur l’ensemble I× I× [0, ro] et

la continuité de V , la dernière inégalité implique la continuité de l’opérateur V

sur l’ensemble B+r0

|(Vx)(τ) − (Vy)(t)|

≤ |a(τ) − a(t)|+

∣∣∣∣(Bx)(τ) ∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds− (Bx)(t)

∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds

∣∣∣∣
≤ w(a, ε) +

∣∣∣∣(Bx)(τ) ∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds− (Bx)(t)

∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣(Bx)(t) ∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds− (Bx)(t)

∫τ
0

v(t, s, x(s))

(τ− s)α
ds

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣(Bx)(t) ∫τ
0

v(t, s, x(s))

(τ− s)α
ds− (Bx)(t)

∫τ
0

v(t, s, x(s)

(t− s)α
ds

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣(Bx)(t) ∫τ
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds− (Bx)(t)

∫ t
0

v(t, s, x(s)

(t− s)α
ds

∣∣∣∣
≤ ω(a, ε) + |(Bx)(τ) − (Bx)(t)|

∫τ
0

|v(τ, s, x(s))|

(τ− s)α
ds

+ |(Bx)(t)|

∫τ
0

|v(τ, s, x(s)) − v(t, s, x(s))|

(τ− s)α
ds

+ |(Bx)(t)|

∫τ
0
|v(t, s, x(s))|

[
1

(τ− s)α
−

1

(t− s)α

]
ds

+ |(Bx)(t)|

∫τ
t
|v(t, s, x(s))|

[
1

(t− s)α

]
ds

≤ ω(a, ε) +ω(Bx, ε)

∫τ
0
f (ro)

1

(τ− s)α
ds+ (b+ cro)

∫τ
0
γro(ε)

1

(τ− s)α
ds

+ (b+ cro)

∫τ
0
f (ro)

[
1

(τ− s)α
−

1

(t− s)α

]
ds+ (b+ cro)

∫τ
t
f (ro)

[
1

(t− s)α

]
ds

≤ ω(a, ε) +ω(Bx, ε)f (ro)
M1−α

1−α
+ (b+ cro)γro(ε)

M1−α

1−α
+ (b+ cro) f (ro)

ε

δα
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Par conséquent, nous obtenons

|(Vx)(τ) − (Vy)(t)|

≤ ω(a, ε) +ω(Bx, ε)f (ro)
M1−α

1−α
+ (b+ cro)γro(ε)

M1−α

1−α
+ (b+ cro) f (ro)

ε

δα
(3.15)

Remarquerez que, au vu de la continuité uniforme de la fonction v sur l’ensemble

I× I××[0, r0] on a γr0(ε)→ 0 comme ε→ 0.

|(Vx)(τ) − (Vx)(t)|− |(Vx)(τ) − (Vx)(t)|

=

∣∣∣∣a(τ) + (Bx)(τ)

∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds− a(t) − (Bx)(t)

∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds

∣∣∣∣
−

[
a(τ) + (Bx)(τ)

∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds− a(t) − (Bx)(t)

∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds

]
≤ {|a(τ) − a(t)|− [a(τ) − a(t)]}+

∣∣∣∣(Bx)(τ) ∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds− (Bx)(t)

∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds

∣∣∣∣
−

[
(Bx)(τ)

∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds− (Bx)(t)

∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds

]
≤
∣∣∣∣(Bx)(τ) ∫τ

0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds− (Bx)(t)

∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds

∣∣∣∣
−

[
(Bx)(τ)

∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds− (Bx)(t)

∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds

]
≤
∣∣∣∣(Bx)(τ) ∫τ

0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds− (Bx)(t)

∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣(Bx)(t) ∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds− (Bx)(t)

∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds

∣∣∣∣
−

[
(Bx)(τ)

∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds− (Bx)(t)

∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds

]
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−

[
(Bx)(t)

∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds− (Bx)(t)

∫ t
0

v(t, s, x(s))

(t− s)α
ds

]
≤ {|(Bx)(τ) − (Bx)(t)|− [(Bx)(τ) − (Bx)(t)]}

∫τ
0

v(τ, s, x(s))

(τ− s)α
ds

+ (Bx)(t)

{∫τ
0
v(τ, s, x(s))

∣∣(τ− s)−α − (t− s)−α
∣∣ds

+

∫τ
0
|v(τ, s, x(s)) − v(t, s, x(s))|(t− s)−αds+

∫τ
t

v(t, s, x(s))

(t− s)α

}
ds

− (Bx)(t)

{∫τ
0
v(τ, s, x(s))

[
(τ− s)−α − (t− s)−α

]
ds

+

∫τ
0
[v(τ, s, x(s)) − v(t, s, x(s))](t− s)−αds+

∫τ
t

v(t, s, x(s))

(t− s)α

}
ds

≤ {|(Bx)(τ) − (Bx)(t)|− [(Bx)(τ) − (Bx)(t)]}

∫τ
0

f (ro)

(τ− s)α
ds

+ 2α
ε

δ1+α1

(Bx)(t)

∫τ
0
v(τ, s, x(s))ds

+ (Bx)(t)

∫τ
0
{|v(τ, s, x(s)) − v(t, s, x(s))|− [v(τ, s, x(s)) − v(t, s, x(s))]}(t− s)−αds

= {|(Bx)(τ) − (Bx)(t)|− [(Bx)(τ) − (Bx)(t)]}
M1−α

1−α
f (ro)

+ 2α
ε

δ1+α1

(Bx)(t)

∫τ
0
v(τ, s, x(s))ds

Par conséquent, nous obtenons

|(Vx)(τ)−(Vx)(t)|− [(Vx)(τ) − (Vx)(t)]

≤ {|(Bx)(τ) − (Bx)(t)|− [(Bx)(τ) − (Bx)(t)]}
M1−α

1−α
f (ro)

+ 2α
ε

δ1+α1

(Bx)(t)

∫τ
0
v(τ, s, x(s))ds

(3.16)

Enfin (comme dans la section précédente), en ajoutant les équations (3.15) et

(3.16) et d’après la définition de la mesure de la non-compacité µ, on obtient :

µ(VX) ≤ M
1−α

1−α
f (ro)µ(BX) ≤

M1−α

1−α
f (ro)Kµ(X)

Maintenant, en tenant compte de l’inégalité ci-dessus et du fait que
M1−α

1−α f (ro)K < 1 et en appliquant le théorème (2.3.4.1) , nous complétons la

preuve .



CONCLUSION GÉNÉRALE

Dans ce mémoire , nous sommes concentrés sur le rôle de mesure de

non compacité avec la théorie du point fixe de darbo pour prouver l’exis-

tence des points fixes dans les applications continues sur les ensembles

non vides , bornés, fermés et convexes des espaces de fonctions continues.

nous avons appliqué le théorème de Darbo pour étudier l’existence

et le comportement asymptotique des solutions de d’équation intégrale de

type Hammerstein.

et aussi pour étudier l’existence et la Monotonie des solutions de

d’équation intégrale non linéaire de type Volterra.

i.e que nous avons étudié l’existence et la qualité des solutions de

l’équation .
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