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NOTATION GÉNÉRALE

• (Ω,Σ, µ) : Espace mesuré de mesure µ.

• M(Ω, µ) : l’ensemble des fonctions µ− mesurables sur Ω à valeurs dans R

• M(Ω) : L’ensemble des fonctions µ− mesurables sur Ω ⊂ Rn à valeurs dans R.

• S(Ω, µ) : L’ensemble des fonctions simples sur Ω à valeurs dans R Presque partout.

• fk −→ f fk : suite convergente vers f .

• fk ↗ f fk : suite croissante et convergente vers f .

• χA : Indicatrice de A,χA(t) =
{

1t ∈ A0 sinon

• Lp(Ω) :
{
f ∈M(Ω)

∫
Ω
|f(t)|pdµ <∞ pour 1 ≤ p <∞}.

• L∞(Ω) : {f ∈M(Ω)∃α > 0, |f(t)| ≤ α µ− p.p.t ∈ Ω}.
• ρ : Semi-modulaire ou modulaire

• ρ∗ : Semi-modulaire (ou modulaire) conjugué.

• ϕ : Fonction de Musielak-Orlicz

• φ(Ω, µ) : Ensemble des fonction de Musielak-Orlicz.

• ϕ∗ : La fonction complémentaire de ϕ.

• ρϕ : Modulaire de musielak-Orlicz ρϕ(f) =
∫

Ω
ϕ(y, f(y))dµ.

• Lϕ(Ω, µ) : Espace de Musielak-Orlicz

• : La condition−∆2 Condition de croissance sur ϕ.

• P (Ω, µ) : L’ensemble des exposants variables définis sur un ensemble mesurable Ω.

• P (Ω) : L’ensemble des exposants variables définis sur un ouvert Ω ⊂ Rn.

• p+, p− : sup ess et inf ess de p.

• Lp(.)(Ω, µ) : Espace de Lebesgue généralisé.
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• Lp(y)(Ω) : Espace de Lebesgue généralisé muni de la mesure de Lebesgue.

• ‖ · ‖◦ϕ : Norme d’Orlicz.

• ‖ · ‖ϕ : Norme de Luxemburg.

• ‖ · ‖Aϕ : Norme d’Amemiya.



INTRODUCTION

Les premières tentatives pour généraliser les espaces de Lebesgue classiques Lp avec (1 ≤
p ≤ +∞) ont été faites au début de l’année 1930 par W.Orlicz, quand il a considéré l’espace
fonctionnel Lφ(Ω, µ) défini par :

Lφ(Ω, µ) =

{
f ∈M(Ω, µ), tel que ρ(λf) =

∫
Ω

φ(λ|f(x)|)dx < +∞ pour un certain λ > 0

}
.

où φ est une fonction convexe dite fonction d’Orlicz qui possède des propriétés ana logues à celles
de la fonction puissance, qui définie les espace de Lebesgue usuels.

Par la suite H.Nakano s’est concentré sur l’étude des propriétées principales de la fonction ρ, ce
qui l’a amené a définir une classe plus large d’espaces fonctionnels, appelés espaces modulaires. En
1959 W. Orlicz et J.Musielak ont devéloppé la théorie des espaces de Musielak-Orlicz, qui sont un
exemple d’espaces modulaires, défini de la même manière que les espaces d’Orlicz, en considérant
une fonction ϕ définie sur Ω × [0,+∞[ à valeurs dans [0,+∞], telle que, ϕ(., t) est mesurable, et
ϕ(x, .) est une fonction d’Orlicz, ϕ(x, t) est appelée fonction d’Orlicz généralisée ou encore fonction
de Musielak-Orlicz.

Exemple 0.0.1.
f :R −→ R+

x 7→ f(x) = |x|− 1
3 .

cette fonction n’appartient pas a Lp(R) pour tout p tel que 1 ≤ p ≤ +∞. En effet pour une
valeur donnée à p, f se développe très rapidement à l’origine et décroit lentement à l’infini. On
considère les espaces L2 et L4, puis on partage le domaine de f et on trouve f ∈ L2([−2, 2]) et
f ∈ L4(R\[−2, 2]).
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Figure 1 – Représentation graphique de fonction

Notre travail est structué en six chapitres.
Dans le premier chapitre,on rappels quelques définitions et aussi quelques théorèmes fondaèmentals
très utiles dans ce qui suit.
Dans le deuxiéme chapitre nous présentons une classe importante d’espaces fonctionnels appelés
espaces modulaires, nous nous intéressons aux propriétés et résultats essentiels pour définir les
espaces d’Orlicz et Musielak-Orlicz.
Dans le troisiéme chapitre on expose briévement les espaces fonctionnels notament.espace d’Orlicz
et leurs propriétés(la structure géométriques,algebriques,..etc)
Dans le quatriéme chapitre nous presentons les espaces de Musielak-Orlicz, un exemple d’espaces
modulaire où la modulaire est donnée par l’intégrale d’une fonction à valeurs réelles. On donnera
les propriétés basiques de ces espaces. Dans le cinquiéme chapitre on définit les espaces de Lebesgue
à exposants variables Lp(.)(Ω, µ) qui sont un cas particulier des espaces de Musielak-Orlicz et une
généralisation des espaces de Lebesgue classiques Lp.
Dans le dernier chapitre on termine notre travail par des exemples d’applications ce qu’on a fait
dans ce mèmoire.



CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRE

1.1 Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Espaces normés

Soit E un espace vectoriel sur le corps K. On appelle norme sur E toute application deE dans
R+ notée ‖ · ‖, vérifiant pour toute x, y ∈ E et tout λ ∈ R,

1. ‖x‖ = 0⇐⇒ x = 0,

2. ‖λx‖ = |λ|‖x‖,
3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Définition 1.1. On appelle espace vectoriel normé le couple (E, ‖.‖), ou E est un espace vectoriel
sur K et ‖.‖ une norme sur E.

Définition 1.2. Deux normes ‖.‖1, ‖ · ‖2 sont dites équivalentes dans un e.v.n s’il existe deux
nombres réels a > 0 et b > 0 tels que pour tout x ∈ E on ait :

a‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤ b‖x‖2.

Définition 1.3. Soit (xn)n∈N une suite dans un espace vectoriel normé (E, ‖.‖), la suite (xn)n∈N

est de Cauchy si,
∀ε > 0,∃n0 ∈ N,∀p, q ≥ n0, ‖xp − xq‖ < ε.

Définition 1.4. Un espace vectoriel normé (E, ‖.‖) est dit complet si toute suite de Cauchy d’élé-
ments de E converge dans (E, ‖.‖) Un espace vectoriel normé complet est dit "espace de Banach".
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Définition 1.5. E ′ le dual de E est l’espace des formes linéaires continues sur E . L’ensemble E ′

est un espace vectoriel muni de la norme,

‖u‖E′ = sup
x∈E,‖x‖≤1

|u(x)|.

1.2 Quelques rappels sur la théorie de la mesure

Définition 1.6. Soit E un ensemble quelconque. Une tribu (ou σ -algèbre) sur E est une famille
A. de parties de E telles que :

1. E ∈ A,
2. A ∈ A =⇒ AC ∈ A (Stabilité par passage au complémentaire). Les éléments de A sont

appelés les parties mesurables, ou parfois A -mesurables s’il y a ambiguité. (E,A) est appelé
espace mesurable.

Définition 1.7. Une mesure positive, ou simplement une mesure, sur un ensemble mesurable
(E,A) est une application µ : A → [0,+∞] vérifiant :

1. µ(∅) = 0,

2. Pour toute famille (An)n∈N de parties mesurables deux à deux disjointes on a,

µ(
∪
An
n∈N

) =
∑
n∈N

µ (An) .

Le triplet (E,A, µ) est appelé espace mesuré.

1.2.1 Mesure : non atomique, complète,σ-finie

Définition 1.8. On dit que la mesure µ est σ - finie lorsqu’il existe un recouvrement dénombrable
de E par des sous-ensembles de mesures finies, c’est-ä-dire il existe (En)n∈N ⊂ A tels que :

µ (En) < +∞ et E =
⋃
n∈N

En.

Définition 1.9. Un ensemble A ∈ A est dit atome si, µ(A) > 0 et pour tout sous-ensemble
mesurable B de A avec µ(B) < µ(A) on a µ(B) = 0 Une mesure est dite non atomique si pour
tout ensemble mesurable A avec µ(A) > 0, il existe un sous-ensemble mesurable B de A tel que :

0 < µ(B) < µ(A).

C ’est-à-dire, A n’est pas un atome.
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Définition 1.10. On dit que la mesure µ est complète si tout ensemble µ− négligeable est mesu-
rable.

1.2.2 Fonctions mesurables

Définition 1.11. Soit (E,A) et (F,B) deux espaces mesurables. On dit que l’application f :

(E,A)→ (F,B) est mesurable pour les tribus A et B( ou f est(A,B) mesurable ) si :

∀B ∈ B, on a f−1(B) ∈ A.

Autrement dit, l’image réciproque de toute partie mesurable est mesurable.

1.2.3 Mesure à densité

A partir d’une mesure et d’une fonction mesurable positive, on peut définir une autre mesure
de la manière suivante :

Définition 1.12. Soient (E,A, µ) un espace mesuré et f une fonction mesurable positive sur E
alors ∀A ∈ A la fonction :

γ : A → R+.

A 7→
∫
E

fχAdµ.

est une mesure sur A dite mesure de densité f par rapport à µ et on écrit γ = fµ.

1.3 Les espaces de Lebesgue Lp 1 ≤ p ≤ ∞

1.3.1 Rappel de quelques résultats d’intégration

Théorème 1.1. (convergence dominée de Lebesgue)[2].

Soit {fn} une suite de fonctions dans Ω ⊂ Rn qui converge pour presque tout x ∈ Ω vers f. On
suppose qu’il existe une fonction g, Lebesgue mesurable sur Ω, telle que :

|fn(x)| ≤ g(x).

Pour tout n ≤ N et tout x ∈ Ω. Alors les fonctions fn(n = 1, 2, · · · , n) ont des intégrales finies et,

lim
n→∞

∫
Ω

fn(x)dx =

∫
Ω

f(x)dx.
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Lemme 1.1. (Lemme de fatou)
Soit {fn} une suite de fonctions positives mesurables p.p sur Ω, alors :∫

Ω

lim inf
n→∞

fn(x)dx ≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

fn(x)dx.

Le théorème qui suit (de Fubini) est un moyen très utile dans différents calculs sur les intégrales.

Théorème 1.2. (Théorème de Fubini)
Soit Ωi ⊂ Rni(i = 1, 2) des ouverts mesurables et posons :

Ω = Ω1 × Ω2.

Soit f(x, y) une fonction intégrable sur Ω. Alors :∫
Ω1

f(x, y)dx et
∫

Ω2

f(x, y)dy.

existent, de plus, ∫
Ω

f(x, y)dxdy =

∫
Ω1

(∫
Ω2

f(x)dy

)
dx =

∫
Ω2

(∫
Ω1

f(x)dx

)
dy.

1.3.2 quelques inégalités intégrales

Notation

Soit p ∈ [1,∞[,soit Ω un sous-ensemble mesurable de Rn. On note Lp(Ω) l’ensemble de toutes
les fonctions f mesurables définies p.p sur Ω tel que,∫

Ω

|f(x)|pdx,

est finie. On donne les inégalités importante suivantes :

Inégalité de Hölder

Soit f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp′(Ω) tel que : 1
p

+ 1
p′

= 1. Alors |fg| ∈ L1(Ω), de plus :

∣∣∣∣∫
Ω

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|f(x)g(x)|dx ≤
(∫

Ω

|f(x)|pdx
) 1

p
(∫

Ω

|g(x)|p′dx
) 1

p′

.
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Inégalité de Minkowski

Soit p ∈ [1,∞[ et f, g ∈ Lp(Ω) . Alors f + g ∈ Lp(Ω), de plus :

(∫
Ω

|f(x) + g(x)|pdx
) 1

p

≤
(∫

Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

+

(∫
Ω

|g(x)|pdx
) 1

p

.

1.3.3 Les espaces de Lebesgue

Notation

Dans ce qui suit, on considère une relation d’égalité entre les éléments de Lp∗ On dit que f1 = f2

si et seulement si f1(x) = f2(x) presque partout dans Ω. Dans le cas ou Ω est un intervalle ouvert
]a, b [ de R, on écrit Lp(a, b) au lieu de Lp] a, b[.

Lemme 1.2. Soit p ≥ 1.Lp(Ω) est un espace vectoriel, posons :

‖f‖p =

(∫
Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

.

alors,
‖ · ‖p est une norme sur Lp(Ω).

Preuve : On vérifie les axiomes usuels suivants :

1. ‖f‖p = 0 ⇒ f = 0 p.p. Dans un sens l’implication est triviale, elle reste aussi vérifiée dans
l’autre car l’intégrale de Lebesgue d’une fonction f est nulle si et seulement si la fonction f
est nulle p.p sur Ω,

2. ‖λf(x)‖ = |λ|‖f(x)‖, on a :
(∫

Ω
|λf(x)|pdx

) 1
p = |λ|

(∫
Ω
|f(x)|pdx

) 1
p = |λ|‖f(x)‖p,

3. ‖f(x)+g(x)‖p ≤ ‖f(x)‖p+‖g(x)‖p. l’inégalité triangulaire découle directement de l’inégalite
de Minkowski.

On résume dans ce qui suit les propriétés essentielles des espaces Lp :

1.3.4 propriétés des espaces Lp

1. Lp(Ω) est un espace de Banach pour : 1 ≤ p ≤ ∞,
2. Lp(Ω) est un espace réflexif pour : 1 < p <∞,
3. Lp(Ω) est séparable pour : 1 ≤ p <∞.
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L’espace L∞(Ω)

On note L∞(Ω) l’ensemble de toutes les fonctions mesurables f définies p.p sur Ω telle qu’il
existe une constante k et un ensemble E ∈ Ω avec µ(E) = 0 tel que,

|f(x)| ≤ k pour x ∈ Ω− E.

On définit sur L∞(Ω) la somme f + g est le produit λf comme précédemment. On a L∞(Ω) est
un espace vectoriel, on définie la semi-norme :

Np(f) = sup ess |f(x)|.

En utilisant l’inégalité triangulaire et les propriétés du sup et on prenant compte de la relation
d’équivalence (p.p) on montre aisément que Np(f) est une norme sur L∞(Ω) est un espace de
Banach, il n’est pas réflexif.

1.4 Les fonctions convexes

Définition 1.13. Soient E un espace vectoriel réel et f une application définie sur E à valeurs
dans R.f est dite

1. convexe si∀x, y ∈ E,∀λ ∈ [0, 1], on a

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y),

2. strictement convexe si ∀x, y ∈ E, x 6= y,∀λ ∈ [0, 1] on a

f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y),

3. concave si ∀x, y ∈ E,∀λ ∈ [0, 1] on a

f(λx+ (1− λ)y) ≥ λf(x) + (1− λ)f(y).

Graphiquement, la convexité de f veut dire que la courbe représentative de f est au dessous
de ses cordes (une corde est un segment joignant deux points de la courbe de f).
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Figure 1.1 – Fonction convexe



CHAPITRE 2

ESPACE MODULAIRE

Pour l’étude des espaces d’Orlicz et Musielak-Orlicz, il suffit de rester dans le cadre des espaces
de Banach. Toutefois, dans le contexte des espaces de Musielak- Orlicz ce n’est pas la meilleure
façon de définir sa topologie. Au lieu de cela, il est préférable de commencer par introduire les
espaces modulaires.

Définition 2.1. Soit X un espace vectoriel réel.
La fonction ρ : X −→ [0,+∞] est dite semi modulaire sur X si les propriétés suivantes sont
verifieés.

1. ρ(0)=0,

2. ρ(λx)=ρ(x) pour tout x ∈ X et λ ∈ R avec |λ|=1,

3. ρ est convexe,c’est à dire ρ(αx+ βy) ≤ αρ(x) + βρ(y)∀α, β ≥ 0 avec α + β=1,

4. ρ(λx)=0 pour tout λ > 0 implique x=0.

Remarques 2.1. la semi modulaire est dite modulaire si ρ(x) = 0 implique x = 0.

Définition 2.2. Si ρ est une semi modulaire (respectivement modulaire)sur X alors,

Xρ = {x ∈ X : lim
λ→0

ρ(λx) = 0}
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est dite espace semi-modulaire (resp.modulaire).

Exemple 2.0.1. Si 1 ≤ p ≤ ∞. ρp(f) =
∫
Ω
|f(x)|pdx défini un modulaire continu sur L0(Ω).

Théorème 2.1. soit ρ une semi modulaire sur X alors Xρ est un R- espace vectoriel.
preuve

soient x, y ∈ Xρ et λ ∈ R/{0} par définition de l’espace Xρ et comme ρ(λx) = ρ(|λ|x) on a
αx ∈ Xρ Grâce à la convexité de ρ on a :

0 ≤ ρ(λ(x+ y)) ≤ 1

2
ρ(2λx) +

1

2
ρ(2λy)

d’où,

lim ρ(λ(x+ y)) ≤ lim
1

2
ρ(2λx) + lim

1

2
ρ(2λy)

,
par suite,

x+ y ∈ Xρ

.
Ainsi Xρ est un espace vectoriel.

2.1 propriétés de la modulaire

Soit ρ une semi-modulaire sur X alors

1.

{
ρ(λx) = ρ(|λ|x) ≤ |λ|ρ(x) ∀|λ| ≤ 1,

ρ(λx) = ρ(|λ|x) ≥ |λ|ρ(x) ∀|λ| ≥ 1,

2. ρ (
∑n

i=1 αixi) ≤
∑n

i=1 αiρ (xi) pour αi ≥ 0,
∑n

i=1 αi = 1,

3. Pour x ∈ X, l’application λ 7−→ ρ(λx) est non décroissante.

Remarques 2.2. La semi modulaire est toujours convéxe.
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2.2 Continuité d’un modulaire

La modulaire ρ est dite :
Continue à droite si lim ρ(λx) = ρ(x) ,pour tout x ∈ Xρ

Continue à gauche si lim ρ(λx) = ρ(x) ,pour tout x ∈ Xρ

Continue si elle est continue á gauche et á droite.

2.3 Normes sur les espaces modulaire

Normes de luxemburg

Théorème 2.2. soit ρ une modulaire convéxe surX ,alors la fonction définie par :

‖f‖ρ = inf{λ > 0, ρ
f

λ
≤ 1}

.
est une norme sur Xρ appellé norme de Luxemburg.
preuve

Si f=0 alors ρ(f) = 0 donc ‖f‖ρ = 0.

Si ‖f‖ρ = 0 alors :

ρ(αf) ≤ 1,∀α > 0.

Soit 0 < u ≤ 1 alors,

ρ(f) = ρ(
u

u
f) ≤ uρ(

1

u
f) ≤ u.

En faisant tendre u→ 0+ on obtient ρ(f) = 0,

Ceci implique que f = 0.

Soit α ∈ R et f ∈ Xρ ,alors :

‖αf‖ρ = inf{λ > 0, ρ(
αf

λ
) ≤ 1}.

Soit f, g ∈ Xρ et soit u, v ∈ R tels que u > ‖f‖ρ et v > ‖g‖ρ. alors :
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ρ(
f

u
) ≤ 1 et ρ(

f

v
) ≤ 1.

par la convexité de f on obtient,

ρ(
f + g

u+ v
) = ρ(

u

u+ v

f

u
+

v

u+ v

g

v
) ≤ u

u+ v
ρ(
f

u
) +

v

u+ v
ρ(
g

v
) ≤ 1.

D’ou,

‖f + g‖ρ ≤ u+ v.

Finalement,

‖f + g‖ρ ≤ ‖f‖ρ + ‖g‖ρ.

Remarques 2.3. Si ρ n’est pas convexe alors ‖.‖ρ n’est pas une norme.

Norme d’amemiya

Théorème 2.3. Soit ρ une modulaire convexe sur X .alors la fonction définie par :

‖f‖Aρ = infλ[1 + ρ(f
λ
)] est une norme sur Xρ appellée norme d’amemiya.

preuve : Si f =0 alors ‖f‖Aρ = 0

2.4 Modulaire et norme

Lemme 2.1. Soit ρ une semi-modulaire sur X alors on a :

‖x‖ρ ≤ 1⇔ ρ(x) ≤ 1.

Si de plus ρ est continue alors, {
‖x‖ρ < 1⇔ ρ(x) < 1

‖x‖ρ = 1⇔ ρ(x) = 1.
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2.5 topologie et convergence dans les espaces modulaires

On peut munir l’espace modulaire Xρ de la topologie induite par la norme en considérant,
comme ouverts élémentaires, les ensembles :

B (x0, ε) =
{
x ∈ Xρ, ‖x− x0‖ρ < ε

}
, x0 ∈ Xρ, ε > 0.

1. La convergence dans les espaces modulaires peut étre introduite de la manière suivante : Une
suite {xn}n≥1 ⊂ (X, ρ) sera dite modulaire convergente vers un élément x ∈ X, lorsqu il
existe un nombre réel k > 0 tel que :

lim
n→+∞

ρ (k (xn − x)) = 0.

2. Le lien entre la convergence modulaire et la convergence au sens de la norme ‖ · ‖ρ est donné
par :

‖xn − x‖ρ → 0 si et seulement si ρ (k (xn − x))→ 0, ∀k > 0.

Lemme 2.2. Soit Xρ un espace modulaire ,alors la convergence modulaire et la convergence au
norme sont équivalente si et seulement si ρ(xk)→ 0 implique ρ(2xn).

Lemme 2.3. Soit ρ une semi-modulaire sur X et (xn) ⊂ Xρ alors,
limn→∞ ‖xn‖ρ = 0 si et seulement si limn→∞ ρ (λxn) = 0 pour tout λ > 0.

preuve :[3].



CHAPITRE 3

ESPACE D’ORLICZ

Si on retourne un moment aux espaces de Lebesgue Lp(Ω), p ≥ 1 qu’on a vu précédemment,
une fonction u définie sur un ouvert Ω ⊂ Rn appartient a Lp(Ω) si :∫

Ω

|u(x)|pdx <∞. (3.1)

L’espace Lp(Ω) est normé par :

‖u‖p =

(∫
Ω

|u(x)|pdx
) 1

p

. (3.2)

Si on pose φ : φ(t) = tp on peut récrire (3.1) et (3.2) respectivement sous la forme :

∫
Ω
φ(|u(x)|)dx <∞,

‖u‖p = φ−1
(∫

Ω
φ(|u(x)|)dx

)
.

Φ−1 étant la fonction inverse de φ : φ−1(t) = t
1
p On peut nous demander maintenant si c’est possible

de remplacer la fonction φ ci-dessus par une fonction plus générale.On définie les fonctions de Young
ou les N -fonctions.

3.1 Les fonctions d’orlicz et les N-fonctions

3.2 Définitions et exemples

Définition 3.1. On appelle fonction d’Orlicz une fonction φ : R −→ [0,∞] telle que :

1. φ est paire ,convexe et continue a gauche sur [0,∞].

2. φ(0) = 0 et φ n’est pas identiquement nulle. Si de plus,
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3. φ(x) > 0 pour tout x > 0,

4. φ(x) <∞ pour tout x ∈ R c’est a dire φ est a valeurs dans [0,∞],

5. lim
x→0

Φ(x)

x
= 0 et limx→∞

Φ(x)
x

=∞.
la fonction Φ est dite N-fonction.

Remarques 3.1. Le vocabulaire pour ces fonctions change d’un autre à un autre .Parfois une N-
fonction est appelée fonction d’Orlicz et les fonctions d’Orlicz sont dite φ-fonctions .Donc à chaque
fois qu’on regarde un document sur les espaces d’Orlicz,il faut vérifier les conditions imposées à la
fonction qui définit ces espaces.Les espaces d’Orlicz et leurs propriétés ont été initialement étudiées
dans le cas d’une N-fonction.

Exemple 3.2.1. Pour tout t > 0 et 1 ≤ p < +∞.
t 7→ φ(t) = tp.
t 7→ φ(t) = 1

p
tp.

t 7→ φ(t) = exp(|t|)− 1.

Sont des φ-fonctions.

3.3 Ecriture intégrale d’une N-fonction

Définition 3.2. Soit φ une N-fonction alors sur l’ensemble {t ≥ 0, φ(t) < ∞},φ(t) peut s’écrire
comme suit : ∫ t

0

a(s)ds,

avec a la dérivée à droite de φ de plus, a est non décroissante et continue à gauche.

Exemple 3.3.1. x 7→ φ(x) = 1
p
|x|p avec 1 < p <∞ alors p(t) = φ′(t) = tp−1.

x 7→ φ(x) = ex
2 − 1 alors p(t) = 2tet

2
φ′(t).

Remarques 3.2. La valeur de φ(x) est la surface délimitée par la courbe de P ,l’axe des abscisses
et les deux droites t = 0 et t = x .ce qui donne que la fonction φ est strictement croissante.
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3.4 La relation entre les fonctions d’Orlicz et semi modulaire

sur R

Lemme 3.1. Soient φ : [0,+∞] −→ [0,+∞] et ρ son extension paire (son prolongement par pa-
rité) à R,c’est à dire :

ρ(t) := φ(|t|)∀t ∈ R,

Alors φ est une φ-fonction si est seulement si ρ est une semi modulaire sur R avec Xρ = R,
De plus,φ est une φ-fonction positive si est seulement si ρ est une modulaire sur R avec Xρ = R.

Preuve : La nécessité

Soit φ est une φ-fonction alors φ est convexe,continue à gauche,φ(0)=0,limt→0+ φ(t)=0 et limt→+∞ φ(t)=∞,donc
ρ satisfait aussi ces propriétés :
Xρ=R découle du fait que limt→0+ φ(t)=0,et pour que ρ soit une semi modulaire il reste à montrer
que :

ρ(λt0) = 0, ∀λ > 0⇒ t0 = 0,

On suppose que :ρ(λt0) = 0,∀λ > 0.Par hypothése limt→+∞ φ(t) = +∞,alors il existe t1 > 0 tel
que φ(t1) > 0,il n’existe aucun λ > 0 pour que t1 = λt0.

En effet,s’il existe λ > 0 tel que

t1 = λt0,

on aurait :

0 < φ(t1) = φ(λt0) = 0,

Ce qui donne une contradiction.
Donc on a nécessairement

t0 = 0.
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Supposons,maintenant que φ est positive c’-a-d que,

(φ(t) = 0⇔ t = 0)

alors par hypothése ceci est équivalent à

(ρ(t) = 0⇔ t = 0),

Donc ρ est une modulaire sur R.
La suffisance

Soit φ une semi modulaire sur R,alors φ est convexe,φ(0) = 0 et φ est continue à gauche.Pour que
φ soit une φ-fonction,il reste à montrer que limt→0+ φ(t) = 0 et limt→+∞ φ(t) = +∞.
Commençant par montrer que,

lim
t→0+

φ(t) = 0,

Pour cela on a :
Xρ = R ceci est équivalent à ∀t ∈ R∃λ > 0 tel que ρ(λt) < 1 alors ∃t1 > 0 pour le quel
ρ(t1) < +∞.Soit t ∈ [0, t1],alors il existe 0 ≤ λ ≤ 1 tel que t = λt1 ce qui implique que λ = t

t1
.

Par suite,

ρ(t) = ρ(
t

t1
t1) ≤ t

t1
ρ(t1)

Donc on obtient,

φ(|t|) ≤ t

t1
φ(t1)

Par passage à la limite on aura,

lim
t→0+

φ(|t|) ≤ lim
t→0+

t

t1
φ(t1) = 0.

D’où,
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lim
t→0+

φ(t) = 0. (3.3)

Montrons maintenant que

lim
t→+∞

φ(t) = +∞

Par la contraposée de (ρ(λt) = 0∀λ > 0⇒ t = 0),c-à-d.

(t 6= 0⇒ ∃λ > 0, ρ(λt) 6= 0)

.
En particulier,
∃t2 > 0 tel que ρ(t2) > 0 ce implique φ(t2) > 0.

Alors,

∀K ∈ N∗φ(K, t2) > Kφ(t2) > 0

.
Par passage à la limite on obtient,

lim
t→+∞

φ(k, t2) > lim
t→+∞

Kφ(t2)

.
On aura :

lim
t→+∞

φ(
t

t2
.t2) > lim

t→+∞

t

t2
φ(t2) = +∞

.
Donc,

lim
t→+∞

φ(t) = +∞. (3.4)

De les equations (3.3) et (3.4) on resulte que φ est une φ-fonction.
Supposons maintenant que ρ est une modulaire sur R et montrons que φ est positive.On a :

ρ(t) = 0⇒ t = 0

.
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On suppose le contraire,

t > 0⇒ ρ(t) > 0.

Ce qui donne,

φ(|t|) = φ(t) > 0.

D’ou φ est positive.
Et par conséquence R est un espace modulaire.

3.5 Fonction complémentaire d’une fonction d’Orlicz

Définition 3.3. Soit φ une fonction d’Orlicz.La fonction φ∗ : [0,+∞[→ [0,+∞[,définie par :

φ∗(y) = sup
x≥0
{x, y − φ(x)}∀y ≥ 0.

S’appelle la fonction complémentaire ou la fonction conjuguée de φ.

Exemple 3.5.1. La fonction complémentaire de φp(x) = |x|p
p
, 1 ≤ p < +∞ est,

φ∗p(x) =
1

q
|y|qavec1

p
+

1

q
= 1.

En effet,

φ∗p(y) = sup
x≥0
{x|y| − φp(x)} = sup

x≥0
{x|y| − |x|

p

p
}∀y ∈ R.

Posons f(x) = x|y| − |x|p
p
alors, f ′(x) > 0six < |y| 1

p−1

f ′(x) < 0six > |y| 1
p−1

Donc f atteint son maximum au point x = |y| 1
p−1 .
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3.6 Inégalité de young

Proposition 3.1. Le couple (φ, φ∗) satisfait à l’inégalité de young

xy ≤ φ(x) + φ∗(y)∀x, y ∈ R. (3.5)

Ona l’inégalité dans l’inégalité de young si et seulement si x = q(y) ou y = p(x) c-á-d :

xp(x) = φ(x) + φ∗(p(x)). (3.6)

et

q(y)y = φ(q(y)) + φ∗(y).

preuve : Soit y0 = p(x) sans perte de généralité on suppose que y ≤ y0.Donc

φ∗(y) ≤
∫ y

0

q(s)ds =

∫ y0

0

q(s)ds+

∫ y

y0

q(s)ds.

Quand s ≤ y0 = p(x) alors par définition de q on obtient q(s) ≥ x.Par conséquent :

φ∗(y) ≤
∫ y0

0

q(s)ds+

∫ y

y0

xds =

∫ y0

0

q(s)ds+ x(y − y0).

Donc,

φ(x) + φ∗(y) ≥
∫ x

0

p(t)dt+

∫ y0

0

q(s)ds+ x(y − y0).

Donc pour montrer l’inégalité de young il suffit de montrer que

φ(x)(x) +

∫ y0

0

q(s)ds = xy0.

xy0 est la surface du rectangle de sommet A(0, 0), B(x, 0), C(x, p(x)) et D(0, y0).Donc

xy0 = φ(x) +

∫
G

dudv.

avec,
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G = {(u, v)telque0 ≤ u ≤ xetp(u) ≤ v ≤ y0}.

Donc,

∫
G

dudv =

∫ x

0

(

∫ y0

p(u)

dv)du =

∫ x

0

(y0 − p(u))du.

=

∫ x

0

y0du−
∫ x

0

p(u)du = xy0 − φ(x).

D’autre part on peut aussi exprimer G comme suit :

G = {(u, v)telque0 ≤ v ≤ y0et0 ≤ u ≤ q(v)}.

Par suite,

∫
G

dudv =

∫ y0

0

(

∫ q(v)

0

du)dv =

∫ y0

0

q(v)dv = φ∗(y0).

Finalement on a obtenu que

xy0 − φ(x) = φ∗(y0).

3.7 La condition ∆2

La condition ∆2 est une condition de croissance sur les fonctions d’Orlicz.Elle joue un rôle trés
important dans l’étude de la géométrie des espaces d’Orlicz.

Définition 3.4. On dit que la N-fonction M(u) satisfaite la condition ∆2,s’il existe une constante
K > 0 telle que,

M(2u) ≤ kM(u), (u ≥ u0).
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Pour une valeur positive de u0.

Définition 3.5. Une fonction d’Orlicz φ satisfait :

1. La condition −∆2 globalement(φ ∈ ∆2),s’il existe K > 2 tel que,

φ(2x) ≤ Kφ(x)∀x > 0.

2. La condition −∆2à l’infini (φ ∈ ∆2(∞)),s’il existe K > 2 et x0 > 0 tel que,

φ(2x) ≤ Kφ(x)∀x > x0.

3. La condition −∆2 au voisinage de zéro (φ ∈ ∆2(∞)),s’il existe K > 2 et x0 > 0 tel que,

φ(2x) ≤ Kφ(x)∀x ≥ x0.

Évidement,φ ∈ ∆2 si est seulement si :

φ ∈ ∆2(∞)etφ ∈ ∆2(0).

Exemple 3.7.1. 1. La fonction M(s) = |s|ln(|s|+ 1) est satisfaite la condition ∆2.En effet,on
peut vérifier aisément que M est une N-fonction et on a K = 4.

2. On a aussi la fonction M(s) = 1
p
|s|p,pour p > 1 est vérifiée la condition ∆2.En effet,on a

K = 2p.

Proposition 3.2. Si φ /∈ ∆2(∞),alors il existe une suite (xn)n∈N de nombres réels positifs crois-
sante vers l’infini telle que :

φ(2xn) > 2nφ(xn),∀n ∈ N.
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preuve :[7] exemple1.9.

Remarques 3.3. La condition-∆2 à l’infini est conservée par équivalence à l’infini des N-fonctions.

3.8 Espace d’Orlicz

Définition 3.6. Soient Ω un ouvert borné de Rn et φ une N-fonction.
On définit l’espace d’Orlicz Lφ(Ω) par :

Lφ(Ω) = {f ∈M(Ω) telle que ∃λ > 0 : λf ∈ L0
φ(Ω)}

= {f ∈M(Ω) telle que
∫
G

φ(λf(x))dµ <∞ pour un certain λ > 0}.

Exemple 3.8.1. L’espace L∞ est l’espace d’Orlicz Lφ∞ avec, φ∞ : R −→ R définie par :

φ∞(x) =

{
0 si x ∈ [−1, 1],

+∞ sinon

Proposition 3.3. Lφ(Ω) est un espace vectoriel réel.

preuve : Soient f1, f2 ∈ Lφ(Ω). Alors il exisite λ1, λ2 > 0 tels que ρφ(λ1f1) <∞ et ρφ(λ2f2) <

∞.
Soit λ = min(λ1, λ2).En utulisant la convexité et la croissance de φ on obtient,

∫
G

φ(
λ

2
(f1 + f2))dµ ≤

∫
G

1

2
(φ(λf1) + φ(λf2))dµ,

≤
∫
G

1

2
(φ(λ1f1) + φ(λ2f2))dµ <∞.

Donc,

f1 + f2 ∈ Lφ(Ω).
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Soit β ∈ R et f ∈ Lφ(Ω),montrons que βf ∈ Lφ(Ω).D’aprés ce qui précède on a nf ∈ Lφ(Ω),∀n ≥
1.

Comme R est archimédien alors ∀β ∈ R,∃n ∈ N∗ tel que β ≤ n et ainsi on obtient βf ∈ Lφ(Ω).
Par conséquent,Lφ(Ω) est un espace vectoriel réel.

Remarques 3.4. L0
φ(Ω) ⊂ Lφ(Ω) et L∞(Ω) ⊂ Lφ(Ω).

3.9 Classe d’Orlicz

On appelle classe d’Orlicz l’ensemble des fonctions f ∈M(Ω) vérifiant∫
Ω

φ(f(x))dµ <∞.

On note L0
φ(Ω) la classe d’Orlicz.c’est-à-dire :

L0
φ(Ω) = f ∈M(Ω)telle que

∫
Ω

φ(f(x))dµ <∞.

Remarques 3.5. L0
φ(Ω) n’est pas un espace vectoriel.

preuve : Il suffit de monter que si f ∈ L0
φ(Ω) alors 2f /∈0

φ (Ω).
On prend par exemple Ω = [0, 1] et

φ(x) = e|x| − 1etf(x) =

 n
2
si 1

2n
≤ x ≤ 1

2n−1

0sinon,

On a :

ρφ(f) =

∫
Ω

φ(f(x))dµ =

∫
Ω

[
e|f(x)| − 1

]
dµ =

∫
Ω

(
e
n
2 − 1

)
χ[ 1

2
, 1
2n−1 ]dµ

=
∑
n≥1

(
e
n
2 − 1

)
µ

([
1

2n
,

1

2n−1

])
=
∑
n≥1

1

2n
(
e
n
2 − 1

)
=
∑
n≥1

(√
e

2

)n
−
∑
n≥1

1

2n
.
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On a la série
∑

n≥1
1

2n
converge et

√
e

2
< 1 donc

∑
n≥1

(√
e

2

)n
est aussi convergente.

Donc, ρφ(f) <∞ alors f ∈ L0
φ(Ω).

D’autre part,

ρφ(2f) =

∫
Ω

φ(2f(x))dµ =

∫ [
e2|f(x)| − 1

]
dµ =

∫
Ω

(en − 1)χ[ 1
2
π· 1

2n−1 ]dµ

=
∑
n≥1

(en − 1)µ

([
1

2n
,

1

2n−1

])
=
∑
n≥1

1

2n
(en − 1) =

∑
n≥1

(e
2

)n
−
∑
n≥1

1

2n
.

On a e
2
> 1 donc la série

∑
n≥1( e

2
)n diverge.

D’où
2f /∈ L0

φ(Ω).

3.10 Modulaire d’Orlicz

Définition 3.7. La fonctionnelle,

ρφ : M(Ω)→ [0,∞]

f 7−→ ρφ(f) =

∫
Ω

φ(f(x))dµ

est une modulaire convexe sur M(Ω) dite modulaire d’Orlicz.

3.11 Normes sur les espaces d’Orlicz

Dans la théorie des espaces d’Orlicz, trois normes sont apparues. Dans les années trente Orlicz
a introduit la norme,

‖f‖eφ = sup

{∫
Ω

|f(t)g(t)|dµ : g ∈ Lφ∗(Ω), ρφ∗(g)

)
≤ 1

}
dite norme d’Orlicz, puis Nakano (1950), Morse-Transue(1950), et Luxemburg (1955) ont considéré
une autre norme, qui est parfois appelée la norme de Luxemburg-Nakano mais généralement dans
la littérature, elle est appelée la norme de Luxemburg. Cette norme est la fonction de Minkowski
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(la jauge) de la boule unité pour la modulaire d’Orlicz ρφ. C’est-à-dire,

‖f‖φ = inf

{
λ > 0 : ρφ

(
f

λ

)
≤ 1

}
.

Approximativement à la même époque, I. Amemiya a considéré la norme,

‖f‖Aφ = inf
k>0

1

k
[1 + ρφ(kf)]

dite norme d’Amemiya.

Norme d’Orlicz

Proposition 3.4. Soit f ∈ Lφ(Ω) alors,

‖f‖oφ = sup

{∫
Ω

|f(t)g(t)|dµ : g ∈ Lφ∗(Ω), ρφ∗(g)

)
≤ 1

}
,

est une norme sur l’espace Lφ(Ω) dite norme d’Orlicz.

Norme de luxemburg

Proposition 3.5. Soit f ∈ Lφ(Ω) alors,

‖f‖φ = inf

{
λ > 0 : ρφ

(
f

λ

)
≤ 1

}
,

est une norme sur l’espace Lφ(Ω) dite norme de Luxemburg.

N’orme d’Amemiya

Soit f ∈ Lφ(Ω) alors ,
‖f‖Aφ = infk>0

1
k

[1 + ρφ(kf), ]

est une norme sur l’espace Lφ(Ω) dite norme d’Amemiya.
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3.12 Propriétés des espaces d’Orlicz

La complétude

Théorème 3.1. L’espace d’Orlicz Lφ(Ω) muni de l’une de ces normes est un espace de Banach.

preuve

On va donné la démonstration dans le cas de la norme d’Orlicz.
Soit (fn)n≥1 une suite de Cauchy dans Lφ(Ω). Donc,

∀ε > 0,∃n0 ∈ N,∀n,m ≥ n0 on a ‖fn − fm‖oφ < ε, (3.7)

Ceci signifie que pour toute fonction g ∈ Lφ∗(Ω) avec ρφ∗(g) ≤ 1, on a

∀ε > 0,∃n0 ∈ N,∀n,m ≥ n0

∫
Ω

|fn(x)− fm(x)| |g(x)|dµ < ε,

Il en résulte que la suite (fn(x))n∈N converge en mesure. Donc elle contient une sous suite (fnk(x))k∈N

qui converge presque partout vers une limite notée f(x).

Soit ε > 0, en vertu de (3.9) on peut trouvé un kε telle que pour tout k, k + p > kε, on a∫
Ω

∣∣fnk+p
(x)− fnk(x)

∣∣ |g(x)|dµ < ε, (3.8)

pour toute fonction g ∈ Lφ∗(Ω) qui satisfait ρφ∗(g) ≤ 1.

Par passage à la limite quand p −→∞ dans 3.10 on obtient∫
Ω

|f(x)− fnk(x)| |g(x)|dµ < ε, (3.9)

Il résulte de l’inégalité (3.11) que f0 − fnk ∈ Lφ(Ω), f ∈ Lφ(Ω) et ‖f − fnk‖φ < ε. C’est-à-dire
la sous suite, (fnk)k converge en norme vers f . Alors, la suite de Cauchy ( fn ) n≥1 posséde une
sous suite convergente donc elle converge aussi vers la même limite f D’où Lφ(Ω) est complet. Par
conséquent Lφ(Ω) est un Banach.

La séparabilité

Lφ(Ω) est un espace séparable si et seulement si φ vérifie la condition ∆2.
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La réflexivité

Théorème 3.2. Les espaces Lφ(Ω) sont réflexifs si et seulement si φ et φ∗ vérifiant la condition
de croissance ∆2.

3.13 La convergence dans les espaces d’Orlicz

La convergence usuelle dans les espaces d’Orlicz peut être introduite grace a la norme d’Orlicz
‖.‖φ,on a :

un −→ u dans Lφ(Ω) i, e lim
n→∞
‖un − u‖φ = 0.

3.14 La convergence modulaire dans les espaces d’Orlicz

Définition 3.8. Soit (fn)n∈N une suite d’éléments dans Lφ(Ω).
On dit que (fn)n∈N est ρφ convergente(ou modulaire convergente)vers f ∈ Lφ(Ω),si et seulement
s’il existe λ > 0 tel que,

ρφ

(
fn − f
λ

)
−→
n−→∞

0

et on note fn
ρφ−→ f .



CHAPITRE 4

ESPACE DE MUSIELAK-ORLICZ

Dans ce chapitre on expose une généralisation de l’espace d’Orlicz, d’où une généralisation de
la fonction de Young (N-fonction) φ(u), en une N-fonction généralisée ϕ(x, u), alors on a, un espace
d’Orlicz généralisé ou espace d’Orlicz-Musielak.

4.1 Fonction d’Orlicz généralisées

Définition 4.1. Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré, avec µ une mesure σ -finie complète.
La fonction ϕ : Ω×[0,+∞[−→ [0,+∞] est dite fonction d’Orlicz généralisée ou fonction de Musielak-
Orlicz, et on ecrit ϕ ∈ φ(Ω, µ)

ϕ ∈ φ(Ω, µ) si et seulement si

{
1) ϕ(y, ) est une φ -fonction ∀y ∈ Ω

2) ϕ(., t) est mesurable ∀t ≥ 0

Exemple 4.1.1. Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré, avec µ une mesure σ -finie complète. Soit p :

Ω→ [1,+∞] une fonction mesurable, alors la fonction ϕ̄(y, t) définie par,

ϕ̄ : Ω× R+ −→ R+

(y, t) 7→ ϕ̄p(.)(y, t) = tp(y),

et la fontion ϕ̃(y, t) definie par
ϕ̃ : Ω× R+ −→ R+

(y, t) 7→ ϕ̃p(.)(y, t) =
1

p(y)
tp(y),

sont des fonctions d’Orlicz généralisées.
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4.2 La fonction conjugué

Définition 4.2. Soit ϕ ∈ φ(Ω, µ). La fonction ϕ∗ : Ω× [0,∞[−→ [0,∞], définie par :

ϕ∗(y, u) = sup
t≥0
{tu− ϕ(y, t)}∀y ∈ Ω,∀u ≥ 0,

s’appelle la fonction complémentaire ou la fonction conjuguée de ϕ au sens de Young.

4.3 Espaces de Musielak-Orlicz

Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré avec µ une mesure σ -finie complète. On note par M(Ω, µ)

l’ensemble des fonctions µ− mesurables sur Ω à valeurs dans R modulo la relation d’équivalence
�= µ− p.p�

4.4 La condition ∆2

Définition 4.3. On dit que ϕ ∈ φ(Ω, µ) satisfait la condition-∆2, s’il existe une con- stante k ≥ 2

telle que,
ϕ(y, 2t) ≤ kϕ(y, t) pour tout y ∈ Ω et t ≥ 0.

4.5 Modulaire d’Orlicz musielak

Le lemme suivant montre que toute φ -fonction généralisée, génère une semi modulaire sur
l’ensemble des fonctions mesurables M(Ω, µ).

Lemme 4.1. [3]. Soient ϕ ∈ φ(Ω, µ) et f ∈M(Ω, µ) alors,

1. La fonction :
Ω −→ [0,∞]

y 7−→ ϕ(y, |f(y)|),

est mesurable.

2. La fonction ρϕ définie ainsi,

ρϕ : R −→ [0,∞]

f 7−→ ρϕ(f) =
∫
ϕ(y, |f(y)|)dµ,

est une semi modulaire sur M(Ω, µ), dite semi modulaire induite par ϕ De plus, si ϕ est
positive, alors ρϕ est une modulaire dite modulaire de Musielak- Orlicz.
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preuve

1. Il suffit juste de considérer le cas où f ≥ 0.

Soit (fk)k une suite croissantes de fonctions simples, non négatives,qui converge simple ment
vers f . Alors, fk =

∑n
j=1 α

k
jχnkj avec Ωk

j ∈ Σ et sont deux à deux disjoints.

ϕ (y, |fk(y)|) = ϕ

(
y,

n∑
j=1

αkjχΩkf
(y)

)
=

n∑
j=1

ϕ
(
y, αkj

)
χn∗j (y),

qui est mesurable Comme ϕ est croissante et continue alors (ϕ (y, fk(y)))k est croissante et
converge vers ϕ(y, f(y)) D’où ϕ(., f) est mesurable.

2. Montrons que ρϕ est une semi modulaire. De la définition de ρϕ ona :

ρϕ(0) = 0 et ρϕ(λf) = ρϕ(f) pour |λ| = 1.

La convexité de ρϕ découle de celle de ϕ et de la croissance de l’intégrale. Il reste donc à
montrer que (ρϕ(λf) = 0∀λ > 0) =⇒ f = 0 Soit f ∈ M(Ω, µ) telle que ρϕ(λf) = 0∀λ > 0

alors,
∀k ∈ N, ϕ(y, kf(y)) = 0 µ− p · p dans Ω,

Comme N est dénombrable on déduit que,

ϕ(y, kf(y)) = 0 µ− p · p dans Ω, ∀k ∈ N,

Par hypothèse ϕ est convexe et ϕ(y, 0) = 0 alors,

ϕ(y, λf(y)) = 0 µ.p.p dans Ω, ∀λ > 0,

Puisque limt→+∞ ϕ(y, t) = +∞∀y ∈ Ω alors,

|f(y)| = 0 µ− p · p dans Ω,∀λ > 0,

D’où,
f = 0.

Donc ρϕ est une semi modulaire. Supposons maintenant que ϕ est positive et ρϕ(f) = 0

alors ϕ(y, f(y)) = 0 pour prèsque tout y ∈ Ω Puisque ϕ est positive on a ϕ(y, f(y)) = 0 =⇒
f(y) = 0 pour preséque tout y ∈ Ω d’où,

f = 0.
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Ce qui montre que ρϕ est une modulaire.

4.6 Classe de Musielak-Orlicz

Définition 4.4. Soit ϕ ∈ φ(Ω, µ), on définit la classe de Musielak-Orlicz comme suit :

Lϕoc(Ω, µ) = {f ∈ Lϕ(Ω, µ), ρϕ(f) < +∞} .

Remarques 4.1. La classe de Musielak-Orlicz n’est pas un espace vectoriel.

Exemple 4.6.1. 1. Les espaces de Lebesgue classiques Lp(Ω, µ) avec 0 ≤ p < +∞, sont des
espaces de Musielak-Orlicz définies par la fonction,

ϕp(y, t) = ϕ̄p(t) = |t|p.

2. Les espaces d’Orlicz Lφ(Ω, µ), sont un cas particulier des espaces de Musielak-Orlicz, en
prenant,

φ(y, t) = φ(t).

4.7 Norme sur les espaces de Musielak-Orlicz

Dans les espaces de Musielak-Orlicz Lφ(Ω, µ), on définit trois normes, qui sont appelées norme
d’Orlicz, norme de Luxemburg et norme d’Amemiya. Ces normes sont définies comme suit :

Définition 4.5. Soit f ∈ Lφ(Ω, µ) alors,

1.
‖f‖◦φ = sup

{∫
Ω

|f(t)g(t)|dµ : g ∈ Lφ∗(Ω, µ), ρφ∗(g)

)
≤ 1

}
.

est une norme sur l’espace Lφ(Ω, µ) dite norme d’Orlicz.

2.
‖f‖φ = inf

{
λ > 0ρφ

(
f

λ

)
≤ 1

}
.

est une norme sur l’espace Lφ(Ω, µ) dite norme de Luxemburg.

3.
‖f‖Aφ = inf

k>0

1

k
[1 + ρφ(kf)] .

est une norme sur Lφ(Ω, µ) dite norme d’Amemiya.
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4.8 Résultas de convergence

Dans les espaces de Lebesgue classiques les théorèmes fondamentaux de convergences sont
la convergence dominée, la convergence monotone et le lemme de Fatou, on démontrera les trois
versions de ces théoremes dans les espaces de Musielak-Orlicz. Nous verrons aussi les relations entre
les types de convergence définis sur ces espaces à savoir la convergence en norme, en modulaire et
la convergence en mesure.

Lemme 4.2. ( lemme de Fatou pour la modulaire) Soit ϕ ∈ φ(Ω, µ) et f une fonction mesurable,
et soit (fk)k∈N une suite de fonctions mesurables, Si limk→+∞ fk = fµ− p.p alors on a,

ρϕ(f) ≤ lim inf
k→+∞

ρϕ (fk) .

preuve : On a :

ρϕ(f) =

∫
Ω

ϕ(y, f(y))dµ

=

∫
Ω

ϕ

(
y, lim

k→+∞
|fk(y)|

)
dµ

≤
∫

Ω

liminfk→+∞ ϕ (y, |fk(y)|) dµ

≤ lim inf
k→+∞

∫
Ω

ϕ (y, |fk(y)|) dµ,

d’où,
ρϕ(f) ≤ lim inf

k→+∞
ρϕ (fk) .

Lemme 4.3. ( convergence monotone ) [3], [2]. Soit ϕ ∈ φ(Ω, µ) et f une fonction mesurable, et
soit (fk)k∈N une suite de fonctions mesurables croissante telle que limk→+∞ |fk| −→ |f |µ − p.p,

alors,
ρϕ(f) = lim

k→+∞
ρϕ (fk) .

preuve : Soit (fk)k∈N une suite de fonctions croissante convergente vers une fonction f,

|fk| ↗ |f |µ− p · p.

comme ϕ est croissante et continue à gauche alors,

ϕ (y, |fk(y)|)↗ ϕ(y, |f(y)|)µ− p · p.

Par la croissance de l’intégrale et grâce au théorème de la convergence monotone on aura,
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∫
Ω

ϕ(y, f(y))dµ =

∫
Ω

ϕ
(
y, lim

Ω
|fk(y)|

)
dµ

=

∫
Ω

lim
k→+∞

ϕ (y, |fk(y)|) dµ

= lim
k→+∞

∫
Ω

ϕ (y, |fk(y)|) dµ

= lim
k→+∞

ρϕ (fk) .

Lemme 4.4. ( convergence dominée ) [3], [2]. Soit ϕ ∈ φ(Ω, µ) et f, g deux fonctions mesurables,
et soit (fk)k∈N une suite de fonctions mesurables, Si limk→+∞ fk = fµ − p.p, |fk| ≤ |g|µ − p.p et
ρϕ(λg) < +∞,∀λ > 0 alors,

lim
k→+∞

fk = f dans Lϕ(Ω, µ).

En particulier, si ρϕ(λg) < +∞ pour un certain λ > 0 alors,

fk
ρ−→ f dans Lϕ(Ω, µ).

preuve : On suppose que,

lim
k→+∞

fk = fµ− p · p, |fk| ≤ |g|∀k ∈ N et ρϕ(λg) < +∞ ∀λ > 0

alors,
lim

k→+∞
|fk − f | = 0µ− p · p et |f | ≤ |g|

⇒ |fk − f | ≤ 2|g|
⇒ λ |fk − f | ≤ 2λ|g|∀λ > 0.

On a,
ρϕ(λg) < +∞⇒ ρϕ(2λg) < +∞ ∀λ > 0,

On utilise le théorème de la convergence dominée, et on conclut que,

lim
k→+∞

∫
Ω

ϕ (y, λ |fk − f |) dµ =

∫
Ω

lim
k→+∞

ϕ (y, λ |fk − f |) dµ

=

∫
Ω

ϕ

(
y, λ lim

k→+∞
|fk − f |

)
dµ

=

∫
Ω

ϕ(y, 0)dµ

= 0.

Grâce au lemme(2.3) on obtient, (fk)k converge vers f dans Lϕ(Ω, µ).

Lemme 4.5. Si ϕ ∈ φ(Ω, µ), alors toute suite de Cauchy (fn)n∈N ⊂ Lϕ(Ω, µ) pour la norme admet
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une sous suite qui converge µ− p.p vers une fonction mesurable f .

4.9 Quelques propriétés des espaces de Musielak-Orlicz

La complétude

Théorème 4.1. [3]. Soit φ ∈ ϕ(Ω, µ) alors l’espace Lφ(Ω, µ) est un espace de banach.

preuve :

D’après le théorème(1.1) Lϕ(Ω, µ) est un espace vectoriel Il reste à montrer que toute suite de
Cauchy de Lϕ(Ω, µ) converge dans Lϕ(Ω, µ) Soit (fn)n∈N une suite de Cauchy, grâce au lemme(4.5)

il existe une sous suite (fnk)k et une fonction mesurable f : Ω −→ R telles que (fnk)k converge
vers f pour presque tout y ∈ Ω Par suite,

lim
k→∞

ϕ (y, |fnk(y))− f(y)|
)

= 0µ− p · p.

Soit λ > 0, comme (fn)n est de Cauchy, alors,

∀ε > 0,∃N0 ∈ N,∀m, k ≥ N0, ‖λ (fm − fk)‖ϕ ≤ ε.

Prenant 0 < ε < 1, par le lemme(2.1) on obtient,

ρϕ (λ (fm − fk)) ≤ ε

et d’après le lemme (4.2) on a,

ρϕ (λ (fm − fk)) =

∫
Ω

ϕ (λ (fm − fk)) dµ

=

∫
Ω

lim
k→∞

ϕ (λ (fm − fnk)) dµ

≤ lim
k→∞

inf

∫
Ω

ϕ (λ (fm − fnk)) dµ ≤ ε.

Par suite,
lim
k→∞

ρϕ (λ (fm − f)) = 0,∀λ > 0.

Donc d’après le lemme(2.3) on a :

lim
n→∞

‖fn − f‖ϕ = 0.
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La séparabilité

Pour établir les théoremes de separabilité dans les espaces de Musielak-Orlicz la mesure µ doit
ètre separable.

Définition 4.6. (mesure séparable) Soit µ une mesure, elle est dite séparable s’il existe une suite
(Ak)k ⊂ Σ qui vérifie,

1. µ (Ak) <∞ ∀k ∈ N.

2. Pour tout A ∈ Σ, avec µ(A) <∞ et ∀ε > 0,∃k ∈ N :

µ (A∆Ak) < ε.

(où ∆ designe la difference symétrique).

Exemple 4.9.1. La mesure de Lebesgue sur Rn est separable.



CHAPITRE 5

ESPACE DE LEBESGUE A EXPOSANT VARIABLE

Les espaces de Lebesgue à exposant variables sont apparus dans la littérature pour la première
fois déjà dans un article 1931 par Orlicz. Le champ des espaces de fonctions à exposant variables
a connu une croissance explosive ces dernières années. La référence standard pour les propriétés
de base c’est l’article [6] par Kovácik et Rákosník. (Les mêmes propriétés ont été dérivées par
différentes méthodes par Fan et Zhao [5] (10)ans après. Quelques aperçus du champ existent voir
aussi, par exemple [4] Le but de ce paragraphe est de suggérer des analogues propriétés des espaces
de Lebesgue Lp, il est clair que nous ne puissions pas simplement remplacer p par p(x) dans la
définitionusuel de la norme dans le Lp. Cependant, les espaces de Lebesgue peuvent être considérés
comme cas particuliers des espaces d’Orlicz appartenant à une famille plus nombreuse des soi-
disant espaces modulaires.
Si la fonction p est p.p fini dans Ω, alors Lp(x) est un cas particulier de les espaces d’Orlicz-Musielak.

5.1 Definitions et propriétés

5.1.1 Exposant variable

Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré avec µ une mesure σ -finie complète.

Définition 5.1. On appelle exposant variable sur Ω toute fonction mesurable, p : Ω −→ [1,∞],

on note P (Ω, µ) l’ensemble de ces exposants. On pose,

p+ = sup ess p = inf{α > 0, |p| ≤ αµ− p · p}.

et

p− = inf ess p = inf{α > 0, |p| > αµ− p · p}.
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Exemple 5.1.1. Soit Ω = R, alors les fonctions définies par p(y) = p avec 1 ≤ p ≤ ∞
p(y) = 2 + sin(y) sont des exposants variables.

Remarques 5.1. Si Ω est un ouvert de Rn et µ la mesure de Lebesgue sur Rn, alors on note
l’ensemble des exposants variables par P (Ω).

1. Dans toute la suite on considène les deux fonctions ϕp(·)(y, t) = tp(y) et ϕp(.)(y, t) = 1
p(y)

tp(y).

2. Si p+ <∞, alors l’exposant variable p est dit bornée.

5.2 Espaces de lebegue généralisés

Définition 5.2. Soient p ∈ P (Ω, µ) et ϕp(−) ∈ φ(Ω, µ), alors,

ρp(.) : M(Ω, µ) −→ [1,∞]

f 7−→
∫

Ω
ϕp(y)(y, |f(y)|)

)
dµ,

est une modulaire et l’espace

Lp(.)(Ω, µ) =

{
f ∈M(Ω, µ) :

∫
Ω

ϕp(y)(y, λ|f(y)|)dµ <∞ pour un certain λ > 0

}
=

{
f ∈M(Ω, µ) :

∫
Ω

|λf(y)|p(y)dµ <∞ pour un certain λ > 0

}
Ou,

Lp(·)(Ω, µ) =

{
f ∈M(Ω, µ) :

∫
Ω

|λf(y)|p(y)

p(y)
dµ <∞ pour un certain λ > 0

}
,

est appelé espace de Lebesgue généralisé ou espace de Lebesgue à exposant variable.

5.3 Les normes sur l’espace de Lebesgue a exposant variable

La norme de Luxemburg

‖f‖p(.) = inf

{
λ > 0, ρp(y)

(
f

λ

)
≤ 1

}
.

La norme d’Orlicz

‖f‖op(.) = sup
g∈Lq(y)(Ω,µ)

∫
Ωq(y)(s)≤1

∫
f(y)g(y) | dµ avec q(y) =

p(y)

p(y)− 1
.
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La norme d’Amemiya

‖f‖Ap(·) = inf
λ>0

1

λ

[
1 + ρp(y)(λf)

]
.

Proposition 5.1. [1]. Soit p ∈ P (Ω, µ), si f ∈ Lp(.)(Ω, µ) alors f est localement intégrable.

Théorème 5.1. [3]. Soit p ∈ P (Ω, µ) alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. p+ <∞,
2. ϕp(.) vérifie la condition- ∆2 avec la constante 2p

+
.

5.4 Propriétés de l’espace de Lebesgue a exposant variable

Théorème 5.2. L’espace Lp(x)(Ω) est un espace normé complet, c’est-à-dire un espace de Banach.

preuve : Soit {fk} une suite de fonctions de Cauchy dans LP (x)(Ω), et soit ε > 0, alors il existe
n0 ∈ N, tel que, ∫

Ω

|fm(x)− fn(x)‖g(x)| dx < ε, (5.1)

pout tout m,n ≥ n0 et pour toute fonction g(x), telle que ρp′(g) ≤ 1 On décompose Ω en des sous
ensembles disjoints Ωk de mesure finie et on définit les fonctions

gk = (1 + |Ωk|)−1 χΩk , k ∈ N,

alors,
ρp′(g) ≤

∫
Ωk

(1 + |Ωk|)−p(x) dx+ (1 + |Ωk|)−1 ≤ 1.

On remplace g par gk dans (5.1 ) on trouve,∫
Ωn

|fm(x)− fn(x)| dx ≤ ε (1 + |Ωn|) ,m, n ≥ n0, k ∈ N.

alors la suite fn est de Cauchy et convergente dans LΩk par induction on trouve des sous suites
f

(k)
n et des fonctions f (k) ∈ L1 (Ωk) , telles que f

(k)
n → f(x) pour x ∈ Ωn, k ∈ N p.p, ainsi,

f (m)
m =

∞∑
k=1

f (k)(x)χΩk(x) = f(x) pour x ∈ Ωp.p

On remplace fm par f (m)
m dans (5.1) et en utilisant le lemme de Fatou, on obtient,∫

Ω

∣∣∣∣f(x)− fn(x)

∥∥∥∥g(x)

∣∣∣∣dx ≤ sup
m

∫
Ω

∣∣∣∣ f (m)
m (x)− fn(x)

∥∥∥∥ g(x)

∣∣∣∣ dx ≤ ε,
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pour tout n ≥ n0 et tout g, avec ρp′(g) ≤ 1. Par conséquent,

‖f − fn‖0
p ≤ ε.

Remarques 5.2. Si |Ω| = 0, alors l’espace Lp(x)(Ω) c’est l’espace d’Orlicz.

Corollaire 5.1. L’espace dual de Lp(x)(Ω) c’est l’espace Lp′(x)(Ω) ssi p ∈ L∞(Ω). l’espace Lp(x)(Ω)

est un espace reflexif ssi :
1 < ess inf

Ω
p(x) ≤ ess sup

Ω
p(x) <∞.

La séparabilité

Théorème 5.3. [3]. Soit p ∈ P (Ω, µ), tel que p+ < ∞ et µ est une mesure séparable (voir la
définition 3.6), alors

Lp(.)(Ω, µ) est séparable.

5.5 Résultats de convergence

En plus des résultats de convergence obtenus dans le chapitre précédent, nous donnons d’autres
résultats de convergence dans le cas où Ω est un ouvert de Rn.

Théorème 5.4. [1]. Soit p ∈ P (Ω) on suppose que p+ < +∞, pour tout f ∈ Lp(·)(Ω) et pour toute
suite (fk)k∈N ⊂ Lp(·)(Ω), les propriétés suivantes sont equivalentes,

1. fk converge vers f en norme,

2. fk converge vers f en modulaine,

3. fk converge vers f en mesure et pour un certain γ > 0, ρ (γfk) −→ ρ(γf).

Théorème 5.5. [1]. Soit p ∈ P (Ω) et soit une suite de fonctions (fk)k∈N ⊂ Lp(.)(Ω). Si (fk)k

converge vers f en norme alors elle converge vers f en mesure.

fk
‖·‖p(.)−→ f =⇒ fk

µ−→ f.

preuve :[3].



CHAPITRE 6

APPLICATIONS

Dans cette section, on s’intéresse à des exemples d’espaces d’Orlicz munis de la norme d’Or-
licz.Des résultats du même type sont obtenus dans le cas de la norme de luxemburg

Exemple 6.0.1. Les espaces Lp(1 ≤ p <∞) sont des espaces d’Orlicz avec,

φp(x) = |x|p

De plus,

‖f‖oφp =

{
ωp‖f‖Lp avec ωp = p(p− 1)(

1−p
p ), si 1 < p <∞

‖f‖L1 si p = 1

En effet,
Montrons que Lφp(Ω) = Lp(Ω).

Lφp(Ω) =

{
f ∈M(Ω) : ∃λ > 0,

∫
Ω

φp(λf(t))dµ <∞
}

=

{
f ∈M(Ω) : ∃λ > 0, λp

∫
Ω

|f(t)|pdµ <∞
}

=

{
f ∈M(Ω) :

∫
Ω

|f(t)|pdµ <∞
}

= Lp(Ω).

Calculons maintenant la norme d’Orlicz de f.,

‖f‖oφp = inf
k>0

1

k

[
1 + ρφp(kf)

]
= inf

k>0

1

k

[
1 +

∫
Ω

|kf(t)|pdµ
]

= inf
k>0

1

k

[
1 + kp‖f‖pLp(Ω)

]
.
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Soit 1 < p <∞, considérons la fonction g de variable k > 0 définie par,

g(k) =
1

k

[
1 + kp‖f‖pLp(Ω)

]
.

La fonction g est dérivable sur ]0,∞[ et sa dérivée est de la forme,

g′(k) =
−1

k2
+ (p− 1)kp−2‖f‖pLp(Ω),

de plus, 
g′(k) < 0 si k < 1

(p−1)
1
p ‖f‖Lp(Ω)

g′(k) = 0 si k = 1

(p−1)
1
p ‖f‖LP (Ω)

g′(k) > 0 si k > 1

(p−1)
1
p ‖f‖

LP (Ω)

Cela signifie que, g est décroissante sur ]0, 1

(p−1)
1
p ‖f‖

LP (Ω)

[, et croissante sur ] 1

(p−1)
1
p ‖f‖

LP (Ω)

,∞[ Alors,

‖f‖oφp = inf
k>0

g(k)

= g

(
1

(p− 1)
1
p‖f‖Lp(Ω)

)
= p(p− 1)(

1−p
p )‖f‖Lp(Ω).

Considérons maintenant le cas p = 1

‖f‖oφ1
= inf

k>0

1

k

[
1 +

∫
Ω

φ1(kf(t))dµ

]
= inf

k>0

1

k

[
1 +

∫
Ω

|kf(t)|dµ
]

= inf
k>0

1

k

[
1 + k

∫
Ω

|f(t)|dµ
]

= inf
k>0

1

k
+ ‖f‖L1 = ‖f‖L1 .



CONCLUSION

Nous estimons que la théorie des espaces d’Orlicz et de Musielak-Orlicz est un domaine très
intéressant et trouve beaucoup d’applications (Optimisation, EDP...) ; et avec les conditions les plus
faibles 1 < p− ≤ p+ < ∞ les espaces de Lebesgue généralisés ont aussi de nombreuses propriétés
intéréssantes. Comme la théorie de ces espaces est d’actualité beaucoup de questions sont encore
posées :
-Trouver un ensemble dense dans Lp(.) quand p+ =∞.
-Sous quelles conditions l’ensemble Lp(.) ∩1≤p<∞ L

p est dense dans Lp(.).
-Caractériser le dual de Lp(.) quand p+ =∞.
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