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NOTATION GENERALE

(Q, %, 1) : Espace mesuré de mesure .

M (Q, p) : 'ensemble des fonctions p— mesurables sur €2 a valeurs dans R

M (Q) : L’ensemble des fonctions p— mesurables sur 2 C R™ & valeurs dans R.
S(€, ) : L’ensemble des fonctions simples sur € a valeurs dans R Presque partout.
fr — f fr : suite convergente vers f.

fe 1 f  fr : suite croissante et convergente vers f.

Xa : Indicatrice de A, xa(t) = { 1t € A0 sinon

LP(Q) - {f € M(Q) Jo [f(®)[Pdp < 0o pour 1 < p < oo}

L>*Q) :{fe M(Q)3a>0,|f(t)| <a p—pptel}

p : Semi-modulaire ou modulaire

p* : Semi-modulaire (ou modulaire) conjugué.

¢ : Fonction de Musielak-Orlicz

(82, 1) : Ensemble des fonction de Musielak-Orlicz.

©* : La fonction complémentaire de ¢.

p, : Modulaire de musielak-Orlicz p,(f) = [, (v, f(y))dp.

L#(82, ) : Espace de Musielak-Orlicz

: La condition—A, Condition de croissance sur (.

P(, p) : L’ensemble des exposants variables définis sur un ensemble mesurable €.
P(€) : L’ensemble des exposants variables définis sur un ouvert 2 C R".

pt,p~ : sup ess et inf ess de p.

LPO(Q, i) : Espace de Lebesgue généralisé.
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o LPW(Q) : Espace de Lebesgue généralisé muni de la mesure de Lebesgue.
e |- H; : Norme d’Orlicz.
e |||, : Norme de Luxemburg.

e |- [|2 : Norme d’Amemiya.



INTRODUCTION

Les premiéres tentatives pour généraliser les espaces de Lebesgue classiques LP avec (1 <
p < 400) ont été faites au début de 'année 1930 par W.Orlicz, quand il a considéré I'espace

fonctionnel L?(€2, ) défini par :

Lo(Q, ) = {f € M(Q, ), tel que p(Af) = /ng()\|f(x)])da:’ < 400 pour un certain A > O} :

ol ¢ est une fonction convexe dite fonction d’Orlicz qui posséde des propriétés ana logues a celles
de la fonction puissance, qui définie les espace de Lebesgue usuels.

Par la suite H.Nakano s’est concentré sur I’étude des propriétées principales de la fonction p, ce
qui I’a amené a définir une classe plus large d’espaces fonctionnels, appelés espaces modulaires. En
1959 W. Orlicz et J.Musielak ont devéloppé la théorie des espaces de Musielak-Orlicz, qui sont un
exemple d’espaces modulaires, défini de la méme maniére que les espaces d’Orlicz, en considérant
une fonction ¢ définie sur Q x [0, +oo[ & valeurs dans [0, +00], telle que, ¢(.,t) est mesurable, et

©(x,.) est une fonction d’Orlicz, p(z,t) est appelée fonction d’Orlicz généralisée ou encore fonction
de Musielak-Orlicz.

Exemple 0.0.1.
fR— R
v f(a) = 2|75,
cette fonction n’appartient pas a LP(R) pour tout p tel que 1 < p < +oo. En effet pour une
valeur donnée a p, f se développe trés rapidement a ['origine et décroit lentement a linfini. On

consideére les espaces L? et L*, puis on partage le domaine de f et on trouve f € L*([—2,2]) et

f e LA(R\[-2,2]).
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FIGURE 1 — Représentation graphique de fonction

Notre travail est structué en six chapitres.
Dans le premier chapitre,on rappels quelques définitions et aussi quelques théorémes fondaémentals
trés utiles dans ce qui suit.
Dans le deuxiéme chapitre nous présentons une classe importante d’espaces fonctionnels appelés
espaces modulaires, nous nous intéressons aux propriétés et résultats essentiels pour définir les
espaces d’Orlicz et Musielak-Orlicz.
Dans le troisiéme chapitre on expose briévement les espaces fonctionnels notament.espace d’Orlicz
et leurs propriétés(la structure géométriques,algebriques,..etc)
Dans le quatriéme chapitre nous presentons les espaces de Musielak-Orlicz, un exemple d’espaces
modulaire ot la modulaire est donnée par I'intégrale d’une fonction a valeurs réelles. On donnera
les propriétés basiques de ces espaces. Dans le cinquiéme chapitre on définit les espaces de Lebesgue
& exposants variables LP)(€, 1) qui sont un cas particulier des espaces de Musielak-Orlicz et une
généralisation des espaces de Lebesgue classiques LP.
Dans le dernier chapitre on termine notre travail par des exemples d’applications ce qu’on a fait

dans ce mémoire.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRE

1.1 Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Espaces normés

Soit E' un espace vectoriel sur le corps K. On appelle norme sur F toute application de E dans
R, notée || - ||, vérifiant pour toute x,y € E et tout A € R,

L. ||lz]| =0 <=2 =0,

2. Azl = [Alll=]],

3. [l +yll < llzll + llyll-

Définition 1.1. On appelle espace vectoriel normé le couple (E, ||.||), ou E est un espace vectoriel

sur K et ||.|| une norme sur E.

Définition 1.2. Deux normes ||.||1,]| - |2 sont dites équivalentes dans un e.v.n s’il existe deux

nombres réels a > 0 et b > 0 tels que pour tout x € E on ait :
allzfly < [lzfly < bllll2.

Définition 1.3. Soit (1), oy une suite dans un espace vectoriel normé (I, ||.|), la suite (), oy
est de Cauchy st,

Ve > 0,3ng € N,Vp, g > ng, |z, — 24]] <e.

Définition 1.4. Un espace vectoriel normé (E, ||.||) est dit complet si toute suite de Cauchy d’élé-

ments de E converge dans (E, ||.||) Un espace vectoriel normé complet est dit "espace de Banach'.
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Définition 1.5. £’ le dual de E est l’espace des formes linéaires continues sur E . L’ensemble E’

est un espace vectoriel muni de la norme,

[uller =" sup [u(z)].
z€E,||z||<1

1.2 Quelques rappels sur la théorie de la mesure

Définition 1.6. Soit E un ensemble quelconque. Une tribu (ou o -algébre) sur E est une famille

A. de parties de E telles que :
1. Ee€ A,

2. A€ A= AY € A (Stabilité par passage au complémentaire). Les éléments de A sont
appelés les parties mesurables, ou parfois A -mesurables s’il y a ambiguité. (E, A) est appelé

espace mesurable.

Définition 1.7. Une mesure positive, ou simplement une mesure, sur un ensemble mesurable

(E, A) est une application p: A — [0, +00] vérifiant :
1. (@) =0,

2. Pour toute famille (A,), oy de parties mesurables deux a deux disjointes on a,

p(Ay) =3 (A,

neN neN

Le triplet (E, A, p) est appelé espace mesuré.

1.2.1 Mesure : non atomique, compléte,o-finie

Définition 1.8. On dit que la mesure p est o - finie lorsqu’il existe un recouvrement dénombrable

de E par des sous-ensembles de mesures finies, c’est-d-dire il existe (Ey,), .y C A tels que :

p(E,) <+oo et E=|]E,

neN

Définition 1.9. Un ensemble A € A est dit atome si, u(A) > 0 et pour tout sous-ensemble
mesurable B de A avec u(B) < u(A) on a u(B) = 0 Une mesure est dite non atomique si pour

tout ensemble mesurable A avec pu(A) > 0, il existe un sous-ensemble mesurable B de A tel que :
0 < u(B) < u(A).

C ‘est-a-dire, A n’est pas un atome.
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Définition 1.10. On dit que la mesure p est compléte si tout ensemble u— négligeable est mesu-

rable.

1.2.2 Fonctions mesurables

Définition 1.11. Soit (E, A) et (F,B) deuz espaces mesurables. On dit que application f :
(E,A) — (F,B) est mesurable pour les tribus A et B( ou fest(A, B) mesurable ) si :

VBeB, ona f1B)ec A

Autrement dit, ’image réciproque de toute partie mesurable est mesurable.

1.2.3 Mesure a densité

A partir d’'une mesure et d’une fonction mesurable positive, on peut définir une autre mesure

de la maniére suivante :

Définition 1.12. Soient (E, A, 1) un espace mesuré et f une fonction mesurable positive sur E

alors VA € A la fonction :
v: A— R

A / fxadp.
E

est une mesure sur A dite mesure de densité f par rapport a p et on écrit v = fu.

1.3 Les espaces de Lebesgue L, 1 <p < o0

1.3.1 Rappel de quelques résultats d’intégration

Théoréme 1.1. (convergence dominée de Lebesque)[2).
Soit {f.} une suite de fonctions dans Q@ C R™ qui converge pour presque tout x € S vers f. On

suppose qu’il existe une fonction g, Lebesque mesurable sur 2, telle que :

Pour tout n < N et tout x € Q. Alors les fonctions f,(n =1,2,--- ,n) ont des intégrales finies et,

n—oo

lim an(x)dx:/gf(x)dx.
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Lemme 1.1. (Lemme de fatou)

Soit {fn} une suite de fonctions positives mesurables p.p sur ), alors :

/ liminf f,(z)dx < liminf [ f,(z)dx.
Q

n—oo n—oo Q
Le théoréeme qui suit (de Fubini) est un moyen trés utile dans différents calculs sur les intégrales.

Théoréme 1.2. (Théoréme de Fubini)

Soit Q; C R™ (i = 1,2) des ouverts mesurables et posons :
Q= Ql X QQ.

Soit f(x,y) une fonction intégrable sur Q2. Alors :

/Q fy)de et | fle.y)dy.

Q2

existent, de plus,

| sty = [ ( i yiy) o= [ | ( i fais) dy

1.3.2 quelques inégalités intégrales

Notation

Soit p € [1, 00[,s0it € un sous-ensemble mesurable de R". On note L,(£2) 'ensemble de toutes

les fonctions f mesurables définies p.p sur €2 tel que,

[ s

est finie. On donne les inégalités importante suivantes :

Inégalité de Holder

Soit f € L,(Q) et g € Ly () tel que : + + z% = 1. Alors |fg| € L1(€2), de plus :

1
p

1
ol

< [ ([ |f(93)|”dx); ([lapra)”.

/Q F(2)g(x)da
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Inégalité de Minkowski

Soit p € [1,00[ et f,g € Ly(2) . Alors f + g € L,(R2), de plus :

(e sorpae)” < ([isepas)” o ([ o)

1.3.3 Les espaces de Lebesgue

Notation

Dans ce qui suit, on considére une relation d’égalité entre les éléments de L« On dit que f; = fo
si et seulement si fi(x) = fo(x) presque partout dans 2. Dans le cas ou {2 est un intervalle ouvert
la,b[ de R, on écrit L,(a,b) au lieu de L,]a,b].

Lemme 1.2. Soit p > 1.L,(Q) est un espace vectoriel, posons :

I =( [ \f(:c)|pdx>;.

alors,
| - |l, est une norme sur L,(2).
Preuve : On vérifie les axiomes usuels suivants :

L. |Ifll, = 0= f =0 p.p. Dans un sens 'implication est triviale, elle reste aussi vérifiée dans
lautre car I'intégrale de Lebesgue d’une fonction f est nulle si et seulement si la fonction f

est nulle p.p sur €2,

1 1
2. M@l = M @), ona: (f [Mf(@)Pdz)? = N (o [f(2)[Pdz)” = [Alllf(@)]],.
3. (@) +g(@)|l, < ||f(@)|l,+ llg(z)]l,- V'inégalité triangulaire découle directement de I'inégalite
de Minkowski.

On résume dans ce qui suit les propriétés essentielles des espaces L, :

1.3.4 propriétés des espaces L,

1. L,(2) est un espace de Banach pour : 1 < p < oo,
2. L,(9) est un espace réflexif pour : 1 < p < oo,

3. L,(Q) est séparable pour : 1 < p < 0.
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L’espace L. ()

On note L (£2) 'ensemble de toutes les fonctions mesurables f définies p.p sur 2 telle qu’il

existe une constante k et un ensemble F € Q avec u(E) = 0 tel que,
|f(z)| <k pour z € Q — E.

On définit sur Lo (2) la somme f + g est le produit A\f comme précédemment. On a L, (€2) est

un espace vectoriel, on définie la semi-norme :

Np(f) = sup ess |f(z)].

En utilisant I'inégalité triangulaire et les propriétés du sup et on prenant compte de la relation
d’équivalence (p.p) on montre aisément que N,(f) est une norme sur L>(£2) est un espace de

Banach, il n’est pas réflexif.

1.4 Les fonctions convexes

Définition 1.13. Soient E un espace vectoriel réel et f une application définie sur E a valeurs
dans R.f est dite

1. convexe siVx,y € E,YA € [0,1], on a
fOx + (1= Ny) < Af(x) + (1 =N f(y),
2. strictement conveze siVr,y € E,x # y,YA € [0,1] on a
O+ (1= Ny) <Af(z) + (1= N [f(y),
3. concave siVr,y € E,VA € (0,1] on a

FOz4+ 1 =XNy) > Af(z)+ (1= N f(y)

Graphiquement, la convexité de f veut dire que la courbe représentative de f est au dessous

de ses cordes (une corde est un segment joignant deux points de la courbe de f).
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A8x)+ (1 — VDAY
™

) |
0 |-

NS

f(Ax+ (1 — ,1)";/)

|
e

\j

X Ax+(1-A)y ¥

FIGURE 1.1 — Fonction convexe



CHAPITRE 2

ESPACE MODULAIRE

Pour I’étude des espaces d’Orlicz et Musielak-Orlicz, il suffit de rester dans le cadre des espaces
de Banach. Toutefois, dans le contexte des espaces de Musielak- Orlicz ce n’est pas la meilleure
facon de définir sa topologie. Au lieu de cela, il est préférable de commencer par introduire les

espaces modulaires.

Définition 2.1. Soit X un espace vectoriel réel.
La fonction p : X — [0,+00] est dite semi modulaire sur X si les propriétés suivantes sont

verifieés.

2. p(Ax)=p(x) pour tout v € X et A € R avec |\|=1,
3. p est conveze,c’est a dire p(ax + By) < ap(x) + Bp(y)Va, 5 > 0 avec a + f=1,

4. p(Ax)=0 pour tout A > 0 implique x=0.

Remarques 2.1. la semi modulaire est dite modulaire si p(x) = 0 implique x = 0.

Définition 2.2. Si p est une semi modulaire (respectivement modulaire)sur X alors,

Xp:{xEX:}g%p()\x):O}
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est dite espace semi-modulaire (resp.modulaire).

Exemple 2.0.1. Si 1 < p < oo. p,(f) = [, |f(x)Pdx défini un modulaire continu sur L°(£2).

Théoréme 2.1. soit p une semi modulaire sur X alors X, est un R- espace vectoriel.
preuve
soient x,y € Xp et A € R/{0} par définition de l’espace X, et comme p(Az) = p(|A|x) on a

ax € X, Grace a la convezité de p on a :

p(270) + 5p(2\y)

N | —

0 <p(Mz+y)) <

d’o,

1 1
lim p(A(z +y)) < lim §p(2)\;1:) + lim §p(2)\y)

)

par suite,

r+yeX,
Ainsi X, est un espace vectoriel.

2.1 propriétés de la modulaire

Soit p une semi-modulaire sur X alors

| { p(Az) = p([A|z) < [Alp(z) VA <1,
p(Ax) = p(|\|z) > [A|p(z) VIA > 1,
2. /0(2?:1 ;) < Z?:l a;p (r;) pour a; > 0, Z?:l o =1,

3. Pour x € X, l'application A — p(Ax) est non décroissante.

Remarques 2.2. La semi modulaire est toujours convéxe.
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2.2 Continuité d’un modulaire

La modulaire p est dite :
Continue a droite si lim p(Ax) = p(x) ,pour tout =z € X,
Continue & gauche si lim p(Ax) = p(z) ,pour tout z € X,

Continue si elle est continue & gauche et & droite.

2.3 Normes sur les espaces modulaire

Normes de luxemburg

Théoréme 2.2. soit p une modulaire convéxe surX ,alors la fonction définie par :

1fll, = inf{r > 0,p§ <1}

est une norme sur X, appellé norme de Luxemburg.
preuve

Si f=0 alors p(f) =0 donc || f]|, = 0.

Si || fll, =0 alors :

plaf) <1,Va > 0.

Soit 0 < u <1 alors,

o) = o) Supl-f) <

En faisant tendre u — 07 on obtient p(f) = 0,
Ceci implique que f = 0.
Soitac R et f € X, alors :
of

Jafly = inf {3 > 0,p(50) < 1.

Soit f,g € X, et soit u,v € R tels que u > ||f||, et v > |gl,. alors :
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par la convexité de f on obtient,

f+yg u f vog u  f
frd —_ = < g
p(u—i-v) p(u+vu+u+vv)_u+vp(u)+u+v v

D’ou,

1 +gll, <utwv.

Finalement,

1F+gllo < 1f1l, + llgll,

Remarques 2.3. Si p n’est pas convexe alors ||.||, nest pas une norme.

Norme d’amemiya

Théoréme 2.3. Soit p une modulaire convexe sur X .alors la fonction définie par :

1112 = infA[L+ p({)] est une norme sur X, appellée norme d’amemiya.
prewve : Si f =0 alors || f||} =0
2.4 Modulaire et norme

Lemme 2.1. Soit p une semi-modulaire sur X alors on a :
lall, <1 p(a) < 1.

St de plus p est continue alors,

{ 2], <1 p(x) <1
1

lzll, =1 & p(r) =



2.5 topologie et convergence dans les espaces modulaires 12

2.5 topologie et convergence dans les espaces modulaires

On peut munir I'espace modulaire X, de la topologie induite par la norme en considérant,

comme ouverts élémentaires, les ensembles :
B (w,2) = {:v € X, ||z — z0ll, < g} (20 € X6 > 0.

1. La convergence dans les espaces modulaires peut étre introduite de la maniére suivante : Une
suite {z,},5, C (X, p) sera dite modulaire convergente vers un élément z € X, lorsqu il
existe un nombre réel k£ > 0 tel que :

li k — =0.
Jim p(k (2, —2)) =0

2. Le lien entre la convergence modulaire et la convergence au sens de la norme || - ||, est donné

par :

| — x|, — 0 si et seulement si p (k (z, — z)) — 0,Vk > 0.

Lemme 2.2. Soit X, un espace modulaire ,alors la convergence modulaire et la convergence au

norme sont équivalente si et seulement si p(xy) — 0 implique p(2x,,).

Lemme 2.3. Soit p une semi-modulaire sur X et (x,) C X, alors,

My, o0 [|[2all, = 0 si et seulement si limy, o0 p (A2,) = 0 pour tout A > 0.

preuve :[3].



CHAPITRE 3

ESPACE D’ORLICZ

Si on retourne un moment aux espaces de Lebesgue L,(€2),p > 1 qu'on a vu précédemment,

une fonction v définie sur un ouvert 2 C R™ appartient a L,(€2) si :

/Q lu(z)Pdz < oo. (3.1)

ey |u<x>|pdx); . (32)

Si on pose ¢ : ¢(t) = t? on peut récrire (3.1) et (3.2) respectivement sous la forme :

L’espace L,(€2) est normé par :

Joé(lu(x)dz < oo,
lully = 67" (Jop @llu()])dz)

®~! étant la fonction inverse de ¢ : ¢71(t) = t» On peut nous demander maintenant si c’est possible
de remplacer la fonction ¢ ci-dessus par une fonction plus générale.On définie les fonctions de Young

ou les N-fonctions.

3.1 Les fonctions d’orlicz et les N-fonctions

3.2 Définitions et exemples

Définition 3.1. On appelle fonction d’Orlicz une fonction ¢ : R — [0, 00] telle que :
1. ¢ est paire ,conveze et continue a gauche sur [0, 00].

2. ¢(0) =0 et ¢ n'est pas identiquement nulle. Si de plus,
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3. ¢(x) > 0 pour tout x > 0,

4. ¢(x) < 0o pour tout x € R c’est a dire ¢ est a valeurs dans [0, 0o,

&
5. lim P) _ 0 et lim,_,., 2@
x—0 I

la fonction ® est dite N-fonction.

= Q.

Remarques 3.1. Le vocabulaire pour ces fonctions change d’un autre a un autre .Parfois une N -
fonction est appelée fonction d’Orlicz et les fonctions d’Orlicz sont dite ¢-fonctions .Donc a chaque
fois qu’on regarde un document sur les espaces d’Orlicz,il faut vérifier les conditions imposées a la
fonction qui définit ces espaces.Les espaces d’Orlicz et leurs propriétés ont été initialement étudiées

dans le cas d’une N -fonction.

Exemple 3.2.1. Pour toutt >0 et 1 <p < 400.

t s B(t) = .
t o(t) = 1.

t = o(t) = exp(|t]) — 1.
Sont des ¢-fonctions.

3.3 Ecriture intégrale d’une N-fonction

Définition 3.2. Soit ¢ une N-fonction alors sur l’ensemble {t > 0, ¢(t) < oo},¢(t) peut s’écrire

comme suit :
t
/ a(s)ds,
0

avec a la dérivée a droite de ¢ de plus, a est non décroissante et continue a gauche.

Exemple 3.3.1. z — ¢(z) = %|x|p avec 1 < p < oo alors p(t) = ¢'(t) = P71
z = ¢(x) = e —1 alors p(t) = 2te” ¢/ (t).

Remarques 3.2. La valeur de ¢(x) est la surface délimitée par la courbe de P,l’axe des abscisses

et les deux droitest =0 et t = x .ce qui donne que la fonction ¢ est strictement croissante.
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3.4 La relation entre les fonctions d’Orlicz et semi modulaire

sur R
Lemme 3.1. Soient ¢ : [0,4+00] — [0, +00] et p son extension paire (son prolongement par pa-

rité) a R,c’est a dire :

p(t) == o(|t])Vt € R,

Alors ¢ est une ¢-fonction si est seulement st p est une semi modulaire sur R avec X, =R,

De plus,¢ est une ¢-fonction positive si est seulement si p est une modulaire sur R avec X, = R.

Preuve : La nécessité
Soit ¢ est une ¢-fonction alors ¢ est convexe,continue a gauche,(0)=0,lim;_,o+ ¢(t)=0 et lim;_, , o, ¢(t)=00,donc
p satisfait aussi ces propriétés :
X,=R découle du fait que lim; o+ ¢(t)=0,et pour que p soit une semi modulaire il reste & montrer

que :

p()\to) =0,VA>0=1% =0,

On suppose que :p(Aty) = 0,VA > 0.Par hypothése lim;_,, o, ¢(t) = +o0,alors il existe t; > 0 tel
que ¢(t1) > 0,il n’existe aucun A > 0 pour que t; = .
En effet,s’il existe A > 0 tel que

b = Ath

on aurait :

0 < ¢(t1) = ¢(Mo) = 0,

Ce qui donne une contradiction.

Donc on a nécessairement
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Supposons,maintenant que ¢ est positive ¢’-a-d que,

(0(t) =0t =0)

alors par hypothése ceci est équivalent a

(p(t) = 0 t = 0),

Donc p est une modulaire sur R.

La suffisance

Soit ¢ une semi modulaire sur R alors ¢ est convexe,¢(0) = 0 et ¢ est continue & gauche.Pour que
¢ soit une ¢-fonction,il reste & montrer que lim;_,o+ ¢(f) = 0 et limy_,, o ¢(t) = +00.

Commencant par montrer que,

lim ¢(t) =0,

t—0t

Pour cela on a :
X, = R ceci est équivalent a V& € RIX > 0 tel que p(At) < 1 alors 3t > 0 pour le quel
p(t1) < 4+00.Soit t € [0,t1],alors il existe 0 < XA < 1 tel que t = Mty ce qui implique que \ = %

Par suite,

t

plt) = plt) < %pm)

Donc on obtient,

o(Jt)) < gqs(m

Par passage a la limite on aura,
lim (1) < lim +-9(1) =0
im im — =0.
t—0+ T =0t 1 !

Do,
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li t) = 0. 3.3
Jlim o) (3.3)
Montrons maintenant que
Par la contraposée de (p(At) = OVA > 0 =t = 0),c-a-d.
(t#0= 3\ >0,p(\t)#0)
En particulier,
Jty > 0 tel que p(tz2) > 0 ce implique ¢(t2) > 0.
Alors,
VK € N*¢(K,ty) > Ko(ta) >0
Par passage a la limite on obtient,
Jim 6(k, 1) > Tim Ko(t)
On aura :
lim 6(t) > lm - 6(ts) = +
im ¢(—. im — =
Donc,
lim ¢(t) = +o0. (3.4)

t——+o0

De les equations (3.3) et (3.4) on resulte que ¢ est une ¢-fonction.

Supposons maintenant que p est une modulaire sur R et montrons que ¢ est positive.On a :

p(t)=0=t=0
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On suppose le contraire,

t>0=p(t) >0.

Ce qui donne,

o([t]) = o(t) > 0.

D’ou ¢ est positive.

Et par conséquence R est un espace modulaire.

3.5 Fonction complémentaire d’une fonction d’Orlicz

Définition 3.3. Soit ¢ une fonction d’Orlicz.La fonction ¢* : [0, 4+00[— [0, +o00[,définie par :

¢*(y) = sup{z,y — ¢(x)}Vy > 0.

x>0
S’appelle la fonction complémentaire ou la fonction conjuguée de ¢.
_ l=?

Exemple 3.5.1. La fonction complémentaire de ¢,(x) = 51 < p <400 est,

1 11

i (r) = —|y|tavec— + — = 1.
! q P g

En effet,

63) = sup{aly| — 0y(2)) = suplaly] ~ Ly € .

Posons f(x) = z|y| — %alom,

f'(z) > Osiz < |y\p%1

f'(z) < Osiz > |y\r%1

1
Donc f atteint son maximum au point x = |y|?—T.
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3.6 Inégalité de young
Proposition 3.1. Le couple (¢, ¢*) satisfait a 'inégalité de young
vy < ¢(x) + " (y)Ve,y € R. (3.5)
Ona linégalité dans U'inégalité de young si et seulement si x = q(y) ouy = p(x) c-d-d :
zp(x) = ¢(x) + ¢ (p(x)). (3.6)

et

W)y = olq(y)) + ¢"(y).

preuve : Soit yo = p(z) sans perte de généralité on suppose que y < yo.Donc
) Yo Y
o) < [ ads= [ als)is+ [ atsjas
0 0 Yo

Quand s < yg = p(z) alors par définition de ¢ on obtient ¢(s) > x.Par conséquent :

¢ (y) < /Oyo q(s)ds + /y zds = /yo q(s)ds + x(y — yo)

Yo 0

Donc,
z Yo
o)+ 6w) 2 [ poyde+ [ als)ds+ oty o)
0 0
Donc pour montrer 'inégalité de young il suffit de montrer que

o)) + / " d(s)ds = 2.

xyo est la surface du rectangle de sommet A(0,0), B(z,0), C(x,p(x)) et D(0,yo).Donc

Yo = ¢(x) + / dudv.

G

avec,
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G = {(u,v)telqued < u < zetp(u) < v < yo}.

Donc,

/Gdudv _ /0(/:) dv)du — /Ox(yo ~ p(u))du.

— /036 Yodu — /Oxp(u)du = zyo — ¢().

D’autre part on peut aussi exprimer G comme suit :

G = {(u,v)telqued < v < ypetO < u < q(v)}.

Par suite,

/G dudv — /0 " /0 " o = /0 " 0y = 6 (o).

Finalement on a obtenu que

Yo — ¢(x) = ¢* (o).

3.7 La condition A,

La condition A, est une condition de croissance sur les fonctions d’Orlicz.Elle joue un role trés

important dans ’étude de la géométrie des espaces d’Orlicz.

Définition 3.4. On dit que la N-fonction M (u) satisfaite la condition Ag,s’il existe une constante

K > 0 telle que,

M2u) < kM (u), (u > ).
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Pour une valeur positive de uqg.

Définition 3.5. Une fonction d’Orlicz ¢ satisfait :

1. La condition —As globalement(¢p € As),s’il existe K > 2 tel que,

o(2z) < Ko(z)Vx > 0.

2. La condition —Aqa Uinfini (¢ € Ag(00)),s’il existe K > 2 et xy > 0 tel que,

o(2z) < Ké(x)Vr > xo.

3. La condition —Ay au voisinage de zéro (¢ € Ay(00)),s’il existe K > 2 et xy > 0 tel que,

Evidement, € Ny si est seulement si :

¢ € Ay(00)etp € Ay(0).

Exemple 3.7.1. 1. La fonction M(s) = |s|in(|s| + 1) est satisfaite la condition Ay.En effet,on

peut vérifier aisément que M est une N-fonction et on a K = 4.

2. On a aussi la fonction M(s) = %\5|p,pour p > 1 est vérifiée la condition Ay.En effet,on a
K =27

Proposition 3.2. Si ¢ ¢ Ay(00),alors il existe une suite (T,)nen de nombres réels positifs crois-

sante vers linfini telle que :

o(2z,) > 2"¢(z,),Vn € N.
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preuve :[7] exemplel.9.

Remarques 3.3. La condition-Ay a l'infini est conservée par équivalence a l'infini des N -fonctions.

3.8 Espace d’Orlicz

Définition 3.6. Soient Q2 un ouvert borné de R" et ¢ une N-fonction.

On définit 'espace d’Orlicz Ly(SY) par :

Ly(Q) ={f € M(Q) telle que IX>0:\f € L}(Q)}

={f e M) telle que / d(Af(z))dp < oo pour un certain A > 0}.
G

Exemple 3.8.1. L’espace L™ est l’espace d’Orlicz Ly, avec, ¢poo : R — R définie par :

bl@) = { 0  sizel-1,1],

+00  sinon

Proposition 3.3. L,(2) est un espace vectoriel réel.

preuve : Soient fi, fo € L,(€2). Alors il exisite A1, A2 > 0 tels que py(A1f1) < 00 et py(Aafz) <
0.

Soit A = min(Ay, A2).En utulisant la convexité et la croissance de ¢ on obtient,

oG+ R < [ 5000+ o)

< /G SO0 + 60 f))dp < oo

Donc,

fi+ fo € Ly(Q).
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Soit B € Ret f € Ly(Q2),montrons que Sf € L,(£2).D’aprés ce qui précéde on a nf € Ly(2),Vn >
1.
Comme R est archimédien alors V3 € R, 3n € N* tel que 5 < n et ainsi on obtient Sf € L,(2).

Par conséquent,L,(§2) est un espace vectoriel réel.

Remarques 3.4. L}(Q) C Ly(Q) et L®(2) C Ly(Q).

3.9 Classe d’Orlicz

On appelle classe d’Orlicz 'ensemble des fonctions f € M () vérifiant

/ O(f (2))dp < 0.
Q

On note L}(12) la classe d’Orlicz.c’est-a-dire :

Ly(Q) = f € M(Q)telle que /Qgﬁ(f(x))du < 00.

Remarques 3.5. Lg(Q) n’est pas un espace vectoriel.

preuve : Il suffit de monter que si f € L}(€2) alors 2f géz (Q).
On prend par exemple Q = [0, 1] et

ney 1 1
58l5m < T < mp
oo) = —letf(x) = § 2 7

Osinon,

USR]
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n
. 1 Ve Ve .
On a la série n>1 37 converge et 5= <1 donc > n>1 <7> est aussi convergente.

Donc, pg(f) < oo alors f € Ly(€).

D’autre part,

po2) = [ otrendn = [ [ <1 du= [ (@ =1)xp, 0 e

1
2" 2n—1

_Z(e"—l)uq%,%b _Zzin@n_l)_zg)"_;%'

n>1 n>1 n>1

On a § > 1 donc la série) , . (5)" diverge.
D’ou

2f ¢ Ly(9).

3.10 Modulaire d’Orlicz

Définition 3.7. La fonctionnelle,

po: M(Q) > [0,00]

fH%%U%jAMﬂ@Mu

est une modulaire convexe sur M () dite modulaire d’Orlicz.

3.11 Normes sur les espaces d’Orlicz

Dans la théorie des espaces d’Orlicz, trois normes sont apparues. Dans les années trente Orlicz

a introduit la norme,

nﬂ@=$m{1]ﬂwmmmugemexwxm)gl}

dite norme d’Orlicz, puis Nakano (1950), Morse-Transue(1950), et Luxemburg (1955) ont considéré
une autre norme, qui est parfois appelée la norme de Luxemburg-Nakano mais généralement dans

la littérature, elle est appelée la norme de Luxemburg. Cette norme est la fonction de Minkowski
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(la jauge) de la boule unité pour la modulaire d’Orlicz p,. C’est-a-dire,

rrf\r¢=inf{A 0 p (§) < 1}.

Approximativement a la méme époque, I. Amemiya a considéré la norme,

1
I£1I5 = inf 1+ py(kf)]

dite norme d’Amemiya.

Norme d’Orlicz

Proposition 3.4. Soit f € L,(S2) alors,

14115 = sup { [ 1#0a0ldnsg € L¢*<Q>,p¢*<g>) < 1} ,

est une norme sur l'espace Ly(SY) dite norme d’Orlicz.

Norme de luxemburg

Proposition 3.5. Soit f € Ly(S2) alors,

HfHd):inf{)\>O:p¢(§) gl},

est une norme sur l'espace Ly(S2) dite norme de Luzemburg.

N’orme d’Amemiya

Soit f € Ly(£2) alors ,
1f1l5 = infrso 3 [1 + po(kf).]

est une norme sur 'espace L,(§2) dite norme d’Amemiya.
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3.12 Propriétés des espaces d’Orlicz

La complétude

Théoréme 3.1. L’espace d’Orlicz Ly(§2) muni de l'une de ces normes est un espace de Banach.

preuve
On va donné la démonstration dans le cas de la norme d’Orlicz.
Soit (fn),>; une suite de Cauchy dans Lg(£2). Donc,

Ve > 0,3ng € N,¥n,m >ngon a ||f, — fullj <e, (3.7)

Ceci signifie que pour toute fonction g € Ly+(Q2) avec pg-(g) < 1, on a
Ve > 0,3no € N,Vn,m > nO/ |fn(x) = f(2)||g(2)|dp < €,
Q

Il en résulte que la suite (f,()),,cy converge en mesure. Donc elle contient une sous suite ( fi, (2)),cx
qui converge presque partout vers une limite notée f(z).

Soit € > 0, en vertu de (3.9) on peut trouvé un k. telle que pour tout k,k 4+ p > k., on a

[ 1) = )l < 38)

pour toute fonction g € Ly (£2) qui satisfait py(g) < 1.

Par passage a la limite quand p — oo dans 3.10 on obtient

/Q (@) — fo ()] l9(@)]dp < 2, (3.9)

Il résulte de I'inégalité (3.11) que fo — fu, € Lp(2), f € Lg(2) et [[f — fu.ll, < &. Clest-a-dire
la sous suite, (fy,), converge en norme vers f. Alors, la suite de Cauchy ( f,, ) n>1 posséde une
sous suite convergente donc elle converge aussi vers la méme limite f D’ott L,(€2) est complet. Par

conséquent L,(£2) est un Banach.

La séparabilité

L4(£2) est un espace séparable si et seulement si ¢ vérifie la condition A,.
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La réflexivité

Théoréme 3.2. Les espaces Ly(S2) sont réflexifs si et seulement si ¢ et ¢* vérifiant la condition

de croissance Ns.

3.13 La convergence dans les espaces d’Orlicz

La convergence usuelle dans les espaces d’Orlicz peut étre introduite grace a la norme d’Orlicz

I]l60m a :

U, —> u dans Lg(Q) i,e  lim [ju, — ull, = 0.
n—oo

3.14 La convergence modulaire dans les espaces d’Orlicz

Définition 3.8. Soit (f,)nen une suite d’éléments dans Ly(§2).

On dit que (fn)nen est py convergente(ou modulaire convergente)vers f € Ly(S2),st et seulement

sl existe A > 0 tel que,

et on note f, Loy f-



CHAPITRE 4

ESPACE DE MUSIELAK-ORLICZ

Dans ce chapitre on expose une généralisation de 'espace d’Orlicz, d’ou une généralisation de
la fonction de Young (N-fonction) ¢(u), en une N-fonction généralisée ¢(z,u), alors on a, un espace

d’Orlicz généralisé ou espace d’Orlicz-Musielak.

4.1 Fonction d’Orlicz généralisées

Définition 4.1. Soit (Q, %, ) un espace mesuré, avec i une mesure o -finie compléte.
La fonction ¢ : Qx[0, +00[— [0, +00]| est dite fonction d’Orlicz généralisée ou fonction de Musielak-
Orlicz, et on ecrit ¢ € (Q, p)

1) o(y, ) est une ¢ -fonction Yy € Q

€ o(€2, 1) si et seulement si
# € o) { 2) o(.,t) est mesurable ¥t > 0

Exemple 4.1.1. Soit (2, %, 1) un espace mesuré, avec p une mesure o -finie compléte. Soit p :

Q — [1,400] une fonction mesurable, alors la fonction @(y,t) définie par,

@ . Q X R+ — R+
(y.1) = By (y, 1) = t?W),

et la fontion ¢(y,t) definie par
6: Q X R+ — R+

~ 1
y,t — Oot. y,t — tp(y),

sont des fonctions d’Orlicz généralisées.
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4.2 La fonction conjugué

Définition 4.2. Soit p € ¢(Q2, ). La fonction ¢* : Q x [0, 00— [0, 00|, définie par :
" (y, u) = sup{tu — @(y, 1) }Vy € Q,Vu > 0,
>0

s’appelle la fonction complémentaire ou la fonction conjuguée de p au sens de Young.

4.3 Espaces de Musielak-Orlicz

Soit (€2, %, u) un espace mesuré avec p une mesure o -finie compléte. On note par M (€, u)
I’ensemble des fonctions pu— mesurables sur {2 & valeurs dans R modulo la relation d’équivalence

L= u—pp=>

4.4 La condition A,

Définition 4.3. On dit que p € ¢(Q, 1) satisfait la condition-Ay, s’il existe une con- stante k > 2
telle que,
oy, 2t) < kp(y,t) pour tout y € Q et t > 0.

4.5 Modulaire d’Orlicz musielak

Le lemme suivant montre que toute ¢ -fonction généralisée, génére une semi modulaire sur

I'ensemble des fonctions mesurables M (€2, u).

Lemme 4.1. [3]. Soient ¢ € ¢(2, ) et f € M(Q, p) alors,

1. La fonction :
Q — [0, 0]

y — oy, |FW))),

est mesurable.

2. La fonction p, définie ainsi,

pSO:R—>[0>OO]

= po(f) = [y, |f(y)Ddp,

est une semi modulaire sur M (S, 1), dite semi modulaire induite par ¢ De plus, si ¢ est

positive, alors p, est une modulaire dite modulaire de Musielak- Orlicz.
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preuve

1. Il suffit juste de considérer le cas ou f > 0.
Soit (fx), une suite croissantes de fonctions simples, non négatives,qui converge simple ment

vers f. Alors, f = Z?zl annk avec Qf € X et sont deux a deux disjoints.
J

oy, 1)) = ¢ (y, Zoz?m; (y)> = Z ¢ (4, 0) Xxn: (v),

qui est mesurable Comme ¢ est croissante et continue alors (¢ (y, fx(y))), est croissante et

converge vers ©(y, f(y)) D’ou ¢(., f) est mesurable.

2. Montrons que p, est une semi modulaire. De la définition de p, ona :

Pe(0) = 0 et p,(Af) = pu(f) pour [A| = 1.

La convexité de p, découle de celle de ¢ et de la croissance de l'intégrale. Il reste donc a
montrer que (p,(Af) =0VA > 0) = f = 0 Soit f € M(Q, u) telle que p,(Af) = OVA > 0
alors,

Vk € N,o(y, kf(y)) =0 p—p-pdans Q,

Comme N est dénombrable on déduit que,
oy, kf(y)) =0 p—p-pdans QVk €N,
Par hypothése ¢ est convexe et p(y,0) = 0 alors,
oy, \f(y)) =0 p.p.p dans Q, VA > 0,
Puisque lim;_, 1o, ¢(y,t) = +ooVy € Q alors,
|f(W)| =0 p—p-pdans Q,VA >0,

Do,
f=0.
Donc p, est une semi modulaire. Supposons maintenant que ¢ est positive et p,(f) = 0

alors ¢(y, f(y)) = 0 pour présque tout y € Q Puisque ¢ est positive on a ¢(y, f(y)) =0 =
f(y) = 0 pour preséque tout y € Q d’ou,

f=o.
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Ce qui montre que p, est une modulaire.

4.6 Classe de Musielak-Orlicz

Définition 4.4. Soit p € ¢(2, ), on définit la classe de Musielak-Orlicz comme suit :

L (2, ) = {f € LP(, p), po(f) < +o0}.
Remarques 4.1. La classe de Musielak-Orlicz n’est pas un espace vectoriel.

Exemple 4.6.1. 1. Les espaces de Lebesque classiques LP(Q, ) avec 0 < p < 400, sont des

espaces de Musielak-Orlicz définies par la fonction,
ep(y,t) = @p(t) = [t

2. Les espaces d’Orlicz L®(Q, ), sont un cas particulier des espaces de Musielak-Orlicz, en

prenant,

o(y,t) = o(t).

4.7 Norme sur les espaces de Musielak-Orlicz

Dans les espaces de Musielak-Orlicz L?(, 1), on définit trois normes, qui sont appelées norme

d’Orlicz, norme de Luxemburg et norme d’Amemiya. Ces normes sont définies comme suit :

Définition 4.5. Soit f € L?(Q, u) alors,

’ 1/1IG = sup {/Q |f(£)g(t)|dp = g € LY (Q, ), po (g)> < 1} .

est une norme sur l'espace L?(Q, 1) dite norme d’Orlicz.

nﬂu:=mf{A>wm¢(§)fgl}.

est une norme sur l’espace L?(Q, 1) dite norme de Luxemburyg.

1
17114 = jof 2 [1+ py ()]

est une norme sur L®(Q, ) dite norme d’Amemiya.



4.8 Résultas de convergence 32

4.8 Reésultas de convergence

Dans les espaces de Lebesgue classiques les théorémes fondamentaux de convergences sont
la convergence dominée, la convergence monotone et le lemme de Fatou, on démontrera les trois
versions de ces théoremes dans les espaces de Musielak-Orlicz. Nous verrons aussi les relations entre
les types de convergence définis sur ces espaces a savoir la convergence en norme, en modulaire et

la convergence en mesure.

Lemme 4.2. ( lemme de Fatou pour la modulaire) Soit ¢ € ¢(S2, 1) et f une fonction mesurable,

et s0it (fi),ey une suite de fonctions mesurables, Silimy_, o fo = f1t — p.p alors on a,

po(f) < liminf p, (fr) .

k—+o00

preuve : On a :

pe(f) Z/Qsa(y,f(y))du
= /Qso (y,kgrfoo\fk(y)o dp
< /Q lminfy s 100 0 (4, | fe(y)]) dpe

< I;minf/ o (v, 1)) du,
—+oo o
d’ou,
pcp(f) < lim inf Po (fk:) :

k—+o0

Lemme 4.3. ( convergence monotone ) [3],[2]. Soit ¢ € ¢(Q, u) et f une fonction mesurable, et
s0it (fi)pen une suite de fonctions mesurables croissante telle que limy_, o |fi| — |fln — p.p,

alors,

pe(f) = kEIJPoo Pe (fr) -

preuve : Soit (f;), oy une suite de fonctions croissante convergente vers une fonction f,

\fil /N flw—p-p.

comme ¢ est croissante et continue a gauche alors,

oy, [fe) ey, [fy) D —p-p.

Par la croissance de l'intégrale et grace au théoréme de la convergence monotone on aura,
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/QsO(y,f(y))duz/§2¢<y,lisgn|fk(y)!> dp
= [ Jim o i)l d

k—+o00

= lim ¢ (Y, [ fe(y)|) d

k—-+oo
= lim p, (fi)-
Lemme 4.4. ( convergence dominée ) [3],[2. Soit ¢ € ¢p(, 1) et f,g deux fonctions mesurables,
et soit (fi)en une suite de fonctions mesurables, Stlimy_ o fr = fro — p.p, | fu] < lglp —pp et
pp(Ag) < 400,V A > 0 alors,
kgrfoo fr = f dans L¥(Q, p).

En particulier, si p,(Ag) < 400 pour un certain A > 0 alors,
fr == f dans L9(Q, p).
preuve : On suppose que,

Jm fi=fu—p-plful < lglVk € Net py(Ag) < +oo VA0

alors,
Jim (fi = fl=0u—p-pet|f] <lg
= |fi — f1 < 2|g|
= A lfi — 1 < 20]g¥A > 0.
On a,

po(Ag) < +00 = p,(2)\g) < 400 VA >0,

On utilise le théoréme de la convergence dominée, et on conclut que,

lim so(y,wk—fndu:/

= /Qso (yaAkErfoJfk - fl) dp
—/sf)(yﬂ)du

Q
0.

kgrfoow(y, Mfe— fl) du

Grace au lemme(2.3) on obtient, (fx), converge vers f dans L?(€2, u1).

Lemme 4.5. Si ¢ € ¢(§2, i), alors toute suite de Cauchy (fn),en C L¥(2, 1) pour la norme admet



4.9 Quelques propriétés des espaces de Musielak-Orlicz 34

une sous suite qui converge ji— p.p vers une fonction mesurable f.

4.9 Quelques propriétés des espaces de Musielak-Orlicz

La complétude

Théoréme 4.1. [J]. Soit ¢ € p(Q, i) alors Uespace L?(, i) est un espace de banach.

preuve :
D’aprés le théoréme(1.1) L¥(£, u) est un espace vectoriel Il reste & montrer que toute suite de
Cauchy de L#(€2, i) converge dans L?(€2, i) Soit ( f,),,cn une suite de Cauchy, grace au lemme(4.5)
il existe une sous suite (fy,), et une fonction mesurable f : @ — R telles que (f,,), converge

vers f pour presque tout y € €2 Par suite,
Jim o (y, | fu(y) — f(y)|> =0u—p-p
Soit A > 0, comme (f,), est de Cauchy, alors,
Ve > 0,3Np € N,Vm, k > No, [[A (f — fi)ll, < e

Prenant 0 < & < 1, par le lemme(2.1) on obtient,

pe (A(fm = fr)) <€

et d’apres le lemme (4.2) on a,

pﬂMm—hDj/MMm—th

Q

:/Q lim @ (A (fm — for)) dpe

k—00

Par suite,
lim p, (A (fm — f)) =0,YA > 0.
k—o0

Donc d’aprés le lemme(2.3) on a :

Tim [|f, ~ £, = 0.
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La séparabilité

Pour établir les théoremes de separabilité dans les espaces de Musielak-Orlicz la mesure p doit

étre separable.

Définition 4.6. (mesure séparable) Soit p une mesure, elle est dite séparable s’il existe une suite

(Ag), C X qui vérifie,
1. p(Ag) <oo VkeN.
2. Pour tout A € ¥, avec u(A) < oo et Ve > 0,3k € N :

1 (AAA) < e.

(0w A designe la difference symétrique).

Exemple 4.9.1. La mesure de Lebesque sur R"™ est separable.



CHAPITRE b

ESPACE DE LEBESGUE A EXPOSANT VARIABLE

Les espaces de Lebesgue a exposant variables sont apparus dans la littérature pour la premiére
fois déja dans un article 1931 par Orlicz. Le champ des espaces de fonctions a exposant variables
a connu une croissance explosive ces derniéres années. La référence standard pour les propriétés
de base c’est larticle [6] par Kovacik et Rakosnik. (Les mémes propriétés ont été dérivées par
différentes méthodes par Fan et Zhao [5] (10)ans aprés. Quelques aper¢us du champ existent voir
aussi, par exemple [4] Le but de ce paragraphe est de suggérer des analogues propriétés des espaces
de Lebesgue LP, il est clair que nous ne puissions pas simplement remplacer p par p(x) dans la
définitionusuel de la norme dans le L. Cependant, les espaces de Lebesgue peuvent étre considérés
comme cas particuliers des espaces d’Orlicz appartenant & une famille plus nombreuse des soi-
disant espaces modulaires.

Si la fonction p est p.p fini dans Q, alors LP(*) est un cas particulier de les espaces d’Orlicz-Musielak.

5.1 Definitions et propriétés

5.1.1 Exposant variable
Soit (€2, 3, ) un espace mesuré avec p une mesure o -finie compléte.

Définition 5.1. On appelle exposant variable sur Q2 toute fonction mesurable, p : Q — [1,00],

on note P(S, u) l'ensemble de ces exposants. On pose,

pT =sup essp=inf{a>0,|p| <au—p-p}

et
p~ =infessp = inf{a > 0,|p| > ap — p- p}.
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Exemple 5.1.1. Soit Q =R, alors les fonctions définies par p(y) = p avec 1 < p < 00
p(y) = 2 +sin(y) sont des exposants variables.

Remarques 5.1. St Q2 est un ouvert de R™ et u la mesure de Lebesque sur R™, alors on note

Uensemble des exposants variables par P(S2).
1. Dans toute la suite on considene les deux fonctions ) (y,t) = tPW) et o,y (y,t) = @tp(y).

2. Sipt < oo, alors l'exposant variable p est dit bornée.

5.2 Espaces de lebegue généralisés

Définition 5.2. Soient p € P(§, 1) et op—y € ¢(Q, ), alors,

Pp() - M<Q :u) [1’ OO]
fr— fﬂ Pr(y) (Y ‘f(y)D) dp,

est une modulaire et [’espace
LPO(Q, ) = {f e M(Q,p): / Opy) (Y, AL f(y)])dp < oo pour un certain X > 0}
Q

= {f e M(Q,p): / INf(y) PP dp < oo pour un certain \ > 0}
0

Ou,

P
LPO(Q, ) = {f € M(Q / %du < 00 pour un certain A > O}

est appelé espace de Lebesque généralisé ou espace de Lebesque a exposant variable.

5.3 Les normes sur ’espace de Lebesgue a exposant variable

La norme de Luxemburg

. s
by = {3 > 0.0 () <1

La norme d’Orlicz

p(y)

y(s)<1 /f y) | dp avec qly) = ply) — 1

175, = sup /
geLQ(y)Q‘u)

q(y
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La norme d’Amemiya
A e
£l = ;2% i\ [1+ Py (M) -
Proposition 5.1. [1]. Soit p € P(Q, ), si f € LPY)(Q, 1) alors f est localement intégrable.

Théoréme 5.1. [5]. Soit p € P(2, ) alors les conditions suivantes sont équivalentes :
1. pt < oo,

2. @py vérifie la condition- Ay avec la constante o

5.4 Propriétés de '’espace de Lebesgue a exposant variable

Théoréme 5.2. L’espace LP™(Q) est un espace normé complet, c’est-a-dire un espace de Banach.

preuve : Soit {f;,} une suite de fonctions de Cauchy dans L@ (Q), et soit € > 0, alors il existe
ng € N, tel que,

/Q () — Fal@)lg(@)) d < e, (5.1)

pout tout m,n > ng et pour toute fonction g(x), telle que p,y(g) < 1 On décompose €2 en des sous

ensembles disjoints (2, de mesure finie et on définit les fonctions
gk = (1 + |Qk’)71 Xﬂkak € N7

alors,
pr(9) < / (14 Q) " de + (14 |]) 7 < 1
Qf

On remplace g par g; dans (5.1 ) on trouve,
/ |f(x) = fu(z)|de < e (14 ]Q,]),m,n >mng, k €N.
Qn

alors la suite f, est de Cauchy et convergente dans L par induction on trouve des sous suites

fT(Lk) et des fonctions f®) € L' (€,), telles que f,(Lk) — f(z) pour x € Q,,k € N p.p, ainsi,

[o.9]

1 =37 19 (@)xa, () = f(2) pour @ € Qp.p

k=1

On remplace f,, par fT(nm) dans (5.1) et en utilisant le lemme de Fatou, on obtient,

/ d:cgsup/
0 m Jo

f(@) = fulx) Fa (@) = ful@)|| g(z)| do < e,

‘g(:c)
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pour tout n > ng et tout g, avec p,(g) < 1. Par conséquent,

Remarques 5.2. Si |Q| = 0, alors I’espace LP®)(Q) c’est l'espace d’Orlicz.

Corollaire 5.1. L’espace dual de LP™®(Q) c’est lespace LP @) (Q) ssip € L=(Q). lespace LP®) ()
est un espace reflexif ssi :

1 <ess igfp(:v) < esssupp(z) < 0.
Q

La séparabilité

Théoréme 5.3. [3]. Soit p € P(Q,pn), tel que p©™ < oo et p est une mesure séparable (voir la
définition 3.6), alors
LPY(Q, ) est séparable.

5.5 Résultats de convergence

En plus des résultats de convergence obtenus dans le chapitre précédent, nous donnons d’autres

résultats de convergence dans le cas ou {2 est un ouvert de R".

Théoréme 5.4. [1]. Soit p € P(Q) on suppose que p* < 400, pour tout f € LPY)(Q) et pour toute
suite (fi)pen C LPO(Q), les propriétés suivantes sont equivalentes,

1. fr converge vers f en norme,

2. fr converge vers f en modulaine,

3. fr converge vers f en mesure et pour un certain vy > 0,p (v fr) — p(7vf).

Théoréme 5.5. [1]. Soit p € P(Q) et soit une suite de fonctions (fi)pen € LPO(Q). Si (fi),

converge vers f en norme alors elle converge vers f en mesure.
(R 7
fo — f=fs — I

preuve :[3].



CHAPITRE 6

APPLICATIONS

Dans cette section, on s’intéresse a des exemples d’espaces d’Orlicz munis de la norme d’Or-

licz.Des résultats du méme type sont obtenus dans le cas de la norme de luxemburg

Exemple 6.0.1. Les espaces LP(1 < p < 00) sont des espaces d’Orlicz avec,

Pp() = ||’
De plus,
1l _{wmmmawu%zp@—n<?xgl<p<m
Ul sip=1
En effet,

Montrons que Lg, (2) = LP(Q).

Ly, (€2

FeM@Q): 3> O,/ngp()\f(t))dy < oo}

-1
{f 3A>O,)\p/\f(t)|pdu<oo}
{
= I

@ [ It mw<w}

Calculons maintenant la norme d’Orlicz de f.,

1
1713, = m%ymmwﬂ

1
. p : D p
= }CI;E 2 [1 /Q|kf<t)| dﬂ} = }gg A [1 k HfHLP(Q) :
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Soit 1 < p < 00, considérons la fonction g de variable k > 0 définie par,

g(k) = 7 [14 B 7]

k

La fonction g est dérivable sur]0,00] et sa dérivée est de la forme,

—1 B
G =3+ = D2

de plus,
Jg(k)y<0 sik< +
(r=1)P|fllLr ()
"k)y=0 sik=—7pl—n
g9'(k) (r-DPflzr@)
g(k)>0 sik> !

S T
(1P 171l P (0
1

Cela signifie que, g est décroissante sur |0, ——————
(p—1)P I|f||LP(Q)

1713, = inf g

0

( i)

< Nl

Considérons maintenant le cas p = 1

1
1 £1lg, = iggz {1 —|—/Q¢1(kf(t))d,u]

~nf L [1+ / |kf<t>|du] S [1+k: / |f(t)!dﬂ]

o1
= }g%z + 1l = Nl

[, et croissante sur |

oo[ Alors,



CONCLUSION

Nous estimons que la théorie des espaces d’Orlicz et de Musielak-Orlicz est un domaine trés
intéressant et trouve beaucoup d’applications (Optimisation, EDP...) ; et avec les conditions les plus
faibles 1 < p~ < pt < oo les espaces de Lebesgue généralisés ont aussi de nombreuses propriétés
intéréssantes. Comme la théorie de ces espaces est d’actualité beaucoup de questions sont encore
posées :

-Trouver un ensemble dense dans LP) quand pt = oo.
-Sous quelles conditions I’ensemble LP() Ni<p<oo LP est dense dans o).

-Caractériser le dual de L) quand pt = oo.
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