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INTRODUCTION

Dans ce travaille nous nous intéressons à l’étude de quelques propriétés qualitatives
des solutions d’une classe de problème elliptique semi-linaires du second ordre plus

précieusement nous démontrons des résultats de positivité, de monotonie et la symétrie
des solutions positives. Pour avoir nos résultats nous utilisons le principe du maximum qui
est l’un des outils importants dans la théorie des équations elliptiques. Nous introduisons
aussi la méthode des hyperplan mobile pour donner une repense positive à la question
suivante :

Si on ce donne une équation elliptique sur un domaine symétrique, est ce que les solutions

hérite cette symétrie ?

ce type de problème trouves beaucoup d’applications par exemple pour avoir la forme
explicite des solutions (le cas de symétrie radiale), pour comprendre des phénomènes

de la physique qui d’écrit des lois de conservations. Ce mémoire et organisé de la manière
suivante :
Nous démontrons dans le premier chapitre quelques outilles et définition de l’analyse
fonctionnelle à savoir les espaces de Hilbert et les espaces de Sobolev et leurs propriétés.
Dans le deuxième chapitre on démontre plusieurs versions du principe de maximum. par
exemple le principe du maximum fort pour les solutions classiques ( de classe C2), le
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principe du maximum faible pour les solutions dans H1(Ω) et un principe du maximum
pour les petits domaine.
Dans le dernier chapitre, nous démontrons le Lemme de Hopf et quelques conséquence.
Finalement nous démontrons la symétrie des solutions positives d’un problème elliptique
semi-linéaire en utilisant la méthode des hyperplans mobiles.



Chapitre 1
Préliminaire

Certaines notions seront énoncées le long de ce chapitre sans démonstration, le lecteur
curieux peut trouver satisfaction dans [1] , [2].

1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1. Soit H un espace vectoriel sur R, f une application de H × H dans R,
On dit que f est un produit scalaire si et seulement si :

1. Soient u, v et w ∈ H, λ, α ∈ R

f(u, λv + αw) = λf(u, v) + αf(u,w)

f(λu+ αv, w) = λf(u,w) + αf(v, w)

2. f(u, v) = f(v, u) (symétrique).

3. f(u, u) ≥ 0 etf(u, u) = 0⇐⇒ u = 0 ∀u ∈ H (Définie positive).

Le produit scalaire sera noté (·, ·)

Théorème 1.1. "L’inégalité de Cauchy-Shwartz"

Soit H un espace préhilbertien, alors :

| (u, v) |≤ (u, u)
1
2 (v, v)

1
2 ∀u, v ∈ H. (1.1)
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Théorème 1.2. Soit H un espace préhilbertien, l’application

‖·‖ : H → R+

x→ ‖x‖ =
√

(x, x)
(1.2)

est une norme.

Définition 1.2. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire
(·, ·) et complet pour la norme associe au produit scalaire.
Dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert.

Exemple :

Soit X un espace mesuré, µ un mesure positive sur X alors L2(X, dµ) muni du produit

scalaire (u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dµ est un espace de Hilbert.

On particulier si µ est la mesure de comptage on obtient l’espace

l2 =

{
x = (xn) ⊂ R,

∑
i=1n

|xi|2 <∞

}

Théorème 1.3. "Théorème de représentation de Riesz-Fréchet"

Étant donné ϕ ∈ H ′ il existe f ∈ H unique tel que :

〈ϕ, v〉 = (f, v) ∀v ∈ H

De plus on a

‖f‖H =‖ ϕ ‖H′

Où on va noté par H ′ le dual topologique de H et 〈·, ·〉 le crochet de dualité

Nous présentons dans la suite quelles que résultats qui généralise le Théorème (1.3)

Définition 1.3. On dit qu’une forme bilinéaire a(u, v) : H ×H −→ R est :

1. continue s’il existe une constante C telle que :

| a(u, v) |≤ C‖u‖.‖v‖.
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2. coercive s’il existe une constante α > 0 telle que :

a(v, v) ≥ α‖v‖2.

Théorème 1.4. "Théorème de Lax-Milgram"

Soient H un espace de Hilbert, a une forme bilinéaire, continue et coercive sur H et l une
forme linéaire continue sur H.
Alors, il existe un unique élément u de H solution du problème

l(v) = a(u, v), ∀v ∈ H.

1.2 Espaces de Lp

Soit Ω un ouvert borné de Rn.

Définition 1.4. Soit p ∈ R avec 1 ≤ p < +∞. On note par Lp(Ω) l’espace des classes
d’équivalences de fonctions de puissance p-intégrables sur Ω à valeurs dans R :

Lp(Ω) = {f : Ω −→ R; f mesurable et ||f ||Lp <∞}

avec

||f ||Lp(Ω) =

(∫
Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

Définition 1.5. f est dite essentiellement bornée sur Ω s’il ∃M > 0 telle que,

||f ||∞ = sup
x∈Ω
|f(x)| = inf{M ≥ 0; |f(x)| ≤M p.p sur Ω}

(L∞(Ω), ||.||∞) est un espace de Banach.

Théorème 1.5. L’espace Lp(Ω) muni de la norme ||.||Lp est un espace de Banach.
Si p = +∞ on a

||f ||∞ = sup
x∈Ω
|f(x)|,

et L∞ est l’espace des fonctions essentiellement bornées sur (a, b).
Si p = 2 alors

L2(Ω) =

{
f :

(∫
Ω

|f(t)|2
) 1

2

< +∞

}
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(
L2(Ω), 〈·, ·〉L2(Ω)

)
est un espace de Hilbert, ou 〈·, ·〉L2(Ω) est le produit scalaire définit

comme suit :
〈f, g〉L2(Ω) =

∫
Ω

f(x).g(x)dx; ∀f, g ∈ L2(Ω)

1.3 Espace de Sobolev

On rappelle deux inégalités qui interviennent dans la démonstration de certaines in-
égalités qui seront énoncée ultérieurement.

Théorème 1.6. "Inégalité de Young"

Soient a,b deux réelles strictement positive et p, q ≥ 1, tel que 1
p

+ 1
q

= 1, alors

ab ≤ ap

p
+
bq

q

Théorème 1.7. "Inégalité de Holder"

∀f ∈ Lp(Ω),∀g ∈ Lq(Ω), 1
p

+ 1
q

= 1. Alors f, g ∈ L1(Ω)

‖ f.g ‖L1(Ω)≤‖ f ‖Lp(Ω)‖ g ‖Lq(Ω) (1.3)

Après ce bref préambule nous rappelons la définition et quelle que résultat nécessaire
des espaces de Sobolev.

Définition 1.6. Soient Ω un ouvert de Rn et 1 ≤ i ≤ N , une fonction u ∈ L1
loc(Ω) a une

dérivée faible dans L1
loc(Ω) s’il existe f ∈ L1

loc(Ω) telle que pour tout ϕ ∈ C∞c (Ω) on a∫
Ω

u(x)∂x dx = −
∫

Ω

f(x)ϕ(x) dx (1.4)

Cela revient à dire que la dérivée au sens des distribution de u appartient à L1
loc(Ω).

Si f est donnée par la relation ci-dessus, on posera

∂iu =
∂u

∂xi
= f

Lorsque α ∈ Nn, on note | α |= α1 + α2 + · · · + αn la longeur de α et on note ∂αu =

∂α1
1 · · · ∂αn

n dans la suite ∂αu désigne la dérivée faible d’une fonction u ∈ L1
loc(Ω)
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Définition 1.7. Pour 1 ≤ p ≤ ∞, l’espace de Sobolev Wm,p(Ω) est définie par :

Wm,p := {u ∈ Lp(Ω);∀α ∈ Nn, | α |≤ m, ∂αu ∈ Lp(Ω)}.

L’espace Lp(Ω) étant muni de la norme ‖ u ‖Lp(Ω)=‖ u ‖p(ou pour 1 ≤ p ≤ ∞, on note

‖ u ‖pLp(Ω)=

∫
Ω

| u(x) |p dx).

On muni l’espace de Sobolev Wm,p(Ω) de la norme

‖ u ‖m,p=‖ u ‖Wm,p(Ω)=‖ u ‖m,p,(Ω)=

∑
|α|≤m

‖ ∂αu ‖pp

 1
p

.

1.3.1 Les espaces de Sobolev W 1,p(Ω),W 1,p
0 (Ω)

Soit Ω un ouvert borné de Rn et soit p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ ∞.

Définition 1.8. L’espace de Sobolev W 1,p(Ω) est défini par :

W 1,p =

{
u ∈ Lp(Ω);∃g1 · · · , gn ∈ Lp(Ω) tel que :

∫
Ω

u
∂ϕ

∂xi
= −

∫
Ω

giϕ ∀ϕ ∈ C∞c (Ω)∀i = 1 · · ·n
}
.

On note H1
0 (Ω) = W 1,2(Ω)

Proposition 1.1. L’espace W 1,p est un espace de :

1. Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞

2. Réflexif pour 1 < p <∞

3. Séparable pour 1 ≤ p <∞

En particulier, l’espace H1 est un espace de Hilbert séparable.

Définition 1.9. Soit Ω un ouvert borné et régulier. On peut définir une application linéaire
et continue

ψ : Wm,p(Ω) −→ Lp(∂Ω)

u 7→ ψ(u)

Prolongeant l’application trace des fonctions continues sur Ω :

∀u ∈ Wm,p(Ω) ∩ C0(Ω) : ψ(u) = u|∂Ω
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L’application trace est continue de Wm,p(Ω) dans Lp(∂Ω), ce qui signifie qu’il existe une
constante CΩ telle que

∀u ∈ Wm,p(Ω), ||ψ(u)||Lp(∂Ω) ≤ CΩ||u||Wm,p(Ω)

Proposition 1.2. Soit Ω un ouvert borné et régulier. On peut définir une application
linéaire et continue

ψ : W 1,p(Ω) −→ Lp(∂Ω)

u 7→ ψ(u)

Prolongeant l’application trace des fonctions continues sur Ω :

∀u ∈ W 1,p(Ω) ∩ C0(Ω) : ψ(u) = u|∂Ω

Donc, on peut définir l’espace W 1,p
0 (Ω) comme suit :

W 1,p(Ω) = kerψ = {u ∈ W 1,p(Ω) : ψ(u) = 0}

= {u ∈ W 1,p(Ω) : u|∂Ω = 0}

L’application trace est continue de W 1,p(Ω) dans Lp(∂Ω), ce qui signifie qu’il existe une
constante CΩ telle que

∀u ∈ W 1,p(Ω), ||ψ(u)||Lp(∂Ω) ≤ CΩ||u||W 1,p(Ω)

Remarques 1.1. Soit u ∈ W 1,p(Ω), 1 ≤ p <∞ avec supp u ⊂ Ω, alors u ∈ W 1,p
0 (Ω)

Définition 1.10. On définit H1
0 (Ω) comme la fermeture de C∞c (Ω) dans H1(Ω).

Autrement dit :

H1
0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω);∃φn ∈ C∞c (Ω) tel que φn −→ u dans H1(Ω)}

1.3.2 Inégalité de Sobolev

Théorème 1.8. "Sobolev Gagliardo Nirenberg"

Soit Ω ⊆ Rn, soit 1 ≤ p < n, on définit p∗ = np
n−p ou de façon équivalente par 1

p∗
= 1

p
− 1

n
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alors :
W 1,p(Ω) ⊂ Lp

∗
(Ω)

De plus, il existe une constante C = C(p, n) telle que :

‖ u ‖Lp∗ (Ω)≤ C ‖ ∇u ‖Lp(Ω) ∀u ∈ W 1,p(Ω)

1.3.3 Inégalité de Poincaré

Théorème 1.9. Soit Ω un ouvert borné de Rn.Alors il existe une constante CΩ > 0 tel
que :

‖ u ‖Lp(Ω)≤ CΩ ‖ ∇u ‖Lp(Ω) ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω)

Corollaire 1.1. Soit Ω un ouvert borné. alors ‖ u ‖W 1,p
0 (Ω) est équivalent a ‖ ∇u ‖Lp(Ω).

Preuve C’est une application direct du Théorème d’isomorphisme de Banach.

1.3.4 Injections Sobolev

Théorème 1.10. Soient Ω un ouvert borné de Rn et p ∈ [1, n[, alors l’espace de Sobolev
W 1,p(Ω) s’injecte continument dans Lp∗(Ω)

Plus précisément, il existe une constante Cn,p > 0 tel que :

||u||Lp∗ ≤ Cn,p||∇u||Lp

avec

1. Cn,p =
(n− 1)p

n− p

2. p∗ =
np

n− p
est l’exposant critique de Sobolev.

3. ∇u =
(
∂u
∂x1
, · · · , ∂u

∂xn

)
Corollaire 1.2. Soit 1 ≤ p ≤ ∞ on a :

1. 1 ≤ p ≤ N alors W 1,p(Ω) ↪→ Lp
∗
(Ω) ou 1

p∗
= 1

p
− 1

N

2. p = N alors W 1,p(Ω) ↪→ Lq ∀q ∈ [p,+∞[

3. p > N alors W 1,p(Ω) ↪→ L∞
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avec injections continues
De plus, si p > N on a pour tout u ∈ W 1,p(Ω)

| u(x)− u(y) |≤ C ‖ u ‖W 1,p(Ω)| x− y |α p.p ∀x, y ∈ Ω

avec α = 1− N
p

et C une constante qui dépend de p, N et Ω En particulier,

W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω̄)

Théorème 1.11. "Rellich-Kondrachov"

On suppose que Ω un ouvert borné de classe C1, on a :

1. si p < N alors W 1,p(Ω) ↪→ Lp(Ω) ∀p ∈ [1, p∗[ ou 1
p∗

= 1
p
− 1

N

2. si p = N alors W 1,p(Ω) ↪→ Lq ∀q ∈ [1,+∞[

3. si p > N alors W 1,p(Ω) ↪→ C(Ω̄)

avec injections compactes

1.3.5 L’espace Dual de W 1,p(Ω)

Définition 1.11. On désigne par W−1,p
′
(Ω) l’espace dual de W 1,p

0 (Ω), 1 ≤ p <∞ et par
H−1(Ω) le dual de H1

0 (Ω).

Remarques 1.2. On identifie L2(Ω) et son dual, mais on’identifie par H1
0 (Ω) et son

dual.On a le schéma suivant :

H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω)

avec injections continues et denses.

1.4 Opérateurs elliptiques du deuxième ordre

Définition 1.12. Soit Ω un ouvert de Rn. On appelle équation aux dérivée partielles
linéaire du second ordre, toute équation de la forme

Lu(x) =
∑
ij

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+
∑
i

bi(x)
∂u

∂xi
+ c(x)u(x) = f(x), (1.5)
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ou les fonction aij, bi, c et f ne dépendent que de la variable x = (x1, ..., xn) ∈ Ω. Soient
λ(x) (resp. Λ(x)) la plus petite (resp. la plus grande) valeur propre de [aij(x)]. L’équation
(1.5) est dite elliptique en x si λ(x)Λ(x) > 0 . Si l’équation (1.5) est elliptique et si les
coefficients (aij) sont continus, on peut toujours supposer λ(x) > 0. Une classe particuliè-
rement importante d’équation elliptique est celle ou Λ(x)/λ(x) est borné indépendamment
de x ; l’équation (1.5) est alors uniformément elliptique.

Soit Ω un ouvert de Rn. On se donne n2 fonction aij :

aij : Ω −→ R, i, j = 1, ..., n,

vérifions les hypothèses suivant sur les fonctions aij

H1 Les fonctions aij sont bornées

∃ C ≥ 0, ∀x ∈ Ω, ∀i, j, |aij(x)| ≤ C.

H2 Les fonctions aij sont symétrique

∀x ∈ Ω, ∀i, j, aij = aji.

H3 Éllipticité

∃(α0, α1),R∗ 2
+ , ∀ξ ∈ Rn, α0|ξ|2 ≤

∑
i,j

aijξiξj ≤ α1|ξ|2.

où |ξ|2 = ξ2
1 + ...+ ξ2

n . En fait l’existence de α1 résulte de H1.
L’hypothèse d’ellipticité montre en particulier que pour tout x, la matrice A(x) ∈
Mn(R) définie par

A(x) = (aij(x))1≤i,j≤n.

est une matrice symétrique définie positive ∀x ∈ Ω. De plus, sa plus petite valeur
propre est minorée par α0.
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1.4.1 Opérateurs sous forme divergence

Nous considérons des opérateurs elliptiques sous forme divergence, de la forme

L =
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂

∂xj

)
= div(A(x)∇) (1.6)

Il s’agit d’un opérateur différentiel du deuxième ordre. Il agit en particulier sur les
fonctions C∞ à support compact

∀ϕ ∈ C∞c , Lϕ =
n∑

i;j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂ϕ

∂xj

)
. (1.7)

Si on ne fait pas l’hypothèse supplémentaire de régularité sur les coefficients aij (par
exemple aij ∈ C1) alors Lϕ est définie au sens des distributions. De manière générale, si
v appartient à un espace de Sobolev W 1,p(Ω) , alors on peut définir Lv = f comme une
distribution par

∀ψ ∈ C∞c , 〈Lv, ψ〉 =

∫
Ω

n∑
i,j=1

ai,j(x)
∂v

∂xi

∂ψ

∂xj
. (1.8)

La classe la plus générale dans laquelle (1.8) a encore un sens est

W 1,1
loc (Ω) =

{
u ∈ L1

loc(Ω)|∀j ∈ {1, ..., n}, ∂u
xj
∈ L1

loc(Ω)

}
.

On rappelle que
L1
loc(Ω) = {g ∈ L1(K)| ∀K compact ⊂ Ω}.

Ainsi sous les hypothèses H1, H2, et H3, Lv peut être défini, au sens des distributions,
pour tout v ∈ W 1,1

loc (Ω).

Remarques 1.3. Si les coefficients aij sont des fonctions plus régulières, alors on peut
définir Lv pour des classes plus larges de fonctions.
Par exemple aij ∈ C∞(Ω) , alors Lv peut être défini pour toute distribution v ∈ D′(Ω)

∀ψ ∈ C∞c , 〈Lv, ψ〉D′,D = −
n∑

i,j=1

〈
v(x),

∂

∂xj

(
aij

∂ψ

∂xi

)〉
D′,D

L’expression du membre de gauche appartient à C∞c (Ω) = D(Ω) car aij(x) ∈ C∞(Ω)
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et ∂ψ
∂xi
∈ C∞c (Ω)

Exemple : L’exemple le plus simple d’un opérateur elliptique est celui où les coeffi-
cients sont aij constants, en particulier le cas où

aij = δij, ∀i, j,∀x ∈ Ω

avec

δij =

1 i = j

0 i 6= j

Autrement dit
A(x) = IdRn ∀x ∈ Ω

On a alors

L =
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
∂

∂xj

)

=
n∑
i=1

∂2

∂x2
i

Dans ce cas, L est appelé Laplacien, et on note

∆ =
n∑
i=1

∂2

∂x2
i

Au vu de la discussion précédente, on peut définir ∆v pour v ∈ W 1,1
loc (Ω) distribution sur

Ω, et plus généralement pour tout v ∈ D′(Ω)

1.4.2 Opérateurs qui ne sont pas sous forme divergence

On peut également considérer des opérateurs de la forme

L =
n∑

ij=1

aij(x)
∂2

∂xixj

Bien entendu, si les coefficients aij sont constants ,les deux opérateurs L, et L coïncident.
En revenche, si on ne fait pas d’hypothèse de régularité sur les coefficients aij, on voit
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que L ne peut être défini pour des fonctions de W 1,1
loc Néanmoins il est facile de voir que

L peut être défini pour W 1,2
loc

W 1,2
loc =

{
u ∈ W 1,1

loc | ∀i, j
∂2u

∂xi∂xj
∈ L1

loc(Ω)

}
.

Dans la suite de ce travaille, nous nous intéresserons au problème "inverse" : étant donné
f une fonction sur Ω, et v tels que

Lv = f,

que peut-on dire de v ? Dans un premier temps nous supposerons qu’un tel v existe,
et nous nous intéresserons aux propriétés de qualitatives de v. Le cas le plus simple est
bien entendu f = 0, où nous considérons les solutions du problème homogène

Lv = 0. (1.9)



Chapitre 2
Principe du maximum pour les opérateurs
elliptique du deuxième ordre

Dans ce chapitre, nous démontrons plusieurs version du principe de maximum pour les
équation elliptique du second ordre à savoir un principe du maximum pour les fonctions
de H1. Nous discutons de plus l’effet des termes d’ordre 1 et d’ordre 0.

2.1 Formes classiques du principe du maximum

Nous commençons, pour fixer les idées, par étudier le principe du maximum pour
L = −∆, le Laplacien.

2.1.1 Le laplacien

Soit Ω un ouvert borné et régulier de Rn . On a

Théorème 2.1. Soit u une fonction de classe C2(Ω) telle que u ∈ C(Ω). On suppose que

−∆u(x) ≥ 0, ∀x ∈ Ω (H1)

Alors
inf
x∈Ω

u(x) = inf
x∈∂Ω

u(x) (2.1)
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En particulier, si u(x) ≥ 0,∀x ∈ ∂Ω, alors

u(x) ≥ 0, ∀x ∈ Ω (2.2)

Remarques 2.1.

1. Si −∆u(x) ≤ 0,∀x ∈ Ω en considérant -u, on déduit du Théorème (2.1) qu’alors

sup
x∈Ω

u(x) = sup
x∈∂Ω

u(x)

2. En particulier si ∆u(x) = 0,∀x ∈ Ω, on obtient

inf
y∈∂Ω

u(y) ≤ u(x) ≤ sup
y∈∂Ω

u(y) ∀x ∈ Ω

Preuve du Théorème (2.1) : Nous allons commencer par donner la preuve dans le
cas où la fonction u vérifie l’hypothèse plus forte (inégalité stricte) suivant

−∆u(x) > 0,∀x ∈ Ω (H2)

Ensuite par un argument d’approximation nous en déduirons la preuve dans le cas général.

A . Preuve de (2.1) lorsque u vérifie(H2)
Comme Ω est fermé borné et qu’on y a supposé u continue, il existe x0 ∈ Ω tel que

u(x0) = inf
y∈Ω

u(y)

i.e
u(x0) ≤ u(x), ∀x ∈ Ω

Nous avons alors l’alternative suivante.

i) x0 ∈ ∂Ω, alors (2.1) est automatiquement vérifiée.

ii) x0 ∈ Ω, on peut alors écrire la forme classique de minimalité sous la forme :

∇u(x0) = 0, i.e
∂u

∂xi
(x0), ∀i ∈ {1, ..., n} (2.3)

Hess u(x0) ≥ 0, et en particulier
∂2u

∂x2
i

(x0) ≥ 0, ∀i ∈ {1, ..., n} (2.4)
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Rappelons que Hess u(x) représente la Hessienne de u, i.e

Hess u(x) =

(
∂2u

∂xi∂xj

)
1≤i,j≤n

La condition du deuxième ordre (2.4) signifiée que Hess u est positive en x0.
Comme

∆u(x0) =
n∑
i=1

∂2u

∂x2
i

(x0)

on déduit donc de (2.4) que
∆u(x0) ≥ 0

ce qui contredit (H2). L’alternative (ii). est donc exclue, ce qui établit (2.1)
sous l’hypothèse (H2).

B. Cas général Preuve de (2.1) lorsque u vérifiée (H1)
On utilise un argument perturbatif. l’idée est de construire une fonction ϕ ∈
C2(Ω) ∩ C(Ω) qui vérifie (H2)

−∆ϕ > 0 sur Ω

Ensuite pour ε > 0 on pose uε = u+ εϕ de sorte que uε vérifie (H2). On applique
alors la partie A, puis on fait tendre ε vers 0 pour conclure.

i) Construction de ϕ : Soit x1 la première coordonnée de Rn. Considérons la fonc-
tion

ϕ(x) = ϕ(x1, ..., xn) ≡ − exp(x1),∀x = (x1, ..., xn) ∈ Rn

On a
∂2ϕ

∂x2
1

= − expx1
∂2ϕ

∂x2
i

= 0, si i 6= 1

donc

−∆ϕ = −
n∑
i=1

∂2ϕ

∂x2
i

= expx1 > 0,∀ ∈ Ω

ii) Etude de uε. Posons uε = u+εϕ, pour ε > 0 Comme −∆ϕ > 0 et par hypothèse
−∆u ≥ 0 on a :

−∆uε > 0, sur Ω ,∀ε > 0
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i.e uε vérifie(H2) donc
inf
x∈Ω

uε(x) = inf
x∈∂Ω

uε(x)

Comme uε −→ u uniformément, on en déduit (2.1)

2.1.2 Opérateurs elliptique avec un terme d’ordre 1

Le résultat précèdent peut se généraliser aux opérateurs du type

n∑
i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi
∂u

∂xi

où les fonctions aij définies sur Ω sont continues et vérifient

∀x, ∀i, j, aji(x) = aij(x)

et telles qu’il existe α0 > 0, α1 tels que ∀ξ = (ξ1, ..., ξn) ∈ Rn

α0|ξ|2 ≤
n∑
i,j

aijξiξj ≤ α1|ξ|2

i.e A(x) = (aij)1≤i,j≤n est elliptique. On a alors

Théorème 2.2. Soit A(x) = (aij)1≤i,j≤n comme ci-dessus, et b une fonction continue de
Ω vers Rn .Soit u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω)

−Lu(x) + b · ∇u(x) ≥ 0, ∀x ∈ Ω (H1 bis)

i.e

−
n∑

i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
(x) +

n∑
i=1

bi
∂u

∂xi
, ∀x ∈ Ω

Alors
inf
x∈Ω

u(x) = inf
x∈∂Ω

u(x)

Preuve Elle est similaire à celle du Théorème (2.1) On commence par démontrer (2.1)
sous l’hypothèse plus forte

−Lu(x) + b · ∇u(x) > 0, ∀x ∈ Ω (H2 bis)
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A Preuve de (2.1) lorsque u vérifie (H2 bis) Soit x0 ∈ Ω tel que

u(x0) = inf
y∈Ω

u(y)

Si x ∈ ∂Ω la propriété est vérifie. Sinon x ∈ Ω et la condition du 1er ordre donne
∇u(x0) = 0 i.e ∂u

∂xi
(x0) = 0 et donc

b · ∇u(x0) = 0 (2.5)

c’est-à-dire la condition du deuxième ordre donne

Hess u(x0) ≥ 0 (au sens des matrices symtriques) (2.6)

Soit (e1, ..., en) une base orthogonal dans laquelle la matrice (aij(x0))1≤i,j≤n soit
diagonalisable de la forme diag (λ1, ..., λn) où λi ≥ α0,∀i ∈ {1, ..., n} Dans cette
base, soit (x1, ..., xn) les coordonnées cartésiennes associées. On a alors

Lu(x0) =
n∑
i=1

λi
∂2u

∂x2
i

(x0) ≥ α0

n∑
i=1

∂2u

∂x2
i

(x0)

et donc
Lu(x0) ≥ 0 (2.7)

par (2.5) Ainsi en combinant (2.5) et (2.7), on obtient

−Lu(x0) + b · ∇u(x0) ≤ 0

ce qui contredit (H2 bis). Il en résulte que l’hypothèse x0 ∈ Ω est à exclure et donc
x0 ∈ ∂Ω ceci donne donc (2.1).

B Cas général : u vérifie (H1 bis) on construit ϕ tel que :

− Lϕ+ b · ∇ϕ ≥ 0, sur Ω (2.8)

a cet effet, introduisons µ > 0 et considérons

ψµ = − exp(µx1)
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On a alors
−Lψµ = a11

∂2

∂x2
1

exp(µx1) = µ2a11 exp(µx1)

de même
b · ∇ψµ = b1

∂ψµ
∂x1

= −µb1 exp(µx1)

et donc
−Lψµ + b · ∇ψµ = (µ2a11 − µb1) exp(µx1)

L’hypothèse d’ellipticité donne a11 > α0. Donc

µ2a11 − µb1 ≥ µ2α0 − µ‖b‖L∞ = µ(µα0 − ‖b‖L∞)

de sorte que si µ > µ0 = ‖b‖L∞
α0

, on a

−Lψµ0 + b · ∇ψµ0 > 0

On choisit donc ϕ = ψµ pour µ > µ0 de sorte que ϕ vérifie (2.8). On pose ensuite
uε = u+ εϕ, pour ε > 0 et comme −Lϕ+ b · ∇ϕ > 0 et par l’hypothèse on a

−Luε + b · ∇uε > 0

i.e uε vérifie (H2 bis ) donc

inf
x∈Ω

uε(x) = inf
x∈∂Ω

uε(x)

par passage au limite ε −→ 0 en déduit le résultat du Théorème (2.2).

2.1.3 Opérateurs elliptique avec un termes d’ordre 0 et d’ordre 1

Le résultat précédent ne s’étend pas au cas des opérateurs avec un terme d’ordre
quelconque 0, i.e du type

Lu+ b · ∇u+ cu = −
n∑
i,j

aij(x)
∂2

∂xi∂xj
u(x) + b · ∇u(x) + c(x)u(x)
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Pour s’en convaincre, considérons le cas n=1, I =] − 1; 1[, et l’opérateur −u′′ + u, la
fonction u(x) = exp(-x) + exp(x) vérifie

−u′′ + u = 0

mais ne vérifie pas (2.1)

En revenche, la conclusion (2.2) reste vraie, comme nous allons le voir dans le résultat
suivant, si en fait plus de condition sur le terme d’ordre 0

Théorème 2.3. Soit Ω un domaine bornée de Rn . On fait les même hypothèses sur A
et b que dans le théorème (2.2) Soit c une fonction continue sur Ω, supposant que i.e

c(x) ≥ 0, ∀x ∈ Ω

Soit u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) telle que

−Lu+ b · ∇u+ cu ≥ 0, sur Ω

c’est-à-dire

−
n∑
i,j

aij(x)
∂2

∂xi∂xj
u(x) + b · ∇u(x) + c(x)u(x) ≥ 0, ∀x ∈ Ω

Si, de plus u(x) ≥ 0, x ∈ ∂Ω, alors

u(x) ≥ 0, ∀x ∈ Ω
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Preuve On commence par démontrer le résultat sous l’hypothèse plus forte :

−Lu(x) + b · ∇u(x) + cu(x) > 0, ∀x ∈ Ω (H2 ter)

A . Preuve lorsque u vérifie (H2 ter). Par l’absurde, on suppose qu’il existe x ∈ Ω tel
que

u(x) < 0 (2.9)

u(x0) = inf
x∈Ω

u(x) < 0 (2.10)

et donc x0, le minimum, appartient à Ω (car u(x) ≥ 0 sur ∂Ω) Comme dans la
preuve du Théorème (2.2), on a

−Lu(x0) + b · ∇u(x0) ≤ 0

Comme c ≥ 0, par l’hypothèse (2.9), on en déduit que

c(x0)u(x0) ≤ 0

Donc
−Lu(x0) + b · ∇u(x0) + c(x0)u(x0) ≤ 0

ce qui contredit (H2 ter). L’hypothèse (2.9) est donc fausse, et (2.3) est vérifie.

B cas général On construit comme pour les Théorèmes (2.1) et (2.2) une fonction
ϕ. Soit µ > 0 et considérons

ϕ = −exp(µx1)

on a alors

−Lϕ = µ2a11 exp(µx1)

b · ∇ϕ = −µ2b1 exp(µx1)

cϕ = −c exp(µx1)

et donc
−Lϕ+ b · ∇ϕ+ cϕ = (µ2a11 − µ2b1 − c) exp(µx1)
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comme c une fonction continue sur , ∃β ≥ 0 telle que

|c| ≤ β

Alors d’après l’hypothèse d’ellipticité et |b1| ≤ ‖b‖L∞

(µ2a11 − µ2b1 − c) exp(µx1) ≥ µ2α0 − µ‖b‖L∞ − β

Soit f(µ) = µ2α0 − µ‖b‖L∞ − β, en étudier le signe de la fonction f , calculons ∆µ

et λ1, λ2

∆µ = ‖b‖2
∞ + 4α0β ≥ 0,

λ1 =
‖b‖ −

√
∆µ

2α0

, λ2 =
‖b‖+

√
∆µ

2α0

Alors pour µ0 ∈ R∗+/[λ1, λ2] et µ > µ0

µ2
0α0 − µ0‖b‖L∞ − β > 0

par suite
−Lϕ+ b · ∇ϕ+ cϕ > 0 dans Ω

Ensuite en pose uε = u+ εϕ et on conclut par la partie A que

uε > 0 dans Ω,

Par passage a la limite ε→ 0, on obtient

u ≥ 0 dans Ω,
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2.2 Principe de maximum pour les opérateurs ellip-

tique sous forme divergence

Dans cette partie, on considère un domaine Ω borné régulier de Rn, un opérateur
elliptique du deuxième ordre sous forme divergence, i.e

Lu = −
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij

∂

∂xj
u

)
≡ −div(A(x)∇u)

Où les coefficients aij sont des fonctions bornées sur Ω telles qu’il existe α0 > 0, et α1 > 0

vérifiant

α0|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

∂

∂xi
ai,jξiξj ≤ α1|ξ|2, ∀x ∈ Ω,∀ξ ∈ Rn (2.11)

aij(x) = aji(x), ∀x ∈ Ω,∀i, j (2.12)

Définition 2.1. ([2]) Soit u ∈ H1
0 alors u vérifiée

− div(A(x)∇u) ≥ f (2.13)

Si ϕ ∈ C∞c (Ω), on a

n∑
i,j=1

∫
Ω

aij(x)
∂u

∂xi

∂ϕ

∂xj
≥
∫

Ω

fϕ, ∀ϕ ∈ C∞c (Ω), ∀ϕ ≥ 0 (2.14)

Remarques 2.2. On montre que les fonctions C∞c (Ω) sont denses dans H1
0 (Ω) ,(2.14)

est donc équivalente à

n∑
i,j=1

∫
Ω

aij(x)
∂u

∂xi

∂v

∂xj
≥
∫

Ω

fϕ,∀v ∈ H1
0 (Ω), t.q v ≥ 0 sur Ω (2.15)

Théorème 2.4. Soit A(x) = aij(x)1≤i,j≤n vérifiant (2.11), (2.12) . Soit u ∈ H1(Ω)

vérifiant

− div(A(x)∇u) ≥ 0, dans Ω (2.16)

Alors
inf
x∈Ω

u(x) = inf
x∈∂Ω

u(x)
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Preuve On utilise une méthode de troncature. Posons

k = inf
x∈∂Ω

u(x)

On supposera −∞ < k < +∞, sinon k = −∞ implique par le Théorème de Trace que
infx∈Ω u(x) = −∞ . Considérons alors la fonction

w = −(u− k)−

de sorte que w ≥ 0, et w = 0 sur ∂Ω et donc w ∈ H1
0 (Ω). On peut donc utiliser w comme

fonction test dans (2.15). Il en résulte

−
n∑

i,j=1

∫
Ω

aij(x)
∂u

∂xi

∂(u− k)−

∂xj
≥ 0,

i.e
n∑

i,j=1

∫
Ω

aij(x)
∂(u− k)−

∂xi

∂(u− k)−

∂xj
≤ 0,

et par (2.12) on a donc

α0

∫
Ω

|∇(u− k)−|2 ≤
n∑

i,j=1

∫
Ω

aij(x)
∂(u− k)−

∂xi

∂(u− k)−

∂xj
≤ 0

Ainsi ∫
Ω

|∇(u− k)−|2 = 0.

et donc
(u− k)− = 0.

Ceci signifie u(x) ≥ k sur Ω et la conclusion en découle.

Théorème 2.5. Soit A(x) = aij(x)1≤i,j≤n vérifiant (2.11),(2.12) et c une fonction de
L∞(Ω) tel que

c(x) ≥ 0

Soit u ∈ H1(Ω)tel que
−div(A(x)∇u) + cu ≥ 0, dans Ω
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i.e
n∑

i,j=1

∫
Ω

aij(x)
∂u

∂xi

∂ϕ

∂xj
+ cuϕ ≥ 0, ∀ϕ ∈ C∞c (Ω), t.q ϕ ≥ 0 sur Ω (2.17)

et
u(x) ≥ 0, sur ∂Ω (2.18)

Alors
u(x) ≥ 0, dans ∀x ∈ Ω (2.19)

Preuve : Par densité (2.17) est équivalent à

n∑
i,j=1

∫
Ω

aij(x)
∂u

∂xi

∂v

∂xj
+ cuv ≥ 0, v ∈ H1

0 (Ω), t.q v ≥ 0 sur Ω (2.20)

Prenons alors
v = −u−

de sorte que v = − inf(u, 0) ≥ 0 sur Ω comme u ≥ 0 sur ∂Ω, u− = 0 sur ∂Ω et donc
v ∈ H1

0 (Ω) par (2.20) on a alors

−
n∑

i,j=1

∫
Ω

aij(x)
∂u

∂xi

∂u−

∂xj
+ cuu− ≥ 0,

i.e
n∑

i,j=1

∫
Ω

aij(x)
∂u−

∂xi

∂u−

∂xj
+ c|u−|2 ≤ 0,

et par ellipticité ∫
Ω

α0|∇u−|2 + c|u−|2 ≤ 0 (2.21)

Comme c ≥ 0, u− = 0 et donc u ≥ 0 sur Ω

Remarques 2.3.

1 Si c n’est pas positive, la conclusion du Théorème peut-être contredite. par exemple
pour n=1, Ω =]0, 1[, L = u′′ , et c = −k2π2 alors pour u = sin kπx on a−u′′ + cu = 0

u(0) = u(1) = 0
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mais u change de signe sur Ω

2 Néanmoins, pour un domaine Ω donné, la condition

c(x) ≥ 0.

peut-être affaiblie par la condition

c(x) ≥ −λ1 (2.22)

où
λ1 = inf

{∫
Ω

|∇v|2, v ∈ H1
0 , ‖v‖L2(Ω) = 1

}
En effet, par définition de λ1, ∀v ∈ H1

0 (Ω)

λ1

∫
Ω

|v|2 ≤
∫

Ω

|∇v|2

En retournant à (2.21), on voit que (2.21) implique sous l’hypothèse (2.22) u− = 0

et donc u ≥ 0, sur Ω

2.3 Le principe du maximum fort

2.3.1 Une première version du principe maximum

Soit Ω = (a, b) .Soit u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) telle que

u′′ ≥ 0 sur (a, b). (2.23)

En suite, nous affirmons que

u(x) < u(a) ∨ u(b) ∀x ∈ (a, b). (2.24)

où ∨ désigne le maximum entre deux nombres. En effet si u atteint un maximum intérieur
x0,
ı.e

u(x0) ≥ u(x) pour tout x dans un voisinage x0 (2.25)
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En utilisant un développement de Taylor, on obtient

u(x) = u(x0) + u′(x0)(x− x0) +
u′′(ξx)

2
(x− x0)2

est compris entre x0 et x. De (2.25) on obtient

(x− x0)

{
u′(x0) + u′′(ξx)

(
x− x0

2

)}
≤ 0

pour x proche de x0. nous donne

u′(x0) = 0 u′′(ξx) ≤ 0

pare passage a la limite x→ x0, nous avons

u′(x0) = 0 u′′(x0) ≤ 0. ceci conredit (2.23)

Ω un sous-ensemble ouvert borné de Rn et aij, bi, i, j = 1, ..., n des fonctions dans Ω tel
que aij satisfait

aij(x)ξiξj ≥ 0 ∀x ∈ Ω, ξ ∈ Rn (2.26)

nous avons

Théorème 2.6. Soit u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) supposons que

n∑
i,j=1

aij(x)∂2
xixj

u+
n∑
i=1

bi(x)∂xiu > 0 ∀x ∈ Ω (2.27)

alors
u(x) < max

∂Ω
u(x) ∀x ∈ Ω. (2.28)

Preuve pour une C2 − fonctions on a

∂2
xixj

u = ∂2
xjxi

u

Sans perte de généralité supposant que A = (aij) est une matrice symétrique. sinon on
remplace aij par 1

2
(aij + aji) dans (2.27).Comme u ∈ C(Ω) et Ω compact ,u atteint son

maximum en un point de Ω .si (2.28) n’est pas vérifier , alors u atteint son maximum en
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un point x0 ∈ Ω alors pour chaque ξ ∈ Rn la fonction

v(t) = u(x0 + tξ)

atteint a maximum locale en t=0 cela implique que

v′(0) = 0 , v′′(0) ≤ 0.

i.e
∂xiu(x0)ξi = 0, ∂2

xixj
u(x0)ξiξj ≤ 0, ∀ξ ∈ Rn (2.29)

Comme A = aij(x0) est symétrique il existe une matrice orthogonale Q et une matrice
diagonale D tell que

A = QDQt

Supposent que

D =



d1(x0) 0

.

.

.

0 dn(x0)


Si ” · ” dénote le produit scalaire habituel dans Rn alors (2.26) s’écrit

Aξ · ξ ≥ 0, ∀ξ ∈ Rn.

Cela implique que

Dξ · ξ = QtAQξ · ξ = AQξ ·Qξ ≥ 0, ∀ξ ∈ Rn

et en particulier pour ξ = ei

di(x0) ≥ 0 ∀i = 1, ..., n (2.30)
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Si ∂2u désigne la matrice Hessian de u à x0 on a

n∑
i,j=1

aij(x0)∂2
xixj

u(x0) = tr(A∂2u) = tr(QDQt∂2u) = tr(DQt∂2uQ) (2.31)

(nous avons utilisé le fait que pour deux matricesM1,M2, tr(M1M2) = tr(M2M1)) Si nous
définissons C = Qt∂2u(x0)Q = (cij) par (2.29) on a

Cξ · ξ = ∂2u(x0)Qξ ·Qξ ≤ 0 ∀ξ ∈ Rn

et donc comme ci-dessus cii(x0) ≤ 0,∀i = 1, ..., n . En Combinant (2.29),(2.30),(2.31) on
obtient

n∑
i,j=1

aij(x0)∂2
xixj

u(x0) +
n∑
i=1

bi(x0)∂xiu(x0) = tr(DC) =
n∑
i=1

di(x0)cii(x0)

qui contredit (2.27) et conclut la preuve du Théorème (2.6)

Remarques 2.4. Le résultat ci-dessus est vrai pour A = (aij) ≡ 0

Le problème suivant est de voir ce qui se passe lorsque l’inégalité (2.27) n’est pas stricte.
Dans ce cas, nous avons

Théorème 2.7. Supposons qu’il existe un vecteur ξ 6= 0 tel que pour certaines constantes
positives γ, δ

aij(x)ξiξj ≥ γ > 0, bi(x)ξi ≥ −δ, ∀x ∈ Ω. (2.32)

Soit u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) satisfaisant

n∑
i,j=1

aij(x)∂2
xixj

u+
n∑
i=1

bi(x)∂xiu ≥ 0, ∀x ∈ Ω. (2.33)

alors
u(x) ≤ max

∂Ω
u(x), ∀x ∈ Ω (2.34)

Preuve Considérons la fonction

uε(x) = u(x) + εeα(ξ·x)
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(α est une constante positive à choisir ultérieurement). On a

∂xiuε = ∂xiu+ εαeα(ξ·x)ξi

∂2
xixj

uε = ∂2
xixj

u+ εα2eα(ξ·x)ξiξj

Ainsi

n∑
i,j=1

∂2
xixj

aijuε +
n∑
i=1

∂xibiuε

=
n∑

i,j=1

∂2
xixj

aiju+
n∑
i=1

∂xibiu+ αeα(ξ·x){α2aijξiξj + αbiξi}

≥ αeα(ξ·x){α2γ − αδ} > 0

pour α assez grand. En appliquant le Théorème (2.6) , nous déduisons que

uε(x) < max
∂Ω

uε ≤ max
∂Ω

u+ εmax
∂Ω

eα(ξ·x) ∀x ∈ Ω.

quand ε→ 0 on obtient
u(x) ≤ max

∂Ω
u(x), ∀x ∈ Ω

Remarques 2.5. Dans le cas de (2.33) on ne peut pas avoir (2.28) car u ≡ cte est une
solution de (2.33).

Théorème 2.8. Supposons que les hypothèses du Théorème (2.7) (2.26), (2.32) sans
vérifie. Notons c une fonction telle que

c(x) ≥ 0 ∀x ∈ Ω (2.35)

Soit u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) satisfaisant

n∑
i,j=1

aij(x)∂2
xixj

u+
n∑
i=1

bi(x)∂xiu− c(x)u ≥ 0, ∀x ∈ Ω. (2.36)

Alors
u(x) ≤ max

∂Ω
u+(x), ∀x ∈ Ω (2.37)
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Preuve Considérez l’ensemble ouvert

Ω+ = {x ∈ Ω | u(x) > 0}.

si Ω+ est vide , alors (2.37) tient clairement. Sinon (2.36), nous avons

n∑
i,j=1

aij(x)∂2
xixj

u+
n∑
i=1

bi(x)∂xiu ≥ c(x)u ≥ 0, sur Ω+

et par le Théorème (2.7)

u(x) ≤ max
∂Ω+

u(x) ≤ max
∂Ω

u+(x),

Ceci complète la preuve du Théorème.

Remarques 2.6. (Principe de minimum). Sous les hypothèses du Théorème (2.8) si u

Lu :=
n∑

i,j=1

aij(x)∂2
xixj

u+
n∑
i=1

bi(x)∂xiu− c(x)u ≤ 0, ∀x ∈ Ω.

alors -u satisfait (2.36) et on a

−u(x) ≤ max
∂Ω

(−u+)(x)⇐⇒ u(x) ≥ −max
∂Ω

u−(x) = min (u−)

Remarques 2.7. Une conséquence du principe maximum est l’unicité de la solution du
Problème de Dirichlet associé à l’opérateur L défini en remarque (2.6) plus
généralement si u, v ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) satisfaire−Lu ≤ −Lv dans Ω

u ≤ v sur ∂Ω
(2.38)

alors
u ≤ v dans Ω (2.39)
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2.4 Principe du maximum dans les petits domaine

Soit Ω un ouvert bornée de Rn et ϕ ∈ C∞c on note

λ1(Ω) = inf

∫
Ω
M∇ϕ · ∇ϕ∫

Ω
ϕ2

c’est-à-dire λ1(Ω) est la première valeur propre du problème :−div(M∇ϕ) = λ1ϕ dans Ω

v = 0 sur Ω

Lemme 2.1. Soit
ω(r) := inf{λ1(Ω), |Ω| = r}

Alors ω(r)→ +∞ si r → 0

Théorème 2.9. Soit u ∈ H1
0 (Ω), c(x) ∈ L∞(Ω) tel que

‖c+(x)‖∞ < λ1(Ω) (2.40)

si
− div(M∇u) ≥ c(x)u(x) (2.41)

alors
u ≥ 0.

Preuve On a
λ1(Ω) =

∫ ∫
Ω
M∇u− · ∇u−∫

Ω
(u−)2

λ1(Ω)

∫
Ω

u−2 ≤
∫

Ω

M∇u− · ∇u−

≤ −
∫

Ω

M∇u · ∇u−

≤
∫

Ω

c(x)(u−)2

≤
∫

Ω

c+(x)(u−)2

par suit
λ1(Ω)

∫
Ω

(u−)2 ≤‖c+‖
∫

Ω

(u−)2



2.4 Principe du maximum dans les petits domaine 36

d’après (2.40)

(λ1(Ω)−‖c+‖)
∫

Ω

(u−)2 ≤ 0

alors
u− = 0.



Chapitre 3
Symétrie des solutions positives de quelque
problème elliptique semi-linéaire

Dans ce chapitre, nous démontrons le Lemme de Hopf et la symétrie des solutions
positives d’un problème elliptique semi-linéaire en utilisant la méthode des hyperplans
mobiles.

3.1 Le principe du maximum de Hopf

Soit u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) tel que

u′′ ≥ 0 dans Ω = (a, b) (3.1)

Par le Théorème (2.7)

u(x) ≤M = max{u(a), u(b)}, ∀x ∈ Ω.

Supposons que le maximum M soit atteint en un point donné x0 ∈ Ω, donc

u′(x0) = 0

par, (3.1) u′ est croissant, par suite u′(x) ≤ 0 si x ≤ x0 et u′ ≥ 0 si x ≥ x0, autrement
dit u(x) est décroissant si x ≤ x0 est croissant si x ≥ x0, mais u(x0) = M alors u est
nécessairement constante. Notre objectif dans ce qui suit est de généraliser ce résultat
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pour les opérateurs elliptique sur un ouvert de Rn.

Définition 3.1. "sphère intérieure" ([2] ;page 102)
Soit Ω un ouvert de Rn, on dit que Ω vérifier la condition de sphère intérieure en un point
x0 de ∂Ω s’il existe une boule ouverte B(y, r) ⊂ Ω de sorte que x0 ∈ B(y, r).

Remarques 3.1. Ω satisfait la condition de la sphère intérieure si cette condition est
vérifiée en tout point x0 de ∂Ω

— Intuitivement la boule B(y,R) est "tangente" à ∂Ω du moins quand ∂Ω est régulier.
— Le vecteur normale en x0 est donné par (x0−y)

R

Lemme de Hopf 3.1. Soit c une fonction bornée. supposons qu’il existe λ positifs tel
que ∑

i,j

aijξiξj ≥ λ|ξ|2

Soit u ∈ C2(Ω) tel que

n∑
i,j=1

aij(x)∂2
xi,xj

u+
n∑
i=1

bi(x)∂xiu− c(x)u ≥ 0, dans Ω (3.2)

Considérons un point x0 ∈ ∂Ω et supposons que

(i) u est continu en x0 (3.3)

(ii) u(x0) > u(x), ∀x ∈ Ω (3.4)

(iii) satisfait une condition de sphere intrieure en x0 (3.5)

Soit ν un vecteur normale à ∂Ω en x0 alors si la dérivée normale ∂u
∂v

(x0) existe, on a

∂u

∂ν
(x0) > 0, (3.6)

pour
c = 0 u(x0) arbitraire.

c ≥ 0 u(x0) ≥ 0.

c arbitraire u(x0) = 0.

(3.7)
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Figure 3.1 –

Preuve

Considérons la fonction v définit par

v(x) = e−αρ
2 − e−αR2 ≥ 0 (3.8)

où ρ = |x− y|, r < ρ < R et α est une constante positive a choisir . On a

∂xiv = ∂xie
−α|x−y|2 = −2αe−αρ

2

(xi − yi)

∂2
xixj

v = 4α2e−αρ
2

(xi − yi)(xj − yj)− 2αe−αρ
2

δij

Ainsi, si Lu est défini comme le côté gauche de (3.2), notons L+ l’opérateur défini comme
L avec c remplacé par c+. Nous avons avec la convention de sommation

L+v = aij{4α2e−αρ
2

(xi − yi)(xj − yj)− 2αe−αρ
2

δij}+ bi{−2αe−αρ
2

(xi − yi)} − c{e−αρ
2 − e−αR2}

≥ e−αρ
2{4α2aij(xi − yi)(xj − yj)− 2α(aii + bi(xi − yi))− c+}

≥ e−αρ
2{4α2λ|x− y|2 − 2α(|aii|+ |b||x− y|)− c+}

≥ e−αρ
2{4α2λr2 − 2α(|aii|+ |b|R)− c+} ≥ 0 sur BR(y) \Br(y)

pour α assez grand
A la frontière de Br(y) nous avons, comme u est continu,

u− u(x0) ≤ −γ0 < 0
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pour une constante positive γ. et pour ε assez petit, nous avons

u− u(x0) + εv ≤ 0 sur ∂Br(y) (3.9)

De plus sur ∂BR(y) nous avons (voir (3.4) (3.8))

u− u(x0) + εv ≤ 0 sur ∂BR(y)

Ainsi

L+(u− u(x0) + εv) = Lu− c−u+ c+u(x0) + εL+(v)

≥ −c−(u− u(x0)− c−u(x0 + c−u(x0

≥ 0

pour toutes les fonctions c vérifiant (3.7). En appliquant le Théorème (2.8) avec L remplacé
par L+ on déduit

u− u(x0) + εv ≤ 0 sur BR(y) \Br(y)

comme v(x) = 0, nous avons pour h > 0 assez petit

u(x0 − hν)− u(x0) + ε(v(x0 − hν)− v(x0)) ≤ 0

par passage à la limite h→ 0 on obtient

∂u

∂ν
(x0) ≥ −ε∂v

∂ν
(x0)

Mais
∂v

∂ν
(x0) = ∇v(x0) · ν = −2αe−α|x0−y|

2

(x0 − y) · ν < 0

Théorème 3.1. supposons que les hypothèses du lemme (3.1) sont vérifiés. Soit u ∈
C2(Ω) satisfaisant

Lu ≥ 0 sur Ω
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Si Ω est connexe et si

c = 0 et u atteint son maximum l′intrieur de Ω

ou c ≥ 0 et u atteint un maximum non negatif l′intrieur de Ω

ou bien c arbitraire et le maximum de u sur Ω egale 0

(3.10)

alors u est constant dans Ω

Preuve : Supposons que u n’est pas constant et atteint un maximum M dans Ω. Soit
l’ensemble

Ω− = {x| u(x) < M}

Puisque u n’est pas constant, Ω− est un sous-ensemble ouvert de Ω qui n’est pas vide et
tel que ∂Ω− ∩ Ω n’est pas vide ( sinon, alors Ω ⊂ Ω− ∪ (Rn − Ω

−
) ce qui contredit la

connectivité de Ω.) .Soit y ∈ Ω tel que y soit plus proche de ∂Ω− que de ∂Ω. Considérons
alors BR(y) la plus grande boule contenue dans Ω soit x0 ∈ BR(y) tel que u(x0) = M

.d’après le lemme (3.1) on a
∂u

∂ν
(x0) > 0

(ν est la normale extérieure de l’ensemble BR(y)) mais cela contredit le fait que x0 ∈ Ω

est un point le maximum car ∇u(x0) ≡ 0 Ainsi, u est constant. Ceci complète la preuve
du Théorème.

Remarques 3.2. Une conséquence du Théorème (3.1) est que si Ω est borné et M dénote
le maximum de u en Ω et si nous sommes sous les hypothèses du Théorème (3.1) alors

u ≡M sur Ω ou u < M sur Ω

3.2 Application : Symétrie des solution positives

Le principe de maximum que nous venons de voir permet d’obtenir des propriété
qualitatives des solutions des équations elliptiques.

Définition 3.2. ([3] ;page 255) Soit Ω ∈ Rn. On dit que Ω est convexe dans la direction
x1 si

∀(x1, x
′), (y1, x

′) ∈ Ω alors (αx1 + (1− α)y1, x
′) ∈ Ω ∀α ∈ (0, 1). (3.11)
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Théorème 3.2. Soit Ω un domaine borné dans Rn convexe dans la direction x1 et symé-
trique par rapport à l’hyperplan x1 = 0 (voir figure (3.2) ). Soit u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) une
solution positive du problème  −∆u = f(u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(3.12)

ou f est une fonction continue de lipschitzienne. Alors u est symétrique par rapport à
l’hyperplan x1 = 0 et

∂u

∂x1

> 0 sur Ω− = {x ∈ Ω|x1 < 0} (3.13)
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Preuve On utilise la technique dite des hyperplans mobiles. Posons

− a = inf
(x1,x′)∈Ω

x1 (3.14)

Pour −a < λ < 0 nous définissons Tλ, Σλ comme

Tλ = {x ∈ Rn | x1 = λ}, Σλ = {x ∈ Ω | x1 < λ} (3.15)

On Définit
ωλ(x) = u(2λ− x1, x

′)− u(x1, x
′), x = (x1, x

′) ∈ Σλ (3.16)

Nous avons dans Σλ

−∆ωλ = −∆u(2λ− x1, x
′) +∆u(x1, x

′)

=
{f(u(2λ− x1, x

′))− f(u(x1, x
′))}

ωλ
ωλ

=: c(x, λ)ωλ

avec c(x, λ) = 0 si ωλ = 0. De plus nous avons par le fait que f est Lipschitziennes que
c(x) est uniformément bornée par rapport à λ puisque

|c(x, λ)| ≤ L ∀x ∈ Σλ ∀λ, (3.17)

ou L est la constante de lipschitzienne de f . Puisque u est positif, nous avons par le
principe maximum

ωλ ≥ 0, ωλ 6= 0 sur ∂Σλ. (3.18)

(notons que ωλ = 0 sur Tλ ∩ Ω.) Pour −α < λ + a assez petit , Σλ est étroit dans la
direction x1 et par le principe du maximum dans les petites domaines on déduit

ωλ(x) ≥ 0 dans Σλ (3.19)

(Voir (3.17)) Par le principe du maximum fort (Théorème (3.1) ) nous avons en fait

ωλ(x) > 0 dans Σλ (3.20)



3.2 Application : Symétrie des solution positives 44

Soit (−a, µ) le plus grand intervalle pour lequel

ωλ(x) > 0 dans Σλ ∀λ ∈ (−a, µ) (3.21)

Nous affirmons que µ = 0. sinon supposons µ < 0. Par continuité, nous avons

ωµ(x) ≥ 0 dans Σµ

et par le principe de maximum de Hopf

ωµ(x) > 0 en Σµ

Notons K un ensemble compact dans Σµ tel que

|Σµ \K| ≤
δ

2

Ou δ est un nombre réel que nous fixerons plus tard. (| · | est la mesure de Lebesgue) . sur
K nous avons

ωµ ≥ m > 0

Ainsi par continuité pour ε assez petit on a

ωµ+ε ≥
m

2
> 0 sur K

On peut aussi choisir ε suffisamment petit pour que

|Σµ+ε \K| ≤ δ

Maintenant pour δ assez petit ( voir (3.17)) Le principe du maximum s’applique à
Σ̃µ+ε = Σµ+ε \K. plus précisément puisque

−∆ωµ+ε − cωµ+ε = 0 dans Σ̃µ+ε,

ωµ+ε(x) ≥ 0 sur ∂Σ̃µ+ε.

On déduit donc que ωµ+ε ≥ 0 dans Σ̃µ+ε et enfin par le principe du maximum fort

ωµ+ε > 0 dans Σµ+ε
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Cela contredit la maximalité de µ et nous avons donc

ωλ(x) > 0 dans Σλ ∀λ ∈ (−a, 0).

Laissons λ→ 0 dans l’inégalité ci-dessus et rappelons la définition de ωλ on arrive à

u(−x1, x
′) ≥ u(x1, x) ∀(x1, x) ∈ Ω, x1 < 0

Comme u(−x1, x
′) est également une solution positive de (3.12)

u(x1, x
′) ≥ u(−x1, x

′), ∀(x1, x
′) ∈ Ω, x1 < 0.

cela montre que
u(−x1, x

′) = u(x1, x
′) ∀(x1, x

′) ∈ Ω x1 < 0

et la symétrie de u par rapport à l’hyperplan x1 = 0 est démontrée. Maintenant pour
chaque λ ∈ (−a, 0) que nous avons

ωλ(x1, x
′) > 0 dans Σλ, ωλ(x1, x

′) = 0 sur Tλ ∩ Ω.

Par Lemme de Hopf et le fait que la normale en (λ, x′) est donnés par e1, on obtient

∂ωλ
∂ν

(λ, x′) =
∂ωλ
∂x1

(λ, x′) < 0 ∀x′ tel que (λ, x′) ∈ Ω

revenons à (3.16) nous obtenons

−2∂x1u(λ, x′) < 0 ∀x′ tel que (λ, x′) ∈ Ω

C’est (3.13) et ceci complété la preuve du Théorème.

Remarques 3.3. On a par symétrie de u

∂x1u < 0 sur Ω+ = {x ∈ Ω|x1 > 0}

et par la continuité de ∂xiu, ∂x1u = 0 sur T0 ∩ Ω.

Corollaire 3.1. Soit Ω = BR(0) ⊂ Rn. Soit u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) une solution positive de−∆u = f(u) dans BR(0)

u = 0 sur ∂BR(0)
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Ou f est lipschitzienne continu alors u est une fonction radiale autrement dit

u(x) = ũ(|x|)

avec ũ : (0, R)→ R . De plus ũ′ < 0 sur (0, R)

Preuve : Cela découle directement du Théorème (3.2) puisque u est symétrique par
a port à tout hyperplan passant par l’origine.
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