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INTRODUCTION

Ans ce travaille nous nous intéressons a 1’étude de quelques propriétés qualitatives

des solutions d’une classe de probléme elliptique semi-linaires du second ordre plus

précieusement nous démontrons des résultats de positivité, de monotonie et la symétrie

des solutions positives. Pour avoir nos résultats nous utilisons le principe du maximum qui

est I'un des outils importants dans la théorie des équations elliptiques. Nous introduisons

aussi la méthode des hyperplan mobile pour donner une repense positive a la question
suivante :

Si on ce donne une équation elliptique sur un domaine symétrique, est ce que les solutions

hérite cette symétrie ?

ce type de probléme trouves beaucoup d’applications par exemple pour avoir la forme

explicite des solutions (le cas de symétrie radiale), pour comprendre des phénoménes

de la physique qui d’écrit des lois de conservations. Ce mémoire et organisé de la maniére
suivante :

Nous démontrons dans le premier chapitre quelques outilles et définition de 'analyse

fonctionnelle a savoir les espaces de Hilbert et les espaces de Sobolev et leurs propriétés.

Dans le deuxiéme chapitre on démontre plusieurs versions du principe de maximum. par

exemple le principe du maximum fort pour les solutions classiques ( de classe C?), le
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principe du maximum faible pour les solutions dans H'(£2) et un principe du maximum
pour les petits domaine.

Dans le dernier chapitre, nous démontrons le Lemme de Hopf et quelques conséquence.
Finalement nous démontrons la symétrie des solutions positives d’un probléme elliptique

semi-linéaire en utilisant la méthode des hyperplans mobiles.



Chapitre 1

Préliminaire

Certaines notions seront énoncées le long de ce chapitre sans démonstration, le lecteur

curieux peut trouver satisfaction dans [1I] , [2].

1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1. Soit H un espace vectoriel sur R, f une application de H x H dans R,

On dit que f est un produit scalaire si et seulement si :

1. Sotentu,vetwe H NaeR
£ 0+ aw) = Af(u,0) + o f (u,w)

fQu+ av,w) = Af(u,w) + af(v,w)

2. f(u,v) = f(v,u) (symétrique).
3. flu,u) >0etf(u,u) =0<=u=0 YuecH (Définie positive).
Le produit scalaire sera noté (-, -)

Théoréme 1.1. "L’inégalité de Cauchy-Shwartz"

Soit H un espace préhilbertien, alors :

=
[SI

| (u,0) [< (u, u)

(v,v)2 Vu,v € H. (1.1)
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Théoréme 1.2. Soit H un espace préhilbertien, l’application
|-]: H—R*'
=zl =/ (2,2)
est une norme.

Définition 1.2. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire
(+,-) et complet pour la norme associe au produit scalaire.

Dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert.

Exemple :

Soit X un espace mesuré, g un mesure positive sur X alors L?(X, dp) muni du produit
scalaire (u,v) = [ w(z)v(x)du est un espace de Hilbert.

Q
On particulier si p est la mesure de comptage on obtient l'espace

? = {x = (z,) CR, z:|:1c,|2 < oo}

=1"

Théoréme 1.3. "Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet"

Etant donné ¢ € H' il existe f € H unique tel que :
(pv)=(fv) WweH
De plus on a

[l =1 @ Nl

Ou on va noté par H' le dual topologique de H et (-,-) le crochet de dualité
Nous présentons dans la suite quelles que résultats qui généralise le Théoréme ([1.3)
Définition 1.3. On dit qu’une forme bilinéaire a(u,v) : H x H — R est :

1. continue s’il existe une constante C telle que :

| a(u, v) [< Cllull.[[o]-
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2. coercive s’il existe une constante o > 0 telle que :
a(v,v) > allv|?.

Théoréme 1.4. "Théoréme de Lax-M:ilgram"
Soient H un espace de Hilbert, a une forme bilinéaire, continue et coercive sur H et | une
forme linéaire continue sur H.

Alors, il existe un unique élément u de H solution du probléme

l(v) =a(u,v), YveH.

1.2 Espaces de L”

Soit 2 un ouvert borné de R™.

Définition 1.4. Soit p € R avec 1 < p < 4+00. On note par LP(QQ) l’espace des classes

d’équivalences de fonctions de puissance p-intégrables sur 2 a valeurs dans R :

LP(Q) = {f : Q — R; f mesurable et ||f||» < 0o}

1 ller ) = (/Q !f(w)lpdw);

Définition 1.5. f est dite essentiellement bornée sur €2 s’il AM > 0 telle que,

avec

1 lloe = Slelglf(m)l =inf{M > 0;|f(x)| <M p.p sur 2}

(L=(2),]|-]|e0) est un espace de Banach.

Théoréme 1.5. L’espace LP(Q) muni de la norme ||.||» est un espace de Banach.
Sip =400 ona

1 flloe = sup [ f ()],
e

et L™ est lespace des fonctions essentiellement bornées sur (a,b).

L*(Q) = {f: (/Q If(t)lz); < +OO}

Sip =2 alors
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<L2(Q), (-,->L2(9)> est un espace de Hilbert, ou (-, ->L2(Q) est le produit scalaire définit
comme suit :

ey = [ S@)gla)iz; Vi.g € 120)

1.3 Espace de Sobolev

On rappelle deux inégalités qui interviennent dans la démonstration de certaines in-

égalités qui seront énoncée ultérieurement.

Théoréme 1.6. "Inégalité de Young"”
Soient a,b deux réelles strictement positive et p,q > 1, tel que % + é =1, alors
a? bl

ab< —+ —
p q

Théoréme 1.7. "Inégalité de Holder"
VfeLr(Q),Vg € LY(Q), 5+, = 1. Alors f,g € L'(Q)

| f9 ey <N f el 9 1l zage) (1.3)

Apreés ce bref préambule nous rappelons la définition et quelle que résultat nécessaire

des espaces de Sobolev.

Définition 1.6. Soient Q un ouvert de R™ et 1 < i < N, une fonction v € L}, () a une

loc

dérivée faible dans L} () s’il existe f € L, .(Q) telle que pour tout p € CX() on a

loc loc

/Q ()P dz — — /Q F@)olz) de (1.4)

Cela revient a dire que la dérivée au sens des distribution de u appartient a L},.(€2).

Si f est donnée par la relation ci-dessus, on posera

=50 =

Lorsque o € N", on note | a |= oy + a9 + -+ + «, la longeur de « et on note 0%u =

Oft -+ 9% dans la suite 0*u désigne la dérivée faible d’une fonction u € L, ()



1.3 Espace de Sobolev 9

Définition 1.7. Pour 1 < p < oo, l’espace de Sobolev WP () est définie par :
WP .= {u e LP(Q);YVa € N",| a |[< m, 0% € LP(Q)}.

L’espace LP(Q) étant muni de la norme || u || o= v ||, (ou pour 1 < p < oo, on note

I = [ o) P o)

On muni lespace de Sobolev W™P(Q) de la norme

3=

It llnp=1  llwmo@=I @ lmp@= | D I 0%

laj<m

1.3.1 Les espaces de Sobolev W'?(Q),IW,*(Q)

Soit €2 un ouvert borné de R™ et soit p € R avec 1 < p < o0.

Définition 1.8. L’espace de Sobolev W1P(QQ) est défini par :

whe — {u € LP(Q);3g1 -+ ,gn € LP(Q) tel que / u

On note H}(Q)) = W12(Q)

Proposition 1.1. L’espace WP est un espace de :
1. Banach pour 1 < p < o0
2. Réflexif pour 1 < p < oo
3. Séparable pour 1 < p < oo
En particulier, l'espace H' est un espace de Hilbert séparable.

Définition 1.9. Soit Q) un ouvert borné et régulier. On peut définir une application linéaire

et continue

U WTP(Q) — LP(09)
u— P(u)

Prolongeant Uapplication trace des fonctions continues sur € :

Yu € W™P(Q) N CQ) : Y(u) = ulyy,

Op :—/giap‘v’goeCfo(Q)Wzl---
Q
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L’application trace est continue de WP () dans LP(0N2), ce qui signifie qu’il existe une

constante Cq telle que
Vu € W (Q), [l ooy < Collullwmas(o)

Proposition 1.2. Soit Q un ouvert borné et régulier. On peut définir une application

linéaire et continue
(I Wl’p(Q) — LP(09)

u > Y(u)

Prolongeant Uapplication trace des fonctions continues sur € :
Vu € WP(Q) N CY(Q) : (u) = ulyq
Donc, on peut définir [’espace Wol’p(Q) comme suit :

WhP(Q) = kertp = {u € WH(Q) : ¥(u) = 0}
= {u € Wl’p(Q) : u|ag = 0}

L application trace est continue de WHP(2) dans LP(OSY), ce qui signifie qu’il existe une

constante Cq telle que
Yu € WH(Q), [[(u)]|r@a) < Callullwir)

Remarques 1.1. Soit u € WHP(Q), 1 < p < oo avec supp u C 2, alors u € Wol’p(ﬂ)

Définition 1.10. On définit H}(Q2) comme la fermeture de C>(2) dans H(S2).

Autrement dit :

HY(Q) = {u € H(Q); 3¢, € C=(Q) tel que ¢, — u dans H'(Q)}

1.3.2 Inégalité de Sobolev

Théoréme 1.8. "Sobolev Gagliardo Nirenberg"

Soit Q CR", soit 1 < p < n, on définit p* = n"—_’;) ou de fagon équivalente par ]% =

S I
|
3=
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alors :

WhP(Q) c L (Q)

De plus, il existe une constante C' = C(p,n) telle que :

| ullpr @< C |l Vu [l Vue WP (Q)

1.3.3 Inégalité de Poincaré

Théoréme 1.9. Soit Q un ouvert borné de R™. Alors il existe une constante Cq > 0 tel
que :
lullzr@ < Ca ll V| Yu € WeP(Q)

Corollaire 1.1. Soit Q) un ouvert borné. alors || u ||W01,p(Q) est équivalent a || Vu || 1r(q)-

Preuve C’est une application direct du Théoréme d’isomorphisme de Banach.

1.3.4 Injections Sobolev

Théoréme 1.10. Soient Q un ouvert borné de R™ et p € [1,n[, alors l’espace de Sobolev
WtP(Q) s’injecte continument dans LP" ()

Plus précisément, il existe une constante C,,, > 0 tel que :

lull o < CrplIVull L

avec
-1
1o, — =P
n—p
np ; »
2. p*f = est l’exposant critique de Sobolev.
n—p
_ [ Ou ou
Corollaire 1.2. Soit 1 <p<ooc on a:
1.1<p< N  alors WH(Q) — LP (Q) ou }%:%—%
2.p=N alors WhP(Q) < L1 VYq € [p, +o0|

3. p>N alors W'P(Q) < L™
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avec injections continues

De plus, sip> N on a pour tout u € WHP(Q)

| u(@) —uly) [< Cllullwirelz =y |*  ppVr,yel

avec « =1 — % et C' une constante qui dépend de p, N et Q2 En particulier,

Wie(Q) ¢ C(Q)

Théoréme 1.11. "Rellich-Kondrachov"

On suppose que 2 un ouvert borné de classe C*, on a :
1. si p< N  alors WY(Q)— LP(Q) Vpe€[l,p*] ou ]% =
2.8 p=N  alors W'"(Q)— L? Vg€ [l,+o0|
3. st p>N alors  WP(Q) — C(Q)

avec injections compactes

1.3.5 L’espace Dual de W'*(Q)

Définition 1.11. On désigne par W‘l’p/(Q) Vespace dual de Wy (Q), 1 < p < oo et par
H=YQ) le dual de H}(Q).

Remarques 1.2. On identifie L*(Q) et son dual, mais on’identifie par H}(Q) et son

dual.On a le schéma sutvant :
Hi(Q) c L*(Q) c H'(Q)

avec injections continues et denses.

1.4 Opérateurs elliptiques du deuxiéme ordre

Définition 1.12. Soit Q un ouvert de R™. On appelle équation aux dérivée partielles

linéaire du second ordre, toute équation de la forme

Lute) = S aite) g0 g+ 3 hla) g+ clahate) = f(a), (15)
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ou les fonction a;;, b;, ¢ et f ne dépendent que de la variable x = (x1,...,x,) € Q. Soient
A(x) (resp. A(z)) la plus petite (resp. la plus grande) valeur propre de [a;j(x)]. L’ équation
(1.5) est dite elliptique en x si A(z)A(x) > 0 . Si Iéquation est elliptique et si les
coefficients (a;j) sont continus, on peut toujours supposer X\(xz) > 0. Une classe particulié-
rement importante d’équation elliptique est celle ou A(x)/A(x) est borné indépendamment

de x ; Uéquation (1.5)) est alors uniformément elliptique.
Soit 2 un ouvert de R™. On se donne n? fonction aj
a;;: Q—R, 4,j=1,...,n,

vérifions les hypothéses suivant sur les fonctions a;;

H1 Les fonctions a,; sont bornées
3C >0, Vo € Q, Vi,7, |a;;(x)] < C.
H2 Les fonctions a;; sont symétrique
Vo €, Vi, 7, ai; = aji.
H3 Ellipticité

I, 1), R, VE € R™, aléf® < Zaz’jézfj < an¢f?.
i,
ou |EP =&+ ...+ & . En fait Dexistence de oy résulte de HI.
L’hypothése d’ellipticité montre en particulier que pour tout x, la matrice A(x) €
M, (R) définie par
A(z) = (aij(r))1<ij<n-

est une matrice symétrique définie positive Vo € €. De plus, sa plus petite valeur

propre est minorée par ay.
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1.4.1 Opérateurs sous forme divergence

Nous considérons des opérateurs elliptiques sous forme divergence, de la forme

"0 0 ,
Il s’agit d'un opérateur différentiel du deuxiéme ordre. Il agit en particulier sur les

fonctions C'*° a support compact

Vo € C°, Ly = Z ( g;p) (1.7)

Jl

Si on ne fait pas I'hypothése supplémentaire de régularité sur les coeflicients a;; (par
exemple a;; € C') alors Ly est définie au sens des distributions. De maniére générale, si
v appartient a un espace de Sobolev W?(Q) , alors on peut définir Lv = f comme une

distribution par

Vi € C° (Lv, ) = / Z a;;(z &) o (1.8)

= 81‘1 oz, j

La classe la plus générale dans laquelle ((1.8) a encore un sens est

0
W) = {u e L@ € (1n). 2 € (@)
J
On rappelle que
Ll

loc

(Q) ={g € LY(K)| VK compact C Q}.

Ainsi sous les hypothéses H1, H2, et H3, Lv peut étre défini, au sens des distributions,
pour tout v € W,2H(Q).

Remarques 1.3. Si les coefficients a;; sont des fonctions plus réguliéres, alors on peut
définir Lv pour des classes plus larges de fonctions.

Par exzemple a;; € C*(Q2) , alors Lv peut étre défini pour toute distribution v € D'(2)

. 0 0
VY € CF, (Lo ¥)pp == <v(x), o (a—f)>
J . D! D

1,j=1

L’expression du membre de gauche appartient a C°(Q) = D(2) car a;;(x) € C*(Q)
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0
et 8—:2 e CX(Q)
Exemple : L’exemple le plus simple d’un opérateur elliptique est celui ou les coeffi-

cients sont a;; constants, en particulier le cas ou
Q5 = (51']‘, VZ,],VZL’ e
avec
1 1=y
0 i#]

Autrement dit
A(x) = Idgn Yz e Q

On a alors
A
L= —
=1 0@ 6.73]'

Au vu de la discussion précédente, on peut définir Av pour v € I/Vllocl(Q) distribution sur

Q, et plus généralement pour tout v € D'(Q)

1.4.2 Opérateurs qui ne sont pas sous forme divergence

On peut également considérer des opérateurs de la forme

_ i 0?2
L=2 a@g,
iLj

ij=1

Bien entendu, si les coefficients a;; sont constants ,les deux opérateurs L, et L coincident.

En revenche, si on ne fait pas d’hypothese de régularité sur les coefficients a;;, on voit
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que L ne peut étre défini pour des fonctions de I/Vlloc1 Néanmoins il est facile de voir que
L peut étre défini pour W;-?

loc

2
1,2 1,1 .. OMu 1
W, =>=ueW,  |Vi,j—— € L; .(Q) .
loc loc | ) 8(1316.’13'] loc( )

Dans la suite de ce travaille, nous nous intéresserons au probléme "inverse" : étant donné

f une fonction sur €2, et v tels que
Lv=f,

que peut-on dire de v? Dans un premier temps nous supposerons qu'un tel v existe,
et nous nous intéresserons aux propriétés de qualitatives de v. Le cas le plus simple est

bien entendu f = 0, out nous considérons les solutions du probléme homogéne

Lv = 0. (1.9)



Chapitre 2

Principe du maximum pour les opérateurs

elliptique du deuxiéme ordre

Dans ce chapitre, nous démontrons plusieurs version du principe de maximum pour les
équation elliptique du second ordre & savoir un principe du maximum pour les fonctions

de H'. Nous discutons de plus effet des termes d’ordre 1 et d’ordre 0.

2.1 Formes classiques du principe du maximum

Nous commencons, pour fixer les idées, par étudier le principe du maximum pour

L = —A, le Laplacien.

2.1.1 Le laplacien

Soit 2 un ouvert borné et régulier de R™ . On a

Théoréme 2.1. Soit u une fonction de classe C*(Q) telle que u € C(Q). On suppose que

—Au(z) >0, Vre (HI)

Alors

;Ié%u(x) = xle%fsz u(z) (2.1)
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En particulier, si u(x) > 0,Vx € 0%, alors
u(z) >0, Ve (2.2)

Remarques 2.1.

1. Si —Au(z) < 0,Vz € Q en considérant -u, on déduit du Théoreme (2.1)) qu’alors

sup u(z) = sup u(z)
z€Q z€0Q

2. En particulier si Au(x) = 0,Vx € Q, on obtient

inf u(y) <wu(x) < supu(y) VeeQ

yeIN =y

Preuve du Théoréme (2.1) : Nous allons commencer par donner la preuve dans le

cas ou la fonction u vérifie I'hypothése plus forte (inégalité stricte) suivant

—Au(x) > 0,Vz € Q (H2)

Ensuite par un argument d’approximation nous en déduirons la preuve dans le cas général.

A . Preuve de (2.1)) lorsque u vérifie(H2)

Comme € est fermé borné et qu'on y a supposé u continue, il existe z, €  tel que

u(zo) = ;Ielgu(y)

1.e

u(zo) < wu(z), VreQ
Nous avons alors ’alternative suivante.
i) xo € 09, alors (2.1)) est automatiquement vérifiée.

ii) zp € Q, on peut alors écrire la forme classique de minimalité sous la forme :

ou
8Ii

Vu(xg) =0, i.e (x0), Yie{1,..,n} (2.3)

92
Hess u(xg) > 0, et en particulier a—g(xo) >0, Vie{l,..,n} (2.4)
€T=

(2



2.1 Formes classiques du principe du maximum 19

Rappelons que Hess u(x) représente la Hessienne de u, i.e

9%u
H =
ess u(7) (axiaxj ) 1<i,j<n

La condition du deuxiéme ordre (2.4 signifiée que Hess u est positive en xg.

Comme ,
"L 9%
AU((E()) = - a—x?(l'o)
on déduit donc de (2.4)) que
Au(zo) >0

ce qui contredit (H2). L’alternative (ii). est donc exclue, ce qui établit (2.1
sous I'hypothese (H2).

B. Cas général Preuve de (2.1 lorsque u vérifiée (H1)
On utilise un argument perturbatif. 'idée est de construire une fonction ¢ €

C%(Q) N O(Q) qui vérifie (H2)
—Ap >0 sur 2

Ensuite pour € > 0 on pose u. = u + €p de sorte que u. vérifie (H2). On applique

alors la partie A, puis on fait tendre ¢ vers 0 pour conclure.

i) Construction de ¢ : Soit z; la premiére coordonnée de R". Considérons la fonc-

tion
o(z) = (a1, ..., x,) = —exp(z1), Vo = (21, ...,2,) € R"
On a 50 5
8—:17% = —expr; 8—1722 =0,st1#1
donc

—Ap = —ZW =expr; >0,V e
i=1 i

ii) Etude de u.. Posons u. = u+e¢p, pour ¢ > 0 Comme — Ay > 0 et par hypothése
—Au>0ona:
—Au. >0, sur Q ,Ve >0
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i.e u. verifie(H2) donc

inf u, = inf wu,
inf ue(z) = inf uc(v)

Comme u. — u uniformément, on en déduit ({2.1))

2.1.2 Opérateurs elliptique avec un terme d’ordre 1

Le résultat précedent peut se généraliser aux opérateurs du type
n

ou
Z Y 92,01, 8x (%j Zz: b o

ij=1
ou les fonctions a;; définies sur {2 sont continues et vérifient
Va, Vi, 7, aji(r) = a;(x)

et telles qu'il existe ag > 0,y tels que V€ = (&1, ..., &) € R™

awlé* <3 ai&i& < g

i,J
i.e A(z) = (@ij)1<ij<n est elliptique. On a alors

Théoréme 2.2. Soit A(x) = (aij)1<ij<n comme ci-dessus, et b une fonction continue de
Q vers R* .Soit u € C*(Q)NC(Q)

—Lu(z) +b-Vu(z) >0, VeeQ  (HI bis)

i.e
- 9%u " Ou
_ v Bt 0
Z aij T, (x) + Z b; v Vx €
7,0=1 =1
Alors

inf = inf
inf u(z) = inf u(z)

Preuve Elle est similaire & celle du Théoréme ([2.1)) On commence par démontrer (2.1))
sous 1'hypothése plus forte

—Lu(z) +b-Vu(z) >0, YxeQ  (H2 bis)
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A Preuve de (2.1)) lorsque u vérifie (H2 bis) Soit 2 €  tel que

u(x) = inf ufy)

Si x € 012 la propriété est vérifie. Sinon = € € et la condition du 1¢" ordre donne
Vu(xg) =0 ie 2%(x) =0 et donc

ox;
b-Vu(zg) =0 (2.5)
c’est-a-dire la condition du deuxiéme ordre donne

Hess u(zg) >0 (au sens des matrices symtriques) (2.6)

Soit (e, ..., e,) une base orthogonal dans laquelle la matrice (a;;(x0))1<ij<n SOit
diagonalisable de la forme diag (A1, ..., A,) ou \; > «ap, Vi € {1,...,n} Dans cette

base, soit (x1, ...,x,) les coordonnées cartésiennes associées. On a alors

" Q% " 0%
Lu(xg) = Z /\iﬁ(wo) > Z w(%)

i=1 ¢ =1 ¢

et donc
Lu(zg) >0 (2.7)

par (2.5) Ainsi en combinant (2.5)) et (2.7]), on obtient

—Lu(zo) + b - Vu(z) <0

ce qui contredit (H2 bis). Il en résulte que '’hypothése zq € €2 est & exclure et donc

xo € 0F) ceci donne donc ([2.1)).

B Cas général : u vérifie (H1 bis) on construit ¢ tel que :
—Lp+0b-Vp>0,sur Q (2.8)
a cet effet, introduisons p > 0 et considérons

Y = —exp(pz1)
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On a alors 9
— Lty = a1 exp(jurr) = plan exp(jur)

L1

de méme
o
b- Vi, = bla— = —puby exp(pry)
T

et donc

—Lip, + b - Vb, = (pPar — pbr) exp(pxr)

L’hypothése d’ellipticité donne a;; > ag. Donc

pray — pby > o — pl|bl| e = p(pon — [|b]| L)

lIbll Lo
oo

de sorte que si g > o = , on a

—Lpyy +0-Vp,, >0
On choisit donc ¢ = 9, pour p > 1 de sorte que ¢ vérifie (2.8). On pose ensuite
U = u—+ep, pour € > 0 et comme —Ly +b- Vi > 0 et par 'hypothése on a
—Lu. +b-Vu. >0

i.e u. vérifie (H2 bis ) donc

inf u.(z) = inf u.
;Ielﬁu () inf u ()

par passage au limite ¢ — 0 en déduit le résultat du Théoréme ([2.2)).

2.1.3 Opérateurs elliptique avec un termes d’ordre 0 et d’ordre 1

Le résultat précédent ne s’étend pas au cas des opérateurs avec un terme d’ordre

quelconque 0, i.e du type

2

iy

i?j

u(z) +b- Vu(z) + c(z)u(z)
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Pour s’en convaincre, considérons le cas n=1, I =] — 1;1[, et l'opérateur —u” + u, la

fonction u(x) = exp(-x) + exp(x) vérifie
" +u=0

mais ne vérifie pas (2.1))

En revenche, la conclusion ([2.2)) reste vraie, comme nous allons le voir dans le résultat

suivant, si en fait plus de condition sur le terme d’ordre 0

Théoréme 2.3. Soit Q un domaine bornée de R" . On fait les méme hypothéses sur A

et b que dans le théoréme Soit ¢ une fonction continue sur ), supposant que i.e
clx) >0, VreQ
Soit u € C*(Q) N C(Q) telle que
—Lu+b-Vu+cu>0, surf
c’est-a-dire
n 2

— Za”(x)%a%u(x) +b-Vu(x) + c(z)u(z) >0, Ve

ihj

Si, de plus u(x) >0, x € 0L, alors

u(z) >0, Vzel
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Preuve On commence par démontrer le résultat sous ’hypothése plus forte :
—Lu(z) +b-Vu(z) + cu(x) >0, Ve € Q@ (H2 ter)

A . Preuve lorsque u vérifie (H2 ter). Par ’absurde, on suppose qu’il existe = € € tel

que
u(z) <0 (2.9)
u(zg) = ingu(x) <0 (2.10)

et donc zg, le minimum, appartient a  (car u(z) > 0 sur 0f2) Comme dans la

preuve du Théoréme , on a
—Lu(zg) +b- Vu(xg) <0
Comme ¢ > 0, par I’hypothése , on en déduit que
c(xo)u(xg) <0

Donc
—Lu(zo) + b - Vu(zo) + c(zo)u(z) <0
ce qui contredit (H2 ter). L’hypothése (2.9) est donc fausse, et (2.3) est vérifie.

B cas général On construit comme pour les Théorémes (2.1) et (2.2)) une fonction
@. Soit p1 > 0 et considérons

¢ = —exp(px1)
on a alors
— Lo = p*ayy exp(pa)
bV = —u’by exp(px;)
cp = —cexp(uzi)
et donc

~Lp+b-Vop+cp = (u*ar; — by — c) exp(pr)
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comme c une fonction continue sur , 33 > 0 telle que
lef <8
Alors d’aprés 'hypotheése d’ellipticité et |by| < ||b]| 1.
(p?an — p’by — ) exp(uzr) > oy — pl|bl L, — B

Soit f(u) = pPag — pl|b|| .. — B, en étudier le signe de la fonction f, calculons A,
et )\1, )\2

A, = |b]|%, + 4B > 0,

= VA,

20[0

N LRV

2060

Alors pour pp € R /[ A1, Ao] et > pg
Hoo — tiollbllz., — B> 0

par suite

—Lp+b-Vo+cp>0dans )

Ensuite en pose u. = u + €p et on conclut par la partie A que
us > 0 dans §,
Par passage a la limite ¢ — 0, on obtient

u > 0 dans §,
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2.2 Principe de maximum pour les opérateurs ellip-

tique sous forme divergence

Dans cette partie, on considére un domaine € borné régulier de R", un opérateur

elliptique du deuxiéme ordre sous forme divergence, i.e

0 0 ,
Lu=— Z 2, (aija—%u> = —div(A(x)Vu)

ij=1

On les coefficients a;; sont des fonctions bornées sur €2 telles qu’il existe oy > 0, et oy > 0

vérifiant

"0
Ofo|f|2 S Z %am&{j S Oél|§|2, \V/l’ - Q,Vf - Rn (211)

ij=1

aij(z) = aji(x), Vo € Vi, j (2.12)

Définition 2.1. ([2]) Soit u € Hy alors u vérifice

— div(A(z)Vu) > f (2.13)
Sip e CX(Q), ona
- ou Oy
E . - > o0 > .

ij=1
Remarques 2.2. On montre que les fonctions C°(Q) sont denses dans HZ () ,([2.14])

est donc équivalente a

= Ju Ov
(TS 1 , > )
g /Qaw(x)axi o, = /Qfgo,Vv € Hy(Q),t.q v>0 sur Q (2.15)

ij=1

Théoréme 2.4. Soit A(x) = a;j(x)1<ij<n vérifiant (2.11)), (2.12) . Soit u € H*(Q)

vérifiant
— div(A(z)Vu) > 0, dans §) (2.16)
Alors

) = gy )
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Preuve On utilise une méthode de troncature. Posons

k = inf
xlenaQu(x)
On supposera —oo < k < 400, sinon k£ = —oo implique par le Théoréme de Trace que
inf,cq u(x) = —oo . Considérons alors la fonction
w=—(u—k)”

de sorte que w > 0, et w = 0 sur IQ et donc w € H}(2). On peut donc utiliser w comme
fonction test dans (2.15)). Il en résulte

%‘

7,0=1

l.e

k)" 0(u—Fk)~
> [ A

1,7=1

et par (2.12)) on a donc
) O(u — k)~
ao/|Vu— )7? < E /am : o, <0

7,7=1
Ainsi
/ |V (u — =0.
et donc
(u—k)” =0.

Ceci signifie u(z) > k sur €2 et la conclusion en découle.

Théoréme 2.5. Soit A(x) = a;j(x)1<ij<n vérifiant (2.11)),(2.12) et ¢ une fonction de
L>(Q) tel que
c(x) >0

Soit u € H'(Q)tel que
—div(A(z)Vu) +cu >0, dans Q
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e
> > . > .
”21/ a;;(z 81‘1 8% +cup >0, Vo e CX(Q), t.gp>0 sur Q (2.17)
et
u(x) >0, sur 02 (2.18)

Alors
u(z) >0, dans V€ (2.19)

Preuve : Par densité (2.17)) est équivalent a

ou 0
Z/ —u—v+cuv>0 v e Hy(Q),t.qv >0 sur Q (2.20)
= éhcl Ox;
Prenons alors
v=—u
de sorte que v = —inf(u,0) > 0 sur  comme u > 0 sur 0Q,u~ = 0 sur 0 et donc

v € H}(Q) par (2.20) on a alors

—Z/a %ai%—cuu >0,
TN O, Ox;

1,7=1

l.e

6u ou~ 9
E = 7= <
/ 8@ +clu™|* <0,

i,7=1 ]
et par ellipticité
/ ao|Vu P+ cJu <0 (2.21)
Q

Comme ¢ >0, u~ =0 et donc u > 0 sur €

Remarques 2.3.

1 Si ¢ n'est pas positive, la conclusion du Théoréme peut-étre contredite. par exemple

pour n=1, Q=]0,1[,L =u" , et ¢ = —k*n? alors pour u = sinkwz on a

—u"4+cu=0

u(0) =u(l) =0
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mais u change de signe sur €)

2 Néanmoins, pour un domaine ) donné, la condition
c(x) > 0.
peut-étre affaiblie par la condition

clx) > =N\ (2.22)

ol
A\, = inf {/ [Vol?, 0 € Hy, vl 20) = 1}
Q

En effet, par définition de \;,Yv € H}(Q)

A / of? < / Vol?
Q Q

En retournant a (2.21)), on voit que (2.21)) implique sous Uhypothése (2.22) v~ =0

et donc u >0, sur

2.3 Le principe du maximum fort

2.3.1 Une premiére version du principe maximum

Soit Q = (a,b) .Soit u € C2(Q) N C(Q) telle que
u" >0 sur (a,b). (2.23)
En suite, nous affirmons que
u(r) < u(a) Vu(b) Yz € (a,b). (2.24)

ot V désigne le maximum entre deux nombres. En effet si v atteint un maximum intérieur
o,
Le

u(zo) > u(zx) pour tout x dans un voisinage x (2.25)
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En utilisant un développement de Taylor, on obtient

u'(&)

u(z) = u(xg) + u'(wo)(x — o) + 5

est compris entre xy et x. De (2.25) on obtient
(o= ) {al(an) + 0(6) (2570 )} <0

pour x proche de x(. nous donne

' (zg) =0 u" (&) <0
pare passage a la limite x — x(, nous avons

u'(z9) =0 u'(xg) < 0. ceci conredit (2.23)

{2 un sous-ensemble ouvert borné de R™ et a;;,0;,4,7 = 1,...,n des fonctions dans 2 tel
que a;; satisfait

al-j(:v)@fj >0 Vo € Q,g eR" (226)
nous avons

Théoréme 2.6. Soit u € C*(Q) N C(Q) supposons que

n

> ay(@)d, ut Y bi(r)0u>0 VreQ (2.27)
=1

4,j=1

alors
u(z) < r%%xu(x) Vo € Q. (2.28)

Preuve pour une C? — fonctions on a
2 a2
amizju - 8xj$¢u

Sans perte de généralité supposant que A = (a;;) est une matrice symétrique. sinon on
remplace a;; par 3(a;; + a;;) dans (2.27).Comme u € C(2) et Q compact ,u atteint son

maximum en un point de Q0 .si (2.28)) n’est pas vérifier , alors v atteint son maximum en
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un point xg € €2 alors pour chaque £ € R” la fonction
v(t) = u(wo + t€)

atteint a maximum locale en t=0 cela implique que

i.e
Op,u(20)& = 0, 02, u(w0)&€; <0,  VEER" (2.29)

Comme A = a;;(zo) est symétrique il existe une matrice orthogonale ) et une matrice

diagonale D tell que
A=QDQ'

Supposent que
d1 (ZL‘O) 0

0 dn (ZL‘())
Si” -7 dénote le produit scalaire habituel dans R™ alors ([2.26]) s’écrit

AL -€>0, YEeR™
Cela implique que
DE- €= QUAQE €= AQE-QE >0, VEER
et en particulier pour £ = ¢;
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Si 0%*u désigne la matrice Hessian de u & x4 on a

Z oy ($0)8§w].u(iﬂo) = tr(Ad0*u) = tr(QDQ'0*u) = tr(DQ'0*uQ) (2.31)
ij=1
(nous avons utilisé le fait que pour deux matricesMy, My, tr(M;Msy) = tr(MyM;)) Si nous
définissons C' = Q'0*u(x0)Q = (¢;;) par (2.29) on a

C¢- &= 0"u(z)Q¢ - Q¢ <0 VEER"

et donc comme ci-dessus ¢;;(z9) < 0,Vi = 1,...,n . En Combinant (2.29),(2.30),(2.31) on
obtient

n n

> aij(0)d2,, u(zo) + Y bi(w0)0,u(0) = tr(DC) =Y dy(o)cii o)

irj=1 =1 =
qui contredit (2.27)) et conclut la preuve du Théoréme ([2.6)

Remarques 2.4. Le résultat ci-dessus est vrai pour A= (a;;) =0
Le probléeme suivant est de voir ce qui se passe lorsque linégalité n’est pas stricte.

Dans ce cas, nous avons

Théoréme 2.7. Supposons qu’il existe un vecteur & # 0 tel que pour certaines constantes
positives v, o

Soit u € C*(Q) N C(Q) satisfaisant

D ay(@)0 ut Y bi(x)deu>0, VeeQ (2.33)
1,j=1 i=1
alors
u(x) < r%?zxu(m), Vr €Q (2.34)

Preuve Considérons la fonction

us(z) = u(x) + ce?(&?)
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(cv est une constante positive & choisir ultérieurement). On a

Oy, Ue = Oz, u + cae®E)g;
aizjue =02, Jutea 2elEo)g e

Ainsi

z": 0;_%_ a;jue + Zn: O, it

ij=1 i=1
= Z 8;% aiju + Z 8xlblu -+ Ozea(é'z){a%ij&fj + Ctbzfl}
ij=1 i=1

> e oy — ad} > 0
pour « assez grand. En appliquant le Théoréme (2.6) , nous déduisons que
u.(z) < maxu, < maxu + emaxe®®® Yz e Q.
o9 o9 o9

quand € — 0 on obtient
u(x) < rrégxu(x), Vo € Q)

Remarques 2.5. Dans le cas de on ne peut pas avoir car u = cte est une
solution de .

Théoréme 2.8. Supposons que les hypothéses du Théoreme ([2.7)) , sans

vérifie. Notons ¢ une fonction telle que
c(lx) >0 Ve (2.35)

Soit u € C?(Q) N C(Q) satisfaisant

Z ;i ()0, u + Zb x)0p,u — c(x)u >0, Vae . (2.36)

,j=1

Alors
u(z) < nggxu*(:c), Vo € Q) (2.37)
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Preuve Considérez ’ensemble ouvert
O ={z € Q| u(x) >0}

si QF est vide , alors (2.37) tient clairement. Sinon ([2.36)), nous avons

n

Z aij(x)ﬁixju + Zbi(x)ﬁmiu > c(x)u >0, surQF
i=1

ij=1
et par le Théoréme ({2.7))

< < *
u(z) < rggfu(as) < maxu (x),

Ceci compléte la preuve du Théoréme.

Remarques 2.6. (Principe de minimum). Sous les hypothéses du Théoreme (2.8) si u

Lu := Z aij(x)ﬁixju + Zbi(x)f)miu —c(z)u <0, Vrel
i=1

ij=1
alors -u satisfait et on a

—u(x) < r%%x(—qu)(a:) — u(zr) > — Hégxu_(az) = min (u")
Remarques 2.7. Une conséquence du principe mazimum est ['unicité de la solution du
Probléeme de Dirichlet associé a l'opérateur L défini en remarque (2.6) plus
généralement si u,v € C*(Q) N C(Q) satisfaire

—Lu < —Lv dans Q
(2.38)

uw < v sur 02

alors
u < v dans (2.39)
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2.4 Principe du maximum dans les petits domaine
Soit €2 un ouvert bornée de R" et ¢ € C2° on note

Jo MV Ve

fQ @

c’est-a~dire A1 () est la premiére valeur propre du probléme :

)\1 (Q) = inf

—div(MVy) = A\ dans §)
v=2>0 sur §2
Lemme 2.1. Soit
w(r) :=inf{\(Q), |2 =r}
Alors w(r) — +oo sir— 0

Théoréme 2.9. Soit u € H}(Q), c(x) € L>=(Q) tel que

e () lloo < AL(E)
— div(MVu) > c(z)u(z)

alors

u > 0.

Preuve On a

/fQMVu -

Al(Q)/u_QS/MVu_-Vu_
Q Q

—/MVu-Vu_
Q

< / o) (u)?
< / ¢ (o) (u)?

n@) [ @ <l [

par suit

(2.40)

(2.41)
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daprés (240)
(@)~ et / ()2 <0
alors

u- = 0.



Chapitre 3

Symeétrie des solutions positives de quelque

probleme elliptique semi-linéaire

Dans ce chapitre, nous démontrons le Lemme de Hopf et la symétrie des solutions
positives d'un probléme elliptique semi-linéaire en utilisant la méthode des hyperplans

mobiles.

3.1 Le principe du maximum de Hopf
Soit u € C?(Q) N CQ) tel que
u" >0 dans Q = (a,b) (3.1)
Par le Théoréme
u(z) < M = max{u(a),u(d)}, VreQ.
Supposons que le maximum M soit atteint en un point donné zy € €2, donc
' (z0) =0

par, (3.1) u’ est croissant, par suite v'(z) < 0 si z < xg et v’ > 0 si > g, autrement
dit u(x) est décroissant si x < xy est croissant si x > xy, mais u(zg) = M alors u est

nécessairement constante. Notre objectif dans ce qui suit est de généraliser ce résultat
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pour les opérateurs elliptique sur un ouvert de R™.

Définition 3.1. "sphére intérieure” ([2] ;page 102)
Soit Q) un ouvert de R™, on dit que € vérifier la condition de sphére intérieure en un point

zo de OS) s7il existe une boule ouverte B(y,r) C Q0 de sorte que xo € B(y,7).

Remarques 3.1. () satisfait la condition de la spheére intérieure si cette condition est
vérifiée en tout point xy de OS2
— Intuitivement la boule B(y, R) est "tangente" & 022 du moins quand 0) est réqulier.

— Le vecteur normale en zq est donné par @

Lemme de Hopf 3.1. Soit ¢ une fonction bornée. supposons qu’il existe \ positifs tel

que

Z%‘&fg‘ > A¢J?

Z?]

Soit u € C?(Q) tel que

Z aij(x)ﬁi’mju + Z bi(x)0p,u — c(x)u >0, dans Q (3.2)
ij=1 i=1

Considérons un point xo € 0§2 et supposons que

(1) u est continu en x (3.3)
(17) u(xg) > u(x), Vr e (3.4)
(i7i) satisfait une condition de sphere intrieure en x (3.5)

Soit v un vecteur normale a 02 en o alors si la dérivée normale %(zo) existe, on a

ou
5(%) >0, (3.6)
pour
c=0 u(xo) arbitraire.
c>0 u(zo) > 0. (3.7)

c arbitraire u(xg) = 0.
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FIGURE 3.1 —

Preuve

Considérons la fonction v définit par
v(z)=e " — e >0 (3.8)
ou p=|z—yl|,r <p< R et aest une constante positive a choisir . On a

— —ul? 2
Dp,0 = Dy, e Y = 2067 (2; — 1)

—ap? —ap?
azixjv = da’e” ™ (z; — y;)(zj — y;) — 20e” "6y

Ainsi, si Lu est défini comme le coté gauche de (3.2)), notons Lt 'opérateur défini comme

L avec ¢ remplacé par ¢™. Nous avons avec la convention de sommation

Lo = a; {402 (z; — y))(x; — y;) — 20" 655} + b{ =20 (z; — )} — cfe " — e "}
> e~ {4a’ai; (i — yi) (@) — ;) — 20(ai; + bilw; — y) — '}
> e~ {402z — yI? — 20(|au| + bl — y]) - ¢*}
> e~ {40’ \r? — 2a(|ag| + |b|R) — ¢*} > 0 sur Br(y) \ B:(y)

pour « assez grand

A la frontiére de B, (y) nous avons, comme u est continu,

u—u(zg) < —7 <0
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pour une constante positive 7. et pour € assez petit, nous avons

u—u(xg) +ev <0 sur 0B, (y) (3.9)

De plus sur 0Bg(y) nous avons (voir (3.4) (3.8))
u—u(xg) +ev <0 sur 0Br(y)
Ainsi

Lt (u —u(zo) + ev) = Lu — ¢ u+ ¢ u(xg) + L™ (v)
> —c (u—u(xg) — ¢ u(xo + ¢ ulxg

>0

pour toutes les fonctions ¢ vérifiant (3.7). En appliquant le Théoréme (2.8)) avec L remplacé
par Lt on déduit
u—u(xo) +ev <0 sur Br(y)\ B (y)

comme v(x) = 0, nous avons pour h > 0 assez petit
u(xg — hv) —u(zo) + e(v(zg — hv) — v(xp)) <0

par passage a la limite A — 0 on obtient

ou v
= > o2
ov (20) 2 “ov (o)
Mais
Ov ~alzo—yP
E(QJO) = Vou(zg) - v = —2ae (xg—y) - v<0

Théoréme 3.1. supposons que les hypothéses du lemme (3.1) sont vérifiés. Soit u €
C?(Q) satisfaisant
Lu>0 sur(
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S1 ) est connexe et si

c =0 et u atteint son maximum ['intrieur de Q
ou ¢ >0 et u atteint un maximum non negatif 'intrieur de Q (3.10)

ou bien c arbitraire et le mazimum de u sur € egale 0

alors u est constant dans )

Preuve : Supposons que u n’est pas constant et atteint un maximum M dans 2. Soit
I’ensemble
Q" ={z] u(zr) < M}

Puisque u n’est pas constant, {2~ est un sous-ensemble ouvert de {2 qui n’est pas vide et
tel que 902~ N Q n’est pas vide ( sinon, alors Q@ C O~ U (R™ — Q ) ce qui contredit la
connectivité de €2.) .Soit y € Q tel que y soit plus proche de 92~ que de 9. Considérons
alors Bg(y) la plus grande boule contenue dans €2 soit zy € Bg(y) tel que u(zg) = M

.d’apres le lemme (3.1]) on a
ou

ov

(v est la normale extérieure de ’ensemble Bg(y)) mais cela contredit le fait que zq € Q

(.Z'O) >0

est un point le maximum car Vu(zg) = 0 Ainsi, u est constant. Ceci compléte la preuve

du Théoréme.

Remarques 3.2. Une conséquence du Théoreme (3.1)) est que si Q est borné et M dénote

le maximum de u en et si nous sommes sous les hypothéses du Théoreme (3.1)) alors

u=M sur Qouu<M sur

3.2 Application : Symétrie des solution positives

Le principe de maximum que nous venons de voir permet d’obtenir des propriété

qualitatives des solutions des équations elliptiques.

Définition 3.2. ([3];page 255) Soit Q@ € R"™. On dit que 2 est conveze dans la direction

Ty St

V(x1,2"), (11, 2") € Q alors (axy + (1 — a)y,2') € Q2 Va € (0,1). (3.11)
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Théoréme 3.2. Soit Q un domaine borné dans R™ convezre dans la direction x, et symé-
trique par rapport a Uhyperplan x1 = 0 (voir figure (3.2) ). Soit u € C*(Q) N C(Q) une

solution positive du probléme

—Au = f(u) dans Q
u =0 sur 02

(3.12)

ou [ est une fonction continue de lipschitzienne. Alors w est symétrique par rapport a

Uhyperplan x1 = 0 et 5
S0 sur Q- = {z € Q|z; <0} (3.13)
81'1

A :L",

|

T| (2N —11,2") 0
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Preuve On utilise la technique dite des hyperplans mobiles. Posons

—a= inf = (3.14)

(z1,2")EQ

Pour —a < A < 0 nous définissons T}, 2, comme
Th={zeR"|z1=X}, Lh={z Q]| <A} (3.15)

On Définit
wr(z) = w2\ — 21, 2") —u(xy,2'), z=(x1,2") € X\ (3.16)

Nous avons dans >y

—Awy = —Au(2\ — 21, 2") + Au(zy, o)
_ @A =2, @) = flulen )}

)

=: c(z, \)wy

avec ¢(x, A) = 0 si wy = 0. De plus nous avons par le fait que f est Lipschitziennes que

c¢(x) est uniformément bornée par rapport a A puisque
le(x,\)| < L VreX, VA (3.17)

ou L est la constante de lipschitzienne de f. Puisque u est positif, nous avons par le

principe maximum
wy > 0,wy #0  sur 0X,. (3.18)

(notons que wy = 0 sur Ty N Q.) Pour —a < A + a assez petit , ¥ est étroit dans la

direction x; et par le principe du maximum dans les petites domaines on déduit
wi(xz) >0 dans Xy (3.19)
(Voir (3.17))) Par le principe du maximum fort (Théoréme (3.1]) ) nous avons en fait

wr(x) >0 dans Xy (3.20)
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Soit (—a, i) le plus grand intervalle pour lequel

wr(x) >0 dans Xy VA € (—a,p) (3.21)

Nous affirmons que p = 0. sinon supposons p < 0. Par continuité, nous avons
wu(z) >0 dans X,

et par le principe de maximum de Hopf
wu(z) >0 enX,

Notons K un ensemble compact dans ¥, tel que

N

Zu\ K| <

Ou 0 est un nombre réel que nous fixerons plus tard. (|- | est la mesure de Lebesgue)
K nous avons

wy,=m>0

Ainsi par continuité pour e assez petit on a
Wu+52%>0 sur K
On peut aussi choisir ¢ suffisamment petit pour que
S \ K[ <0

Maintenant pour § assez petit ( voir (3.17))) Le principe du maximum s’applique a

iﬁe = Y, 4 \ K. plus précisément puisque

—Awyte — cwyre =0 dans X4,

Wyte(z)y = 0 sur aim.

On déduit donc que w4 > 0 dans 5 ute €t enfin par le principe du maximum fort

Wpte >0 dans ¥,

. sur
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Cela contredit la maximalité de p et nous avons donc
wi(z) >0 dans X\, VA€ (—a,0).

Laissons A — 0 dans I'inégalité ci-dessus et rappelons la définition de w) on arrive a
w(—xy,2") > u(ry, ) V(r,z) € Q1 <0
Comme u(—x1,2') est également une solution positive de (3.12)
w(zy, ') > u(—z1,2"), V(ry,2') €, r <O.

cela montre que

u(—z1,2") =u(xy,2')  V(ry,2)eQ x1 <0
et la symétrie de u par rapport a I'’hyperplan x; = 0 est démontrée. Maintenant pour
chaque A € (—a,0) que nous avons

wa(z1,2') >0 dans 3y,  wr(z1,2") =0 sur Ty NQ.

Par Lemme de Hopf et le fait que la normale en (A, z’) est donnés par e, on obtient

(90.))\ . 8w,\

E()\,x') = a—xl()\,x') < 0V’ tel que (A, ') € Q

revenons a (3.16)) nous obtenons
—20r1u(A, ') <0 V' tel que (A, 2') € Q
C’est (3.13)) et ceci complété la preuve du Théoréme.

Remarques 3.3. On a par symétrie de u
Oz1u < 0 sur QF = {z € Qlxr; > 0}

et par la continuité de O,,u, 0y, u = 0 sur Ty N €.

Corollaire 3.1. Soit Q = Br(0) C R™. Soit u € C*(Q) N C(Q) une solution positive de

—Au = f(u) dans Bgr(0)
u=0 sur 0Br(0)
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Ou f est lipschitzienne continu alors u est une fonction radiale autrement dit
u(r) = u(lz)
avec U : (0, R) — R . De plus @’ < 0 sur (0, R)

Preuve : Cela découle directement du Théoréme (3.2 puisque u est symétrique par

a port a tout hyperplan passant par 1’origine.
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