REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE

Ministére de L'enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

UNIVERSITE IBN KHALDOUN TIARET

Faculté des Mathématiques et d’Informatique
Département des Mathématiques

Spécialité : Mathématiques Appliquée
Option : Analyse Fonctionnelle et application

Présenté en vue d’obtenir le diplome de MASTER
Présenté par :

KHELLOUFI MOHAMED
BOUMEDIENE AHMED
KHALED KHODJA KARIMA

Quelques généralisations de L'inégalité de Gruss a ’aide de 'opérateur de Riemann

Liouville

Devant le jury composé de :

Preésident MCB Mr.Halim Banali
Encadreur MAA Mr.Mohammed Sofrani
Examinateur MCA Mr.Souid Mohammed Said

Promotion : 2019 / 2020



%WW

Je remercie tout d’abord ALLAH pour m’avoir donné la capacité.
de savoir et réussir afin de réaliser ce travail
A mon encadreur Mr : SOFRANI MOHAMMED
Et A notre enseignant et modéle Mr : SENOUCI ABD-EL KADER ce qui nous encouragés et
aides dans notre parcours académique
J'ai eu I’honneur d’étre parmi vos étudiants de bénéficier de votre riche enseignement.
Vos qualités pédagogiques et humaines sont pour moi un modéle.

Votre gentillesse, et votre disponibilité permanente ont toujours suscité mon admiration.
Veuillez bien Monsieur recevoir mes remerciements pour le grand honneur que vous m’avez
fait d’accepter U'encadrement de ce travail.

Aux membres du jury
Messieurs les membres du jury, vous nous faites un grand honneur en acceptant de juger ce
travail.

Je dois un remerciement 4 toute I’équipe d’enseignement pour leurs qualités scientiques et
pédagogiques.

Je tiens a remercier chaleureusement, tous mes proches et tous ceux qui, de prés ou de loin,

m’ont apporté leurs sollicitudes pour accomplir ce travail.



. % Al co tvworid s "
Ma mere et mon pere pour leur soutien et leurs encouragements et que Dieu la protege.
\

A

Mes soeurs et mes fréres et tout ma famille pour leurs disponibilités a entendre mes
frustrations et les sources de mes tensions et toujours m’aider avec mes souhaits de bonheur et

de réussite dclns leurs vies

A

i 1 jamai ‘ai ir dans la vie avec sa ]
Ceux qui n’ont jamais cesse de m’aimer et me soutenir dans la vie avec sa gesse et effection
\

A

Tous les professeurs que soit du primaire, du secondaire ou de l'enseignement supérieur

DBlrrmmectine  Aboneed




. %W%Wa "

Ma mere et mon pere pour leur patience, leur amour,leur soutien et leurs encouragements.
\

A

Mes soeurs et mes fréres pour leurs disponibilités a entendre mes frustrations et les sources de

mes tensions et toujours m’aider avec mes souhaits de bonheur et de réussite dans leurs vies
\

A

Tous Mes amis\ et Mes chéres

A

Tous les professeurs que soit du primaire, du secondaire ou de l'enseignement supérieur

TGl gt Mitrmndd



Mon pere qui était pour moi un symbole de courage de fierté merci pour ton soutien.
\
La plus belle perle dans le monde ma chere mere que Dieu te garde et te protege
\
Mes soeurs et mes freres pour leurs

disponibilités a entendre mes frustrations
\

A

Tous ma famille et Mes amis

et Mes cheres
\

A

‘ayant aidé a franchir un horizon dans ma vie
Toute personne m
\

A

Tous les professeurs que soit du primaire, du secondaire ou de l'enseignement supérieur

T Hofe Forome



Table des matiéres

Introduction iii
1 Espaces Fonctionnels 1
1.1 Espaces Fonctionnels . . . .. ... ... ... ... .. ... .. . .... 1
1.1.1 Espaces des fonctions intégrables . . . . ... ... ... ... ..., 1

1.1.2 Linégalité de Holder . . . . . .. ... ... ... ... .. ...... 2

1.1.3 Espaces des fonctions continues et absolument continues . . . . . . 2

1.1.4 Espaces des fonctions continues avec poids C)([a,b]) . . . . . . . .. 3

1.1.5 ThéoremedeFubini. . . .. ... ... ... ... .......... 3

2 Calcul Fractionnaire 5
2.1 Lesfonctions spécifiques . . . . . . . . . ... oo 5
2.1.1 Fonction Gamma . . . .. ... .. ... ... 5

2.1.2 FonctionBéta . . ... ... ... ... .. 0 L. 6

2.2 Calcul Fractionnaire . . . . . ... ... ... oo 8
2.2.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville . . .. ... ... ... 8

2.2.2 Dérivation fractionnaire . . . ... ... ... ... ... ... ..., 10

3 Quelques nouvelles inégalités intégrales de type Gruss 14
3.1 Inégalitéde Gruss . . . . . . . . . . .. e 14
3.2 Généralisations de I'inégalité de Gruss . . . . . . ... ... ......... 16

3.2.1 En utilisant I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville dans le

PIEMICIe CAS . . . v v v v v v vt e e e e 16



TABLE DES MATIERES iii

3.2.2 En utilisant I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville dans le
deuxiemecas . . ... ... 22

3.3 Conclusion . . . . . . ... e 27



INTRODUCTION

E sujet de calculs fractionnaires a gagné en popularité et en importance , au cours
des trois derniers déconnes principalement en raison de ses applications démontres
dans le nombreux de mains divergents de la science et de I'ingénierie ,il fournit en ef-
fet plusieurs outils potentiellement utiles pour résoudre des équations différentielles et
Intégrales, et divers autres probléemes Impliquant des fonctions spéciales de la physique
mathématiques [[6],[7]]
Le but du calcul fractionnaire est généraliser les dérivées des ordres entiers (classiques)
a des ordres non entiers [[6],[7]].

En 1935,G Gruss [3] a prouvé I'inégalité suivante :

1

b . )
s | g - [ rwan s [ gtan < HETED

(1)

avec f et g sont deux fonctions intégrables sur [a, b] et satisfaisant les conditions m < f <
M,p<g<PetmM,p,PeRx¢€|ab].

L’inégalité (1) a évoqué I'intérét de nombreux chercheurs et de la nombreuses généralisation
, extension sont apparus dans la littérature , en citer quelques uns voir[4],[5],[6],[7]-
L'objectif principale de ce mémoire est d’établir de nouvelles généralisations L'inégalités
de Gruss (1), en l'utilisant les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville.

Notre mémoire est organisé comme suit :
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— Le premier chapitre est destiné aux diffents outils et techniques mathématiques
utilisés par la suite : Espaces des fonctions intégrables, espaces des fonctions conti-
nues et absoluments continues et espaces des fonctions continues avec poids.

— Dans le deuxiéme chapitre nous présentons les définitions des fonctions spéciales
les fonctions(Gamma, Beta), et ses propriétes, les définitions de dérivations et
intégrations fractionnaires aux sens Riemann-Liouville

— l'objet de troisiéme chapitre est consacré a quelques nouvelles inégalités de type
Gruss. Nous utilisons l'intégrale fractionnaire de Riemann-liouville avec un pa-

rametre et encore avec deux parametres.
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Notations 1. A :moyenne arithmétique
G :moyenne géometrique
H :moyenne harmonique

Q :moyenne quadratique



Chapitre 1

Espaces Fonctionnels

1.1 Espaces Fonctionnels

1.1.1 Espaces des fonctions intégrables

Définition 1.1. Soit QO = [a,b];(—c0 < a < b < +o0) un intervalle finie ou infinie de R et p €

[1,+oo]

1. Pour 1 < p < +oo,l'espace des fonctions P-intégrables(L,((2)) est I'espace des (classes de

) fonctions f réelles sur Q) telles que f est mesurables et

Jlf(x)ldx < 400
Q

2. Pour p = oo,l’espace L.,(Q) est l‘espace des(classes de) fonctions mesurables f bornées
presque par tout (p.p) sur
Théoreme 1. Soit () = (a,b) un intervalle finie ou infinie de IR

1. Pour 1 < p < 400 ,l'espace vectoriel normé et complet ie : un espace de Banach donc la

norme donnée par :

==

||f(x)||Lp(Q) = ||f(X)||Lp = [J|f(x)|pdx]

Q
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2. Pour p = oo,l’espace L, (C2)est de Banach muni de la norme :

1flloo =inf{M >0:|f (x)| < M p.p sur Q}

3. Pour p =2 ,alors:
L*(Q) = {f : f mesurable a carré intégrable sur Q; ff x)dx < oo}

1.1.2 DL’inégalité de Holder

1 1
Si felLlP(Q)etgeL1Q) ou les réels p et q satisfait a g = I% et I_7+ —=10Ona

[ regtonax < | | 17 |de] U 8l |qu]

Cette inégalité se généralise en considérant les réels p; > 1 donc la somme des inverse est
1

I'inégalité :

égalea1:Yf e LP(Q), [ |[Tf;(x)|dx < ]‘[[j |f]-(x)|pjdx]pj
Q Q

Théoréme 2. (Inégalité de Cauchy-Schwartz intégrable)
Soient f,g € (C([a, b],R))? alors :

b b 20 b 3
Jf(x)g(x)dx < [jfz(X)dx] jgz(x)dx]

1.1.3 Espaces des fonctions continues et absolument continues

Définition 1.2. (voir[6])
Soit Q = [a,b];(—c0o<a<b<+oo)et n e N =0,1,2,... On désigne par C"(Q) l'espace des
fonctions f qui ont leurs dérivées d‘ordre inférieur ou égale a n continues sur () , muni de la

norme :

n n
Wflle = ) Jlf e := ) max|f®
k=0 =0 X€

En particulier si n = 0, C%(Q) = C(Q) I'espace des fonctions f continues sur Q muni de la

norme :

fllc = r;leébXIf(X)
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Définition 1.3. (voir[6])
Soit Q) = [a,b];(—c0 <a < b < +o0) un intervalle finie On désigne par AC([a, b]) I'espace des
fonctions primitives des fonctions intégrables , c'est a dire :

X

AC([a,b]) = { f/Ap e L([a,b]): f(x) :C+J¢(t)dt

a

et on appelle AC([a, b])l‘espace des fonctions absolument continues sur [a, b]

Définition 1.4. (voir[6])
Pour n € N =0,1,2,... on désigne par AC"([a, b)) l'espace des fonctions f ayant des dérivées

jusqu’a l'ordre (n— 1) continues sur [a,b] telles que f"~1) € AC([a, b)) c’est a dire :
AC"([a,b]) = {f : [a,b] = Cet f"V) € AC([a, b))}
En particulier AC!([a,b]) = AC([a, b))

1.1.4 Espaces des fonctions continues avec poids C,([4, b])

Définition 1.5. (voir[6])
Soient Q) = [a, b] un intervalle finie et A € C;(0 < Re(A) < 1). On désigne par C)([a, b]) 'espace

des fonctions f définies sur |a,b] telles que la fonction (x —a)* f (x) € C[a, b] c’est a dire :

Cal[a,b]) = {f :]a,b] > C,(.—a")f () € C([a,b])} (1.1)
muni de la norme
Ifllc, =[|6c— ) f ()] o = max (e —a)* £ (x)] (1.2)

L’espace C)([a, b]) est appelé I’espace des fonctions continues avec poids.

En particulier :Cy([a, b]) = C([a, b])

1.1.5 Théoréme de Fubini

Soient QO = [4,b],Q, = [c,d],—c0 < a < b < +00,—00 < ¢ < d < 400 f(x,9) une fonc-

tion définie sur (); x (), mesurable .Si au moins 'une des intégrales suivantes converge
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[ax [ roomap, [ av | rexpian | [ ronpaxdy (1.3)
0, Q,

absolument :

alors elles coincident.

1.1.5.1 Formule de Dirichlet

Comme cas particulier on a I’égalité suivantes avec comme hypothése la convergence

absolue au moins de 1'une des deux intégrales ,alors

b

fd{ffWJMy=JﬁyfowMx (1.4)
) )



Chapitre 2

Calcul Fractionnaire

2.1 Les fonctions spécifiques

2.1.1 Fonction Gamma

L'une des outils de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma qui prolonge
naturellement la factorielle aux nombre réels positifs (et méme aux nombres complexe a

parties réelles positives).

Définition 2.1. (voir[8])

Soit x € R La fonction Gamma d’Euler est définie par I'intégrale suivante :
[(x)= Jexp_tt"_ldt (2.1)
0

(cette intégrale est convergente pour tout x > 0)

2.1.1.1 Propriétés de la fonction Gamma

Propriétés 1. (voir[8])

Pour tout x > 0, et pour tout n € IN* on a :

[(x+1)=x[(x) (2.2)

T(n) = (n—1)! (2.3)
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) n'n
I = nl—lgloo x(x+1)...(x +n) (2:4)

CasParticuliers
+00
I'(l)= Je‘xxl_ldx =1 (2.5)
0

2.1.2 Fonction Béta

Définition 2.2. (voir[8])

Soient x,y > 0,la fonction Béta est la fonction définie par :
1
B(x,p) = th‘l(l —tP71dt, (Re(x)>0,Re(y)>0) (2.8)
0

2.1.2.1 Propriétés de la fonction Béta

Proposition 1. (voir[§8])

La fonction Béta est reliée aux fonctions Gamma par la relation suivante : Vx,y >0 on a

T()T(y)

T(x+7) (2.9)

B(x,y) =

Démonstration

s R +00 +00
T(x)[(y) = thf‘le‘tl &7 e dtdt, = J 1 (J 2l e Il g, |t
0 0
0 0

en effectue le changement de variable

f =t +t
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On trouve

+0o0 +0o0 , y—l , ,
T(x)[(p) :f tf‘ldtlj (t —t;) e tdt
0 t

+00 ;o t , -1
f etdt | (t-1) tldy
0 0

—_

. t LN
Sion pose r = et on aboutit a:

+00 1

T(x)T(y) = [ e-f'dt’(j (rt) (¢ = rt 1 dr)
0

+

o0

= [ arf priBe )

- (t’)xw—le_t/dt’B(x,y)

B(x,y) = =———
ce qui donne le résultat désiré.
Propriétés 2. Pour tout (x,y) € C ,avec Re(x) > 0 et Re(y) >0,0na:

1. la fonction Béta est symétrique c’est-a-dire que :

B(x,y) = B(y,x)

B(x+1,y)=xB(x,y+1)

3. Sin=y+1 est un entier, cela donne une relation de récurrence

B(x,p) = nTB(x+ 1,n-1)

1
B(x,1)=—
X

5. Six=mrty=mn,on obtient

(m-1)(n-1)!

Blm, n) = (m+n-1)!
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2.2 Calcul Fractionnaire

2.2.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre a € C;(Re(a) > 0),selon 'approche de
Riemann-Liouville généralise la célebre formule (attribuée a Cauchy) d’intégrale répété

n-fois :

a

X 5] [
(I;ff)(x):f dtle dty.... x f(ty)dt,
:—(n—ll)!J; (x—t)" f(t)dt ;(neN)

Définition 2.3. (voir[6],[7])
Soit f € L'([a,b]).L'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre a €
C;(Re(a) > 0) notée 13 f est définie par :

X

(I7 f)(x) = ﬁ J (x— t)“_lf(t)dt ;x>a (gauche) (2.10)

a
Théoreme 3. (voir[6],[7])
Si f € L'([a, b)), alors I¢ f existe pour presque tout x € [a,b] et de plus I¢ f € L'([a, b))
Démonstration (voir[6],[7])

Exemple 2.1. Soient & >0, > —1 et f(x) = (x —a)P,alors :

(I f)(x) = ﬁj (x— 1) Yt -a)Pdt (2.11)

En effectuant le changement de variable

t=a+(x—a)y; (0<p<1)
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alors (2.11) devient

1 X

(Ig f)(x) = (x=1)*" (t—a)d

1 1

= (x—a—(x—a)y)“_l[x+(x—a)y—x]ﬁ(x—a)dy

r(a) JO
1

B ﬁ e-a —9)* (- a)f P dy
x_a)ﬂ+l

_( ! _\a-1.8
= T L(l y)*yPdy

a+p

1
— (x ;(‘2) J; (1 _y)a—ly(ﬁ+1)—1dy

En tenant compte de la fonction Béta (2.8) puis de la relation (2.9) on arrive a :

(x —a)**P

I'(a)
(x—a)*PT(a)T(B+1)
[(a) T(a+p+1)
3 ['(1+p) at
“Tarpen

(Ig f)(x) = Bla,p+1)

Ainsi on obtient

(I (t - a)P)(x) = r(l;(_li_—;ﬁ)l)(x —a)**F

Exemple 2.2. Soit f(x) = xP avec p>-10na

U £ = 1) = o | e e

En posant : t = xu, (2.13) devient

1 1
I19f(x :—J 1— ) Yxu)Pxdu
F00= gy | (0=
En utilisant la fonction Béta (2.8)puis de la relation (2.9) on arrive a :
x[)’+a 1
I9f(x) = f 1—-uw)* 'ubdu
f0=Ty | 0w
p+a
= I“(a)B(ﬁ +1,a)

_ T(@+B) asep
CT(a+p+ 1)(x)

(2.12)

(2.13)
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Proposition 2. (voir[6],[7])
Soient a, p € C tels que (Re(a), Re(B) > 0), pour toute fonction f € L*([a,b]), ona:

18y =1 F =15 g )

Pour presque tout x € [a,b].Si de plus f € C([a,b]),alors cette identité est vrai pour tout

x € [a,b]

Démonstration (voir[6],[7])

Théoreme 4. Soient a > 0, et (f);2] est une suite de fonctions continues et simplement
convergentes sur [a,b]. Alors on peut invertir 'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville et le signe limite comme suit :

12 timfo)| ) = tim (12 )

k—+00

Démonstration (voir[6],[7])

2.2.2 Dérivation fractionnaire

Il existe plusieurs définition mathématique pour la dérivation d’ordre fractionnaire
.Ces définitions ne menent pas toujours a des résultats identique mais elles sont équivalentes
pour un large panel de fonctions .Nous allons souligner les définitions qui sont fréquemment

utilisées dans les applications.

2.2.2.1 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est la plus connue et répandue.

Définition 2.4. (voir[6],[7])
Soit f € L'([a,b]) une fonction intégrable sur [a,bl,la dérivée fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre a € C(Re(a) > 0) notée D f est définie par :

a _ d" n-a _ 1 d" ( n—-a—1
DEF10) = o (I F0) = e | (=0 F (0 (219

a
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avec (n—1) <[Re(a)] < net x>0 En particulier , pour a =meIN, on a

1 (d x
(D)) = Tn(%)f f(t)dt = f(x (2.15)

m+1
O N0) = 555 (er ) | 700 =( 55 ) 2.16)

Par suite la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coincide avec la dérivée clas-

sique pour o« € IN

Exemple 2.3. Reprenons l'exemple de la fonction f(x) = (x—a)P,oit p € R

.0n aura
a B _ d" n—a B
Di(x=a)f = - (177 (x~ o))
o dr [p+1) n-a+B
_dﬂwTM—a+ﬁ+1ﬁx )
alors :

o 3 I(p+1) In-—a+p+1) a
Dit=af = e g Teei—a) &Y
r(ﬁ+ 1) (x_a)[)’—a

“T(p+1-a)

2.2.2.2 Propriétés de la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Par analogie avec la dérivation usuelle , et comme conséquence directe de la relation

(2.10), L'opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est linéaire

Théoréeme 5. (voir[6],[7]) Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de

Riemann-Liouville d’ordre a existent . Alors pour A,y € R, DF(Af + pg) existe et on a :

D7 (Af +pg) = MD; f)(x) + u(Dg g) (x)

Lemme 1. Soit @ € |n—1,n[ et f une fonction vérifiant DS f = 0 alors :

n—1
C;
i=0

rG+1)
ITGj+1+a—-n)

(x _ a)j+afn

~.

Démonstration. Soit

(Dg f)(x) =
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En tenant compte de la remarque(2.13) on a :

d " m—-a _
(5] wenm-
et par suite

m—1
Im af] ZC]

j=0

Maintenant , 'application de Uopérateur 13 a I’équation précédente donne

En utilisant la relation (2.12) on obtient ainsi

m—1

UPHEI= ) &Rt

pr I[j+1+a)

Enfin, la dérivation classique et I'utilisation de la formule

d\" o D(a+1) e
(ﬁ) (x=a) _F(a—m+1)(x_a)

établit le résultat désiré

2.2.2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 2.5. (voir[6],[7])
Soient a € C avec Re(a) > 0 et n € N* tel que (n—1) < Re(a)<net f € C*([a,b]).

La dérivée fractionnaire d’ordre a au sens de Caputo de la fonction f notée ‘DS f est définie
par:

‘D f(x)=17"D"f (x)
~ 1 p f(n)(t) (2.17)
_I‘(n_a);lA(x_t)a—VH-ldt

2.2.2.4 Relation entre I'approche de Riemann-Liouville et celle de Caputo

Le théoréeme suivants établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo

et celle au sens de Riemann-Liouville.
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Théoreme 6. (voir[6],[7])
Soient a < 0,n = [a]+ 1. Si f posséde (n—1)dérivée en a et si DS f existe

alors :

n-1 rk
(D)0 =g | flo -y L

k=0




Chapitre 3

Quelques nouvelles inégalités intégrales

de type Gruss

3.1 Inégalité de Gruss
Soient f et g :[a,b] — IR deux fonctions intégrables sur [a, b],tells que :
m< f(x) <M,p<g(x)<P (3.1)
Alors

IT(f,9) < 3 (M=m)(P~p) (32)

ou
b b b
TUf9) =5 | fWstodx- s | fiods | gtax

et m,M,p,P€R

Théoreme 7. Soient x et y deux nombres strictement positifs et soient Q,A,G et H leurs

différentes moyennes. Alors on a les inégalités :
Q>A>G>H

et

Q=A=G=H

Si et seulement si x =y
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Lemme 2. Soit f une fonction intégrable sur [a,b], telle que m < f(x) < M.
Alors
1 b
(M= AN A ) =)= 5 [ (M= £ () )
= A(f2()) - A (f(x)) (3:3)
et A(f2(x))-A%(f(x) 20
avec
1 b
Af) = 7— | Fldx
{Osf(x)—msM—m
Preuve 3.1. duncotem< f(x)<M=<5 .. (1)
O<M-f(x)<M-m
{o <M-A(f(x)) <M-m
et d'autre part m < f(x) <M = (2)
0<A(f(x))-m<M-m
D’apres (1) :
(f(x)—m) (M- f(x) 20
et D’apres (2) :
(M = A(f(x))(A(f(x))—m) >0
Donc :
1 b
(M- A(fN(Af(x)) —m) = - — j (M = f(x))(f (x) —m)dx
=A(f2(x)-A%(f(x))
D’apres la relation entre le moyenne A et Q on obtient = A(f?(x))—A?(f(x)) = 0
Corollaire 3.1.
A(f(x)) = A2 (f(x)) < (M = A(f () (A(f (x)) = m) (3.4)

Preuve 3.2. (Inégalité de Gruss)
Pour prouver cet inégalité on suive la méthode suivante :
D’apres lemme(2)

T(f,f)20etT(g,8) 20
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et d’apres (3.4) on a
T(f, f) < (M-A(f(x))(A(f (x)) —m)
et

T(g,8) < (P-A(g(x)))(A(g(x)) - p)

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz nous avons :

T*(f,g) <T(f,f)T(g,8)

=|T(f,g)l < VT(f. /)T (8. 8)
< (M -A(f (X)) (A(f(x)) —m).(P-A(g(x))(A(g(x)) - p)

En utilisant la relation entre le moyenne A et G on obtient

(M = A(fON(A(f(x) = m) < (M = A(f(x)) + A(f (x) - m)®
1

(M—A(f( INA(S (x)) = m) < (M~ m)’
T(f, /)< M m)°
de méme :
(& g)éi(P p)
Alors

3.2 Généralisations de ’'inégalité de Gruss

3.2.1 Enutilisant l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville dans

le premiere cas

Lemme 3. Soit f une fonction intégrable sur [a, b[.Vérifiant la condition (3.1) sur [a,b|, alors

pour tout x € [a,b] ,a >0
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Ona:

Preuve 3.3. Soit f une fonction intégrable sur [a, b[ satisfaisant la condition (3.1) sur [a,b],

Vx,y €lab] ona:

On multiplie (3.6) par

(b_a)a a a 2

T(a+1)I fZ(X)—(I f(X))
B (b-a)* N (b—a)*
N Mr(a+1)_I f(x))(I flx)= T(a+1)

(b-a)®
Ia+1)

I (M = f (x)) (f (x) —m)

(M = f(x)(f(9) =m) + (M = f () (f (x) - m)
(M= f@)(f(®)—m) = (M- f(x))(f(x) —m)
= f20)+ () - 2f (0)f ()

)a ,v€lablona:

_mae-1 o a-1
wri& A4_f“”000—mﬂ+(bﬂ2) [(M = £ )(f (x) = m)]
_myae-1 b— a-1
——(br(yoz) (M= F@)(f ()= - r<’2> [(M = f(x))(f (x) - m)]
Lk’ i FETETSP
T W)+ @2 @0f )]

Par intégration on a :

’ (b-p)*" (b-p)"
[ oo ST s - ETE )y

(b-y)*"

(P (-
« \ Tla)
(" (b-p)""
Ja Tl@)
(" (b-p)""
Ja Tl

(@

M=) (-
(M
(M

:(wa—yf* 2
. T

fo(x)d

- f@)(f(y)-m)dy

= fO))(f (x) = m)dy

Y-y
o[ o

b b— a-1
D)2 [ S —remrmay

(3.6)
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b a-1 a-1
(b-9) (b-9)
== [ (T - C Ty

b (b—y)”‘_1 (b—y)“_l
_L( ['(a) M- T(a) f(y))dy(f(x)—m)

T(b-y)
‘L Ty~ M= fO)(f(p)-mdy
b bh— a-1
_(M—f(x))(f(x)—m)f ( r(yoz) iy

b b— a—-1 b b— a—-1 b b— a-1
—rw [T+ ([ R w2 [ CT oy

)
== £ 1 ) ) M= 1) 1) 0

[(a+1)
b_ o4
17 (M= F) (1) = m) = (M = F() ()= m) 1 57
_JU (b_a)a a
— 172+ 1200 g |- 200
Et maintenant a la méme maniere en multiplie (3.7) par (bgﬁa)il et x € [a, b] et par intégration
on obtient :
. (b-a)® \ 1 ("
(1501~ ) ey |, 60 (1= g

(b—a)” . I 1
+(W+1)M—I f(y))mja (b—x)""" (f(x) - m)dx

1 ’ a-1
—I“((M—f(y))(f(y)—m))mj (b-x)"dx
a b
(b—a) Lf (b= )" (M = f(x)) (f (x) - m) dx

T(a+1)T(a)
o a)f)lafz(x) —2I7f (I f (v)

L)

INa+1)
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" (b—a)a (b—a)a ¥
= (I f(y"r<a+1>m)(r<a+1>M‘I f(x))

(b—a)" o N (b-a)*
+(r(a+1)M_I f(y))(l fx)- F(a+1)m)

(b—a)*
[(a+1)

b_ (44
“Tarn’ /O I(‘(a f)l)lafz(x) =21 f (I f (y)

Si on appliqué x =y dans (3.8) on obtient le lemme (3) :

(b—a)*

—IT (M= f(p)) (f(p) —m)) I(a+1)

(b—a)®

— I (M = f(x))(f (x) —m))

Théoreme 8. Soit f et g deux fonctions intégrables sur [a, b| satisfaisant la condition (3.1) sur

[a, b[ alors pour tout Vx € [a,b] et a >0
Ona:

(b-a)* ( (b—a)

2
1,(OHr1)1011((36)8(36)—I‘)‘f(x)lag(x) < 2F(a+1)) (M —m)(P - p)

Preuve 3.4. Soit f et g deux fonctions satisfaisant la condition (3.1) définie par :

H(x,y)=(f(x)- f()(g(x)-g®)) ;x,y¢€][ab]

a-1
On multiplie (3.10) par 3_(b}3(60)()

et En intégrant par rapport x on obtient :

J~b (b _x)a—l
T R fxgl) = fp)g) + f(v)ey)]dx

(P -x)! P(b-x)*!
- [ =gty [ ET i rwgax

b bh— a-1 b b_ a1
_L ( r();)) (f(y)g(x))dx+L ( r();)) (f(®)g(v)dx

b b

i [ =0 s o [0t (gt as
b b

i [ o=t fgnare s [ 0-0 s

(b-p)!
T(a)

De la méme maniere en multiplie (3.11) par

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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et en intégrant par rapport y on obtient :

b b- a-1 b b— a-1
([ CF e wsenay -1 [T gy

b b— a-1 b—a) b b— a—-1
g [T sy S [T sy (312)

b-a)” b a)
= 1(“((1 f)l)l‘* (f()g(x) =T f ()18 () = I"g(x)I* f (y) + é(a f)l)I“ (f()g())

Pour x =y Alorson a :

b—a)® b—a)®
1(“(a f)nl“ (f()g(0) ~ 17 (1 g(p) =17 g1 f(p) + é(a f)l)za (f)2)) -
b-a)® -
— 201 (gl - 217 01 g
On appliqué I'inégalité de Cauchy Schwartz on obtient :
b—a)® 2 b—a)? b—a)®
f s gt —I“f(x)g(x)) < (1(~ s -1t f<x>2)( g0 - 1o
(3.14)
On sait que :
{(M ~ FEN(f(x) = m) 2 0
(P—g(x))(g(x)—p) =0
(b-a)® ,
Ta+ 1)1 (M = f(x))(f(x)=m) >0
= et (3.15)
O 1a (p_ g(x)) (g0x) — p) 2 0
T(a+1) EXNEH =P
(b—a)* , a b-a)* a (b—a)”
(F(a + 1)1 fz(x) - f(x)z) = (Mr(a +1) -1 f(x))(l F0 - mr(a + 1))
= ¢t (3.16)

b—a)® b a)a -
(é(af)mlagz(x)—lag(xy)S(P( d —I“g(x))(I“g(x)—P( a))
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d’apres lemme (3) et les inégalités (3.14),(3.16) en déduit que :

b—a)® 2 . -
I(‘(a j)l)laf(x)g(x)_Iaf(x)lag(x)) S(Mé(m)n_”f ))(Iaf(x)—mé(a ?1))

(b—a) a a (b—a)”
><(Pr(o¢+1) -1 g(x))(l g(x>_pr(a+1))

(3.17)
En utilisant la relation entre le moyenne A et G on obtient :
(b ario)[re (b-a)"\ _((b-a)° ’
4(Mr(a+1 ke )(I f(x)_mr(an))S(r(an)(M_m))
et (3.18)
(b-a)* . (b-a)*\ _((b-a)® ’
4(Pr(a+ n! g(x))(I 8 =Py 1)) : (F(oc+ 1)(P_p))

d’apres (3.17),(3.18) on trouve le théoreme(8) :

b—a) ? b—a) ((b-a) 2
= (F e g1 rs) < 1ol S -m) ({0 -p)

(b—a)®
INa+1)

I7f(x)g(x) =17 f(x)["g(x)

Corollaire 3.2. Si a =1 on obtient :

o\
‘(br 2“)) I ()0 -1 FI" g

dx—
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3.2.2 En utilisant l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville dans

le deuxiéme cas

Théoreme 9. Soit f et g deux fonctions intégrables sur [a, b[ satisfaisant la condition (3.1)

sur [a, b[.alors pour tout « >0,>00na:

2

(f’aﬂ) o) + {1 g 1o 15|
b-a) op (b=ap
(Iﬁf 7o) M ‘Iﬁf(x))(l fo-myg )

l( a—i—l —I“f )
W (b—a)ﬁ " (b—a)®
[( TR )(Iﬁg )+(Pr<ﬁ+1>‘1ﬁg("))(l g<x>—Pr(a+1))]
(3.19)

Nous avons besoin du lemme suivant pour preuve cet théoréme

Lemme 4. Soit f et g deux fonctions intégrables sur [a, b[ .alors pour tout x € [a,b],a >0, >0

Ona:

(b-a (b—a)ﬁ . .
(MJrl IPf(x) (/3+1)I f(x)g(x) = 1% f (x)IPg(x) ~ IF f (x)I% g (x)
(b a “ N
( T(a+ fox TS fAx) =21 f()IP f (x) ) (3.20)
(b- b—a)B
(r( o P8 (x ((ﬁf)l)lag2(x)—2I“g(x)1’3g(x))

a-1 p-1
Preuve 3.5. Multiplie (3.10) par %,x,y € [a.b] Alors :

(b-x)*"" (b —y)F!
T(a)T'(B)

En intégrant par rapport x on obtient I'égalité (3.11) d’apres la preuve de théoreme(8) :

[f(x)g(x) + f ()8 (y) - f(x)g(¥) = f(¥)g(%)]
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de la méme maniere en intégrant (3.21) par rapport y on trouve :

b\l b\l
([ Care v mgnay) -1 [T —sma)

(p) p)
b(p—p)P1 b—a) | (Y (b=y)fL
g [ O f(y)dy)+1§(af)1)(j B wsiay)  (6522)
_(b-a)f . 2)"
=t SR8 -1 (Ig(y) - 178 f(7) ml’g(f(y)g(y))

Pour x =y et d’apres l'inégalité de Cauchy Schwartz :

b—a)® b—a)P 2
:[(1("(0( : Iﬁf(x)g(x“((/sf)l)”f ~ 1 (1) Iﬁf<x>1“g<x>)]
(b-a (b—a)P N u
S(r<oc+1 R (/mff 2 f (I f () ) (3.23)
b b p
X(1(“(az :-1)1)Iﬁg2(x)+ 1(“(ﬁ f)1)lag (x)—zf“g(x)lﬁg(x))

Lemme 5. Soit f une fonction intégrable sur [a, b[ satisfaisant la condition (3.1),alors pour

tout x € [a,b],a >0,>00na:

— ) —a)B
oy )Iﬁf2<x>+ e f @ =21 (o
b-a" . b-al |, [, -2 iy 00"
=My 0 )(Iﬁf(")‘ F(ﬁ+1))+(MF(ﬁ+1)_Iﬁf(x))(l 0=
(bh-a) b-af ,
P M = PN 0= )= T M = PN )=

(3.24)
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Preuve 3.6. On multiplie (3.7) par (b;ff)j)fl et en intégrant par rapport x € [a,b] on trouve :
(b—a)® ) 1 Jb »
=[1¢ m (b—x)P"H (M = f(x))dx
=10 s . d

(b—a)® . 1 (P .
+(W+1)M—I 1) i | 02 g1 ma

1 (° O
—I“«M—f(y))(f(y)—m))mf (b— )P dx
(b-a)* 1 (" s
r<a+1>Tﬁ>L b=y

_-af (b .
Y )+ e ) - 28 1 )

. (b—a)” N (b—a)f
=\ a+1 )( /3+1 _Iﬂf(x))J’(r(aH)M_I f(y))(lﬁf(x)_r(ﬁn)m

B
17 (M = F ) () =) o

= f) (f (x) —m)dx

— 1P ((M = £ (2)) (f (x) = m))

_(b-af (b-a)° .
“Ten L O e W2
(3.25)
Si on appliqué x =y dans I’égalité (3.25) on obtient le lemme (5)
Preuve 3.7. (prouve le théoréeme (9))
Ona
(M = f(x)(f (x) =m) 2 0
(P-g(x))(g(x)=p) 20
Ig();)la) (M = f(0)(f (x) = m) 2 0 et 1(“1(7/3:-1)1)1 (M= F(x))(f(x)=m) >0
=et
b—a)® b—a)b
1(“(05:-1)1) P(P—g(x))(g(x)=p) > 0et Ig(ﬁf)l)la(P—g(x))(g(x)—p)>O
—élzaf)f) (M~ f(x))(f(x) - ))_g(?/s_ﬂ) M= f(x))(f(x)—m)) <0
¢ (3.26)
1P g(x0)5) =) (P~ (e~ p) <O
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On appliqué le lemme (5) pour f et g on trouve :

(b—a)* (b-a)f @ f ()P
r(a+1)1ﬁf2(x) /3+1If SIS (x
b-a)* (b—a)f

- (Ml 1o )(Iﬁf(x)‘mrwﬂ))

(b- ) a (b a)”

R e 2
—(b_a)al’g(M—f(x))(f(x)—m) ( D oM = F) () - m)
[(a+1) T(B+1)

et (3.27)

b—a) b—a)f
F g )+ 1 ) - 21 g1 g

_[plb—a)* o, (b—a)f

—(Pr(aﬂ)—l g(x))(lﬁg(x)—pr(ﬁﬂ))

(b-a) o (b—a)®
+(Pr<ﬁ+1>‘lﬁg(x))(1 g(")‘prmn))
(b—a)® (b-a)f ,
—r(a+1)15(P—g(x))(g(x)—p)—r(ﬁH)I (P - g(x))(g(x)— p)

D’apres on applique le lemme (4) on obtient :

( Lo, e () 1Pa() — 1P £ ()17 )2
(( (/3+1)If —I9f(x)[Pg(x)—IP f(x)I"g(x)
. (b-aff\ ( (b-a)f . (b—a)
( T )(Iﬁf(x)‘mr<ﬁ+1>)+(M e 1)1
(b- (b-af
MH 1M = FON(F6) = m) = {7 M = F) ) =)
. (b-a)f\ [ (b-a)f . (b—a)"
( 71 )(Iﬁg” P (ﬁ+1))+(P1“(/3+1)_Iﬁg(x))(l g(x)"’r(ml))
- 1ﬁ<P— g -p) - L= f5(p_ g()(g()-p)
F(a+1) SRR (ST R

(3.28)

Alors d’apres les égalités (3.28) et (3.26) on obtient le théoreme (9)
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Corollaire 3.3. pour o = f appliqué dans la théoréeme (9) ona :

2

b—a)
(fa s gt -1 st |
b-a)* a (b—a)® b-a)* a (b—a)*
S(Mr(a+1)_l f(x))(l f(x)_mr(a+1))X(Pr(a+1)_I g("))(l g(x)_pf(a+1))

D’apres la relation entre le moyenne A et G (I’égalité(3.18)) on trouve :

(b_a)a o a a 2 1 (b—a)a 2 (b_a)a 2
:>(r(a+1)1 f(x)g(x)—I f(X)I g(x)) SR(F(&+1)(M_m)) (r(a+1)(P_p))

'(b—a)“

2
o ) (= mp=p)

b—a)®
1 (gte) - 17 (15t < 5o

Corollaire 3.4. Si a = f =1 on obtient :

—a)l\?
<(Gr) = mie=p)

o
‘“}(2“)) ' f(gt0) 1 f ()1 glx)

1
(b-a)’

b
i | g

=

b b
L f(x)de g(x)dx < (M - m)(Pp)
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3.3 Conclusion

L'objet de ce mémoire on utilise l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville pour établir
de nouvelles Inégalités intégrales de type Gruss .
Nous donnons deux résultat principaux sont :

— le premiere traite certains inégalités en utilisant un parametre fractionnaire

— le deuxieme résultat concerne d’autre inégalités utilisant deux parametre fractionnaires
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