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INTRODUCTION

Le 30 septembre 1695.L’Hopital a écrit a Leibniz afin de I'inter-
roger au sujet d’une notation particuliere qu’il avait employée dans ses
publications pour la n'®®¢ —dérivée d’une fonction f(z). L’Hopital pose
alors la question a Leibniz, sur le résultat de cette dérivée pour 'ordre
d2z, qualifiée de «paradoxe apparent» 111, 12].

Dés le 18%™¢ siécle, les prémices du concept de dérivation frac-
tionnaire, c’est-a-dire d'une opérateur de dérivation de degré non entier,
apparaissent dans des écrits de L.Euler de J.L.Lagrange et au début du
19%me siécle, avec P.S. Laplace et N.H. Abel.

Les avancés les plus marquantes sont celle de J-Liouville dans ses
multiples mémoires a 1’école polytechnique entre 1832 et 1835. Puis la
contribution de B. Riemann en 1847 faisant que les noms de ces deux
mathématiciens restent attachés a la fameuse définition que nous rappel-
lerons plus loin. Une liste de mathématiciens qui ont fourni des contri-
butions importantes au calcul fractionnaire jusqu’au milieu du 20°™¢
siécle, inclut :P.S. Laplace (1812), J.B.J. Fourier (1822), N.H. Abel (1823-
1826), J. Liouville (1832-1873), B. Riemann (1847), H. Holmgren (1865-
67), A.K. Grunwald (1867-1872), A.V. Letnikov (1868-1872), H. Laurent



ibntroduction

(1884), P.A. Nekrassov (1888), A. Krug (1890),J. Hadamard (1892), O.
Heaviside (1892-1912), S. Pincherle (1902), G.H. Hardy et J.E. Little-
wood (1917-1928), H. Weyl (1917), P. L’evy (1923), A. Marchaud (1927),
H.T. Davis (1924-1936), A. Zygmund (1935-1945), E.R. Amour (1938-
1996), A. Erd’elyi (1939-1965), H. Kober (1940), D.V. Widder (1941),
M. Riesz (1949), ...ect|11].

Le sujet principal de ce mémoire est 1'étude de les inégalités inté-
grales fractionnaires en utilisant 'intégrale de Riemann-Liouville.
Dans ce mémoire non présentons de nouvelles inégalités intégrales frac-
tionnaires utilisant 1'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville géné-
ralisée.

Ce mémoire décomposée en trois chapitre de la maniére suivante :
Dans le premier chapitre nous présentons les notions préliminaires
utiles qui sont utilisées dans les autres chapires, donnons un rappel de

I'intégrale, puis nous présentons l'espaces fonctionnels.

Dans le deuxiéme chapitre nous commoncons par quelques fonctions
spéciales importantes dans la théorie du calcul fractionnaire.

Le troisieme chapitre nous présentons certaines inégalités intégrales,en
utilisant l'intégarle fractionnaire de Riemann-Liouville généralisée.




Chapitre 1
Préliminaires

1.1 Intégrale simple
Définition 1.1.1

Soient f une fonction définie sur un intervalle I et F' une de ces
primitives, et a, b deux point de 1.
La quantité F'(b) — F'(a) est appelée intégrale de f entre a et b est

notée fab f (z)dx, est la somme de ces aires algébriques quand x varie
de a a b.
Pour calculer fab f (z) dz.
e Une intégration directe .
e Intégrale par partie

b b
[r@swa-r@a@l- [ 1w

e Un changement de variable.



1.1. INTEGRALE SIMPLE

1.1.1 Propriétés usuelles de 'intégrale

e Linéarité : Soient f et g deux fonctions continues sur un
segment [a, b] & valeurs dans R ou C, X et p deux nombres réel ou
complexes. Alors

b

/ab()\f () + pg (x)) dx:A/abf(x) dx+u/a g (x) dx

e Positivé et croissance. Si f est une fonction continue et
positive sur [a, b], alors f;f (x) dx > 0.
Si f et g sont deux fonctions continues sur [a, b] a valeurs dans R telles
que pour tout = de [a,b], f (z) < g (), alors f;f (z) dv < f;g (z) dz

1.1.2 Fonctions définies par des intégrales

1. La fonction v = [ f (¢) dt,
f est intégrable sur un domaine D dans R, a est un nombre fixé
de D. La fonction 1) est continue et dérivable si f et continue.

2. La fonction ¢ = fff (x,t) dt,
Cette fonction est définie sur D tel que, pour tout
(x,t) € D x [a,b] , f (x,t). Est continue, dérivable et intégrable
sur D.

* La dérivée de 1 est donnée par la formule

d [’ i,
%/af(a:,t) dt = i 8—£(x,t)dt




1.2. ESPACE FONCTIONNELS

Théoréme 1.1.1 (Fubini)

Soit f € LY([a,b] X [c,d]) une fonction mesurable. Alors

/[G)b]x[c’d]f (x,t) dedt = / (/ f (z,t) dt) /Cd (/abf (x,t) d:c)

1.2 Espace fonctionnels

1.2.1 Espaces des fonctions intégrales
Définition 1.2.1

Soient 2 = (a,b)(—o0o0 < a < b < 400) un intervalle fini ou infini
de Ret1<p<oo.

1. Pour 1 < p < oo, L'espace LT(£2) est I'espace des (classes de)
fonctions f réelles sur € telle que f est mesurable et

b
/ If ()P dx < +o0

2. Pour p = o0, 'espace L>(€2) est I'espace des (classes de)
fonctions mesurables f bornées presque partout (p.p) sur €2

Théoréme 1.2.1

Soit 2 = (a, b) un intervalle fini ou infini de R.
1. Pour 1 < p < +o0, L'espace LP(£2) est un espace de Banach muni
de la norme :

b
I£1= ([ 1f@P d)
2. L’espace L>(£2) est un espace de Banach muni de la norme :

| flloo=1nf{M >0:|f(x)|< M p.p sur Q}

5



1.2. ESPACE FONCTIONNELS

1.2.2 Espaces des fonction continues et absolument
continues

Définition 1.2.2 [12]

Soit 2 =[a,b] (oo <a<b<oo)etn=0,1,...
On désigne par C™()) l'espace des fonctions f qui ont leur dérivées
d’ordre inférieur ou égale a n, continues sur €2, muni de la norme :

n

[ llen := DI Plle = Y- max |£9()
k=0

,neN
xef)
k=0

En particulier sin = 0, C2(Q) = C(Q) I'espace des fonctions f
continues sur {2 muni de la norme :

| Flles= max| £ ()

Définition 1.2.3 [12]

Soit 2 = [a,b] (—oo0 < a < b < 00) un intervalle fini.
On désigne par AC' ([a,b]) l'espace des fonctions primitives des
fonctions intégrables, c’est a dire :

AC ([a,t) = (/3 ¢ € Lt fla) =c+ [ oty
et on appelle AC' ([a, b]) 'espace des fonctions absolument continues
sur |a, 0]
Définition 1.2.4 [12]

Pour n =0, 1, ..., on désigne par AC" ([a,b]) I'espace des fonctions
f ayant des dérivées jusqu’a l'ordre (n — 1) continues sur [a, b] telles
que f"Y € AC ([a,b]) c’est & dire

AC" ([a,b]) = {f : [a,b] — C et f™ Ve AC ([a,b])}
En particulier AC? ([a,b]) = AC ([a, b])

6



1.2. ESPACE FONCTIONNELS

1.2.3 Espaces des fonctions continues avec poids

Cy (la, b))

Définition 1.2.5 [12]

Soient €2 = [a, b] un intervalle fini et A € C(0 < R(N) < 1).
On désigne par C) ([a,b]) 'espace des fonctions f définies sur |a, b]
telles que la fonction (x — a)* f(x) € C ([a,b]) c’est & dire

Oy ([a,0) = {f :]a,t] — C,(.—=a)*f(.) € C ([a,0)}  (11)

muni de la norme :
I fllex= ll(z — a)* f(z) o= max |(z — ) f(z)] (1.2)

L’espace C) ([a, b]) est appelé 'espace des fonctions continues avec
poids.
En particulier, Cy ([a,b]) = C ([a, b])

Définition 1.2.6
L’espace Ly ;([a, b]) : est 'espace des fonctions f mesurables sur [a, 0]

c’est-a-dire :

fe€ Lyi([a,b]) & |f (2)|P2" de, E>0 ,1<p<o0
[a,0]

Définition 1.2.7 [6]

Soit f € Ly x([a,b]). L'intégrale fractionnaire généralisée de
Riemann-Liouville Jc?’k d’ordre a > 0 et k > 0 est défini par

(k+ 1)t

t
(o) / (tF T — MYk () da, o > 0,0 < t <D,
Q a

Tt f(t) =

Jotf(t) = f(2),
voir [5, 8, 10].




Chapitre 2

Eléments de Calcul
Fractionnaire

Dans ce chapitre, nous présentons d’abord deux fonctions importantes
dans la théorie du calcul fractionnaire. Puis, on définit I'intégrale
fractionnaire et la dérivée fractionnaire et leurs propriétés.

2.1 Fonctions spécifiques pour la dérivation
fractionnaire

Dans cette section, nous présentons les définitions et quelques propriétés
de la fonction Gamma d’Euler et la fonction Béta liée a cette fonction.

2.1.1 Fonction Gamma d’Euler

L’un des outils de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma
qui prolonge la fonction factorielle aux nombres réels positifs(et méme
aux nombres complexe & parties réelles positives).



2.1. FONCTIONS SPECIFIQUES POUR LA DERIVATION FRACTIONNAIRE

Définition 2.1.1 [13]

Soit € R}, la fonction Gamma d’Euler est définie par l'intégrale
d’Euler de second espéce

[ (z) = /+OO e "t*ldt
0 :

avec t71 = ellz=1) Int],
Cette intégrale est convergente pour tous les réels positifs.

Preuve.

+00
[(z)= / t* e tdt
0 9

1 +00
:/ tx_le_tdt+/ t e ldt,
0 1

On applique le théoréme de la convergence dominé
Site|0,1]
Lorsque ¢ tend vers a 07"

90 (t) — tl’—le—t S tl’—].’

fol @ (t) dt a un sens si z > 0.
Sitell,+oof

Lorsque t tend vers a +oo

1

p (1) <5

Alors flo @ (t) dt est convergente pour tout = réel.
Donc la fonction Gamma est convergente pour tous les réels positifs.

Exemple 2.1.1




2.1. FONCTIONS SPECIFIQUES POUR LA DERIVATION FRACTIONNAIRE

Calculons T' (1) et T (3)
+00
I (1) = / e tdt = 1.
0

1 oo
r <—) = / t2etdt,
2 0
Posons t = 2% dt = 2t2dz. Donc

1 e
I (—) = 2/ e " dx,
2 0

Pour calculer cette intégrale posons

too
A :/ e Vdx.
0

+00 +00
A? :/ e+y2dy/ e*:"gdx,
0 0
+00 400 5 9
= / / e~ @) dady.
0 0

Le calcul est plus simple a réaliser qu’on effectue les coordonnées

polaires
2 2ot 2
A® = / / re " drdf,
0o Jo
o

A=

Prenons

> |
1\3.‘§‘ g

10



2.1. FONCTIONS SPECIFIQUES POUR LA DERIVATION FRACTIONNAIRE

Alors

Proposition 2.1.1 [13]

pour tout x € R}, t > 0,n € N, on a

2.7 (0)=00

3.7 (n+1) = (n).

1. T (n+3) =20,
preuve.

1. Représentons I' (z + 1) par U'intégrale d’Euler et intégrons par
parties

+00
r (x+1):/ t"e tdt,
0

400
= [—t"e™] ;OO + x/ e ldt,
0
['(x+1) =2zl (z).

D’ou la relation dite de récurrence.

2. De (1) on a
r 1
@)=L

x

r 1
limI' () = lim (z+ ),
xz—0 x—0 X
ImI (z) = 00




2.1. FONCTIONS SPECIFIQUES POUR LA DERIVATION FRACTIONNAIRE

3. Il suffit d’appliquer (1) pour z = n.
+00
I (n+1) :/ t"e tdt,
0

intégrons par partie n fois. on obtient

F'n+1l)=nn—-1)(n—-2)...1,
(2.1)
['(n+1)=n!
4. On va démontrer la formule T' (n + 3) = (2222!/7?, par récurrence

pour n € N.
* Pourn=0,onal (0+3) =/
% Supposons que la formule est vérifiée pour (n — 1) et

2(n—1))\/7
1)+4) = Sy

(-2)r ()
( 1) (2(n — D)V
S

considérons n. C’est a dire que I' ((n — , est

vérifié. Alors

gn=l(p — 1)1’
2n—1> (2n —2)\\/7

4n=l(n — 1)V
_2n(2n—1)(2n - 2)l/7
T2 2 Ai(p—1)

Donc la formule est vérifiée pour n.

12



2.1. FONCTIONS SPECIFIQUES POUR LA DERIVATION FRACTIONNAIRE

Corollaire 2.1.1

La détermination de la fonction Gamma pour les valeur négatifs
non entiers par la formule

[(x+n)
I' () = , 0<z+n<1.
() zz+1)(z+2)...(r+n—-1)
Exemple 2.1.2
Calculons I (—%) dans ce cas n = 1,
1
r (_1) G
= 22
2) (-3)
1
()= ave
e Le graphe de la fonction Gamma
Ui
- 2 ‘
£




2.1. FONCTIONS SPECIFIQUES POUR LA DERIVATION FRACTIONNAIRE

2.1.2 Fonction Béta
Définition 2.1.2 [13]

La fonction Béta est définie par 'intégrale d’Euler de premier
espece

1
B@ﬂ%z/twwﬂ%ﬁﬂ‘Wﬂ>0
0

Théoréme 2.1.1

La fonction Béta est raccordée avec la fonction Gamma par la
relation suivante

Vp,q > 0. (2.2)

Preuve.

Soit D = [0, +o0[ X [0, +00],

On a
+00 +00
NMFU_/ <>@mm/ o0y a- Dy,

+00 400
/ / —(z+y) P 1 q 1dl'dy,

On pose y=u—x; dy=du




2.1. FONCTIONS SPECIFIQUES POUR LA DERIVATION FRACTIONNAIRE

On pose x = tu; dx = udt
400 1
I'(p)T (q) = / e(_“)/ P (1 — )7 u? dtdu;
0 0

+00 1
:/ e “uPt 1 dy, / =11 — 1)t
0 0
['(p) T (¢) =T (p+q) Blp,a)

Par conséquent

()T (9)
B @) I'(p+q)
Exemple 2.1.3
Calculons B (%,%)
11\ _ T TG
b <§’§) ST (1

Propriétés

[13]
1. B (p,q) =B (q, p).
2. aB (a, b+1) = bB (a+1, b).
3.B(a,1)=% a>0.

4. On peut prendre aussi la forme d’intégrale

1
B (p,q) = 2/ (sin )%~ (cos 0)*7" d6.
0

15



2.1. FONCTIONS SPECIFIQUES POUR LA DERIVATION FRACTIONNAIRE

preuve

1. B( ftal t)o-Ldt

On fait le changement de variable
S=1—-t=t=1-—s;, dt=—ds

B(a,b)= [ (1—5)""s"1(=1)ds

2. aB (a,b+1) =bB(a+ 1,b)
1
aB (a,b+1) a/tall—tbdt
0

Par une intégration par partie, on obtient

a Fta(l — t)b]

a

1

1
b
+ —/t“(l — )" tdt
0 a
0

16



2.2. INTEGRALE ET DERIVEE FRACTIONNAIRE

3. B (a,1) = [t (1 —t)"dt

1
4. B(a,b) = [t (1 —t) 1t
0

On fait le changement de variable ¢ = sin#* alors
dt = 2 cos 0 sin 6d6
Donc

B (a,b) = [ sin0** Y cos #**"Y2 cos O sin 6 db

o
SIE

=2 [ sin0?* ! cos 6 1dp

o
B

2.2 Intégrale et Dérivée fractionnaire

Cette section contient les définitions et quelques propriétés des
intégrales et dérivées fractionnaires du type de Riemann-Liouville.

17



2.2. INTEGRALE ET DERIVEE FRACTIONNAIRE

2.2.1 Intégrale Fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville

Soit f une fonction continue sur I'intervalle [a, b]. On considére
I'intégrale

R @)= [ 1

La primitive seconde de f définit comme suite

2= [ </auf(t) dt) du,

Permutant I'ordre d’intégration, on obtient

2t <x>:/ax (fdu)f(t) i,
@ = [t f o

Le n'*™¢ itéré de 'opérateur J peut s’écrire

T () :/a d5131/a 1d:z:2---/a Hf(:z:n) d,, = (ni 1)!/a (z—t)" " f () dt.

Pour tout entier n
Depuis (2.1)

1
- I'(n)

/x(x — )" f () dt. (2.3)

Cette formule (2.3) a un sens méme quand n prenant une valeur
non-entiere, on définit 'intégrale fractionnaire de la maniere suivante :

18



2.2. INTEGRALE ET DERIVEE FRACTIONNAIRE

Définition 2.2.1 [11,12]
Soit f € C(la,b]) , I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville
de la fonction f d’ordre o > 0 est définie par

Jef (@) = za) / w0 (@) d ad N (2.4)

Exemple 2.2.1

Considérons la fonction f (z) = (x — a)” , on calcule I'intégrale
fractionnaire de Riemann-Liouville

L ’ e A
Tl A A COR

Pour évaluer cette intégrale on pose le changement t = a + (x — a)z,
alors dt = (x — a) dz, d’ou

JH(x — a)ﬂ =

(x —a)*t?

1
Jx —a)’ = —/ 21— 2) dz,
' (a) 0
B (a7 - a)a+ﬂ
-~ T(a)
Aprés I'utilisation de la relation (2,2) on a

r(B+1)
(a+ 5+1)

B(f+1,a),

J(?(x - a’)ﬁ - F )OH_B'

(x—a

Proposition 2.2.1 (loi de composition)[11,12]

Soient o et B deux réels strictement positifs et f une fonction
intégrable, on a

J(J°f () = TP (I () = J**Of (x).

19




2.2. INTEGRALE ET DERIVEE FRACTIONNAIRE

Preuve.

La preuve directement de la définition

1B W) = gy [ e

_ 1 xx_ a—1 ’ _ p\p-1
L @ [0 o

D’apres le théoréme de Fubini on a

@) = e | O [ e -0,
Par le changement de variable

y=t+ (x—1t)T, 0<7<1.

Alors
dy = (z —t) dr.
on obtient
J(JOF (2)) = m/j@ )L (1) dt/O (1 —7)* 77,
BB [ e
unieof UL
1 X

- D (a+8)
J(JPf (x)) = J*PF ().

D’ou le résultat.

20



2.2. INTEGRALE ET DERIVEE FRACTIONNAIRE

Lemme 2.2.1

L’opérateur d’intégrale fractional J¢ avec a > 0 est borné dans
L¥([a,b]) 0<p< oo

o (b - a)a
e fllp < m“fﬂp- (2.5)

2.2.2 Deérivée Fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Il existe plusieurs définitions de dérivées fractionnaires. Dans cette
partie on va présenter la dérivée de Riemann-Liouville, qu’est la plus
utilisée.

Définition 2.2.2 [11,12]

Soit f une fonction intégrale sur l'intervalle[a, b] , la dérivée
d’ordre o non entier (avecn —1 < a <n; n #0) au sens de
Riemann-Liouville définit par

mn

Dif (@) =+

[ ()]

Dif (1) = ¢ (nl_ N dd;n / @ — e (1) dt, (2.6)

oun = [a]+ 1.
En particulier, si &« = 0 on aura

Dyf (z) = f (2).
De plussi 0 < a < 1, alors n =1, d’ou

DL (@) = iy | (o =070 (@) .
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2.2. INTEGRALE ET DERIVEE FRACTIONNAIRE

Exemple 2.2.2

On calcul la dérivée fractionnaire d’ordre o de la fonction

f=(—a)

« dn n—o
Da(:p—a)ﬁzﬁw (w—a)ﬂ},

L’intégrale calcule dans I'exemple précédent

d" I (B+1)

D (z — a)ﬁ = (x — a)n—a+[3 ,

de" [ (n+p—a+1)

Dérive n fois, on obtient

o g L(B+1 Y
Da(aj CL) _F(ﬁ—a—i—l)(x a) )
Comme cas particulier o = 1
Da(aj o a)ﬁ - L éﬁ(;)l) (513 - a>ﬁ_17

Dy(x —a)’ = Bz — a)’~".

Par suit la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coincide
avec la dérivée classique pour o € N

Remarque 2.2.1

La dérivée fractionnaire d’une fonction constante n’est pas nulle ni
constante

1

LC=ra—y

(z —a)™

Proposition 2.2.2 [11,12]

L’opérateur de dérivée fractionnaire posséde les propriétés suivants
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2.2. INTEGRALE ET DERIVEE FRACTIONNAIRE

. La différentiation est un opérateur linéaire

DaMf (8) + pg (1)) = A (D f) (8) + p (DG f) ()

. Soit > 0et f € LP(Ja,b]), 1 < p < +oo alors

DI f (x) = f (x) presque par tout dans [a,b].

. Soient 0 < a <1, fe LY(a,b]) et J'7@ € AC[a,b] alors on a

(J17f) (a)

T (o) (x —a)* (2.7)

JoDgf () = [ (z) =
AC Tespace des fonctions absolument continue sur [a, b].

. L’application de l'intégrale fractionnaire d’ordre v de
Riemann-Liouville sur la fonction f (x) = (z — a)” est donnée
par :

L (B+1)
(a+ 5+ 1)

Jox —a)’ = - (x —a)*™; z>a, a, 15>0.

2.2.3 La dérivation fractionnaire au sens de Caputo

Définition 2.2.3 [11,12]

Soient a € C avec () >0 et n € N* tel quen — 1 < R(a) < n

et f e C™([a,b]).
La dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo de la fonction f
notée D¢ f est définie par :

Dy f (x):=J" DO (2)
1

_ ! (n) T — n—a—1
= | 0 -
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2.2. INTEGRALE ET DERIVEE FRACTIONNAIRE

Exemple 2.2.3

Pour f (x) = (z — a)” avec 83 >0, on a

. 0 s 8e€{0,1,2,...m—1}
Dy f (x) = { L (8+1) (z — &)6—0& st B>n—1 (2:8)
T (f+1—a)

En particulier, si f est constante sur [a, b], alors :

‘Df =0

2.2.4 Relation entre ’approche de Riemann-Liouville
et celle de Caputo

Le théoréme suivants établit le lien entre la dérivée fractionnaire au
sens de caputo et celle au sens de Riemann-Liouville.

Théoréme 2.2.1

Soient &« > 0, n = [a] + 1. Si f posséde (n — 1) dérivée en a et si
D¢ f existe, alors :

("D f)(x) = Dg | f (x) =

presque partout sur [a, b].
Remarque 2.2.2

Le résultat du théoreme 2.2.1 signifie que la dérivation au sens de
Caputo d’'une fonction f est une dérivation fractionnaire du reste dans
le développement de Taylor de f
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Chapitre 3

[négalités Intégrales
Fractionnaires

3.1 Inégalité de Tchebyshev

On considére la fonctionnelle :

=y [rwewe- (G [rww) (7 [owa)

On va supposer que f et g sont synchrones (les deux fonctions
croissants ou décroissants) sur [a, 0]

(f@—=fW) (@) —gW)>0  zycab (3.1)

Preuve

Puisque f et g sont synchrones sur [a, b], alors pour tout x,y € [a, b],
on a :

(f (@) —f W)g (@) —g (y) >0
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3.1. INEGALITE DE TCHEBYSHEV

par conséquent

f(z)g (x)+f (g () =g @)f W)+ f(@)g ) (3:2)
En intégrant (3.2)

[ s s [ [ st i
/a/a dxdy+/ / f(x)g(y) dxdy

([ s )
[ 10 ([ stoae)an+ [ ot ([ srie) a

(b—a/f z)dz + (b /f y)dy > .

ce qui implique

20-a) [ ez [ @ [ e 60

obtient

1 b b
b_a)Q/a f(x)da:/a g)ydr  (3.7)
26
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3.1. INEGALITE DE TCHEBYSHEV

donc

ria =y [swewe- (i [rww) (7 [owa)

Théoréme 3.1.1

Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b]. Si f et g vérifient
la condition (3.1), on a

(t—a)"
I'(a+1)

Ja(fg) (O) =2 3 ()39 (t);  a>0,telab]. (38)

Preuve

Puisque f et g sont synchrones sur [a, b], alors pour tout x,y € [a, b],

| (f @) = f @)(g (@) —g (1) >0

par conséquent

f(@)g @) +fWg @) >g@)fy+f(@)g @)

(t—z)o—1

Multipliant les deux cotés par Ty ON obtient
(t o x)oz—l (t . x)a—l
>
(o) f(2)g (x) + (o) f Wy (y) > .
(t . x)afl (t _ aj)afl :

(o) g (x)f (y)+ T(a) f(x)g (v)

En intégrant (3.9) par rapport a z sur (a,t), on trouve

L/t(t_l,)a—lf (x)g (x)d:z:—l— f (y)g (y) /t(t—ilj)a_ldil? >

['(a) '«
f () g (
T

)
W/ (t —2)* g (z)dx + F—Z;/ (t —2)* ' f (z)dx
' " (3.10)
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3.2. INEGALITE DE GRUSS

par conséquent

(t—a)"

Jo (fa) )+ (y)g (y)m

> g (y)Ja (HO)+f ()i (g)@) (3.11)

en multipliant maintenant (3.11) par (t}:‘éz:;_l , et intégrant par rapport

a y sur (a,t), on obtient

F(t(; j_):) J(fg) (t) = JOf ()% (t),a >0, t € [a,b]

Théoréme 3.1.2

Soient f et g deux fonctions synchrones sur
[a,b], o, 5 >0, t € [a,b]. alors on a I'inégalité suivante
(t—a)’
CESY

(t —a)®

CESY JE(f9) (8) = JSf (8) J2g (1) + JEF (1) J2g (1),

Ja(fg) (1) +

Remarque 3.1.1

Dans ce Théoréme, si on prend o = 3 on obtient le théoréme 3.1.1.

3.2 Inégalité de Griiss

Théoréme 3.2.1

Soient f et g deux fonctions continues définies de [a, b] vers R
telles quem < f (z) <M, ¢ <g () <Q et x € a,b], alors on a

bi@/ff(x)g(m)dm—(ﬁ/:f (2) dx) (ﬁ/abg(x) d:z:) < (M_mi(Q—Q).
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3.2. INEGALITE DE GRUSS

Théoréme 3.2.2

Soient f et g deux fonctions continues définies de [a, b] vers R telle
quem< f(x) <M, ¢g<g(x)<Q, a>0etz€la,bl],téec]a,b
alors on a

(t —a)®
I' (a+1)

(t—a) r(M—m)(Q—Q)

Jofg @t)—=Jof (t) Jig () < [F (a+1) 4

Remarque 3.2.1

Si on pose a = 1 et ¢ = b on obtient 'inégalité de Griiss.

3.2.1 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville
généralisée

Nous présentons quelques nouvelles inégalités intégrales fractionnaires

en utilisant l'intégrale fractionnaire de RL généralisée.

Théoréme 3.2.3 [6]

Soient f, h et g trois fonctions continues positives sur
[a,b], x,y € [a,t], a <t <D telle que

5O 4 28 5 iy 10D Ly ) I0)
h (x) () +h (y)g(x) > h(z) o(2) +h (y) == (3.12)

Alors I'inégalité intégrale fractionnaire généralisée

Jotlg O TP (Oh (O] < T @] JF R (g (1)) (3.13)

est vérifie pour tout a <t <b,a >0, k> 0.
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3.2. INEGALITE DE GRUSS

Preuve

Supposons que f, h et g sont des fonctions positives et continues sur
a, b] satisfaisant la condition (3.12).
On a

d(z,y) = palt.z) (f (v) g () h (2)
—g W) h(z)f@)—h) f)g @), (3.14)
@a(t, :L‘) = (k —|‘(L))1—oz (tk+1 k+1)a 1k (3 15)
Il est clair que
o(x,y) > 0. (3.16)

En intégrant (3.16) par rapport & x sur (a,t), donne

0< /t¢ (z,y)dx

— [ T W g @ ()49 ) h ) £ @)

=g W) h(z) f(@)—hy) [ (g () d (3.17)
= JMg () h (O] f () + T8 ) g () b (y)
—J @) F (O] g (y) = I g O] b (y) | ().
t),

Maintenant, multipliant (3,17) par ©*(t,4), v € (a, a<t<bet

en intégrant par rapport a y sur (a,t), on peut écrire

0< /t /t oh(t,y)o(x,y) dudy. (3.18)
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3.2. INEGALITE DE GRUSS

= [ [ bt i) F ) 9 @) b @) 49 ) ) @
—g W) h(x) f(x)=h(y f(y) g (r)) dedy
— Jo*g (£) h (1) / S (ty) £ (y) dy+ T (1) / St ) g () h () dy

05 O) [ A0 g )yl 0] [ el b ) S ) dy

=2J g () b ()] T ()] = 2725 (1) f (8)] T3 g (1))

Cela implique que
JoFlgh (O] JEMF ()] = JEM R (0193 g ()] (3.19)
La preuve du théoréme est compléte.
Corollaire 3.2.1
Si f (x) =1, k=0, on obtient le Théoréme 3.1.1.
Corollaire 3.2.2
Si f (x)=1,a =1,k =0, on obtient le Inégalité de Tchebyshev.
Théoréme 3.2.4 [6]

Soient f, h etg trois fonctions continues positives sur [a, b]. Alors
I'inégalité suivante

Tt (8) £ (O] T lg (0] = T g (O] T [ (2) f(2)]
< Jtlg (6) b (O] JPELF O+ T (0] T3 g (8) b (8)

est valide pour tout a <t <b, o >0, >0, k> 0.

(3.20)
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3.2. INEGALITE DE GRUSS

Preuve

En multiplier les deux cotés de (3, 16) par gog(t, y), y € (a,t),
a <t <b, alors en intégrant 'inégalité qui en résulte, par rapport a y
sur (a,t), nous obtenons

0< [ [ hit) ¢ () dody (3.21)

—g W) h(x) f(x)—h(y) f(y)g(x)) dedy

— Mg (1) h (1) / () £ () dy + JOHF (8) / H(t.y) g (9) b (y) dy

O (1) f (1) / Sty g (y) dy — Jo¥g (8) / Sty) b ) f () dy
Jak[ (t) b (1)) T ()HJ”[f (] T (1) h ()]
— R (1) (1] TPl ()] — g () TP @) 1 ().
Implique que
JERgh (8] JEHIF (1)) + JOHIF (1)) JE*(gh (1)

> JeFIRf (O] JMg (0] = Tt g (0] JFRS (@) (322)

Théoréme 3.2.4 est prouvé.
Corollaire 3.2.3

Si o = 3, nous obtenons le théoréme 3.2.3.
Remarque 3.2.2

Maintenant, nous proposerons une nouvelle généralisation des
inégalités intégrales en utilisant une famille de n fonctions positives
définies sur [a, 0]
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3.2. INEGALITE DE GRUSS

Théoréme 3.2.5 [6]

Soient f , h et g;, « = 1,...,n des fonctions positives et continues
sur [a, b], Alors, I'inégalité fractionnaire suivante

JeH (I g O] T2 [ (@) F (01T, 9 0]
< JEEF 0Ty 00 ()] T2 0 0TI, 9: (1)

est valide pour toutl a <t <b, a >0, k>0

(3.23)

Preuve

Supposons que f , h et g;, « = 1,...,n sont des fonctions continues
positives sur [a, b], alors

f (W)
Yq (y)

Ch) f(y)

h (@) 40 (2) 40 (4)

+h (y) (3.24)

pour tout g € {1,...,n} fixe et pour tout x,y € [a,t], a <t <b.
Désignons

¢Q(x7 y) =

ok (tx) | f (?J)ng' (v) h(93)ng' (z) + h (Z/)Hgi (y) f (QU)ng’ (x)

i#q i#q

_Hgi (y) h(x) f (x)ng (#) —h (y) f (y)ng (Q)ng (z) |
i=1 i# i# =1
q q (3.25)
pour tout x,y € [a,t], a <t <b et pour tout ¢ € {1,...,n},
nOus avons

¢q(z,y) = 0. (3.26)

33



3.2. INEGALITE DE GRUSS

En intégrant (3.26) par rapport a x sur (a,t), nous obtenons

t
0 S/ %(x,y) dx

) o ) 2" [h 0] o <t>]

i#q

ng )t (1o ]e @
7 - (3.27)
—H% T h th
i7#q ]
o J@k[m ]
i7#q

Ensuite, en multipliant les deux cotés de (3.27) par ©*(¢,y), y € (a,t),
intégrant l'inégalité résultante par rapport a y de a a t,
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3.2. INEGALITE DE GRUSS

+JF (t)Hgi (t)] T f 1] o @) (3.28)

—Je* 11 (t)] JeE @) f @) ] Lo ()

— &t h () (@) Hgi ] Jot ng' (t)]
i#£q | i=1

et par conséquent, nous avons

0 <27e% | 1 (0] Jos (0 J@k[ <>ﬁgi<t>]

7 =1
7 (3.29)

2J°‘k[Hgl ]J@k‘ h( ng

i#q

La preuve est terminée.

Corollaire 3.2.4

Si ¢ = 1 on obtient l'inégalité (3.13)
Remarque 3.2.3

Pour généralisé le théoréeme 3.2.5, en utilisant deux paramétres
fractionnaires a, 5.
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3.2. INEGALITE DE GRUSS

Théoréme 3.2.6 [6]

Soient f,h et g;, 1 = 1,...,n sont des fonctions continues positives
sur [a, b], Alors, pour tout ¢ € {1,...,n} et pour tout
a<t<b, a>0, >0, £k>0,ona

ﬁﬂfmw]ﬁﬁhwfwﬂmw
+ﬁkﬂmw]ﬁ*hwfwﬂ%m
- - (3.30)

< JeM ) ng' ()] J* [h (t) ng (t)

i#q

LA FEON I P ﬁﬂﬁ@ﬂww]

i7q

Preuve

En multipliant Uinégalité (3,27) par ¢}5(t,y), y € (a,t), et en intégrant
par rapport a y de a a t, on obtient

OS/ / Pi(t,y) dq (2,y) drdy (3.31)
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3.2. INEGALITE DE GRUSS

- [ [ s

[19 ek (

i#q

ng

) dzdy

+ t tsok (t,y) h (y) - gi (y) ¥l g9i (x) dxdy
[ [ ennrwIlowdwn s ol
//S% t,y) ng gpa (t, ) ng ) dxdy
Z#q
—/ / @ (ty) h y)Hgi( ol (t, ) ng )dzdy.
@ va i#q
Implique que
0<Jyh | f (t)ng' ()| J" [h (t)Hgi (t)]
| i#q | i=1
+ IR () Hgi ()| St [h (t) Hgi (t)]
- - (3.32)
ol | AGIRARIOFEG] | FAO
i=1 i i i#q ]
— J ng- ()| J | b (t) f (t)ng' (t)
| =1 | i i#q

La preuve de théoréme et compléte.

Corollaire 3.2.5

Si o = (8, nous obtenons l'inégalité (3.23).
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Conclusion

Notre but principal dans ce mémoire est 'opérateur d’intégrale frac-
tionnaire de Riemann-Liouville généralisé est utilise pour générer de nou-
velles inégalités intégrales fractionnaires, en utilisant ’opérateur fraction-
naire de R.L généralisé, nous générons aussi quelques nouvelles classes
d’inégalités intégrales fractionnaires en utilisant une famille de "n"” fonc-
tions positives (n > 1).

38



Bibliographie

[1] S. Belarbi et Z. Dahmani, On some new fractional integral inequa-
lities, J. Inequal. Pure Appl. Math. 10(3) (2009) pp 1-12.

|2] Z. Dahmani, New inequalities in fractional integrals, International
Journal of Nonlinear Sciences. 9(4) (2010) pp 493-497.

[3] Z. Dahmani et N. Bedjaoui, New generalized integral inequalities,
J. Advan. Res. Appl. Math. 3(4) (2011) pp 5866.

[4] Z. Dahmani, New classes of integral inequalities of fractional order,
Le Matematiche. (2014) pp 227235.

[5] R. Goreno et F. Mainardi, Fractional calculus : integral and differen-
tiable equations of fractional order, Springer, Verlag, Wien, (1997).

[6] M. Houas,M.Bezziou on Some fractional integral inequalities Invol-
ving Generalized Riemann-Liouville Fractional Integral Operator,

Med.J.Model.Simul. 06(2016) 059-066.

|7] M. Houas, Some integral inequalities involving Saigo fractional in-
tegral operators. Accepeted.

[8] M. Houas, Some weighted integral inequalities for Hadamard frac-
tional integral Operators. Accepeted.

[9] U. Katugampola, New approach to a generalized fractional integral,
Appl. Math. Comput. 218(3) (2011) pp 860865.

39



BIBLIOGRAPHIE

[10] W. Liu, Q. A. Ngo et V. N. Huy, Several interesting integral inequa-
lities, Journal of Math. Inequal. 3(2) (2009) pp 201212.

[11] S. G. Samko, A. A Kilbas, and O. I. Marichev, Fractional inte-
grals and derivatives, Theory and Application, Gordan and Breach
Science, New York, 1993.

[12] A. A Kilbas,H.M.Srivastava and J.J.Trujillo, Theory and applica-
tions of fractional differential Equations, North-Holland Mathema-
tical studies 204, Ed van Mill, Amsterdam,(2006).

[13] Erdelyi A, Magnus W, Oberhetting F and Tricomi F, Higher Trans-
cendental functions,Vol.III,Krieger Pub,Melbourne,Florida,(1981).

[14] M. Z. Sarikaya et H. Yaldiz, Note on the Ostrowski type inequalities
for fractional integrals. Vietnam. J. Math. 41(4), (2013) pp 2-6 .

40



	Dédicaces
	Remerciments
	Introduction
	Préliminaires
	Intégrale simple
	Propriétés usuelles de l'intégrale
	Fonctions définies par des intégrales

	Espace fonctionnels
	Espaces des fonctions intégrales
	Espaces des fonction continues et absolument continues
	Espaces des fonctions continues avec poids 


	Eléments de Calcul Fractionnaire 
	Fonctions spécifiques pour la dérivation fractionnaire
	Fonction Gamma d'Euler
	Fonction Bêta

	Intégrale et Dérivée fractionnaire
	Intégrale Fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
	Dérivée Fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
	La dérivation fractionnaire au sens de Caputo
	Relation entre l’approche de Riemann-Liouville et celle de Caputo


	Inégalités Intégrales Fractionnaires
	Inégalité de Tchebyshev
	Inégalité de Grüss
	L'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville généralisée


	Conclusion
	Bibliographie

