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Introduction générale

Lors de l’étude des phénomènes dans la nature, les solutions de plusieurs pro-

blèmes de la Physique, de la Chimie et de la Biologie ou d’autres sciences, sont

rarement exprimables sous forme d’une relation directe entre les grandeurs décri-

vant l’un ou l’autre processus évolutif.

Cependant, dans la plupart des cas, on peut parvenir à établir une relation entre

les grandeurs (fonctions) et les vitesses de leur changement c’est-à-dire on peut par-

venir à trouver des équations dans lesquelles des fonctions inconnues entrent sous le

signe de dérivée. Ces équations sont dites équations différentielles.

Depuis Isaac Newton, les equations differentielles jouent un role essentiel pour la

modelisation de systèmes physiques, mécaniques, chimiques, biologiques ou écono-

miques et une part prépond érante des phénomènes modélisés par les mathématiques

le sont par des équations différentielles. Lorsque ces équations ne font intervenir que

des fonctions d’une variable, et souvent cette variable sera le temps, on parle d’équa-

tions differentielles ordinaires.

Ce mémoire présente l’oscillation des équations différentielles ordinaires et pour

la théorie de l’oscillation, la difficulté principale des études désormais classiques

consiste en ce qu’il n’existait aucune méthode générale pour traiter ces problèmes ;

chaque fois il a fallu mettre en jeu un artifice spécial pour pouvoir aboutir à la so-

lution. A cause de ces difficultés on a concentré l’attention plutót sur les équations

différentielles linéaires où l’on est arrivé à un algorithme suffisamment simple et

général, ce qui a permis d’établir les contacts avec la physique moyennant parfois
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quelques idéalisations. Parmi celles-là, la mieux connue est peut-étre la méthode de

l’oscillations ce qui, comme le nom l’indique, donne des résultats satisfaisants quand

les oscillations sont petites, d’où résultent quelques simplifications bien connues.

Ce mémoire est répartit en qauatre chapitre.

Dans le premier chapitre nous allons introduire des rappels sur quelques no-

tions fondamentales qui vont nous servir dans l’élaboration de cet mémoire, Aussi

la définition de titre de cet mémoire.

Le deuxieme chapitre est parles sur Oscillation pour une équation différen-

tielle semi linéaire du seconde ordre.

Dans le troisieme chapitre nous présentons le comportement asymptotique de

toute solution de l’équation différentielle non-linéaires d’ordre trois.

Finalement dans le demier chapitre on parlons sur l’ Oscillation pour une

équation différentielle de retard de second ordre et nous étudions l’oscillation de

toute solution de l’équation différentielle de retard de second ordre .
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Définition de l’oscillation

Définition 1.1.1. On dit qu’une fonction x : [a,+∞)→ R, est éventuellement

positive sur [a,+∞) , s′ilexistet0 ∈ [a,+∞) tel que

x (t) > 0, pour tout t ∈ [t0,+∞), a ∈ R.

Définition 1.1.2. On dit qu’une fonction x : [a,+∞)→ R est éventuellement né-

gative sur [a,+∞) , s′ilexistet0 ∈ [a,+∞) tel que

x (t) < 0, pour tout t ∈ [t0,+∞) , a ∈ R.

Proposition 1.1.1. Soit x : [a,+∞)→ R une fonction, x est éventuellement posi-

tive si et seulement si −x est éventuellement négative.

Définition 1.1.3. On dit qu’une fonction x : [a,+∞)→ R est oscillante sur [a,+∞)

si elle est ni éventuellement positive ni éventuellement négative.

Elle est dite non oscillante dans le cas contraire.

Remarque 1.1.1. la fonction x est oscillante sur [a,+∞) si et seulement s’il existe

une suite {tn}n ∈ [a,+∞) strictement croissante et converge vers +∞, tel que

x (tn) = 0, pour tout n ∈ N

Exemple 1.1.1. Soit x : [1,+∞)→ R est définit par : x (t) = sin
(1
t

)
, alors x non
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oscillante, en effet,

sin
(1
t

)
= 0⇔ t=

1
πn

, pour tout n ∈ N∗.

comme la suite (tn)n est converge vers 0, alors x non oscillante.

Exemple 1.1.2. Considérons l’équation différentielle suivante

x(2) (t) + x (t) = 0, pour t ∈ [0,+∞) .

Elle a une solution x (t) = sin (t) oscillante.

Remarque 1.1.2. Si x une fonction périodique n’implique pas que x est oscillante,

par exemple t→ sin (t) + 2 est une fonction périodique, mais elle est éventuellement

positive.

1.2 Inégalité

Nous présentons une inégalité que nous utilisons dans ce mémoire.

Lemme 1.2.1. Soit A, B, C et α des constantes, tels que B > 0. Nous avons alors

l’inégalité suivante

Ax−B (x− C)1+ 1
α ≤ AC + ααAα+1

(α + 1)α+1 Bα
, pour x ≥ 0. (1.1)

Démonstration. Soit f : [0,+∞)→ R est définit par :

f (x) = Ax−B (x− C)1+ 1
α ,

avec A,C ∈ R et α,B > 0, alors

f
′ (x) = A−

(
1 + 1

α

)
B (x− C)

1
α , pour x ≥ 0.

Soit x∗ ∈ R+, tel que f ′ (x∗) = 0, alors

x∗ =
[(

α

α + 1

)
A

B

]α
+ C.

5



Par conséquent

max
x∈R+

f (x) = f (x∗) = AC + ααAα+1

(α + 1)α+1 Bα
,

donc

f (x) ≤ AC + ααAα+1

(α + 1)α+1 Bα
, pour x ≥ 0.

Cela signifie l’inégalité (1.1) .

Remarque 1.2.1. Si C = 0 dans (1.1), on obtient

Ax−Bx1+ 1
α ≤ ααAα+1

(α + 1)α+1 Bα
, pour x ≥ 0. (1.2)

Si α = 1 dans (1.2), on obtient

Ax−Bx2 ≤ A2

4B, pour x ≥ 0.
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Chapitre 2

Oscillation pour une équation

différentielle semi linéaire du

seconde ordre

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions l’oscillation de toute solution de l’équation dif-

férentielles semi-linéaires d’ordre deux.

(
r
(
x
′)γ)′ (t) + p (t)xγ (τ (t)) = 0, pour tout t ∈ [t0,+∞) . (2.1)

On supposera que le probléme (2.1) admet au moins une solution dans l’espace

C2 ([t0,+∞) ,R).

On impose les conditions suivantes :

(A1) γ > 0 est de la forme γ = γ1

γ2
où γ1, γ2 sont impairs positifs et t0 ≥ 0.

(A2) Les fonctions r et p sont des valeurs réelles et sont continues positives définies

sur [t0,+∞) .

(A3) La fonction τ : [t0,+∞)→ [t0,+∞) est continue, telle que

τ (t) ≤ t, et lim
t→+∞

τ (t) = +∞.
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2.2 Cas où l’équation (2.1) admet une solution non

oscillante

Dans cette section, nous supposons que l’équation (2.1) admet une solution éven-

tuellement positive (le raisonnement reste valable si elle est éventuellement négative).

Lemme 2.2.1. Supposons que l’équation (2.1) admet une solution éventuellement

positive x sur [t0,∞), tel que

∫ ∞
t0

(
1
r(t)

) 1
γ

dt =∞. (2.2)

Alors, il existe T ∈ [t0,∞), suffisamment assez grand, telle que

x
′(t) > 0, pour tout t ∈ [T,∞).

Démonstration.

Si x est une solution éventuellement positive de l’équation (2.1).

Alors il existe t1 ∈ [t0,∞), tels que

x(t) > 0, x(τ(t)) > 0, pour tout t ≥ t1.

D’après (2.1), on a

(
r
(
x
′)γ)′ (t) = −p (t)xγ (τ (t)) < 0, pour tout t ≥ t1.

Montrons que

r(t)(x′(t))γ ≥ 0, pour tout t ≥ t1.

Suppose le contraire c’est-à-dire, il existe t2 ≥ t1, tel que

ξ = r(t2)(x
′(t2))γ < 0.

Puisque la fonction t→ r
(
x
′
)γ

est strictement décroissante sur [t1,∞), alors

r(t)(x′(t))γ ≤ ξ, pour tout t ≥ t2.
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Ce qui implique

x
′(t) ≤

(
ξ

r(t)

) 1
γ

, pour tout t ≥ t2.

En intégrant la dernière inégalité entre t2 , t on obtient

x(t) ≤ x(t2) + ξ
1
γ

∫ t

t2

(
1

(r(s)

) 1
γ

ds.

D’après (2.2), on obtient que x (t) tend vers −∞ lorsque t tend vers +∞.

D’ou la contradiction.

Lemme 2.2.2. Supposons que l’équation (2.1) admet une solution éventuellement

positive x sur [t0,∞) et (2.2) est vérifiée, tel que

r
′(t) ≥ 0, pour t ∈ [t0,∞), et

∫ ∞
t0

τ γ(t)p(t)dt =∞. (2.3)

Alors, il existe T ∈ [t0,∞), suffisamment assez grand, telle que

x(2) (t) ≤ 0, x (t) > tx
′ (t) ,

(
x

t

)′
< 0, pour tout t ∈ [T,∞).

Démonstration.

Par le lemme 2.2.1, nous avons x′ > 0, sur t ∈ [T,∞). Montrons que x(2) ≤ 0, sur

[T,∞). On a

γr (t)x(2) (t)
(
x
′)γ−1

=
(
r
(
x
′)γ)′ (t)− r′ (t) (x′ (t))γ , pour tout t ≥ T.

Comme
(
r
(
x
′
)γ)′

< 0 et r′ ≥ 0 sur [T,∞), on obtient

γr (t)x(2) (t)
(
x
′)γ−1

≤ 0, pour tout t ≥ T.

d’où x(2) (t) ≤ 0 sur [T,∞).

Ensuite, nous montrons que
(
x

t

)′
< 0 sur [T,∞). Soit

v(t) := x(t)− tx′(t), pour tout t ≥ T.

Alors, pour tout t ∈ [T,∞), v′(t) := −tx′′(t) ≥ 0, c’est-à-dire v est strictement
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croissante sur [T,∞). Montrons qu’il existe t1 ∈ [T,∞), telle que v(t) > 0 sur

[t1,∞). On suppose le contraire, par dérivation de la fonction x(t)
t

, sur [t1,+∞), on

trouve

(
x(t)
t

)′
= −x(t) + tx

′(t)
t2

= −v(t)
t2

> 0, pour tout t ∈ [t2,+∞) . (2.4)

Donc x
t
est strictement croissante sur [t1,∞), on choisit t2 ∈ [t1,+∞), telle que

τ(t) ≥ τ(t3), pour tout t ≥ t2.

Alors
x(τ(t))
τ(t) ≥ x(τ(t2))

τ(t2)
:= d > 0, pour tout t ≥ t2.

En intégrant l’équation (2.1) entre t à t2 , on obtient

∫ t2

t
p(s)xγ(τ(s))ds = −r(t2)(x′(t2))γ + r(t)(x′(t))γ.

Donc

r(t2)(x
′(t2))γ ≥

∫ t2

t
p(s)xγ(τ(s))ds,

≥ dγ
∫ t2

t
p(s)τ γ(s)ds.

Ce qui donne la contradiction par (2.3).

Par (2.4), on obtient
(
x

t

)′
< 0 sur [t2,∞).

Dans la suite, nous considérons l’équation (2.1) dans le cas particulier r (t) ≡ 1,

c’est-à-dire

((
x
′)γ)′ (t) + p (t)xγ (τ (t)) = 0, pour tout t ≥ t0. (2.5)
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Pour la simplification, on note

P (t) := p(t)
(
τ(t)
t

)γ
,

q∗ := lim inf
t→∞

1
t

∫ t

t0
sγ+1P (s)ds,

p∗ := lim inf
t→∞

tγ
∫ ∞
t

P (s)ds.

Lemme 2.2.3. Supposons que x une solution éventuellement positive de l’équation

(2.5), tel que (2.3) vérifie, ∫ ∞
t0

P (t) dt <∞. (2.6)

Soit

w (t) :=
(
x
′(t)
x (t)

)γ
, r := lim inf

t→∞
tγw(t), et R := lim sup

t→∞
tγw(t).

Alors

p∗ + q∗ ≤ 1, p∗ ≤ r − r1+ 1
γ .

Démonstration.

D’après le lemme 2.2.1, il existe t1 ∈ [t0,∞), tel que

x
′ (t) > 0, x (t) > 0, x (τ (t)) > 0, sur [t1,∞).

Alors w(t) ≥ 0 pour t ∈ [t1,∞). Par dérivation de la fonction w, on obtient

w
′(t) =

((
x
′(t)

)γ)′
xγ (t) −

(
x
′(t)

)γ
(xγ (t))

′

x2γ (t)

=

((
x
′(t)

)γ)′
xγ (t) − γ

(
x
′(t)
x (t)

)γ
x
′(t)
x (t) .

De (2.5), nous obtenons

w
′(t) = −p (t)xγ (τ (t))

xγ (t) − γ
(
x
′(t)
x (t)

)γ
x
′(t)
x (t) .
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Puisque τ(t) ≤ t et x
t
est strictement décroissante sur [t1,+∞), alors

x(t)
t
≤ x(τ(t))

τ(t) .

Par la dernière inégalités, on obtient

w
′(t) ≤ −

(
τ(t)
t

)γ
p(t)− γ

(
x
′(t)
x (t)

)γ+1

= −P (t)− γ
(
x
′(t)
x (t)

)γ+1

.

Substituons w (t) dans la derniére inégalité, on obtient

w
′(t) ≤ −P (t)− γ [w (t)]

γ+1
γ ,

donc

w
′(t) + P (t) + γ [w (t)]1+ 1

γ ≤ 0. (2.7)

Puisque P (t) > 0 et w (t) > 0, pour t ≥ t1, alors par (2.7) , on a w′(t) ≤ 0, pour

t ≥ t1, donc w est strictement décroissante sur [t1,+∞). Par le Lemme 2.2.2, on a

w (t) :=
(
x
′(t)
x (t)

)γ
≤ 1
tγ
, pour tout t ∈ [t1,∞).

Ce qui implique lim
t→+∞

w(t) = 0 et

r ≤ R ≤ 1.

Par intégration de (2.7) , entre t à ∞, on obtient

w(t) ≥
∫ ∞
t

P (s)ds+ γ
∫ ∞
t

[w(s)]
γ+1

γ ds.

Alors :

tγw(t) ≥ tγ
∫ ∞
t

P (s)ds+ γtγ
∫ ∞
t

[w(s)]
γ+1

γ ds. (2.8)

Soit ε > 0, d’après les définitions de p∗ et r, nous pouvons choisir t1 ∈ [T,∞),

12



suffisamment grand, telle que

tγ
∫ ∞
t

P (s)ds ≥ p∗ − ε, tγw(t) ≥ r − ε, pour t ≥ t1. (2.9)

Substituons (2.9) dans (2.8), on obtient

tγw(t) ≥ p∗ − ε+ γtγ
∫ ∞
t

[
r − ε
sγ

] γ+1
γ

ds

≥ p∗ − ε+ γ(r − ε)1+ 1
γ tγ

∫ ∞
t

1
sγ+1ds

≥ p∗ − ε+ (r − ε)1+ 1
γ .

Donc,

r = lim inf
t→+∞

tγw(t) ≥ p∗ − ε+ (r − ε)1+ 1
γ ,

Lorsque ε tend vers 0, nous déduisons

p∗ ≤ r − r1+ 1
γ . (2.10)

En multipliant les deux côtés de (2.7) par tγ+1 et en intégrant entre T à t, on trouver

∫ t

T
sγ+1w

′(s)ds ≤ −
∫ t

T
sγ+1P (s)ds− γ

∫ t

T
sγ+1wλ(s)ds.

Avec λ = (γ + 1) /γ. Par l’intégration par parties, nous avons

tγ+1w(t) ≤ T γ+1w(T ) + (γ + 1)
∫ t

T
sγw(s)ds−

∫ t

T
sγ+1P (s)− γ

∫ t

T
sγ+1wλ(s)ds.

Par conséquent

tγ+1w(t) ≤ T γ+1w(T )−
∫ t

T
sγ+1P (s)ds+

∫ t

T

[
(γ + 1)sγw(s)− γsγ+1wλ(s)

]
ds.

En utilisant l’inégalité (1.1), avec C = 0 et A, B sont des constants, nous obtenons

(γ + 1)sγw(s)− γsγ+1wλ(s) ≤ 1.
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Donc,

tγ+1w(t) ≤ T γ+1w(T )−
∫ t

T
sγ+1P (s)ds+ (t− T ).

Par conséquent

tγw(t) ≤
(

1− T

t

)
+ T γ+1

t
w(T )− 1

t

∫ t

T
sγ+1P (s)ds.

Alors

R = lim sup
t→∞

tγw(t)

≤ 1 + lim sup
t→∞

−1
t

∫ t

T
sγ+1P (s)ds

≤ 1− lim inf
t→∞

1
t

∫ t

T
sγ+1P (s)ds

≤ 1− q∗. (2.11)

Par (2.10) et (2.11), on obtient

p∗ ≤ r − r1+ 1
γ ≤ r ≤ R ≤ 1− q∗,

d’où

p∗ + q∗ ≤ 1.

2.3 Théorèmes d’existence de l’oscillation pour

l’équation (2.1)

Dans cette section, nous établissons quelques conditions suffisantes qui garan-

tissent que chaque solution x de (2.1) est oscillante sur [t0,∞).

Théorème 2.3.1. Supposons que (2.3) et (2.6) sont vérifiée, si

p∗ + q∗ > 1. (2.12)

Alors chaque solution de l’équation (2.3) est oscillante.
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Démonstration.

Supposons le contraire, que x est une solution non oscillante de (2.5). Supposons

que x est une solution éventuellement positive de l’équation (2.5), la substitution

y = −x transforme l’équation (2.5) en une équation de la même forme.

Par le lemme 2.2.3, nous avons

p∗ + q∗ ≤ 1.

Ce qui donne la contradiction par (2.12).

Théorème 2.3.2. Supposons que (2.2) et (2.6) sont vérifiée, si

p∗ = lim inf
t→∞

tγ
∫ ∞
t

p(s)
(
τ(s)
s

)γ
ds >

γγ

(γ + 1)γ+1 . (2.13)

Alors chaque solution de l’équation (2.5) est oscillante.

Démonstration.

Supposons que (2.5) est non-oscillatoire sur [t0,+∞), alors par les hypothèses de

lemme 2.2.3, on a (2.6) est vérifiée. De l’inégalité (2.10), nous avons

p∗ ≤ r − r1+ 1
γ .

En utilisant l’inégalité (1.1), avec B = A = 1 et C = 0, nous obtenons

p∗ ≤
γγ

(γ + 1)γ+1 .

Ce qui donne la contradiction par (2.13).

Exemple 2.3.1. Considérons l’équation différentielle semi-linéaire suivante

((x′(t))3)′ + 1
t4
x3(t) = 0, t ≥ 1. (2.14)

Ici,

γ = 3, r (t) = 1, p (t) = 1
t4
, τ (t) = t.

Alors ∫ ∞
1

dt =∞, et
∫ ∞

1
P (t) dt =

∫ ∞
1

1
t4
dt = 1

3 .
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D’autre part, nous avons

tγ
∫ ∞
t

p(s)
(
τ(s)
s

)γ
ds = t3

∫ ∞
t

1
s4ds = 1

3 → .

Par conséquent

p∗ = 1
3 >

γγ

(γ + 1)γ = 9
256 .

Donc (2.13) est vérifiée. Le théorème 2.3.2 implique que la solution de l’équation

(2.14) est oscillante.

Théorème 2.3.3. Supposons que (2.2) et (2.3) est vérifiée, si

lim sup
t→∞

tγ

r(t)

∫ ∞
t

p(s)
(
τ(s)
s

)γ
ds > 1. (2.15)

Alors chaque solution de (2.1) est oscillante.

Démonstration.

Supposons que x est une solution éventuellement positive de (2.1) sur [t0,∞).

Par les Lemmes 2.2.1 et 2.2.2, il existe t1 ≥ t0 tels que

x (τ (t)) > 0, x
′ (t) > 0, x(2) (t) < 0, x (t)

t
> x

′ (t) ,

sur [t1,∞) et x
t
est strictement décroissant sur [t1,∞). Par intégration de (2.1) entre

t à T , on trouve

∫ T

t
p(s)xγ(τ(s))ds = −r(T )(x′(T ))γ + r (t) (x′(t))γ.

Comme x′(t) > 0 et x′ (t) < x (t)
t

, on obtient

1
r(t)

∫ T

t
p(s)xγ(τ(s))ds ≤ (x′(t))γ ≤ (x(t))γ

tγ
.

Comme x
t
est strictement décroissant sur [t1,∞), alors

τ(t)
t
x(t) ≤ x(τ(t)), pour tout t ≥ t1,
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donc
1
r(t)

∫ T

t
p(s)xγ(s)

(
τ(s)
s

)γ
ds ≤ (x(t))γ

tγ
.

Puisque x est strictement croissante sur [t1,∞), on trouve

(x(t))γ
r(t)

∫ T

t
p(s)

(
τ(s)
s

)γ
ds ≤ (x(t))γ

tγ
.

Par conséquent
tγ

r(t)

∫ T

t
p(s)

(
τ(s)
s

)
ds ≤ 1.

Cet résultat donne la contradiction de (2.15).

Pour la simplification, on note

d+(t) := max{d(t), 0}.

Théorème 2.3.4. Supposons que (2.2) et (2.3) sont vérifiées. S’il existe une fonction

σ ∈ C1([t0,∞),R+), telle que

∫ ∞
t0

σ(s)p(s)
(
τ(s)
s

)γ
−

r(s)
[
σ
′(s)

]γ+1

+
(γ + 1)γ+1(σ(s))γ

 ds =∞. (2.16)

Alors chaque solution de l’équation (2.1) est oscillante.

Démonstration.

Supposons que (2.1) admet une solution non-oscillatoire sur [t0,∞). Par les Lemmes

2.2.1 et 2.2.2, il existe t1 ≥ t0 tels que

x (τ (t)) > 0, x
′ (t) > 0, x(2) (t) < 0, x (t)

t
> x

′ (t) ,

sur [t1,∞) et x
t
est strictement décroissant sur [t1,∞).

Nous définissons la fonction w par :

w(t) := σ(t)r(t)
(
x′(t)
x(t)

)γ
, pour tout t ≥ t1. (2.17)

17



Alors, w(t) > 0, pour tout t ∈ [t1,∞). Par dérivation de la fonction w, on obtient

w
′(t) = σ

′(t)r(t)x
′(t)γ
xγ(t) + σ(t)

(
r(t)x′(t)γ
xγ(t)

)′

= σ
′(t)
σ(t) w(t) + σ(t)(r(t)(x′(t))γ)′

xγ(t) − σ(t)r(t)(xγ(t))′(x′(t))γ
x2γ(t))

= σ
′(t)
σ(t) w(t)− σ(t)p(t)

(
x(τ(t))
x(t)

)γ
− γσ(t)r(t)(x′(t))γ+1

xγ+1(t)

= σ
′(t)
σ(t) w(t)− σ(t)p(t)

(
x(τ(t))
x(t)

)γ
− γ

(σ(t)r(t))
1
γ

(w (t))
γ+1

γ .

Puisque x
t
est strictement décroissante sur [t1,∞), on trouve

w
′(t) ≤ −σ(t)p(t)

(
τ(t)
t

)γ
+ σ

′
+(t)
σ(t) w(t)− γ

(σ(t)r(t))
1
γ

(w (t))
γ+1

γ .

En utilisant l’inégalité (1.1), nous avons

w
′(t) ≤ −σ(t)p(t)

(
τ(t)
t

)γ
+

r (t)
[
σ
′
+(t)

]γ+1

(γ + 1)γ+1 (σ(t))γ
, (2.18)

avec

C = 0, A = σ
′
+(t)
σ(t) , B = γ

(σ(t)r(t))
1
γ

.

Par intégration de (2.18) entre t1 à t, nous avons

∫ t

t1

σ(s)p(s)
(
τ(s)
s

)γ
−

r (s)
[
σ
′
+(s)

]γ+1

(γ + 1)γ+1 (σ(s))γ

 ds ≤ −w(t) + w(t1) ≤ w(t1),

d’où la contradiction de (2.16) pour t grand.

Exemple 2.3.2. Considérons l’équation de retard semi-linéaire

[
t4
(
x
′(t)

)5
]′

+ 1
t2
x5
(
t

2

)
= 0, pour tout t ∈ [1,∞). (2.19)

Ici

γ = 5, r (t) = t4, p (t) = 1
t2
, τ (t) = t

2 ≤ t.

Il est clair que les condition (2.2) et (2.3) sont vérifiées.
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Pour appliquer le Théorème 2.3.4, il reste à prouver que la condition (2.16) est

vérifiée.

Soit σ (t) = t, de (2.16) nous avons

η
∫ ∞
t0

1
s
ds = +∞.

Avec η > 0. Alors toute solution de (2.19) est oscillante sur [1,∞).

Soit H : [t0,+∞)× [t0,+∞)→ R+ une fonction continue satisfaisant les condi-

tions suivantes

a) Pour tout t ∈ [t0,+∞), H (t, t) = 0,

b) H estdérivable par rapport à s.

Théorème 2.3.5. Supposons que (2.2) et (2.3) sont vérifiées. S’il existe une fonction

φ ∈ C1([t0,∞),R+) et H : [t0,+∞)× [t0,+∞)→ R+, telle que

1
H(t, t0)

∫ ∞
t0

[H(t, s)φ(s)P (s)− ϑ(t, s)]dt =∞,

où

ϑ(t, s) :=
r(s)(φ′(s))γ+1

(
∂H
∂s

(t, s)
)γ+1

(γ + 1)γ+1(φ(s))γ(H(t, s))γ .

Alors chaque solution de (2.1) oscillante sur [t0,+∞).

Corollaire 2.3.1. Supposons que (2.2) et (2.3) sont vérifiées. S’il existe une fonction

φ ∈ C1([t0,∞),R+), telle que

1
tm

∫ ∞
t0

[
(t− s)mP (s)− mγ+1r(s)((t− s)m−1)γ+1

(γ + 1)γ+1((t− s)mγ

]
ds =∞.

Avec m ≥ 1. Alors chaque solution de (2.1) est oscillante sur [t0,∞).

2.4 Comportement asymptotique pour l’équation

(??)

Dans cette section, nous établissons quelques conditions suffisantes qui garan-

tissent que chaque solution x de (2.1) oscillante sur [t0,+∞) ou converge.
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Théorème 2.4.1. Soit σ définie dans le théorème 2.3.4 telle que (2.16) soit vérifiée,

si ∫ ∞
t0

[
1
r(t)

∫ t

t0
p(s)ds

] 1
γ

dt =∞. (2.20)

Alors toute solution de (2.1) est oscillante sur [t0,∞) ou converge.

Théorème 2.4.2. Supposons que (2.3) et (2.20) sont vérifiées. Soit σ définie dans

le théorème 2.3.4 telle que (2.16) soit vérifiée.

Alors chaque solution de (2.1) est oscillante sur [t0,+∞) ou lim
t→+∞

x (t) = 0.

Démonstration.

Par le théorème 2.4.1, chaque solution de l’équation (2.1) est oscillante sur [t0,∞)

ou lim
t→+∞

x (t) = b.

Supposons que b > 0, donc

x(τ(t)) > b > 0, pour t > t1.

Nous définissons la fonction u par :

u(t) := r(t) (x′(t))γ , pour t > t1.

D’après (2.1) , on trouve

u
′(t) = −p(t)xγ(τ(t)) ≤ −bγp(t), pour t > t1.

Par intégration de la dernière inégalité entre t1 à t, on trouve

u(t) ≤ u(t1)− bγ
∫ t

t1
p(s)ds

< −bγ
∫ t

t1
p(s)ds.

Donc,

b

[
1
r(t)

∫ t

t1
p(s)ds

] 1
γ

≤ −x′(t), pour t > t1.

Par intégration de la dernière inégalité entre t1 à t, on obtient

b
∫ t

t1

[
1
r(s)

∫ s

t1
p(u)du

] 1
γ

ds ≤ −x (t) + x (t1) ≤ x (t1) .
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Cet résultat donne la contradiction de (2.20).

Exemple 2.4.1. Considérons l’équation semi-linéaire

[
t

8
3

(
3
√
x′(t)

5)]′
+ 3
√
x(t))

5
= 0, pour t ∈ [1,∞). (2.21)

Ici

r (t) = t
8
3 , p (t) = 1, τ (t) = t, γ = 5

3 .

Il est clair que (2.3) et (2.20) sont vérifiée.

Pour appliquer le Théorème 2.4.2, il reste à prouver que la condition (2.16) est

vérifiée, Soit σ (t) = 1, de (2.16) nous avons

∫ ∞
t0

p(s)ds =∞.

Alors toute solution de (2.21) est oscillante sur [1,∞) ou lim
t→+∞

x (t) = 0.
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Chapitre 3

Comportement asymptotique de la

solution d’une équation

différentielle non linéaire du

troisième ordre

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons le comportement asymptotique de toute solu-

tion de l’équation différentielle non-linéaires d’ordre trois.

On supposera que le probléme (3.1) admet au moins une solution dans l’espace

C3 ([t0,+∞) ,R).

[
b(t)

{(
a(t)x′(t)

)′}γ]′
+ q(t)xγ(t) = 0, pour t ≥ t0. (3.1)

On impose les conditions suivantes :

(C1) γ > 0 est de la forme γ = γ1

γ2
où γ1, γ2 sont impairs positifs et t0 ≥ 0.

(C2) Les fonctions a , b et q sont des valeurs relles et sont continues positives définies

sur [t0,+∞) .
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3.2 Cas où l’équation (3.1) admet une solution non

oscillante

Nous présentons le lemme suivant qui donne les propriétés de la solution éven-

tuellement positive x de l’équation (3.1)

Lemme 3.2.1. Supposons que x est une solution éventuellement positive de (3.1)

et ∫ ∞
t0

(
1
b(t)

) 1
γ

dt =
∫ ∞
t0

1
a(t)dt =∞. (3.2)

Alors, il y a seulement deux cas possibles, pour tout t ∈ [t1,+∞) avec t1 ∈ [t0,+∞)

suffisamment grand :

1) x
′(t) > 0, (a(t)x′(t))′ > 0, pour t ∈ [t1,∞),

2) x′(t) < 0, (a(t)x′(t))′ > 0, pour t ∈ [t1,∞).

Démonstration.

Soit x une solution éventuellement positive de (3.1) sur [t0,∞).

Alors il existe t1 ≥ t0 tel que x (t) > 0, pour t ≥ t1. Par (3.1), nous avons

[
b(t)

{(
a(t)x′(t)

)′}γ]′
< 0, pour t ≥ t1,

donc la fonction t→ b
{(
ax
′
)′}γ

est décroissent sur [t1,∞).

Alors x′ et
{(
ax
′
)′}γ

sont des signes constant pour t assez grand.

Montrons que (ax′)′ > 0, pour t ≥ t1. Supposons le contraire, alors il existe une

constante η > 0 et t2 ≥ t1 tels que

(
a(t)x′(t)

)′
≤ −

(
η

b(t)

) 1
γ

, pour t ≥ t2.

Par intégration de la dernière inégalité entre t2 à t, nous obtenons

a(t)x′(t) ≤ a(t2)x
′(t2)−

∫ t

t2

(
η

b(s)

) 1
γ

ds, pour t ≥ t2.

D’après (3.2), on déduit que a(t)x′(t)→ −∞ lorsque t→ +∞. Donc il existe t3 ≥ t2,
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tel que

x
′(t) ≤ − 1

a(t) , pour t ≥ t3.

Par intégration de cette formule entre t3 a t, on trouve

x(t) ≤ x(t3)−
∫ t

t3

1
a(s)ds, pour t ≥ t3.

D’après (3.2), on déduit que x(t)→ −∞ lorsque t→ +∞.

D’où la contradiction.

Lemme 3.2.2. Soit x une solution de l’équation (3.1) et qui satisfait le cas (1) de

lemme 3.2.1, alors

x
′(t) ≥ δ(t)(b(t))

1
γ

a(t) (a(t)x′(t))′ , pour t ≥ t1, (3.3)

avec

δ(t) :=
∫ t

t1

1
b

1
γ (s)

ds, pour t ≥ t1.

Démonstration.

Si x′ (t) > 0, pour tout t ≥ t1, de l’équation (3.1) on déduit que la fonction t →

b
{(
ax
′
)′}γ

est décroissent sur [t1,∞).

Par conséquent, nous avons

a(t)x′(t) = a(t1)x
′(t1) +

∫ t

t1

(
a(s)x′(s)

)′
ds

= a(t1)x
′(t1) +

∫ t

t1

1
b

1
γ (s)

{
b (s)

((
a(s)x′(s)

)′)γ} 1
γ

≥ b (t)
((
a(t)x′(t)

)′)γ ∫ t

t1

1
(b(s))

1
γ

ds

≥ δ(t)(b(t))
1
γ (a(t)x′(t))′ .

Ce qui prouve le lemme
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3.3 Comportement asymptotique pour l’équation

(3.1)

Maintenant, nous établissons quelques conditions suffisantes pour que toute so-

lution x de (3.1) soit oscillante sur [t1,∞) ou convergente.

Pour la simplification, on note

[
ρ
′(s)

]
+

:= max{0, (ρ′(s)}.

Théorème 3.3.1. Supposons que (3.2) est vérifiée. S’il existe une fonction ρ ∈

C1 ([t0,∞),R+) et si

∫ ∞
t1

ρ(s)q(s)− aγ(s)
[
ρ
′(s)

]γ+1

+

(γ + 1)γ+1 (δ(s))γργ(s)

 ds =∞. (3.4)

Alors toute solution de (3.2) est oscillante sur [t0,∞) ou converge.

Démonstration.

Soit x une solution non-oscillatoire de (3.1). Sans perte de généralité on peut sup-

poser que x(t) > 0, pour t > t1 où t1 est suffisamment grand. Par le lemme 3.2.1,

on a deux cas,

Si x′(t) > 0, pour t ≥ t1.

Nous définissons la fonction w par

w(t) := ρ(t)
b(t)

(
(a(t)x′(t))′

)γ
xγ(t) , pour t ≥ t1. (3.5)

Alors w(t) > 0, par dérivation la fonction w, on obtient

w
′(t) = −b(t)

(
(a(t)x′(t))′

)γ ( ρ(t)
xγ(t)

)′
+ ρ(t)
xγ(t)

(
b(t)

(
(a(t)x′(t))′

)γ)′
.

D’après (3.1), on obtient

w
′(t) = −ρ(t)q(t) + ρ

′(t)
ρ(t) w(t)− γb(t)

(
(a(t)x′(t)

)γ ρ(t)x′(t)
xγ+1(t) .
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Par (3.3), on trouve

w
′(t) ≤ −ρ(t)q(t) + ρ

′(t)
ρ(t) w(t)− γρ(t)b(t)

δ(t)(b(t))
1
γ

(
(a(t)x′(t))′

)γ+1

xγ+1(t)

≤ −ρ(t)q(t) +

[
ρ
′(t)

]
+

ρ(t) w(t)− γδ(t)
[ρ(t)]

1
γ a(t)

(w(t))1+ 1
γ . (3.6)

En utilisant l’inégalité (1.1), nous avons

w
′(t) ≤ −ρ(t)q(t) +

aγ(t)
(
ρ
′(t)

)γ+1

+
(γ + 1)γ+1(δ(t))γργ(t) , (3.7)

avec

B =

[
ρ
′(t)

]
+

ρ(t) , A = γδ(t)
(ρ(t))

1
γ a(t)

.

Par intégration de (3.7) entre t1 à ∞, nous avons

∫ ∞
t1

ρ(s)q(s)− aγ(s)
[
ρ
′(s)

]γ+1

+
γ + 1)γ+1(δ(s))γργ(s)

 ds ≤ w(t1)− w(t) < w(t1),

d’où la contradiction de (3.4) pour t grand.

Si x′ (t) < 0, pour t ≥ t1, alors x est converge vers une limite finie, car la fonction x

est décroissante et minorée par 0.

Théorème 3.3.2. Supposons que (3.2) est vérifiée. Soit ρ définie dans le Théorème

3.3.1 telle que (3.4) soit vérifiée, si

∫ ∞
t0

1
a(z)

∫ ∞
z

[
1
b(u)

∫ ∞
u

q(s)ds
] 1

γ

dudz =∞. (3.8)

Alors toute solution de (3.1) est oscillante sur [t0,∞) ou converge vers zéro.

Démonstration.

De la preuve du Théorème 3.3.1, chaque solution de l’équation (3.1) est oscillante

sur [t0,∞) ou lim
t→∞

x (t) existe. D’autre part, supposons que x′ (t) < 0, pour t ≥ t1.

Alors x est décroissante sur [t1,∞) et lim
t→∞

x (t) = b ≥ 0 existe.

Supposons que b > 0.
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Par intégration de la formule (3.1) entre t1 à +∞, on obtient

b(t)
(
(a(t)x′(t))′

)γ
≥
∫ ∞
t

q(s)xγ(s)ds.

Ce qui implique

(a(t)x′(t))′ ≥
[

1
b(t)

∫ ∞
t

q(s)xγ(s)ds
] 1

γ

.

En intégrant la dernière inégalité entre t à ∞, on obtient

−a(t)x′(t) ≥
∫ ∞
t

[
1
b(u)

∫ ∞
u

q(s)xγ(s)ds
] 1

γ

du,

donc

−x′(t) ≥ 1
a(t)

∫ ∞
t

[
1
b(u)

∫ ∞
u

q(s)xγ(s)ds
] 1

γ

du.

En intégrant la dernière inégalité entre t1 à ∞, on obtient

x(t1) ≥
∫ ∞
t1

1
a(z)

∫ ∞
z

[
1
b(u)

∫ ∞
u

q(s)xγ(s)ds
] 1

γ

dudz.

Puisque x(t) ≥ b, pour t ≥ t1, alors

x(t1) ≥ b
∫ ∞
t1

1
a(z)

∫ ∞
z

[
1
b(u)

∫ ∞
u

q(s)ds
] 1

γ

dudz.

Cet résultat donne la contradiction de (3.8).

Exemple 3.3.1. On considère l’équation différentielle non linéaire du troisième

ordre 1
t

3

√({1
t
x′(t)

})′′ + 1
t2

3
√
x (t) = 0, pour t ≥ 1. (3.9)

Ici

b(t) = a (t) = 1
t
, q(t) = 1

t2
, γ = 1

3 .

Il est clair que (3.2) est vérifiée.

Pour appliquer le Théorème 3.3.1, il reste a prouver que la condition (3.4) est véri-

fiée.

On a

δ(t) = 1
4
(
t4 − t41

)
∼ t4

4 , pour t assez grand.
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Soit ρ(t) = t3, de (3.4), nous avons

∫ ∞
t1

s− η
3
√
s4

3
√
s4 − t41

ds ∼
∫ ∞
t1

s− ηds =∞.

avec η ≥ 0.

Alors toute solution de (3.9) est oscillante sur [1,+∞) ou converge.

Corollaire 3.3.1. Supposons que (3.2), (3.8) sont vérifiées, si

∫ ∞
t1

sq(s)− aγ(s)
(γ + 1)γ+1(δ(s))γsγ ds =∞. (3.10)

Alors toute solution de (3.1) est oscillante sur [t0,∞) ou converge vers zéro.

Corollaire 3.3.2. Supposons que (3.2), (3.8) sont vérifiées, si

∫ ∞
t1

[
sγ+1q(s)− aγ(s)

(δ(s))γ

]
ds =∞.

Alors toute solution de (3.1) est oscillante sur [t0,∞) ou converge vers zéro.

Théorème 3.3.3. Supposons que (3.2), (3.8) sont vérifiées, soit ρ définie dans le

Théorème 3.3.1 telle que (3.4) soit vérifiée, si

1
tn

∫ ∞
t1

(t− s)n
ρ(s)q(s)− aγ(s)

[
ρ
′(s)

]γ+1

+

(γ + 1)γ+1 (δ(s))γργ(s)

 ds =∞, pour n ≥ 1.

(3.11)

Avec n ≥ 1.

Alors toute solution de (3.1) est oscillante sur [t0,∞) ou converge vers zéro.

Démonstration.

Soit x une solution non-oscillatoire de (3.1). Sans perte de généralité on peut sup-

poser que x(t) > 0, pour t > t1 où t1 est suffisamment grand. Par le lemme 3.2.1,

on a deux cas,

Si x′(t) > 0, pour t ≥ t1.
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De la preuve du Théorème 3.3.1, on a trouver (3.7). D’après (3.7), on a

∫ t

t1
(t− s)n

ρ(s)q(s)− aγ(s)
[
ρ
′(s)

]γ+1

+
(γ + 1)γ+1(δ(s))γργ(s)

 ds ≤ ∫ t

t1
(t− s)nw′(s)ds

= w(t1)(t− t1)n − n
∫ t

t1
(t− s)n−1w(s)ds

≤ w(t1)(t− t1)n.

Donc

1
tn

∫ t

t1
(t− s)n

ρ(s)q(s)− aγ(s)
[
ρ
′(s)

]γ+1

+
(γ + 1)γ+1(δ(s))γργ(s)

 ds ≤ w(t1)
(
t− t1
t

)n
.

Alors
1
tn

∫ ∞
t1

(t− s)n
ρ(s)q(s)− aγ(s)

[
ρ
′(s)

]γ+1

+
(γ + 1)γ+1(δ(s))γργ(s)

 ds ≤ w(t1),

d’où la contradiction de (3.11) pour t grand.

Si x′ (t) < 0, pour tout t ≥ t1, la preuve est similaire le Théorème 3.3.2.

Exemple 3.3.2. On considère l’équation différentielle non linéaire du troisième

ordre (
x
′

t

)(2)

+ tλx(t) = 0, pour t ≥ 1. (3.12)

Avec λ ≥ 0. Ici

b(t) = 1, a (t) = 1
t
, q(t) = tλ, γ = 1.

Il est clair que (3.2) et (3.8) sont vérifiées

Pour appliquer le Théorème 3.3.3, il reste a prouver que la condition (3.11) est

vérifiée.

Si on prend n = 1 et ρ(t) = 1, nous avons

1
t2

∫ t

t1
(t− s)q(s)ds ∼ tλ

(λ+ 1) (λ+ 2) , pour t assez grand.

Alors toute solution de (3.9) est oscillante sur [1,+∞) ou converge vers zéro.

Théorème 3.3.4. Supposons que (3.2), (3.8) sont vérifiées, Soit ρ définie dans le
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Théorème 3.3.1, si

1
tn

∫ ∞
t1

[
(t− s)nρ(s)q(s)− ρ(s)aγ(s)P γ+1(t, s)

(γ + 1)γ+1(δ(s))γ(t− s)nγ

]
ds =∞. (3.13)

Avec

P (t, s) := (t− s)n
[
ρ
′(s)

]
+

ρ(s) − n(t− s)n−1, pour t ≥ s ≥ t0.

Alors toute solution de (3.1) est oscillante sur [t0,∞) ou converge vers zéro.

Démonstration.

Soit x une solution non-oscillatoire de (3.1). Sans perte de généralité on peut sup-

poser que x(t) > 0, pour t > t1 où t1 est suffisamment grand. Par le lemme 3.2.1,

on a deux cas,

Si x′(t) > 0, pour t ≥ t1.

D’autre part

∫ t

t1
(t− s)nw′(s) = w(t1)(t− t1)n − n

∫ t

t1
(t− s)n−1w(s)ds. (3.14)

De la preuve du Théorème 3.3.1, on a trouver (3.6).

Par (3.6) et (3.14), on obtient

∫ t

t1
(t− s)nρ(s)q(s)ds ≤ w(t1)(t− t1)n +

∫ t

t1

(t− s)n
[
ρ
′(s)

]
+

ρ(s) − n(t− s)n−1

w(s)ds

−
∫ t

t1
γ(t− s)n δ(s)

(ρ(s)aγ(s))
1
γ

[w(s)]
γ+1

γ ds.

En utilisant l’inégalité (1.1), nous avons

∫ ∞
t1

(t− s)n
ρ(s)q(s)− aγ(s)

[
ρ
′(s)

]γ+1

+
(γ + 1)γ+1 [δ(s)ρ(s)]γ

 ds ≤ 1
tn
w(t1).

Avec

C := 0, B := (t− s)n
[
ρ
′(s)

]
+

ρ(s) − n(t− s)n−1, A := γδ(s)(t− s)n

[ρ(s)aγ(s)]
1
γ

.

D’où la contradiction de (3.13) pour t grand.
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Si x′ (t) < 0, pour tout t ≥ t1, la preuve est similaire le Théorème 3.3.2.

Théorème 3.3.5. Supposons que (3.2), (3.8) sont vérifiées, Soit ρ définie dans le

Théorème 3.3.1, si

1
H(t, t0)

∫ ∞
t1

[
H(t, s)ρ(s)q(s)− ρ(s)aγ(s)Qγ+1(t, s)

(γ + 1)γ+1(δ(s))γHγ(t, s)

]
ds =∞. (3.15)

Avec

Q(t, s) := (t− s)n
[
ρ
′(s)

]
+

ρ(s) H(t, s)− h(t, s)
√
H(t, s).

Alors toute solution de (3.1) est oscillante sur [t0,∞) ou converge vers zéro.

Démonstration.

Soit x une solution non-oscillatoire de (3.1). Sans perte de généralité on peut sup-

poser que x(t) > 0, pour t > t1 où t1 est suffisamment grand. Par le lemme 3.2.1,

on a deux cas,

Si x′(t) > 0, pour t ≥ t1.

De la preuve du Théorème 3.3.1, on a trouver (3.6).

Par (3.6) et (3.14), on obtient

∫ t

t1
H(t, s)ρ(s)q(s)ds ≤ −

∫ t

t1
H(t, s)w′(s)ds

+
∫ t

t1
H(t, s)


[
ρ
′(s)

]
+

ρ(s) w(s)− γδ(s)
(ρ(s))

1
γ a(s)

[w (s)]
γ+1

γ

 ds.
D’autre part

∫ t

t1
H(t, s)w′(s)ds = −H(t, t1)w(t1)−

∫ t

t1

∂H(t, s)
∂s

w(s)ds,

donc

∫ t

t1
H(t, s)ρ(s)q(s)ds = H(t, t1)w(t1) +

∫ t

t1

H(t, s)

[
ρ
′(s)

]
+

ρ(s) − h(t, s)
√
H(t, s)

w(s)ds

−
∫ t

t1
H(t, s) γδ(s)

(ρ(s))
1
γ a(s)

[w (s)]
γ+1

γ ds.
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Nous déduisons que

∫ t

t1
H(t, s)ρ(s)q(s)ds ≤ H(t, t1)w(t1) +

∫ t

t1

H(t, s)

[
ρ
′(s)

]
+

ρ(s) − h(t, s)
√
H(t, s)

w(s)ds

−
∫ t

t1
H(t, s) γδ(s)

(ρ(s))
1
γ a(s)

w
γ+1

γ (s)ds.

En utilisant l’inégalité (1.1), nous avons

1
H(t, t1)

∫ t

t1

[
H(t, s)ρ(s)q(s)− ρ(s)aγ(s)Qγ+1(t, s)

(γ + 1)γ+1 [δ(s)H(t, s)]γ
]
ds ≤ w(t1).

Avec

B := H(t, s)

[
ρ
′(s)

]
+

ρ(s) − h(t, s)
√
H(t, s), A := γ

H(t, s)δ(s)
[ρ(s)]

1
γ a(s)

.

d’où la contradiction de (3.15) pour t grand.

Si x′ (t) < 0, pour tout t ≥ t1, la preuve est similaire le Théorème 3.3.2.

32



Chapitre 4

Oscillation pour une équation

différentielle de retard de second

ordre

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions l’oscillation de toute solution de l’équation dif-

férentielle de retard de second ordre

(
r
(
z
′)α)′ (t) + q (t)xα (σ (t)) = 0, pour tout t ≥ t0 > 0. (4.1)

Avec z(t) = x(t) + p(t)x(τ(t)). On impose les conditions suivantes :

(H1) γ > 0 est de la forme α = γ1

γ2
où γ1, γ2 impairs positifs.

(H2) r ∈ C([t0,∞),R+), tel que

π(t0) :=
∫ ∞
t0

r
−1
α (s)ds <∞.

(H3) La fonction de retard σ ∈ C1([t0,∞),R) et

σ(t) ≤ t, σ
′(t) > 0, lim

t→∞
σ(t) =∞.
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(H4) La fonction de retard τ ∈ C1([t0,∞),R) et

τ(t) ≤ t, lim
t→∞

τ(t) =∞.

(H5) q, p ∈ C([t0,∞), [0,∞)), tel que

0 ≤ p(t) < 1, p(t) < π(t)
π(τ(t)) .

4.2 Théorèmes d’existence de l’oscillation pour

l’équation (4.1)

Pour la simplification, on note

Q(t) := q(t)
(

1− p(σ(t))π(τ(σ(t)))
π(σ(t))

)α
.

Théorème 4.2.1. Supposons que

∫ ∞
t1

(
1
r(t)

∫ t

t1
Q(s)πα(σ(s))ds

) 1
α

dt =∞. (4.2)

et ∫ ∞
t1

Q(t)dt =∞. (4.3)

Alors chaque solution de l’équation (4.1) est oscillante sur [t0,+∞).

Démonstration.

Supposons le contraire, que x est une solution éventuellement positive de (4.1) sur

[t0,∞).

Alors il existe t1 ≥ t0, tel que

x(τ(t)) > 0, x(σ(t)) > 0, x(t) ≥ z(t) > 0, pour tout t ≥ t1.

Par (4.1), en déduire que la fonction r(z′)α est décroissante sur [t1,∞).

Par conséquent, z′ est une solution éventuellement négatif ou éventuellement positif

de l’équation (4.1) sur [t1,∞).
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Supposons que z′ (t) < 0, pour tout t ≥ t1. Puisque

z(t) ≥ −
∫ ∞
t

r
−1
α (s)r 1

α (s)z′(s)ds

≥ −π(t)r 1
α (t)z′(t). (4.4)

D’autre part, on a (
z

π

)′
(t) = z

′ (t)
π (t) + z (t) r−1

α (t)
π2 (t) ≥ 0.

Par la définition de z, on obtient

x(t) = z(t)− p(t)x(τ(t))

≥ z(t)− p(t)z(τ(t))

≥ z(t)
(

1− p(t)π(τ(t))
π(t)

)
. (4.5)

De (4.5), on obtient

(
r
(
z
′)α)′ (t) ≤ −q (t)

(
1− p((σ(t))π(τ(σ(t)))

π(σ(t))

)
zα(σ(t))

= −Q(t)zα(σ(t)). (4.6)

Puisque la fonction r
(
z
′
)α

est décroissante sur [t1,∞), alors

−r (t)
(
z
′)α (t) ≥ r (t1)

(
z
′)α (t1) := γ > 0, pour tout t ≥ t1.

Par (4.4), on obtient

z(t) ≥ γ
1
απ(t), pour tout t ≥ t1. (4.7)

De (4.6) et (4.7), on obtient

(
r
(
z
′)α)′ (t) ≤ −γQ(t)πα(σ(t)), pour tout t ≥ t1. (4.8)
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Par intégration de (4.8) entre t1 à t, on obtient

r (t)
(
z
′)α (t) ≤ r (t)

(
z
′)α (t1)− γ

∫ t

t1
Q(s)πα(σ(s))ds

≤ −γ
∫ t

t1
Q(s)πα(σ(s))ds.

Par intégration de la dernière inégalité entre t1 à t, on obtient

z(t) ≤ z(t1)− γ
1
α

∫ t

t1

(
1
r(s)

∫ s

t1
Q(u)πα(σ(u))du

) 1
α

ds.

Cet résultat donne la contradiction de (4.2).

Maintenant, on suppose que z′ (t) > 0, pour tout t ≥ t1. Alors

x(t) ≥ (1− p(t))z(t), pour tout t ≥ t1.

De (4.1), on obtient

(
r
(
z
′)α)′ (t) ≤ −q(t) (1− p (σ(t)))α zα(σ(t)). (4.9)

Par (H4) , on a
π(τ(σ (t)))
π(σ (t)) ≥ 1

p(σ (t)) ≥ 1.

Alors

1− p(σ(t)) ≥ 1− p(σ(t))π(τ(σ(t)))
(π(σ(t)) , pour tout t ≥ t1. (4.10)

Par intégration de (4.9) entre t1 à t et et en utilisant (4.10), nous obtenons

r (t)
(
z
′)α (t) ≤ −r (t1)

(
z
′)α (t1)−

∫ t

t1
q(s)(1− p(σ(s)))αzα(σ(s))ds

≤ −r (t1)
(
z
′)α (t1)− zα(σ(t1))

∫ t

t1
q(s)(1− p(σ(s)))αds

≤ −r (t1)
(
z
′)α (t1)− zα(σ(t1))

∫ t

t1
Q(s)ds.

Par (4.3), on a lim
t→+∞

r (t)
(
z
′
)α

(t) = −∞, d’ou la contradiction.

Théorème 4.2.2. Supposons que (4.3) est vérifiée, si

lim sup
t→∞

πα(t)
∫ t

t1
Q(s)ds > 1. (4.11)
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Alors chaque solution de l’équation (4.1) est oscillante sur [t0,+∞).

Démonstration.

Supposons le contraire, que x est une solution éventuellement positive de (4.1) sur

[t0,∞).

Alors il existe t1 ≥ t0, tel que

x(τ(t)) > 0, x(σ(t)) > 0, x(t) ≥ z(t) > 0, pour tout t ≥ t1.

De (4.1), nous avons que la fonction r(z′)α est décroissante sur [t1,∞).

Par conséquent, z′ est une solution éventuellement négatif ou éventuellement positif

de l’équation (4.1) sur [t1,∞).

Supposons que z′ (t) < 0, pour tout t ≥ t1. Par intégration de (4.6) entre t1 à t, on

obtient

r (t)
(
z
′)α (t) ≤ r (t1)

(
z
′)α (t1)−

∫ t

t1
Q(s)zα(σ(s))ds

≤ −zα(σ(t))
∫ t

t1
Q(s)ds. (4.12)

Puisque σ (t) ≤ t et z est une fonction décroissante sur [t1,+∞) , alors

−r (t)
(
z
′)α (t) ≥ zα(t)

∫ t

t1
Q(s)ds.

De (4.4) et la dernière inégalité, on trouve

πα(t)
∫ t

t1
Q(s)ds ≤ 1.

Cet résultat donne la contradiction de (4.11).

Si z′ (t) > 0, pour tout t ≥ t1. La preuve est similaire le Théorème 4.2.1.

Exemple 4.2.1. Considérons l’équation différentielle linéaire suivante

(
t2
[
x(t) + 1

4x
(
t

2

)]′)′
+ 4x(t) = 0, pour tout t ≥ 1. (4.13)
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Ici,

α = 1, , r (t) = t2, p (t) = 1
4 , q (t) = 2, τ (t) = t

2 , σ (t) = t.

Alors

π(t) = 1
t

et Q(t) = 2.

Il est clair que (4.3) est vérifiée.

D’autre part, nous avons

lim
t→∞

πα(t)
∫ t

t1
Q(s)ds = lim

t→∞

2 (t− t1)
t

= 2.

Donc, (4.11) est vérifiée.

Le Théorème 4.2.2, implique que la solution de l’équation (4.13) est oscillante sur

[1,∞).

Théorème 4.2.3. Supposons que (4.3) est vérifiée. S’il existe une fonction δ ∈

C1([t0,∞),R+), tel que

lim
t→+∞

π
α(t)
δ(t)

∫ ∞
t0

δ(s)Q(s)−
r(s)

[
δ
′(s)

]α+1

(α + 1)α+1(δ(s))α

 ds
 > 1. (4.14)

Avec σ (t) = t, pour tout t ≥ t0.

Alors chaque solution de l’équation (4.1) est oscillante sur [t0,+∞).

Démonstration.

Supposons le contraire, que x est une solution éventuellement positive de (4.1) sur

[t0,∞).

Alors il existe t1 ≥ t0, tel que

x(τ(t)) > 0, x(δ(t)) > 0, x(t) ≥ z(t) > 0, pour tout t ≥ t1.

On a alors deux cas, si z′ (t) < 0, pour tout t ≥ t1.

Nous définissons la fonction w par

w (t) := δ (t)

r (t)
(
z
′ (t)

)α
zα (t) + 1

πα (t)

 , pour toutt ≥ t1. (4.15)
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Alors w (t) ≥ 0, pour tout t ≥ t1 et

w
′ (t) = δ

′ (t)
δ (t) w (t) + δ (t)

(
r
(
z
′
)α)′

(t)
zα (t) − αδ (t) r (t)

(
z
′ (t)
z (t)

)α+1

+ αδ (t)
r

1
α (t) πα+1 (t)

≤ δ
′ (t)
δ (t) w (t) + δ (t)

(
r
(
z
′
)α)′

(t)
zα (t) − α

(δ (t) r (t)) 1
α

(
w (t)− δ (t)

πα (t)

)α+1
α

+ αδ (t)
r

1
α (t) πα+1 (t)

.

Par (4.9), on obtient

(
r
(
z
′)α)′ (t) ≤ −Q (t) zα (t) , pour tout t ≥ t1. (4.16)

Donc

w
′ (t) ≤ −δ (t)Q (t) + δ

′ (t)
δ (t) w (t)− α

(δr (t)) 1
α

(
w (t)− δ (t)

πα (t)

)α+1
α

+ αδ (t)
r

1
α (t)πα+1 (t)

.

En utilisant l’inégalité (1.1), nous avons

w
′ (t) ≤ −δ (t)Q (t) + δ

′ (t)
πα (t) + r (t) (δ′ (t))α+1

(α + 1)α+1δα (t) + αδ (t)
r

1
α (t) πα+1 (t)

= −δ (t)Q (t) +
(
δ (t)
πα (t)

)′
+ r (t) (δ′ (t))α+1

(α + 1)α+1δα (t) .

Avec

A := δ
′ (t)
δ (t) , B := α

(δ (t) r (t)) 1
α

, C := δ

πα (t) .

En intégrant la dernière l’inégalité entre t1 à t, nous obtenons

∫ t

t1

δ(s)Q(s)−
r(s)

(
δ
′(s)

)α+1

(α + 1)α+1(δ(s))α

 ds ≤ ( δ (t)
πα(t) − w(t)

)
−
(
δ(t1)
πα(t1)

− w(t1)
)
.

Substituons (4.15) dans la dernière inégalité, nous avons

∫ ∞
t2

δ(s)Q(s)−
r(s)

(
δ
′(s)

)α+1

(α + 1)α+1(δ(s))α

 ds ≤ δ(t1)
r(t1)(z

′(t1))α
(z(t1))α

− δ(t)r(t)(z
′(t))α

(z(t))α

≤ −δ(t)r(t)(z
′(t))α

(z(t))α . (4.17)

39



De (4.4), on a

− δ (t) r(t)
(
z
′(t)
z (t)

)α
≤ δ (t)
πα(t) . (4.18)

Par (4.17) et (4.18), on trouve

πα(t)
δ(t)

∫ ∞
t2

δ(s)Q(s)−
r(s)

(
δ
′(s)

)α+1

(α + 1)α+1(δ(s))α

 ds ≤ 1.

Cet résultat donne la contradiction de (4.14).

Si z′ (t) > 0, pour tout t ≥ t1. La preuve est similaire le Théorème 4.2.1.
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Résumé

L’objet de ce travail consiste à l’étude de l’oscillation des équations différentielles

ordinaires. on étudiera l’oscillation de toute solution de l’équation différentielles

semi-linéaires d’ordre deux.

Nous utilisont le théorèmes d’existence de l’oscillation pour une équation diffiren-

tielle ordinaire, nous présentons le comportement asymptotique de toute solution de

l’équation différentielle non-linéaires d’ordre trois et en fin, on étudiera l’oscillation

de toute solution de l’équation différentielle de retard de second ordre

Mots clé :

Equations différentielles ordinaires, semi-linéaire, oscillation.

Abstarct : This thesis concerns the oscillation of the solution of the semi-linear

differential equation of order two with delay, we introduce the criteria of oscillation

for the half-linear second-order equations, we present the asymptotic behavior of

solution of the third order non-linear differential equation and finally, we will study

the oscillation of any solution of the second order delay differential equation

Key words :

Ordinary differential equation, semi-linearn, oscillation.
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