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Introduction

La théorie des échelles de temps a été introduite par Stéphan Hilger dans
sa thèse de doctorat en 1988. Cette théorie permet d'uni�er l'analyse discrète
et l'analyse continue. Une échelle de temps T est un sous-ensemble fermé
arbitraire de R. Si T = R, les équations aux échelles de temps deviennent
des équations di�érentielles. Si T = Z, les équations aux échelles de temps
deviennent des équations aux di�érences �nies.

Le calcul fractionnaire est la branche d'analyse mathématique qui étu-
die la généralisation des notions de dérivation et d'intégration à des ordres
arbitraires (à des ordres non-entiers). Les équations di�érentielles fraction-
naires ont été largement appliquées en physique, en chimie, en biologie,...etc
(voir[2, 12, 13]).

En 2014, Khalil et al. [11] ont présenté une nouvelle dé�nition de la déri-
vée fractionnaire dénommée la dérivée fractionnaire conforme (voir Dé�nition
2.1). En particulier, Benkhettou et al. [6] ont étendu cette dé�nition à une
échelle de temps arbitraire, qui est une extension naturelle du calcul frac-
tionnaire conforme (voir Dé�nition 2.2).

Ce mémoire est composé de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques dé�nitions et théo-
remes de l'analyse fonctionnelle, et nous présentons les résultats principaux
sur la di�érentiabilité, l'intégration et la fonction exponentielle sur les échelles
de temps.

Dans le deuxième chapitre, nous présentons quelques dé�nitions et résul-
tats concernant le calcul fractionnaire conforme sur des échelles de temps
arbitraires.

Dans le troisième chapitre, nous étudierons des équations dynamiques
fractionnaires conformes linéaires d'ordre α ∈ (0, 1] avec des conditions aux
limites linéaires :, nous donnons quelque résultats d'éxistence de solutions
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des problèmes aux limites associés.

Dans le quatrième chapitre, nous établirons un théorème d'existence pour
l'équation dynamique fractionnaire conforme non-linéaire sur les échelles de
temps avec condition initiale :x

(α)
∆ (t) = f(t, xσ(t)), pour tout t ∈ I = [a, b]T,

x(a) = x0.
(1)

Ici, T est une échelle de temps bornée, J = [a, σ(b)]T avec a, b ∈ T, 0 ≤ a < b,

x0 ∈ R, x(α)
∆ (t) désigne la delta dérivée fractionnaire conforme de x d'ordre

α ∈ (0, 1] en t et f : I × R→ R est une fonction continue.
Nous introduirons la notion de tube-solution associé à (1). Cette nouvelle

notion est équivalente à la notion de sous- et sur-solution introduite par B.
Bendouma et A. Hammoudi [5]. L'objectif de cette méthode est de prouver
que si une solution x ∈ Cα

rd(J,R) existe, alors elle est incluse dans un tube so-
lution, i.e. on peut trouver des fonctions v ∈ Cα

rd(J,R) etM ∈ Cα
rd(J, [0,∞)))

telles que
|x(t)− v(t)| ≤M(t) pour tout t ∈ J.

Mots Clés : Calculs sur les échelles de temps, calcul fractionnaire conforme
sur des échelles de temps, équation dynamique fractionnaire conforme, condi-
tions aux limites, tube-solution, théorème du point �xe de Schauder.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques dé�nitions et théoremes de
l'analyse fonctionnelle, et nous présentons les résultats principaux sur la di�é-
rentiabilité, l'intégration et la fonction exponentielle sur les échelles de temps.
Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter [1, 7, 8, 9, 10].

1.1 Rappels d'analyse fonctionnelle

Dé�nition 1.1 (Norme) Soit E un espace vectoriel sur K. On appelle une
norme sur E toute application ‖.‖ : E → R+ telle que

(i) ‖x‖ = 0⇔ x = 0.

(ii) ∀x ∈ E,∀λ ∈ K : ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ .
(iii) ∀x, y ∈ E : ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (Inégalité triangulaire).

Dé�nition 1.2 (Espace vectoriel normé) Un espace vectoriel E muni d'une
norme ‖.‖ noté (E, ‖.‖) sera appelé un espace vectoriel normé.

Exemple 1.1.1 On dé�nit une norme sur l'espace vectoriel C ([a, b] ,R) de
la maniére suivantes

‖f‖∞ = sup
x∈[a,b]

|f (x)| .

Dé�nition 1.3 (Espace de Banach) On appelle espace de Banach tout es-
pace vectoriel normé complet sur les corps C ou R.
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Exemple 1.1.2 Soit I := [a, b] un intervalle de R. C(I,R) est l'espace de
Banach des fonctions x continues dé�nie de I dans R avec la norme

‖x‖∞ = sup
t∈I
|x(t)|.

Dé�nition 1.4 Le sous ensemble S de l'espace normé X est dit borné si il
existe M tel que

‖x‖ ≤M pour tout x ∈ S.

Dé�nition 1.5 L'ensemble S de l'espace vectoriel X est dit convexe si pour
tout x, y ∈ S

λx+ (1− λ) ∈ S, ∀λ ∈ [0, 1].

Dé�nition 1.6 Soit F : (E, ‖.‖E) → (F, ‖.‖F ) une application. On dit que
F est bornée si elle envoie les parties bornées de E sur des parties bornées
de F i.e. F (bornée) est bornée.

Dé�nition 1.7 Soient a ∈ E et T : (E, ‖.‖E)→ (F, ‖.‖F ). On dit que T est
continue au point a si et seulement si, pour tout ε > 0, il existe δ > 0, pour
x ∈ E, on a

‖x− a‖E < δ implique ‖T (x)− T (a)‖ < ε.

Alors l'opérateur T est dit continu sur E, ou simplement continu si il est
continu en tout point de E.

Dé�nition 1.8 Soient E et F deux espaces de Banach et T : E −→ F est
une fonction continue. On dit que T est compacte si T (E) est compact. On
dit que T est complètement continue si T (B) est compact pour tout sous-
ensemble borné B ⊂ E.

Dé�nition 1.9 (Ensemble équicontinue) Un ensemble F de C([a, b],R) est
dit équicontinu, si pour tout ε > 0 il existe δ > 0, tel que, pour tout t1, t2 ∈
[a, b], |t2 − t1| ≤ δ on a :

‖f(t2)− f(t1)‖ ≤ ε, pour tout f ∈ F.

Dé�nition 1.10 (Ensemble uniformément borné) F est dit uniformément
borné dans C([a, b],R) s'il existe un nombre réel M > 0 tel que ‖y‖∞ ≤ M
pour tout y ∈ F .
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Théorème 1.1 (Arzela-Ascoli) Soit B ⊂ C([a, b],R), B est relativement
compact dans C([a, b],R) si et seulement si :

(a) B est uniformément borné.

(b) B est équicontinu.

Théorème 1.2 (Théorème du point �xe de Schauder) Soit C un sous-ensemble
convexe, fermé, borné, non vide d'un espace de Banach E et A : C → C une
application compact i.e (A(C) est compact). Alors A admet au moins un
point �xe (i.e il existe un point x0 dans C tel que f(x0) = x0).

1.2 La théorie des échelles de temps

Dans cette section, nous présentons les notions de base concernant les
échelles de temps, la di�érentiabilité et l'intégration des fonctions sur les
échelles de temps.

Dé�nition 1.11 Une échelle de temps T est un ensemble non vide fermé de
l'ensemble de nombre réels R.
Par exemple, les ensembles R, Z et N sont des échelles de temps, tandis que
les ensembles Q, R \Q, C et ]0; 1[ ne sont pas des échelles de temps.
On sous-entend que la topologie de T est induite par celle de R.

Dé�nition 1.12 Soit T une echelle de temps. Pour t ∈ T, On dé�nit :

i) L'opérateur de saut-avant σ : T→ T par σ(t) : = inf {s ∈ T : s > t} .
ii) L'opérateur de saut-arriere ρ : T→ T par ρ(t) : = sup {s ∈ T : s < t} .
iii) - La fonction de granulation en avant µ : T→[0,∞) par µ(t) : =σ(t)− t.
iv) - la fonction fσ : T→ R par

fσ(t) := (f ◦ σ)(t) = f(σ(t)), pour tout t ∈ T.

Dé�nition 1.13 Soit T échelle de temps, t ∈ T :

1) Si σ(t) > t, on dit que t est un point dispersé à droite (rs).

2) Si σ(t) = t et t < supT, on dit que t est un point dense à droite (rd).

3) Si ρ(t) < t, on dit que t est un point dispersé à gauche (ls).

4) Si ρ(t) = t et t > inf T, on dit que t est un point dense à gauche (ld).
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5) Si un point est dispersé à droite et à gauche,(i.e ρ(t) < t < σ(t)), on dit
qu'il est isolé.

6) Si un point est dense à droite et à gauche,(i.e t=σ(t)=ρ(t)), on dit qu'il
est dense.

Exemple 1.1 Soit T une échelle de temps, t ∈ T.
1. Pour T = R, on a : σ(t) = ρ(t) = t.
Donc, chaque point de R est dense : µ(t) = ν(t) = 0 .
2. Pour T = Z on a : σ(t) = t+ 1 et ρ(t) = t− 1.
Donc, chaque point de Z est isolé et on a : µ(t) = ν(t) = 1.

Dé�nition 1.14 Soit T une échelle de temps, t ∈ T. Si T admet un maxi-
mum M dispersé à gauche, on pose Tk = T− {M}, sinon Tk = T.
- Soit a, b ∈ T tel que a < b, on dé�nie l'intervalle [a, b] dans T par :

[a, b] = [a, b]T = [a, b] ∩ T = {t ∈ T : a ≤ t ≤ b}

Dé�nition 1.15 Une fonction f : T → R est dite régulière, si sa limite à
droite existe en tout point dense à droite de T, et sa limite à gauche existe
en tout point dense à gauche de T.

Dé�nition 1.16 Une fonction f : T → R est dite rd-continue si elle est
continue en tout point dense à droite de T, et si sa limite à gauche existe et
�nie en tout point dense à gauche de T.
On note :
− L'ensemble des fonctions f : T→ R qui sont rd-continues sur T par

Crd = Crd(T) = Crd(T,R).

Théorème 1.3 Soit f : T→ R et g : T→ R on a :
1. Si f est continue, alors f est rd-continue.
2. Si f est rd-continue, alors f est régulière.
3. L'opérateur de saut à droite σ est rd-continue.
4. Si f est rd-continue (resp. régulière), alors f ◦ σ est rd-continue (resp.
régulière).
5. Si f est rd-continue (resp. régulière ) et g est continue, alors g ◦ f est
rd-continue (resp. régulière).
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1.2.1 Di�érentiation

Dé�nition 1.17 Soit f : T → R une fonction et soit t ∈ Tk. On dit que
f est ∆-di�érentiable en t s'il existe un nombre réel f∆(t) ∈ R tel que pour
tout ε > 0, il existe un voisinage U de t (i.e, U = (t − δ, t + δ) ∩ T pour
certain δ > 0) tel que∣∣fσ(t)− f(s)− f∆(t)(σ(t)− s)

∣∣ ≤ ε|σ(t)− s|, pour touts ∈ U .

On appelle f∆(t) la ∆-dérivée de f en t.
Si f est ∆-di�érentiable en tout t ∈ Tk, alors f∆ : Tk → R est appelée la
delta dérivée de f sur Tk.

- L'ensemble des fonctions f : T→ R qui sont di�érentiables et ses dérivées
sont rd-continues sur T par

C1
rd = C1

rd(T) = C1
rd(T,R).

Exemple 1.2 Soit f : T→ R une fonction
1. Pour T = R. on a σ(t) = t alors :

f∆(t) = lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s
= f ′(t).

2. Pour T = R. on a σ(t) = t+ 1 alors :

f∆(t) =
f(σ(t))− f(t)

σ(t)− t
= f(t+ 1)− f(t) = ∆f(t)

où ∆ l'opérateur de di�érence .

Théorème 1.4 Soit f : T→ R une fonction et soit t ∈ Tk.

1) Si f est ∆-di�érentiable en t, alors f est continue en t.

2) Si t est dispersé à droite et f est une fonction continue en t, alors f est
di�érentiable en t et

f∆(t) =
f(σ(t))− f(t)

µ(t)
.
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3) Si t est dense à droite alors f est ∆-di�érentiables en t, si seulement si

lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s
existe et �nie. Dans ce cas on a

f∆(t) = lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s
.

4) Si f est ∆-di�érentiable en t, alors

fσ (t) = f (t) + µ (t) f∆ (t) . (1.1)

Exemple 1.3 Soit f : T→ R une fonction dé�nie par :

1. f(t) = α pour tout t ∈ T, où α ∈ R est constante. alors f∆(t) = 0.

2. f(t) = t pour tout t ∈ T, alors f∆(t) = 1.

Théorème 1.5 Soient f, g : T → R deux fonctions ∆-di�érentiables en
t ∈ Tk alors :

1) f + g : T→ R est ∆-di�érentiable en t et

(f + g)∆(t) = f∆(t) + g∆(t).

2) Pour tout constante α ∈ R. αf : T→ R est ∆-di�érentiable en t et

(αf)∆ (t) = αf∆ (t) .

3) fg : T→ R est ∆-di�érentiable en t et

(fg)∆(t) = f∆(t)g(t)+f(σ(t))g∆(t) = f(t)g∆(t)+f∆(t)g(σ(t)). (1.2)

4) Si f(t)fσ (t) 6= 0, alors
1

f
est ∆-di�érentiable en t et

(
1

f

)∆

(t) = − f∆(t)

f(t)f(σ(t))
.

5) Si g(t)gσ (t) 6= 0, alors
f

g
est ∆-di�érentiable en t et

(
f

g

)∆

(t) =
f∆(t)g(t)− f(t)g∆(t)

g(t)g(σ(t))
. (1.3)
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Exemple 1.4 Soit f : T→ R une fonction dé�nie par f(t) = t2, on a :

f∆(t) = lim
s→t

f(σ(t))− f(s)

σ(t)− s
= lim

s→t

(σ(t))2 − s2

σ(t)− s
= σ(t) + t pour tout t ∈ Tk

1. Si T = R, on a σ(t) = t et ρ(t) = t, alors :

f∆(t) = f ′(t) = 2t.

2. Si T = hZ, on a σ(t) = t+ h et ρ(t) = t− h alors :

f∆(t) = 2t+ h.

Pour h = 1 (i, eT = Z) on a f∆(t) = ∆f(t) = 2t+ 1.

1.2.2 Intégration

Dé�nition 1.18 La fonction F : T → R est dite la ∆-antidérivée de f :
T→ R si

F∆(t) = f(t), pour chaque t ∈ Tk.

- On dé�nit l'intégrale de Cauchy par :∫ b

a

f(t)∆(t) = F (b)− F (a), pour tout a, b ∈ T.

Dé�nition 1.19 Soit f : T→ R une fonction régulière , on dé�nit l'intégrale
indé�nie par : ∫

f(t)∆(t) = F (t) + c,

où c est une constante arbitraire et F est la ∆-antidérivée de f .

Théorème 1.6 Toute fonction rd-continue possède une ∆-antidérivée. En
particulier ,si t0 ∈ T, alors la fonction F dé�nit par :

F (t) =

∫ t

t0

f(τ)∆τ, pour tout t ∈ T,

est une ∆-antidérivée de f .

Théorème 1.7 Tout fonction continue f sur [a, b] est ∆-intégrable.
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Théorème 1.8 Si f ∈ Crd et t ∈ Tk, alors∫ σ(t)

t

f(τ)∆(τ) = µ(t)f(t).

Théorème 1.9 Si a, b, c ∈ T, α ∈ R et f, g ∈ Crd, alors :
1.
∫ b
a
[αf(t) + g(t)]∆t = α

∫ b
a
f(t)∆t+

∫ b
a
g(t)∆t.

2.
∫ b
a
f(t)∆t = −

∫ a
b
f(t)∆t.

3.
∫ b
a
f(t)∆t =

∫ c
a
f(t)∆t+

∫ b
c
f(t)∆t.

4.
∫ b
a
f(σ(t))g∆(t)∆t = (fg)(b)− (fg)(a)−

∫ b
a
f∆g(t)∆t.

5.
∫ a
a
f(t)∆t = 0.

6. Si |f(t)| ≤ g(t) sur [a, b], alors |
∫ b
a
f(t)∆t| ≤

∫ b
a
g(t)∆t.

Théorème 1.10 Soient a, b ∈ Tet f ∈ Crd
1.Si T = R, alors ∫ b

a

f(t)∆t =

∫ b

a

f(t)dt

où l'intégrale à droite est l'intégrale usuelle de Riemann.
2. Si [a, b] ne contient que des points isolés, alors

∫ b

a

f(t)∆t =



∑
t∈[a,b)

µ(t)f(t) si a<b

0 si a=b

−
∑
t∈[a,b)

µ(t)f(t) si a>b

3. Si T = Z alors

∫ b

a

f(t)∆t =



b−1∑
t=a

f(t) si a<b

0 si a=b

−
a−1∑
t=b

f(t) si a>b
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Exemple 1.5 Soit T une échelle de temps :
1. Soit a, b ∈ T, on a :∫ b

a

c∆t = c

∫ b

a

1∆t = c(b− a).

2. On calculons
∫ t

0
s∆s sur T :

-Pour T = R on a : ∫ t

0

s∆s =

∫ t

0

sds =

[
1

2
s2

]t
0

=
1

2
t2.

-Pour T = Z on a : ∫ t

0

s∆s =
t−1∑
s=0

s =
t(t− 1)

2
.

1.2.3 la fonction exponentielle

Dé�nition 1.20 Pour h > 0, on dé�nit les nombres complexes de Hilger ,
axe réel et l'axe imaginaire de Hilger

Ch = {z ∈ C, z 6= −1

h
}

Rh = {z ∈ Ch, z ∈ R, z >
−1

h
}

Zh = {z ∈ C,
−π
h

< Im(z) ≤ π

h
}

Pour h = 0, on a C0 = C, R0 = R, Z0 = C

Dé�nition 1.21 On dé�nit
� L'addition ⊕ dans Ch par

z ⊕ w = z + w + zwh pourz, w ∈ Ch.

� La soustraction 	 sur Ch par

z 	 w = z ⊕ (	w) =
z − w
1 + wh

pourz, w ∈ Ch.

	z =
−z

1 + zh
Si h = 0 , on a z ⊕ w = z + w et z 	 w = z − w
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Dé�nition 1.22 Une fonction p : T→ R est dite régressive si :

1 + µ(t)p(t) 6= 0, ∀t ∈ Tk

On note L'ensemble des fonctions régressives et rd-continues par :

R = R(T) = R(T,R)

et on note par R+ = {p : T → R : 1 + µ(t)p(t) > 0} pour tout t ∈ T
l'ensemble des fonctions régressives positives.

Dé�nition 1.23 On dé�nit dans R(T)
� L'addition ⊕ par :

(p⊕ q)(t) = p(t) + q(t) + µ(t)p(t)q(t); pour tout t ∈ Tk, et p, q ∈ R.

� La soustraction 	 par :

(p	q)(t) = (p⊕(	q))(t) =
p(t)− q(t)

1 + µ(t)q(t)
; pour tout t ∈ Tk, et p, q ∈ R(T).

Dé�nition 1.24 Si p ∈ R, alors on dé�nit la fonction exponentielle par :

ep(t, s) = exp
(∫ t

s

ξµ(τ)(p(τ))∆τ
)
pour t, s ∈ T

Où ξh : Ch → Zh est la trnsformation cylindrique dé�nie par :

ξh(z) =

{ 1

h
log(1 + zh) si h > 0

z si h = 0

Où log désigne le logarithme nipérien .
Donc on a

ep(t, s) = exp
(∫ p

s

log(1 + µ(τ)p(τ))

µ(τ)
∆τ
)
pour t, s ∈ T

Théorème 1.11 :Si p, q ∈ R, alors

1. e0(t, s) ≡ 1 et ep(t, t) ≡ 1

2. ep(σ(t), s) = (1 + µ(t)p(t))ep(t, s)
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3.
1

ep(t, s)
= e	p(t, s)

4. ep(t, s) =
1

ep(s, t)
= e	p(s, t)

5. ep(t, s)ep(s, r) = ep(t, r)

6. ep(t, s)eq(t, s) = ep⊕q(t, s)

7.
ep(t, s)

eq(t, s)
= ep	q(t, s)

8.
( 1

ep(t, s)

)∆

= − p(t)

eσp(t, s)

9. ep(t, σ(s))ep(s, r) =
ep(t, r)

1 + µ(s)p(s)

Remarque 1.1 1. Soit p ∈ R et t0 ∈ T �xé, la fonction ep(., t0) est
dé�nie comme la solution unique du problème de Cauchy :

y∆(t) = p(t)y(t), y(t0) = 1.

2. On a
e∆
p (t, s) = p(t)ep(t, s).

Exemple 1.2.1 Soit T une échelle de temps et p ∈ R, calculons ep(t, s).On
a

ep(t, s) = exp

(∫ t

s

ξµ(τ)(p(τ))∆τ)

)
= exp

(∫ t

s

log (1 + µ(τ)p(τ))

µ(τ)
∆τ

)
pour t, s ∈ T

� Pour T = R,µ(t) = 0. On a :

ep(t, s) = exp

(∫ t

s

p(τ)∆τ

)
.

Si p est une constante, alors ep(t, s) = ep(t−s) et e0(t, s) = 1, ep(t−s)ep(t, 0) =
ept et e1(t, 0) = et.



1.2 La théorie des échelles de temps 16

� Pour T = Z, µ(t) = 1 on a :

ep(t, s) = exp

(∫ t

s

log (1 + p(τ)) ∆τ

)
= exp

(
t−1∑
s

log (1 + p(τ))

)

= exp

(
log

t−1∏
τ=s

(1 + p(τ))

)
=

t−1∏
τ=s

(1 + p(τ)) .

Si p est une constante, alors
ep(t, s) =

∏t−1
τ=s (1 + p) = (1 + p)t−s et ep(t, 0) = (1 + p)t,e1(t, 0) = 2t.



Chapitre 2

Calcul fractionnaire conforme sur
les échelles de temps

Dans ce chapitre, nous présentons quelques dé�nitions et résultats concer-
nant le calcul fractionnaire conforme sur des échelles de temps arbitraires.
Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter [4, 5, 6].

2.1 Delta dérivée fractionnaire conforme

Dé�nition 2.1 ( La dérivée fractionnaire conforme) Soit f : [0,∞) → R
une fonction et soit α ∈ (0, 1]. La dérivée fractionnaire conforme d'ordre α
de f est dé�nie par :

f (α)(t) := lim
ε→0

f(t+ εt1−α)− f(t)

ε
(2.1)

pour tout t > 0. Si f (α)(t) existe et est �nie, on dit que f est α-di�erentiable
en t.

Si f est α-di�erentiable dans un intervalle ]0, a[, a > 0, et limt→0+ f
(α)(t)

existe, alors la dérivé fractionnaire conforme de f d'ordre α en t = 0 est
dé�ni comme

f (α)(0) = lim
t→0+

f (α)(t).

Dé�nition 2.2 (La delta dérivée fractionnaire conforme) Soit f : T → R
une fonction, t ∈ Tκ, et soit α ∈]0, 1]. Pour t > 0, on dé�nit le réel f

(α)
∆ (t)
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(supposons qu'il existe) véri�ant : pour tout ε > 0, il existe un voisinage
Vt ⊂ T (i.e.,Vt := ]t− δ, t+ δ[ ∩ T) de t, δ > 0, tel que∣∣∣[f(σ(t))− f(s)] t1−α − f (α)

∆ (t) [σ(t)− s]
∣∣∣ ≤ ε |σ(t)− s| pour tout s ∈ Vt.

(2.2)

- On appelle f
(α)
∆ (t) la delta dérivée fractionnaire conforme de f d'ordre α

en t, et on dé�nit la delta dérivée fractionnaire conforme de f en 0 par
f

(α)
∆ (0) = lim

t→0+
f

(α)
∆ (t).

-On dit que f est delta di�érentiable fractionnaire conforme d'ordre α sur Tκ
si f

(α)
∆ (t) existe pour tout t ∈ Tκ.

Remarque 2.1 (i) Si α = 1, on a f
(α)
∆ = f∆.

(ii) Si α = 0, nous notons f
(α)
∆ = f .

(iii) Si T = R, alors f (α)
∆ = f (α) est la dérivée fractionnaire conforme de

f d'ordre α(voir Dé�nition 2.1).

Nous introduisons l'espace suivant :

Cα
rd([a, b]T,R) = {f delta différentiable fractionnaire conforme

d′ordre α sur [a, b]T et f
(α)
∆ ∈ Crd([a, b]T,R)}.

Théorème 2.1 Soit α ∈]0, 1] et f : T → R une fonction et soit t ∈ Tκ.
Alors on a :

(i) Si f est delta di�érentiable fractionnaire conforme d'ordre α en t > 0,
alors f est continue en t.

(ii) Si f est continue en t et t est dispersé à droite, alors f est delta
di�érentiable fractionnaire conforme d'ordre α en t et

f
(α)
∆ (t) =

f(σ(t))− f(t)

µ(t)
t1−α = t1−αf∆(t).

(iii) Si t est dense à droite, alors f est delta di�érentiable fractionnaire

conforme d'ordre α en t si et seulement si la limite lims→t
f(t)−f(s)

(t−s) t1−α

existe et est �nie, dans ce cas on a f
(α)
∆ (t) = lims→t

f(t)−f(s)
(t−s) t1−α = t1−αf ′(t).

(iv) Si f est delta di�érentiable fractionnaire conforme d'ordre α en t,

alors f(σ(t)) = f(t) + (µ(t))tα−1f
(α)
∆ (t).
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Preuve 2.1.1 (i) Soit f : T→ R une fonction et soit t ∈ Tk, supposons que
f est delta di�érentiable fractionnaire conforme d'ordre α en t > 0. Alors, il
existe un voisinage Vt de t tel que∣∣∣(f(σ(t))− f(s)) t1−α − f (α)

∆ (t) (σ(t)− s)
∣∣∣ ≤ ε |σ(t)− s|

pour s ∈ Vt. Donc,

|f (t)− f (s)| ≤
∣∣∣(f(σ(t)− f(s))− f (α)

∆ (t) (σ(t)− s) tα−1
∣∣∣+ |(f(σ(t))− f(t))|

+
∣∣∣f (α)

∆ (t)
∣∣∣ |(σ(t)− s)| |tα − 1| ,

pour tout s ∈ Vt ∩ ]t− ε, t+ ε[ et, comme t est dense à droite,

|f (t)− f (s)| ≤
∣∣∣(fσ(t)− f(s))− f (α)

∆ (t) (σ(t)− s)α
∣∣∣+
∣∣∣f (α)

∆ (t) (t− s)α
∣∣∣

≤ εδ +
∣∣tα−1

∣∣ ∣∣∣f (α)
∆ (t)

∣∣∣ δ,
d'où la continuité de f en t.
(ii) Supposons que f est continue en t et t est dispersé à droite. Alors,

lim
s→t

f(σ(t))− f(s)

σ(t)− s
t1−α =

f(σ(t))− f(t)

σ(t)− t
t1−α =

f(σ(t))− f(t)

µ(t)
t1−α.

Soit ε > 0 et α ∈]0, 1], il existe un voisinage Vt de t tel que∣∣∣∣f(σ(t))− f(s)

σ(t)− s
t1−α − f(σ(t))− f(t)

µ(t)
t1−α

∣∣∣∣ ≤ ε

pour tout s ∈ Vt. Donc∣∣∣∣[f(σ(t))− f(s)] t1−α − f(σ(t))− f(t)

µ(t)
t1−α(σ(t)− s)

∣∣∣∣ ≤ ε|σ(t)− s|

pour tout s ∈ Vt. Alors on a

f
(α)
∆ (t) =

f(σ(t))− f(t)

µ(t)
t1−α = t1−αf∆(t).

(iii) Supposons que f est delta di�érentiable fractionnaire conforme d'ordre
α en t et t dense à droite. Soit ε > 0 donné. Comme f est delta di�érentiable
fractionnaire conforme d'ordre α en t, il existe un voisinage Vt de t tel que∣∣∣[f(σ(t))− f(s)]t1−α − f (α)

∆ (t)(σ(t)− s)
∣∣∣ ≤ ε|σ(t)− s| pour tout s ∈ Vt.



2.1 Delta dérivée fractionnaire conforme 20

Comme σ(t) = t, on a∣∣∣∣f(t)− f(s)

t− s
t1−α − f (α)

∆ (t)

∣∣∣∣ ≤ ε pour tout s ∈ Vt, s 6= t.

donc

f
(α)
∆ (t) = lim

s→t

f(t)− f(s)

(t− s)
t1−α.

la réciproque, soit t ∈ Tk est dense à droite et lims→t
f(t)−f(s)

(t−s) t1−α = A (avec

A <∞.)
Soit ε > 0, il existe un voisinage Vt de t tel que |(f(t)− f(s))t1−α − A(t− s)| ≤
ε|t− s| pour tout s ∈ Vt. Comme σ(t) = t, on a∣∣(f(σ(t))− f(s))t1−α − A(σ(t)− s)

∣∣ ≤ ε|σ(t)− s|.

D'aprés la dé�nition de la delta dérivée fractionnaire conforme, on a A =
f

(α)
∆ (t), alors

f
(α)
∆ (t) = lim

s→t

f(t)− f(s)

(t− s)
t1−α.

(iv) supposons que f est delta di�érentiable fractionnaire conforme d'ordre
α en t.

� Si σ(t) = t on a µ(t) = 0, alors

f(σ(t)) = f(t) = f(t) + tα−1µ(t)f
(α)
∆ (t)

� Si σ(t) > t et f est continue en t, et d'après (iii) on a

f(σ(t))− f(t) = tα−1f
(α)
∆ (t).µ(t)

donc
f(σ(t)) = f(t) + tαf

(α)
∆ (t)µ(t).

Exemple 2.1.1 Soit α ∈ (0, 1]. Les fonctions suivantes f, g, h : T → R
dé�nies par f(t) = t, g(t) ≡ λ, λ ∈ R et h(t) = ep(t, a), p ∈ Rµ, sont delta
di�érentiables fractionnaires conformes d'ordre α avec

1. f
(α)
∆ (t) = t1−α ;

2. g
(α)
∆ (t) = 0 ;

3. h
(α)
∆ (t) = t1−αp ep(t, a).
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Théorème 2.2 (Les propriétés de delta dérivée fractionnaire conforme)
Soit f, g : T → R sont delta di�érentiables fractionnaires conformes d'ordre
α. Alors,

(i) La somme f + g est delta di�érentiable fractionnaire conforme d'ordre

α et (f + g)
(α)
∆ = f

(α)
∆ + g

(α)
∆ ;

(ii) Pour toute constante λ ∈ R, λf est delta di�érentiable fractionnaire

conforme d'ordre α et (λf)
(α)
∆ = λf

(α)
∆ ;

(iii) Si f et g sont continues, alors le produit fg est delta di�érentiable
fractionnaire conforme d'ordre α et

(fg)
(α)
∆ = f

(α)
∆ g + (f ◦ σ)g

(α)
∆ = f

(α)
∆ (g ◦ σ) + fg

(α)
∆ ;

(v) Si g(t)g(σ(t)) 6= 0, tout point t ∈ Tκ et si f et g sont continues, alors
f/g est delta di�érentiable fractionnaire conforme d'ordre α(

f

g

)(α)

∆

=
f

(α)
∆ g − fg(α)

∆

g(g ◦ σ)
. (2.3)

Preuve 2.1.2 Soit α ∈]0, 1]. Supposons que f et g sont delta di�érentiables
fractionnaires conformes d'ordre α en t ∈ Tκ.
(i) Soit ε > 0. Alors il existe les voisinages Vt et Ut de t tel que∣∣∣[f(σ(t))− f(s)]t1−α − f (α)

∆ (t) (σ(t)− s)
∣∣∣ ≤ ε

2
|σ(t)− s| pour tout s ∈ Vt

et∣∣∣[g(σ(t))− g(s)]t1−α − g(α)
∆ (t)(σ(t)− s)

∣∣∣ ≤ ε

2
|σ(t)− s| pour tout s ∈ Ut.

Soit Wt = Vt ∩ Ut. Alors∣∣[(f + g)(σ(t))− (f + g)(s)]t1−α −
[
f

(α)
∆ (t) + g

(α)
∆ (t)

]
(σ(t)− s)

∣∣ ≤ ε|σ(t)− s|

pour tout s ∈ Wt. Donc, f + g est delta di�érentiable fractionnaire conforme
d'ordre α en t et

(f + g)
(α)
∆ (t) = f

(α)
∆ (t) + g

(α)
∆ (t).

(ii) Soit ε > 0. Alors∣∣∣[f(σ(t))− f(s)]t1−α − f (α)
∆ (t)(σ(t)− s)

∣∣∣ ≤ ε|σ(t)− s| pour tout s ∈ Vt.
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Il s'ensuit que∣∣∣[(λf)(σ(t))− (λf)(s)]t1−α − λf (α)
∆ (t)(σ(t)− s)

∣∣∣ ≤ ε|λ| |σ(t)−s| pour tout s ∈ Vt.

Donc λf est delta di�érentiable fractionnaire conforme d'ordre α en t et
(λf)

(α)
∆ = λf

(α)
∆ .

(iii) Si t est dispersé à droite, alors

(fg)
(α)
∆ (t) =

[
f(σ(t))− f(t)

µ(t)
t1−α

]
g (σ(t)) +

[
g(σ(t))− g(t)

µ(t)
t1−α

]
f(t)

= f
(α)
∆ (t)g(σ(t)) + f(t)g

(α)
∆ (t).

Si t est dense à droite, alors

(fg)
(α)
∆ (t) = lim

s→t

[
f(t)− f(s)

t− s
t1−α

]
g (t) + lim

s→t

[
g(t)− g(s)

t− s
t1−α

]
f (s)

= f
(α)
∆ (t)g(t) + g

(α)
∆ (t)f(t) = f

(α)
∆ (t)g(σ(t)) + g

(α)
∆ (t)f(t).

Exemple 2.1.2 Soit f : T→ R une fonction dé�nie par f(t) = t2, on a :

∀t ∈ Tk, f (α)
∆ (t) = lim

s→t

f(σ(t))− f(s)

σ(t)− s
t1−α = lim

s→t

(σ(t))2 − s2

σ(t)− s
t1−α = (σ(t)+t)t1−α.

1. Si T = R on a σ(t) = t, alors :

f
(α)
∆ (t) = f (α)(t) = 2t.t1−α = 2t2−α.

2. Si T = hZ , on a σ(t) = t+ h, alors :

f
(α)
∆ (t) = (2t+ h)t1−α.

Pour h = 1 (i.e T = Z) on a f
(α)
∆ (t) = (∆f(t))t1−α = (2t + 1)t1−α, où

∆ est l'opérateur de di�érence.

Remarque 2.2 - Si T = R, la ∆-dérivée équivaut à la dérivée au sens clas-
sique et les équations aux échelles de temps deviennent des équations di�é-
rentielles.
- Si T = Z, les équations aux échelles de temps deviennent des équations aux
di�érences �nies.
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2.2 Delta α-intégrale fractionnaire conforme

Maintenant, nous introduisons delta α-intégrale fractionnaire conforme
(ou delta α-intégrale fractionnaire) sur les echelles de temps.

Dé�nition 2.3 Soit f : T → R une fonction régulière et 0 < α ≤ 1. On
dé�nit delta α-intégrale fractionnaire de f par :∫

f(t)∆αt :=

∫
f(t)tα−1∆t.

Dé�nition 2.4 Soit f : T → R une fonction régulière et 0 < α ≤ 1. On
dé�nit delta α-intégrale fractionnaire indé�nie de f d'ordre α par :

F (t) =

∫
f(t)∆αt.

On dé�nit delta α-intégrale fractionnaire de Cauchy par :∫ b

a

f(t)∆αt = F (b)− F (a) pour tout a, b ∈ T.

Exemple 2.2.1 Soit T = R, α = 1
2
, et f(t) = t. Alors

∫ 10
2
3

1

f(t)∆αt =

∫ 10
2
3

1

t.t
1
2
−1∆t =

∫ 10
2
3

1

t
1
2dt = 6.

Théorème 2.3 Soit α ∈ (0, 1]. Si f : T → R est une fonction rd-continue,
alors il existe une fonction F : T −→ R tel que :

F
(α)
∆ (t) = f(t), pour tout t ∈ Tk.

- La fonction F est appelée la fonction α-primitive de f .

Théorème 2.4 Si f : Tk → R est une fonction rd-continue et t ∈ Tk, alors∫ σ(t)

t

f(s)∆αs = f(t)µ(t)tα−1.
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Preuve. D'aprés le Théorème 2.4( précédent), il existe une α-primitive F de
f , et on a :

F
(α)
∆ (t) = f(t), F (σ(t))− F (t) = F

(α)
∆ (t)µ(t)tα−1,

et ∫ σ(t)

t

f(τ)∆ατ = F (σ(t))− F (t)

= µ(t)F
(α)
∆ (t)tα−1

= µ(t)f(t)tα−1.

Théorème 2.5 Soit T une échelle de temps, a, b ∈ T avec a < b .
Si f

(α)
∆ (t) ≥ 0 pour tout t ∈ [a, b]∩T, alors f est une fonction croissante sur

[a, b] ∩ T .

Preuve. Soit f (α)
∆ (t) ≥ 0 pour tout t ∈ [a; b] et soit s, t ∈ T avec a ≤ s ≤

t ≤ b, on a ∫ t

s

f(τ)∆ατ ≥ 0 et

∫ t

s

f(τ)∆ατ = f(t)− f(s).

D'où f(t)− f(s) ≥ 0, alors f(t) ≥ f(s).
Donc f est croissante.

Théorème 2.6 Si a, b, c ∈ T, λ ∈ R, α ∈ (0, 1], et f, g ∈ Crd(T,R). Alors,

(i)

∫ b

a

[λf(t) + g(t)]∆αt = λ

∫ b

a

f(t)∆αt+

∫ b

a

g(t)∆αt ;

(ii)

∫ b

a

f(t)∆αt = −
∫ a

b

f(t)∆αt ;

(iii)

∫ b

a

f(t)∆αt =

∫ c

a

f(t)∆αt+

∫ b

c

f(t)∆αt ;

(iv)

∫ a

a

f(t)∆αt = 0 ;

(v) s'il existe g : T → R avec |f(t)| ≤ g(t) pour tout t ∈ [a, b]T, alors∣∣∣∫ ba f(t)∆αt
∣∣∣ ≤ ∫ ba g(t)∆αt ;

(vi) si f(t) > 0 pour tout t ∈ [a, b]T, alors

∫ b

a

f(t)∆αt ≥ 0.



Chapitre 3

Problèmes dynamiques
fractionnaires conformes linéaires

Dans ce chapitre, nous étudions l'équation dynamique fractionnaire conforme
linéaire d'ordre α ∈ (0, 1] avec des conditions aux limites linéaires :x

(α)
∆ (t)− t1−αp(t) x(σ(t)) = g(t), t ∈ I = [a, b]T,

a0x(a)− b0x(σ(b)) = λ0,
(3.1)

Ici, T est une échelle de temps bornée, J = [a, σ(b)]T avec a, b ∈ T, 0 ≤ a < b,

x
(α)
∆ (t) désigne la delta dérivée fractionnaire conforme de x d'ordre α ∈ (0, 1]

en t, −p ∈ Rµ, g ∈ Cα
rd(I,R) et a0, b0, λ0 ∈ R.

Nous obtenons l'expression de la fonction de Green fractionnaire pour ce
problème linéaire.

Une solution de (3.1) sera une fonction x ∈ Cα
rd(J,R) satisfaisant (3.1).

3.1 Théorème (cas général)

Théorème 3.1 Soit −p ∈ Rµ et a0e−p(σ(b), a) 6= b0. Si g ∈ Cα
rd(I,R), alors

problème (3.1) à une solution unique x ∈ Cα
rd(J,R), donnée par

x(t) =

∫
[a,σ(b)]T

G(t, s)g(s)∆αs+
λ0e−p(σ(b), t)

a0e−p(σ(b), a)− b0

, t ∈ J, (3.2)
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où G est la fonction de Green (fractionnaire) donnée par

G(t, s) =
e−p(s, t)

a0e−p(σ(b), a)− b0

a0e−p(σ(b), a), a ≤ s ≤ t ≤ σ(b),

b0, a ≤ t ≤ s ≤ σ(b),

(3.3)

Preuve .
Soit x est solution du problème (3.1), on a :[

x(t)e−p(t, a)
](α)

∆
= x

(α)
∆ (t)e−p(t, a)− p(t)t1−αe−p(t, a)x(σ(t)),

= e−p(t, a)g(t).

On intégré les deux cotés de cette égalité sur [a, t]T et on obtient

x(t)e−p(t, a)− x(a) =

∫
[a,t]T

e−p(s, a)g(s)∆αs. (3.4)

Donc,

x(t) = e−p(a, t)

(
x(a) +

∫
[a,t]T

e−p(s, a)g(s)∆αs

)
(3.5)

Par (3.1) et (3.5), on obtient

x(a) =
b0

a0e−p(σ(b), a)− b0

∫
[a,σ(b)]T

e−p(s, a)g(s)∆αs+
λ0e−p(σ(b), a)

a0e−p(σ(b), a)− b0

.

(3.6)
Maintenant en substituant (3.6) à (3.5), on obtient

x(t) =
b0e−p(a, t)

a0e−p(σ(b), a)− b0

∫
[a,t]T

e−p(s, a)g(s)∆αs+ e−p(a, t)

∫
[a,t]T

e−p(s, a)g(s)∆αs

+
b0e−p(a, t)

a0e−p(σ(b), a)− b0

∫
[t,σ(b)]T

e−p(s, a)g(s)∆αs+
λ0e−p(σ(b), t)

a0e−p(σ(b), a)− b0

=
λ0e−p(σ(b), t)

a0e−p(σ(b), a)− b0

+
1

a0e−p(σ(b), a)− b0

(
a0

∫
[a,t]T

e−p(σ(b), a)e−p(s, t)g(s)∆αs

+ b0

∫
[t,σ(b)]T

e−p(s, t)g(s)∆αs
)

=

∫
[a,σ(b)]T

G(t, s)g(s)∆αs+
λ0e−p(σ(b), t)

a0e−p(σ(b), a)− b0

.
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3.2 Cas particuliers

On peut déduire du théorème précédent, les résultats suivants (pour les
cas particuliers : initiale (a0 = 1, b0 = 0), terminale (a0 = 0, b0 = 1) et
périodique (a0 = b0 = 1, λ0 = 0) :

Corollaire 3.1 Le problème de Cauchy ( à valeur initiale)x
(α)
∆ (t)− t1−αp(t) x(σ(t)) = g(t), t ∈ I;

x(a) = x0.
(3.7)

avec −p ∈ Rµ, x0 ∈ R, et g ∈ Cα
rd(I,R), admet une solution unique x ∈

Cα
rd(J,R), donnée par

x(t) :=

∫
[a,σ(b)]T

GI(t, s)g(s)∆αs+ x0e−p(a, t), t ∈ J, (3.8)

où GI est la fonction de Green donnée par

GI(t, s) = e−p(s, t)

1, a ≤ s ≤ t ≤ σ(b),

0, a ≤ t ≤ s ≤ σ(b).
(3.9)

Si −p ∈ R+
µ , par (3.9), il est clair que GI ≥ 0 sur J × J .

Corollaire 3.2 Le problème à valeur terminalex
(α)
∆ (t)− t1−αp x(σ(t)) = g(t), t ∈ I;

x(σ(b)) = x1.
(3.10)

avec −p ∈ Rµ, x1 ∈ R, et g ∈ Cα
rd(I,R), admet une solution unique x ∈

Cα
rd(J,R), donnée par

x(t) :=

∫
[a,σ(b)]T

GT (t, s)g(s)∆αs+ x1e−p(σ(b), t), t ∈ J, (3.11)

où GT est la fonction de Green donnée par

GT (t, s) = −e−p(s, t)

0, a ≤ s ≤ t ≤ σ(b),

1, a ≤ t ≤ s ≤ σ(b),
(3.12)
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Corollaire 3.3 Le problème périodiquex
(α)
∆ (t)− t1−αp(t) x(σ(t)) = g(t), t ∈ I;

x(a) = x(σ(b)).
(3.13)

avec −p ∈ Rµ, e−p(σ(b), a) 6= 1 et g ∈ Cα
rd(I,R), admet une solution unique

x ∈ Cα
rd(J,R), donnée par

x(t) :=

∫
[a,σ(b)]T

GP (t, s)g(s)∆αs, t ∈ J, (3.14)

où GP est la fonction de Green (fractionnaire) donnée par

GP (t, s) =
e−p(s, t)

e−p(σ(b), a)− 1

e−p(σ(b), a), a ≤ s ≤ t ≤ σ(b),

1, a ≤ t ≤ s ≤ σ(b),
(3.15)

3.3 Exemples

Exemple 3.1 Soit T = [−1, 5] ∩ Z , on considère le problème{
x

( 1
3

)

∆ (t) = −t 23 x(σ(t)) + 2tt
2
3 , pour tout t ∈ I = [1, 3]T,

x(1) = 0.
(3.16)

Alors, ce problème est sous la forme (3.7), avec α = 1
3
, p(t) ≡ −1, g(t) =

2tt
2
3 , a = 1, b = 3, σ(b) = 3 + 1 = 4, J = [1, 4]T et x0 = 0.

Comme −p ∈ Rµ (Z,R), alors la fonction e1 (., .) existe et donnée par

e1(s, t) = 2s−t, pour tout t, s ∈ Z.

Par le Corollaire 3.1, la solution de (3.16) est

x(t) :=

∫
[0,σ(3)]T

GI(t, s)s
2
3 2s∆αs+ 0.e1(1, t), t ∈ J,

où GI est la fonction de Green donnée par

GI(t, s) = e1(s, t)

1, 1 ≤ s ≤ t ≤ σ(3),

0, 1 ≤ t ≤ s ≤ σ(3).
=

2s−t, 1 ≤ s ≤ t ≤ 4,

0, 1 ≤ t ≤ s ≤ 4.
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D'ou

x(t) =

∫
[1,t]T

GI(t, s)s
2
3 2s∆αs+

∫
[t,4]T

GI(t, s)s
2
3 2s∆αs+ 0.e1(1, t)

=

∫
[1,t]T

2s−t.s
2
3 2s∆

1
3 s =

∫
[1,t]T

22s−t.s
2
3 s

1
3
−1∆s

=

∫
[1,t]T

22s−t∆s = 2−t
s=t−1∑
s=1

4s

=
22−t

3
(4t − 1).

Exemple 3.2 Soit T une échelle de temps bornée, on considère le problème :{
x

(α)
∆ (t) = −3x(σ(t)) + 5t1−α, pour tout t ∈ I = [0, 1]T,

x(0) = x(σ(1)).
(3.17)

Alors, ce problème est sous la forme (3.13), avec 0 < α ≤ 1, p(t) ≡ −3,
g(t) = 5t1−α, a = 0, b = 1, J = [0, σ(1)]T.
Comme −p = 3 ∈ Rµ (T,R), alors la fonction e (., .) existe. Par le Corollaire
3.3, la solution de (3.17) est

x(t) :=

∫
[0,σ(1)]T

GP (t, s)g(s)∆αs, t ∈ J,

où GP est la fonction de Green donnée par

GP (t, s) =
e3(s, t)

e3(σ(1), 0)− 1

e3(σ(1), 0), 0 ≤ s ≤ t ≤ σ(1),

1, 0 ≤ t ≤ s ≤ σ(1).

D'ou

x(t) =

∫
[0,t]T

GP (t, s)g(s)∆αs+

∫
[t,σ(1)]T

GP (t, s)g(s)∆αs

=

∫
[0,t]T

e3(s, t)e3(σ(1), 0)

e3(σ(1), 0)− 1
5s1−α∆αs+

∫
[t,σ(1)]T

e3(s, t)

e3(σ(1), 0)− 1
5s1−α∆αs

= 5

∫
[0,t]T

e3(s, t)e3(σ(1), 0)

e3(σ(1), 0)− 1
∆s+ 5

∫
[t,σ(1)]T

e3(s, t)

e3(σ(1), 0)− 1
∆s.
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- Si α = 1 et T est un intervalle réel, on a x
(α)
∆ = x′, I = J = [0, 1],

e3(s, t) = e3(s−t), e3(σ(1), 0) = e3 et

x(t) = 5

∫
[0,t]

e3(s−t)e3

e3 − 1
ds+ 5

∫
[t,1]

e3(s−t)

e3 − 1
ds

=
5e−3t

e3 − 1

[∫
[0,t]

e3(s+1)ds+

∫
[t,1]

e3sds

]
=

5

3
.



Chapitre 4

Équation dynamique fractionnaire
conforme non-linéaire

Dans ce chapitre, nous établirons un théorème d'existence pour l'équation
dynamique fractionnaire conforme non-linéaire sur les échelles de temps avec
condition initiale :x

(α)
∆ (t) = f(t, xσ(t)), pour tout t ∈ I = [a, b]T,

x(a) = x0.
(4.1)

Ici, T est une échelle de temps bornée, J = [a, σ(b)]T avec a, b ∈ T, 0 ≤ a < b,

x0 ∈ R, x(α)
∆ (t) désigne la delta dérivée fractionnaire conforme de x d'ordre

α ∈ (0, 1] en t et f : I × R→ R est une fonction continue.

Pour obtenir un théorème d'existence pour problème (4.1), nous introduirons
la notion de tube-solution associé à (4.1). Cette nouvelle notion est équiva-
lente à la notion de sous- et sur-solution introduite par B. Bendouma et A.
Hammoudi [5].

4.1 Théorème d'existence.

Une solution du problème sera une fonction x ∈ Cα
rd(J,R) satisfaisant

(4.1). Introduisons la notion de tube-solution pour le problème (4.1). C'est à
partir de cette notion que nous obtiendrons notre résultat d'existence.

Dé�nition 4.1 Soit (v,M) ∈ Cα
rd(J,R)×Cα

rd(J, [0,∞)). On dira que (v,M)
est un tube-solution de (4.1) si
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(i) (x − vσ(t))
(
f(t, x)− v(α)

∆

)
≤ Mσ(t)M

(α)
∆ (t) pour tout t ∈ I et pour

tout x ∈ R tel que |x− vσ(t)| = Mσ(t),

(ii) v
(α)
∆ (t) = f(t, vσ(t)) et M

(α)
∆ (t) = 0 pour tout t ∈ I tel que Mσ(t) = 0,

(iii) |x0 − v(a)| ≤M(a),

Remarque 4.1 (1) Si α = 1 et T est un intervalle réel, notre dé�nition
de tube solution est équivalente à la notion de tube solution introduite
par B. Mirandette [14] pour d'équations di�érentielles ordinaires du
premier ordre.

(2) Si T est un intervalle réel, notre dé�nition de tube solution est équiva-
lente à la notion de tube solution introduite par B. Bayour et D. F. M.
Torres [3]

On notera

T (v,M) = {x ∈ Cα
rd(J,R) : |x(t)− v(t)| ≤M(t) pour tout t ∈ J}.

Nous avons besoin des lemmes auxiliaires suivants :

Lemme 4.1 Soit une fonction r ∈ Cα
rd(J,R), telle que r

(α)
∆ (t) < 0 sur

{t ∈ I : r(σ(t)) > 0}. Si r(a) ≤ 0, alors r(t) ≤ 0 pour tout t ∈ J.

Preuve .
Supposons qu'il éxiste un t ∈ J tel que r (t) > 0. Dans ce cas, il existe un
t0 ∈ J , tel que r(t0) = maxt∈J r(t) > 0, car r est continue sur J . Si ρ(t0) < t0,

alors r
(α)
∆ (ρ(t0)) existe, car µ(ρ(t0)) = t0−ρ(t0) > 0 et puisque r ∈ Cα

rd(J,R).
Alors,

r
(α)
∆ (ρ(t0)) =

r(t0)− r(ρ(t0))

t0 − ρ(t0)
(ρ(t0))1−α ≥ 0,

et comme r(t0) = r(σ (ρ(t0))) > 0, alors par hypothèse, r
(α)
∆ (ρ(t0)) ≥ 0, d'où

la contradiction.
Si t0 = ρ(t0) > a, alors il existe un intervalle [t1, ρ(t0)) tel que r(σ(t)) > 0

pour tout t ∈ [t1, ρ(t0)) ∩ T. Ainsi,

0 ≤ r(t0)− r(t1) = r(ρ(t0))− r(t1) =

∫
[t1,ρ(t0))∩T

r
(α)
∆ (s)∆αs < 0,

ce qui contredit la maximalité de r(t0).
Finalement, le cas t0 = a est impossible. En prenant t0 = b, par ce qui pré-
cède, on trouvrait que r(b) < 0, ce que nous mène directement à la conclusion.
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Lemme 4.2 Soit α ∈ (0, 1] et x : T→ R est delta di�érentiable fractionnaire
conforme d'ordre α en t > 0. On sait que la fonction |.| : R \ {0} → [0,∞)
est di�érentiable. Si t = σ(t), alors

|x(t)|(α)
∆ =

x(t) x
(α)
∆ (t)

|x(t)|
.

Preuve .
D'aprés la De�nition 2.2 et les Théorèmes 2.1 et 2.2, on a que

|x(t)|(α)
∆ = lim

s→t

|x(σ(t))| − |x(s)|
σ(t)− s

t1−α

= lim
s→t

|x(t)|2 − |x(s)|2

t− s
1

(|x(t)|+ |x(s)|)
t1−α

= lim
s→t

|x(σ(t))|2 − |x(s)|2

σ(t)− s
1

(|x(t)|+ |x(s)|)
t1−α

=
[
x2(t)

](α)

∆

1

2|x(t)|

= 2x(t)x
(α)
∆ (t)

1

2|x(t)|
=
x(t) x

(α)
∆ (t)

|x(t)|
.

On peut déduire du Corollaire 3.1, le lemme suivant

Lemme 4.3 Le problème de Cauchy ( à valeur initiale)x
(α)
∆ (t) + αt1−α x(σ(t)) = g(t), pour tout t ∈ I;

x(a) = x0.
(4.2)

avec x0 ∈ R, et g ∈ Cα
rd(I,R), admet une solution unique x ∈ Cα

rd(J,R),
donnée par

x(t) :=

∫
[a,σ(b)]T

GI(t, s)g(s)∆αs+ x0eα(a, t), t ∈ J, (4.3)

où GI est la fonction de Green donnée par

GI(t, s) = eα(s, t)

1, a ≤ s ≤ t ≤ σ(b),

0, a ≤ t ≤ s ≤ σ(b).
(4.4)
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A�n de démontrer notre théorème d'existence, nous aurons recours au
problème modi�é suivant.

x
(α)
∆ (t) + α t1−α x(σ(t)) = f(t, x(σ(t))) + α t1−α x(σ(t)), t ∈ I,

x(a) = x0,
(4.5)

où

x(t) =

{ M(t)
|x−v(t)|(x− v(t)) + v(t), si |x− v(t)| > M(t),

x(t), si |x− v(t)| ≤M(t).
(4.6)

Dé�nissons l'opérateur F1 : C(J,R)→ C(J,R) par :

F1(x)(t) =

∫
[a,b)T

GI(t, s)
(
f(s, x(σ(s))) + α s1−α x(σ(s))

)
∆αs+ x0eα(a, t),

où

GI(t, s) = eα(s, t)

1, a ≤ s ≤ t ≤ b,

0, a ≤ t ≤ s ≤ b.

GI est la fonction de Green du problème de Cauchy (4.2).

Proposition 4.1 Si (v,M) ∈ Cα
rd(J,R)×Cα

rd(J, [0,∞)) est un tube-solution
de (4.1), alors l'opérateur F1 : C(J,R)→ C(J,R) est compact.

Preuve :La preuve est donnée en plusieures étapes.
Etape 1 : F1 est continu.
Soit {xn}n∈N une suite de C(J,R) convergeant vers x ∈ C(J,R). Alors pour
tout t ∈ J , on a :∣∣∣F1(xn(t))−F1(x(t))

∣∣∣
≤
∫

[a,σ(b))T

|GI(t, s)|
(
|f(s, xn(σ(s)))− f(s, x(σ(s)))|

+α|s1−α||xn(σ(s))− x(σ(s))|
)

∆αs

≤M

∫
[a,σ(b))T

(
|f(s, xn(σ(s)))− f(s, x(σ(s)))|

+(σ(b))1−α|xn(σ(s))− x(σ(s))|
)

∆αs.
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où

M := max
s,t∈J
|GI(t, s)| = max

s,t∈J
|eα(s, t)| = eα(b, a) et max

s∈J
|s1−α| = (σ(b))1−α.

Puisqu'il existe une constante R > 0 tel que ‖x‖C(J,R) < R, il existe un indice
N tell que ‖xn‖C(J,R) ≤ R pour tout n > N . Ainsi, f uniformément continue
sur J ×BR(0). Alors pour ε > 0 donné, il existe un δ > 0 tel que x, y ∈ R où

|y − x| < δ <
εa1−α

2M(σ(b)− a)(σ(b))1−α , |f(s, y)− f(s, x)| < εa1−α

2M(σ(b)− a)
,

pour tout s ∈ I. Par hypothèse, il est possible de trouver un indice N̂ > N
tel que ‖xn − x‖C(J,R) < δ pour n > N̂ . Dans ce cas,∣∣∣F1(xn(t))−F1(x(t))

∣∣∣
≤Maα−1

∫
[a,σ(b))T

(
εa1−α

2M(σ(b)− a)
+

(σ(b))1−αεa1−α

2M(σ(b)− a)(σ(b))1−α

)
∆s

≤ ε,

ce qui nous convainc de la continuité de F1.
Etape 2 : L'ensemble F1(C(J,R)) est relativement compact.
Considérons une suite {yn}n∈N de F1(C(J,R)) pour tout n ∈ N il existe une
suite (xn)n∈N ∈ C(J,R) tell que yn = F1(xn(t)) pour tout n ∈ N. Nous avons∣∣∣F1(xn)(t)

∣∣∣
≤
∫

[a,b)T

s1−α|GI(t, s)|
(
|f(s, xn(σ(s)))|+ α s1−α |xn(σ(s))|

)
∆s+ eα(a, t)|x0|

≤M
[
aα−1

∫
[a,b)T

(
|f(s, xn(σ(s)))|+ b1−α |xn(σ(s))|

)
∆s+ |x0|

]
.

Puisque
|xn(s)| ≤ R, pour tout s ∈ J et tout n ∈ N.

Comme I × B (0, R) est un ensemble sur J × R et f étant continue sur
I × B (0, R) , nous pouvons déduire l'existance d'une constante A > 0, telle
que

|f(s, xn(s)| ≤ A, pour tout s ∈ I et tout n ∈ N.
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Donc,

|yn(t)| = |F1(xn)(t)| ≤M
[
aα−1(b− a)(A+ b1−αR) + |x0|

]
< +∞.

Ainsi, la suite {yn}n∈N est uniformément bornée sur C(J,R).
D'autre part, pour tout t1 < t2 ∈ J, on a∣∣∣F1 (xn) (t2)−F1 (xn) (t1)

∣∣∣
≤
∫

[a,t1]T

|GI(t2, s)−GI(t1, s)|
∣∣∣(f(s, xn(σ(s))) + α s1−α xn(σ(s))

)∣∣∣∆αs

+

∫
[t2,b)T

|GI(t2, s)−GI(t1, s)|
∣∣∣(f(s, xn(σ(s))) + α s1−α xn(σ(s))

)∣∣∣∆αs

+

∫
[t1,t2]T

|GI(t2, s)−GI(t1, s)|
∣∣∣(f(s, xn(σ(s))) + α s1−α xn(σ(s))

)∣∣∣∆αs

+ |x0||eα(a, t2)− eα(a, t1)|

≤
∫

[a,b)T

sα−1 |eα(s, t2)− eα(s, t1)|
(
|f(s, xn(σ(s)))|+ b1−α |xn(σ(s))|

)
∆s

+

∫
[t1,t2]T

sα−1 |eα(s, t2)|
(
|f(s, xn(σ(s)))|+ b1−α |xn(σ(s))|

)
∆s

+ |x0||eα(a, t2)− eα(a, t1)|

≤ |eα(a, t2)− eα(a, t1)|
[
D aα−1

(
A(b− a) + b1−α R

)
+ |x0|

]
+Maα−1

(
A+ b1−α R

)
|t2 − t1|,

où D := maxs∈T{
1

eα(a, s)
}. Donc, la suite {yn}n∈N est équicontinue.

Par le théorème d'Arzelà-Ascoli, on obtient que l'ensemble F1 (C(J,R)) est
relativement compacte dans C(J,R). Ainsi, F1 est compacte.

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat d'existence suivant.

Théorème 4.1 Soit f : I × R → R une fonction continue. Si (v,M) ∈
Cα
rd(J,R) × Cα

rd(J, [0,∞)) est un tube-solution de (4.1), alors le problème
(4.1) possède une solution x ∈ Cα

rd(J,R) ∩ T(v,M).

Preuve.
Par la Proposition 4.1, l'opérateur F1 est compacte. Ainsi, par le Théorème
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du point �xe de Schauder, F1 admet un point �xe. Le Lemme 4.3 nous
assure que ce point �xe est une solution du problème (4.5). Il su�t donc de
démontrer que pour toute solution x de (4.5), x ∈ T (v,M).
Considérons l'ensemble B := {t ∈ I : |x(σ(t))− v(σ(t))| > M(σ(t))}. Si t ∈
B̂ = {t ∈ B : t = σ(t)}, alors par le Lemme 4.2, nous avons

(|x(t)− v(t)| −M(t))
(α)
∆ =

(x(σ(t))− v(σ(t)))
(
x

(α)
∆ (t)− v(α)

∆ (t)
)

|x(σ(t))− v(σ(t))|
−M (α)

∆ (t).

Si t ∈ B est disperé à droite, nous avons que

(|x(t)− v(t)| −M(t))
(α)
∆

=
|x(σ(t))− v(σ(t))| − |x(t)− v(t)|

µ(t)
t1−α −M (α)

∆ (t)

=
|x(σ(t))− v(σ(t))|2 − |x(σ(t))− v(σ(t))||x(t)− v(t)|

µ(t)|x(σ(t))− v(σ(t))|
t1−α −M (α)

∆ (t)

≤ (x(σ(t))− v(σ(t))) (x(σ(t))− v(σ(t))− (x(t)− v(t)))

µ(t)|x(σ(t))− v(σ(t))|
t1−α −M (α)

∆ (t)

=
(x(σ(t))− v(σ(t)))

(
x

(α)
∆ (t)− v(α)

∆ (t)
)

|x(σ(t))− v(σ(t))|
−M (α)

∆ (t).

Nous allons montrer que (|x(t)− v(t)| −M(t))
(α)
∆ < 0 pour tout sur B.

Si {t ∈ B : M(σ(t)) > 0}, alors par hypothèse du tube-solution, on a

(|x(t)− v(t)| −M(t))
(α)
∆

=
(x(σ(t))− v(σ(t)))

(
f(t, x(σ(t))) + α t1−α (x(σ(t))− x(σ(t)))− v(α)

∆ (t)
)

|x(σ(t))− v(σ(t))|
−M (α)

∆ (t)

=
(x(σ(t))− v(σ(t)))

(
f(t, x(σ(t)))− v(α)

∆ (t)
)

M(σ(t))

+ α t1−α (M(σ(t))− |x(σ(t))− v(σ(t))|)−M (α)
∆ (t)

<
M(σ(t))M

(α)
∆ (t)

M(σ(t))
−M (α)

∆ (t)

< 0.
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De plus, si M(σ(t)) = 0, alors par hypothèse du tube-solution, on a

(|x(t)− v(t)| −M(t))
(α)
∆

≤
(x(σ(t))− v(σ(t)))

(
f(t, x(σ(t))) + α t1−α (x(σ(t))− x(σ(t)))− v(α)

∆ (t)
)

|x(σ(t))− v(σ(t))|
−M (α)

∆ (t)

=
(x(σ(t))− v(σ(t)))

(
f(t, v(σ(t)))− v(α)

∆ (t)
)

|x(σ(t))− v(σ(t))|
− α t1−α(|x(σ(t))− v(σ(t))|)

−M (α)
∆ (t)

< −M (α)
∆ (t) ≤ 0.

En posant r(t) = |x(t) − v(t)| −M(t), il en résulte que r
(α)
∆ < 0 pour tout

t ∈ {t ∈ I : r(σ(t)) > 0}. De plus, par hypothèse du tube-solution, et
x(a) = x0, alors r(a) < 0. Ainsi, les hypothèses du Lemme 4.1 sont satis-
faites, ce qui démontre le théorème.

4.2 Exemples

Dans cette partie nous donnons quelques exemples d'applications.

Exemple 4.2.1 On considère le problème :
x

( 1
3

)

∆ (t) =
2t− 1− x5(σ(t))√

t
, t ∈ I = [1

2
, 1]T,

x(1
2
) = 1.

(4.7)

Ce problème est un cas particulier de (4.1), avec α = 1
3
et f(t, xσ(t)) =

2t− 1− x5(σ(t))√
t

. Il est clair que f est une fonction continue. On peut vé-

ri�er que (v,M) = (0, 1) est un tube-solution pour (4.7). En e�et, ona

v
( 1
3

)

∆ (t) = 0, M
( 1
3

)

∆ (t) = 0, et |x0 − v(1
2
)| = |1| ≤M(1

2
) = 1.

Pour x ∈ R tel que |x− v(t)| = M(t), alors x = 1 ou x = −1, et on a pour
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t ∈ I = [1
2
, 1]T

(x− vσ(t))
(
f(t, x)− v(α)

∆

)
= (x)(

2t− 1− x5

√
t

),

=


−2
√
t si x = −1,

2(t− 1)√
t

si x = 1,

≤ 0 = Mσ(t)M
(α)
∆ (t) pour tout t ∈ I = [

1

2
, 1]T.

D'aprés le Théorème 4.1, le problème (4.7) admet une solution x ∈ C
1
3
rd([

1
2
, σ(1)]T,R)

telle que |x(t)| ≤ 1 pour tout t ∈ [1
2
, σ(1)]T.

Exemple 4.2.2 On considère l'équation di�érentielle fractionnaire suivante :x
(α)(t) = −x

3(t)

2
− cos(π

2
x(t)) +

√
et, pour tout t ∈ I = [1, 2] ,

x(1) = 0.

(4.8)

Ce problème est un cas particulier de (4.1) avec 0 < α ≤ 1, T est un intervalle

réel contenant I et f(t, x(t)) = −x
3(t)

2
− cos(π

2
x(t)) +

√
et. Il est clair que f

est une fonction continue sur [1, 2]×R. On peut véri�er que (v,M) = (1, 1)
est un tube-solution pour (4.8). En e�et, nous avons v(α)(t) = 0,M (α)(t) = 0,
et |x0 − v(1)| = |1| ≤M(1) = 1.
Pour x ∈ R tel que |x−v(t)| = M(t), (i.e., |x−1| = 1) alors x = 0 ou x = 2,
et nous avons pour t ∈ I = [1, 2]

(x− v(t))
(
f(t, x)− v(α)

)
= (x− 1)

(
−x

3(t)

2
− cos(

π

2
x(t)) +

√
et
)
,

=

1−
√
et si x = 0,

−3 +
√
et si x = 2,

≤ 0 = M(t)M (α)(t) pour tout t ∈ I.

D'aprés le Théorème 4.1, le problème (4.8) admet une solution x ∈ Cα([1, 2],R)
telle que |x(t)− 1| ≤ 1 pour tout t ∈ [1, 2].



Conclusion

Dans ce mémoire, nous présentons des résultats d'existence de solutions
pour des équations dynamiques fractionnaires conformes linéaires d'ordre α ∈
]0, 1] sur les échelles de temps. Aussi, nous présentons un résultat d'existence
de solutions pour d' équation dynamique fractionnaire conforme non linéaire
d'ordre α ∈]0, 1] sur l'échelle de temps, ce résultat est obtenu grâce a la
notion de tube solution et théorème de point �xe de Schauder.
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