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0.1 Introduction 3

0.1 Introduction

Les polynémes orthogonaux classiques (Hermite,Jacobi,Bessel,Laguerre)
ont la proprieté d’étre les seules suites orthogonales dans la suite des dérivées
est aussi orthogonale, plus précisement :
si le poid p(z) caractérise la famille initiale, le poid o*(x)p(z) caractérise
la famille dérivée d’ordre k ot o(z) est un polynéme de degré deux dans le
cas de Jacobi, de degré un dans le cas de Laguerre et une constante dans le
cas d’'Hermite. A partir de cette proprieté on introduit la notion de Semi-
orthogonalité qui généralise la notion précédente.

L’idée de base dans ce mémoire et de travailler directement sur des formes
linéaires, ainsi on se place dans le dual de 1’éspace vectoriel des fonctions
polynomiales et on utilise la notion de suite duale d’une suite de polynémes.
dans le chapitre 1, on donne quelques résultats sur les opérations qu’on peut
définir dans le dual par transposition des opérations dans P. On donne aussi
les résultats sur la suite duale d'une suite de polyndémes

Dans le chapitre 2, on donne les définitions des différentes formes d’orthogo-
nalité comme la quasi orthogonalité,la quasi orthogonalité strict...etc

Le chapitre 3, est consacré aux formes linéaires classiques,formes linéaires
sem-classiques et aux formes linéaires du second degrée, ainsi que quelques

applications.



Chapitre 1

Notions Générales

1.1 Préliminaires

Soit. P 'espace vectoriel des fonctions polyndémiales & coéfficients dans C
,naturellement aussi caractérisé.Comme P = UnZO P, ou P, C P,y est le
sous-espace vectoriel des fonctions polyndémiales de degré au plus égal a n.
Soit P' I'espace dual de P ,c’est I'espace des applications linéaires définies
dans P et & valeurs dans C.

On note :< u, f > le crochet de dualité entre P et P',f € P et u € P’

(u), =< u,2" >n € N les moments de u par rapport 4 la suite (z"),>0
n
Si f(z) =31 ax;;n>0o0naque <u,f>= Zai(u)i,n >0

Une forme u € P’ est uniquement déterminée Z;:);r la suite {u,},>, de ses
moments.

Considérons la forme de Dirac appliquée au point ¢ € C notée 6. qui est
définie comme suit :

< O, f(z) >= f(c),f € Plorsque ¢ = 0 on écrit § & la place de g et les

moments de cette forme sont :
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(5)71 =< 57 Ty >= 50,71 =

1.1.1 Applications et propriétés élémentaires, les opé-

rations dans ’espace dual

Soit u € P et f,g € P. Pour ce travail nous avons besoin de définir des
transformations linéaires de P dans P'.
Par transposition des opérations élémentaires sur P,on définit les opérations
correspondantes sur P’
On désigne respectivement par I, et Ip I'identité de P et P'.

Considérons maintenant les applications linéaires suivantes de P dans P’ :
p= (fp)(@) = f(x)p(z), feP
p= (0ep)(x) = (p(x) — p(c))/(x —¢), c€C
p— (Dp)(z) = p/(z)
p (np)(z) =plz—b), beC
p = (hep)(z) = plaz), a€C”
p— (op)(x) = p(z?)

Par transposition, on obtient les applications linéaires suivantes de P dans
P
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La translation d’une forme :
< nou, f(z) >=<u,7_pf(x) >=<u, f(x+b) >, fe Puec P beC

En outre :
(Tpu)p, =< Tpu, ™ >

=< u, T_p2" >=<u, (r+b)" >
n

=< u, Z(f)x’b"” >
i=0
= (b (w)in >0
=0

L’homothétie d’une forme :

< hqu, f(2) >=<u, hof(z) >
=<u, flax) >, f € Pue P, ,aecC*

En outre :

(hot)p, =< hqu, z™ >
=< u, (ax)" >
=a" <u,z" >

=a"(u)",n>0

La division d’une forme par un polynéme :
<(x—1)"tu, f(z) >=<u,0.f(x) >, f € Pue P,ceC
En outre :

(z — 1D ), =< (z — 1) tu, 2™ >

=< u, 02" >
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=< u, (ﬁ” —")/(x—c) >

=< U,Zc”_i_lxi >
_ n—i— 1
Zc u);;n > 1

Sin=—0: (z— 1) u)p=<u,0>=0
Multiplication a gauche d’une forme par un polynéme :

< fu,g>=<wu,fg>;f,g€ Pue P

En outre :
soit f(x Z a;x',a; € C

alors :(fu), —< fu,a™ >
=< u, f(z)z" >

=< u,Zaiz”” >
= Zaz U)iyn, N = 0

Multlpllcatlon a droite d’une forme par un polynéme :

Considérons I'application :

P'xPw— P

(u, f) = uf

Telle que : (uf)(x) =< u,0.f(x) > ou u agissant sur la variable .
Soit f(x Z a;z',a; € C un polynome de degré m alors :

0u(f (@) = (of (&) — () (a — ¢)

m

_ <g;z w' _gzalg) @2

i—=0
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=0 j=0
m ) m 7
Donc (uf)(z) =< u, Z a; Z el >= Z a; Z(U)Jﬂ_]
=0 7=0 =0 7=0
m m
=22 4w’
=0 i=j
m i m %
ST 3 S
=0 j=0 =0 j=i

Comme conséquence des définitions,on a que :
_ f(@)—f(e)

(ubo f)(7) =< u, ==—== >

=<u,0.f(x)> fe Pue P

avec u agissant sur la variable €

En effet :
(b f)(z) =< u, ZRLD=IE)
—< u, (@)= f(O)=(f(€)=F0)

r—e
oy, IO
=<u,0.f(x) > fePueP

Produit de deux formes :

<uv, f >=<wu,vf >, f € Pen outre :
(uv), =< uv,z™ >
=< u,vx"™ >

v =< v, (2" — " /(z — ) >
n

=<, E et >
=0
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= Z(U)n_ixi, n>0
=0
Alors : (uv), =< u, Z(v)n_ixi >
i=0
=3 (@)l
=0

= Z(U>n—i(u>i

Dérivée d’une forme :

Soit u € P’ la dérivée de u désignée par Du est définie par :
<Du,f>=—<u,f > feP.
En outre :
(Du),, =< Du,z" >
= — <u,nz" >
= —n(u)"',n>0

Avec (u)_; = 0.

La partie paire d’une forme :

<ou, f>=<wu,of > fePuecP.
En outre :
(ou)p, =< ou,z" >

=< u,ozx"™ >
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=< u,z?" >= (u)*",n >0

1.2 Propriétés

Considérons premiérement quelques propriétés de base :

of=f, VfeP

(u+v)f =uf+vf, Yu,ve P VfeP
v(uf) = (vu)f, Yu,ve P VfeP.
(fg)u= f(gu), Vu,ve P VfeP

ou = u,Vu € P’

w =ovu, Yu,v€E P

(w)w = u(vw), Yu,v,w e P’

(u+v)w=uv +vw, Yu,v,we P

Considérons maintenant les propriétés importantes impliquant des opérateurs

définis ci-dessus, qui sont facilement prouvées :
Vu,v € P',\Vf,g€ P :

hoohe=1Ip

Ty o T_pb = Ip:

(Th 0 hg)u = (hg © Ta-1)u
(ha o TO)u = (Tap 0 hy)u
f(myu) = (7o )u)
f(hau) = ha((haf)u)
D(hou) = a_1h,Du
D(nyu) = . Du
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Lemme 1.2.1. pour tout f,g € P,u,v € P',ce C :

a) (ufg)(z)= ((fu)g)(x)+zg(x)(ubof)(x) (1.9)

b) [flx)(uww) = (f(z)v)u+ z(vb f)(2)u (1.10)

c) (0.D)f =(DO.)f +0:f (1.11)

d) (r—c)((x—c)'u)=u (1.12)

e) (z—c) ((x—c)u) =u— (u)d, (1.13)

f) fllx =) ') = fle)((z — o)~ u) + (0.f)u (1.14)

7)) (=07 (fu) = fle)((z = )7 u) + (0cf)u— < u,0cf > 3. (1.15)

h) (uf)(z) = (u'f)(z) + (uf) (@) + (ubo f) () (1.16)

i) (fu) =4 f+ flu (1.17)

g) (fu)® = i (;) FOut= > 1 (1.18)

k) (uw) =v'v+u + a7 (uv) (1.19)

D (z—c)'wu=(r—c) ' —(x—c)%u (1.20)

m)  (ubof)(z) = (Gouf)(x) (1.21)

n) Du=Dv=u=v (1.22)

1.3 Suite de Polynémes

1.3.1 Suite de Polynomes

Définition 1.3.1. On appelle suite de polynomes notée {Bn}nzo, une suite

telle que degrée de B, <n,B, € P,n > 0.

Lemme 1.3.1. Une suite de polynomes { By}, est libre si et seulement si

degrée B, =n,n > 0.
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Preuve :

Supposons que degrée B, = n, soient m,n > 0,00 n < m .Considérons que
m

la combinaison linéaire donnée par : E a;Bi(z)oua; eCin<i<m

Supposons que Z a;Bi(x) =0

c’est-a-dire : ) -

QB () + Z a; B;(z) = 0 Nous supposons toujours B, unitaire,n > 0 i.e :
B,(z) = 2™ + b, (2)Ou b, € P,_1 donc v, (b, ( %—Z:ozZ i(x) =0, ou

degrée (b,,) <m —1
Comme «,,z™ est le seul terme de degrée m, alors nécessairement a,,, = 0.
Reste a déterminer les termes restants. L’égalité précédente s’écrit mainte-

nant :
m—1 , 4
W1 (2" 4 by (7)) + Z a;B;(z) = 0 ,ou degré(b,—1) <m —2

Par I'analogie déja faite, nous avons a,,—1 = 0 En répétant le raisonnement,
nous concluons que a; = 0,n <7 < m.

Réciproquement :

supposons que {B,}, -, est une suite de polynomes libre,donc par définition

degrée B, < n, B, € P,n > 0. supposons que le degrée de B, <n—1,n >0

Ainsi
n—1
= Z i f;
i=0
n—1
Bn(:E) - Zalﬁl(x) =0
Le :Z a;B;(xr) = 0,001 o, = —1, ce qui contredit I'hypothése, alors degrée
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Remarque 1.3.1. Dans ce cas, on peut toujours normaliser chaque poly-
nome de la suite, en considérant que B,(z) = 2" + b,_12" ' +..,n >0;

on dira alors que la suite est normalisée.

Notation :

On désigne par SP toute suite de polynomes libres et normalisée.

Proposition 1.3.1. Si {p,},5, est une SP et u € P alors u = 0 si et
seulement st < u,p, >=0,n > 0.

Preuve :
Siu=0alors < u,p>=0,Vp € P.
En particulier < u,p, >=0,n >0
Réciproquement :
On considére un polynoéme arbitraire p € P de degrée k > 0. Si nous écrivons

p dans la base {py},~, c’est-a-dire :

= Zaipi(x),ai eC,0<i<k.

Alors < u, p(z Zaz<upl =0

Par I’hypothese donc u = 0 puisque < u,p >=0,Vp € P.

1.3.2 La suite duale

Considérons la SP {B,},~,

Définition 1.3.2. On appelle suite duale de {B,},~,, la suite de formes li-

néaires {un}, >, définie par :

< Up, By >= 0pm;n,m >0 (1.3.23)
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Proposition 1.3.2. La suite duale {u,}, -, associée d une SP{B,}, -, eziste,unique
et libre (linéairement indépendants), Les deus suites {Un}, ~q €t {Bn},>q sont
dite biorthogonales.

ug Appelé la forme canonique.

Preuve :
On veut trouver une suite {u,},, ot u, € P’ qui satisfait (1.3.23).
On peut toujours caractériser une forme a travers la suite de ses moments.
Par conséquent, on détermine(u, )i, k > 0
La SP {B,}, >, forment une base de P,on peut écrire 2, m > 0 sous la
forme :
2" =3 Be(x) ol iy = 1,m >0 Sim < nc: (Uy)m =< Uy, 2™ >
= o Qg < Up, By >
= > o m kO, k= QO
= (Sn’m
Alors (up), =1 et (Up)m =0,Ym <n. Sim >n: (uy)m =< Up, ™ >
= o Qg < Up, By >= 1" QO
= o CmeOnk + Do ppi1 Cm k07, K
0 ,m<n
= QnOnpn = Q. Ainsi (u,)m = < 1 ,m=n
Oy M >N
Donc {u,},~, existe.
L’unicité de cette suite suit immédiatement du fait que la forme soit déter-
minée par la suite de ses moments.

Supposons » " ANu; = 0p ot 0 < n < m a savoir

O A =0,k >0 (1.3.24)

i=n
C’est-a-dire

Yo Ai(wi)g =0,k >08Sin <k <m alors,
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Yo Ai(uwi)g = A\, D’aprés (1.3.24) nous avons :
A=0n<i<m.

{un}, 5o est libre.

Lemme 1.3.2. Soit {B,},, est une SP et {u,}

pondante.

>0 la suite duale corres-

st {qn},>o €st une SP alors :

< Upy G >=0,0<m <n (1.3.25)

Preuve :

Etant donnée que la suite {B,} -, forme une base de P alors :

n>0
gm(x) =Yg i mBi(x) O iy = 1,m >0

Ainsi,

< Uy G () >=< Up, Y g Qi Bi(x) >

=3 WmOni,m >0

Si m = n la relation précédente s’écrit : < Up, ¢,(z) >= oy, =1

Sim <n—1alors: < uy,,gn(x) >=0.

Lemme 1.3.3. soit {B,},5, > 0 une SP et {u,},., > 0 la suite duale
correspondante,

soit u, € P et p € N Pour que u vérifie

<u,B,_1 >#0,<u,B, >=0,n>p,

il est nécessaire et suffisant qu’il existe

NMeCo0<i<p—1,A41#0

tels que :

u= 3070 hiwy

En outre
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/\Z:<U,BZ>,OSZS])—1

Preuve :
Par définition < u, B, >=< Zf;& \iti, By, >
= Z?:_(} Nibin=0,n>Dp
De méme < u, B, >= Zf:_ol Xiip—1
= A\,—1 # 0 par 'hypothése.
réciproquement :
considérons la forme v = u — Zf:_ol Al
ou )\; € C,0 <i<p-—1sont des constantes arbitraires.
En effet, nous avons < v, B, >=< u — Zf:_ol i, B, >
=< u, B, >~ <30, By > — 3 Nidin
=< u, B, >=0,n > p, par 'hypothése.
Considérons que 0 < n < p — 1 nous avons trouvé, comme dans le cas précé-
dent que
<wv, B, >=<u,B, > —\,.
Par le choix des constantes A,,0 <n <p-—1
c’est-a-dire \,, =< u, B,, > alors < v, B,, >= 0.
d’aprés la proposition(1.3.1) il s’ensuit que v = 0, comme par hypothése
Ap—1 =< u,B,_1 >#0

1.3.3 Transformations élémentaires

Soit { By}, une SP et {u,},, la suite duale correspondante.

Transformation linéaire de variable :

Proposition 1.3.3. Considérons la SP {Bn}nzo définie comme suit :
B, = a "Bp(ax+b),n>0 ot acC"etbeC.
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En désignant par {i,}, -, la suite duale associée G {B,} ., alors :

Uy = a"(hg-1 0 T_p)Up,n > 0.

Preuve :
On commence par noter que degré B, = n et que B, est unitaire, Yn > 0.
Ainsi,il existe une suite duale unique qui satisfait :
< 10, B, >= dnmin,m > 0 Noter que B, = a~"(hy o T_p) B () alors
< iy, By, >=< 10y, a""™(hg o T_p) B () >
=a"™ < tp, (hgoT_p)By(x) >
=a"" < hotpn, T_pBp(x) >=a™™ < (73 © hg)ty, Bn(z) >
= Op.m;n, m > 0 Compte tenu de l'unicité de la suite duale, alors nécessaire-

ment

Uy, = a " (1p 0 hy )iy, (1.3.26)

Le. ty, = a™(hg-1 0 T_p)up,n > 0

Dérivation

Considérons la SP {BE]}
de{Bn}nZO'

n>0 désignée par la suite des dérivées d’ordre 1

Proposition 1.3.4. Considérons que la SP {BLI]}HZO est définie de la ma-

niere suivante :

’

B () = (B),1())/(n+ 1);n > 0 (1.3.27)

Si {ug}}nzo est la suite duale correspondante alors :

DulYl = —(n + Dupyy,n >0 (1.3.28)
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Preuve :

par définition d’une suite duale

<ull BY >=4, :n,m>0 (1.3.29)

/

<ul, B >=(m+1)1 < uL”,BmJrl >

= —(m+1)"' < DU, By >, n,m >0

En Prenant dans(1.3.29) m = n ,on obtient que :

< Dul By >=—-(n+1)£0,n>0

En substituant dans(1.3.29) m par m — 1, on obtient :
< Dug],Bm >=0m>n+2

En utilisant le lemme(1.3.3) pour p = n + 2, on a que :
Dull = ST\, ot 00 A =< Dubt), B,y >=0
De(1.3.29) résulte que

MOy m—1 = —Apm alors

0 0<m<n
/\n,m =

—(n+1) n>0

d’ou le résultat

Proposition 1.3.5. Soit k > 1. considérons la SP {ng]}nzo définie de la

maniere suivante :

B¥(z) = (BYF Y (2))/(n+1),n >0 (1.3.30)
Alors DulM = —(n + 1)Du1[f;11}, n >0 (1.3.31)

Telle que {u%} bnso la suite duale associé a {By[Lﬂ bz 1 <G <k
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Preuve :

Résultat de la proposition précédente.

1.3.4 Relation de Structure

Soit {Bn}n20 une SP et considérons la division euclidienne de B, 5 par
Byi1,mn > 0.
Byia(x) = (2 = Bpy1) Bpy1(z) — Walz),n > 0
et Bo(z) =1,Bi(z) =2 — [y
O 7, le reste de la division (degrée v, (z) < n,n > 0)
Ainsi,
il est possible d’écrire
Yo(z) = D0 g aniBi(z),n >0 et o, ; € C
donc
Biia(x) = (€ = Bps1) Bur (2) — 2710 i Bix),n > 0

etBo(z) =1, By(x) =z — Py (1.3.32)

Ou B, a0, € C,0<7<n

Proposition 1.3.6. Soit {B,},., une SP et {u,},-la suite duale corres-

pondante alors

Bn =< Up,xBp(x) >,n >0 (1.3.33)

Et o, =<u,2By41(z) >,0<i<n,n>0 (1.3.34)

Preuve :
En utilisant(1.3.32), on a :
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< Unt1, Bpgo >=< i1, (T — Brg1)Bos1 > — D g i < Upg1, Bi >
=< Upt1, TBpi1 > —Pot1 < Unt1, Bug1 > =D g i < Upg1, Bi >,n >0
Alors

0 =< Upy1,2Bpt1 > —Bntr

ie Bhy1 =< Upt1,Bpi1 >

De plus, comme < ug, By >= 0 et < ug, By >=< ug,x — By >

=< ug,xr > —fFy < ug, 1 >

=< Uy, > —[f

Alors, on conclut que 8, =< u,,zB,(z) >,n >0

Considérons 0 < k <n:

< Uk, Bryo >=< g, (€ — Pug1)Bny1 > — D g Onyi < U, By >

=< Uk, TByi1 > —fFng1 < Uk, Buy1 > — > 00k, m >0

Par la définition de la suite duale, on obtient que

< U, Bpy1 >= > 0 00k

ie. anp =< up, 2By >,0<k<n

Lemme 1.3.4. Soit {B,},5, une SP et {u}, -, la suite duale correspon-
dante, Soit k > 0,alors :
la condition o, ), =< uk, xB,41 >=0,n > k 4+ 1 sont équivalents a

xup = Up—1 + Brug + g g1, u—g = 0.

Preuve :
Fixons k£ > 0. Supposons alors que a,,, = 0,n > k 4 1, Dans la proposition
(1.3.6), nous avons vu que :
Qp =< TUg, By () >=0,n>k+1
Par le lemme (1.3.3),3X;, € C,0<i <k
tels que zuy, = Zf:ol i U

Ainsi < zug, By () >=< S50\ gtg, By () >
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= Zfiol ik < Uiy By (z) >

= S Nkt = Ay > k4 1

En conséquence, A\pi1 5 =< U, 2Bp11 >=0,n >k +1

En outre, comme degré (zB,4+1(z)) = n + 2, d’aprés le lemme (1.3.2) :

< Uk, xBpyi(x) >=0oun+2<kient+l<k—1

Ainsi, zup = A1 pUk—1 + Mgt + Mg 1, 6 Uk41

Si n =k — 1, alors par le lemme (1.3.2) A\j_1 =< uy, vBy_1(x) >=1
puisque Degré (zBy(z)) = k+1

Pour n = k il résulte que A\ =< wuy, vBy(z) >= [, d’apres I'expression
(1.3.33) et pour n = k + 1, il s’ensuit que A\jy1 5 =< wg, 2Bir1(z) >= app
Comportant 1'expression (1.3.34). On trouve donc le résultat.
Réciproquement :

Pexpression xuy, = up—1 + Brur + ok ruk+1 implique que :

< 2Ug, Bpy1 () >=< ug_1 + Bruk + ag gUgr1, Bor(z) > ie.

< Up, xBpi1(z) >=< wp_1, Bpi1(x) > +0p < wg, Bhpi(z) > 4app <
Upy1, Bni1(z) >

Pour le coté droit de 'expression ci-dessus, on a par définition de la dualité,
que : < uk,xB,11(x) >=0, Si, n < k — 2,0usi n > k Alors,

< U, xBpyi(x) >=0pour n > k+1

Depuis o, =< ug, xBpy1(x) >,0 <k <n,n>0



Chapitre 2

L’orthogonalité Réguliére

2.1 Notions Générales

Définition 2.1.1. La forme u est dite réguliere si il est possible d’associer
une SP {P.},~, telle que :

< Uy PpPm >= TnOnm (2.1.1)
ou,r, # 0;n,m >0 (2.1.2)

Dans ce cas la SP {P,},, est dite réguli¢rement orthogonale relativement
au.

On dit que la forme u est normalisée si (u)y = 1

Proposition 2.1.1. Toute suite {P,}, -, de polynomes orthogonaux relati-
vement d u € P’ est libre,c’est-a-dire elle constitue une base (algébrique) de

P qui peut toujours étre normalisée.

Preuve :
Soient n, m € N tels que 0 < m < n,on veut montrer que

Yo api=0=0a0=0m<i<n.
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Considérons un entier k avec m < k <n

En multipliant 'équation > «a;p; = 0 par py

et appliquant & la fois u on obtient ce qui suit :

<u,y o ouipipr >=0,m<k<n

Donc oy, < u,pi > + < u, Z?:mv(#k) a;pipe >=0,m < k < n ie.
ap < u,pi >+ Z?:m,(#k) b =0,m <k <nie.

ap <u,p; >=0m<k<n

Alors,a, = 0,m < k < n car {P,},~, est réguliérement orthogonale

Proposition 2.1.2. Si {Pn}n20 est une suite régqulierement orthogonale re-

lativement a u € P’ alors degré P, = n,¥n > 0 de plus ug # 0.

Preuve :
A Taide de la proposition (2.1.1) et le lemme (1.3.1) il résulte que
Degré P, = n,Vn > 0.
On suppose que
P.(z) = apx™+a, 12" .+, ot ay, # 0,m > 0 Alors < u, p2 >+ 0
et d’autre part
<u,pi >=<u,0d >=af <u,1 >= ai(up)
Alors (ug) # 0

Proposition 2.1.3. Soitu € P’ et {P,},, sont des SP ,les énoncés suivant
sont équivalents :

a) {P.},>, est orthogonale par rapport d u.

b) il existe une suite de polynomes {qn},>, ot degré ¢, =n,n >0

tels que :

< Uy @pn >=0s10<m<n,n>1

et < U, Gmpn >#0 st m=n,n>0
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c)
<u,2"p,>=0s820<m<n,n>0
<u,x™p, >#0 st m=n,n>0

Preuve :
a=0b
Gm est écrit dans la base {F,}, -
gm(x) = > api(z),0 < m < n,n > 100 degré g, = m,a,, # 0. Ainsi
< Uy P >= Do Pl < U, PPy, >=0
Vuquei: <metm<nalorsi#n
< Uy GnPn >= Do ¥ < U, PPy >= oy < u, P2 ># 0,n > 0, vu que o, # 0
et par I’hypothése < u, ¢,p, ># 0.
b=c
Il suffit de prendre g,,(z) =2™,0<m <n,n >0
c=a
On écrit p,, dans la base canonique :
Pm(x) = Y10, bix; Comme degré p, = m,b, #0510 <m <n—-1,n>0
alors :
< Uy po(2)p () >= D10 b < u,z'py(x) >=0
Sim > n+ 1, il suffit de changer m avec n dans 1’égalité précédente.
Sim = n alors :
<u,pi(z) >= 30 b < u,a'py(x) >= b, < u,x"py(x) ># 0,n > 0 Vu que
b, # 0 et par 'hypothése < u, 2"p,(x) ># 0

Proposition 2.1.4. Si {P,}, -, est une SPO relativement d u et {u,}, -,

la suite duale correspondante alors : u = (u)oug

Preuve :

D’aprés I'’hypothése on résulte que :
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<u,Py>=<u,P?>#0et <u, P, >=<u, PhP, >=0,n > 1 Ainsi, d’aprés
le lemme(1.3.3) on résulte que :

u = )\0U0 ou )\0 =<u, PO >=< U, 1>= (U)O

Remarques 2.1.1. Dorénavant on suppose que u est une forme réguliére
et normalisée,et {P,},, est (réguliérement) orthogonale relativement d w.
Notez que, ainsi u = ug

Rappelant la relation exprimée en (1.3.52) appliqué d la suite { P}, 5,

Pn+2<x) = (37 - 5n+1)Pn+l(x) - Z?:O an,ipi(x)an >0
et Po(x)=1,P(x)=z—pp

(2.1.3)

Théoréme 2.1.1. Soit {P,},-, une SP et {u,}, -, la suite duale correspon-
dante, alors les propositions suivantes sont équivalentes :

a) La suite {P,},, est orthogonale relativement d ug

b) a,;, =0,0<i<n-1n> Lia,, # 0,n > 0 ot a,,; sont donnés
par(1.8.34)

¢) TUp = Up—1 + Lplln + Qpplng1, Onn 70,0 > 0,u_y =0

d) 1l existe une suite de polynomes {¢n},, telle que degré ¢, = n et
Uy = Ppuop,n >0

e) u, = (< ug, P? >)"'Pug,n >0

Preuve :
a=b
De (2.1.3) on peut écrire :
Yor o niPi(x) = —Ppio(x) + 2 Pyi1(2) — Bps1 Poya(z),n > 0, En multipliant
I’égalité précédente par P,,,0 < m < n et appliquant wug, il vient :
oo Qni < g, PPy >= — < ug, PyyoPr > 4+ < ug,2Pyi1 Py > —fhin <
ug, P11 Py >
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Par les conditions de 'orthogonalité,on a :
Q. < U, P2 >=<uy, 2P, 1 P, >,0<m<n (2.1.4)

Comme degré (xP,,) = m+1 alors par I’énoncé b) de la proposition (2.1.3),il
vient :

<ug,xPpi1Pp>=00<m<n—-1,n>1

< ug,rPy1 P, >#0,n>0

En outre,Par les conditions de 'orthogonalité < ug, P2 > 0,m > 0, a partir
de (2.1.4) on obtient :

apn Z0,n>0et oy =0,0<m<n—-1n>1

b=c

Soit k > 0, dans le lemme (1.3.4) on a prouvé que : oy, = 0,k <n—1,n>1,
alors zuy, = ug_1 + Srur + ok pUgrr o u_y; =0

Ainsi,pour compléter la preuve il suffit de considérer que o, ,, # 0, > 0
c=>d

Faites cette démonstration par récurrence Par ’hypothése :
Upy1 = a,;i(muk — Up—1 — Brug), k>0 (2.1.5)

Pour £ = 0, on a que u = o@é(muo — Boug) = oza’(l)(x — Bo)uo On peut donc
écrire uy = Y1uy comme @y = a&é(a: — Bo), degré @1 = 1(ago # 0)
Supposons qu’il existe des polynomes ; tels que degré ¢; =1

et u; = pug, 0 <1 <n

et montrons qu’il existe 11 de degré i1 = k+1 et tels que ug11 = Yrr1uo
En utilisant I’hypothése de récurrence, de(2.1.5) s’ensuit que

Ug+1 = 041;}@(33901@ — k-1~ BrPr)Uo = Pry1Uo COMME Q1 = &;;k((w—ﬁk)@k -
Pr-1)

On obtient degré @i =k + (o, # 0)

d=a
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Comme chaque ¢,, est de degré n, alors

{¢n}n>0 constitue une base de P. Montrons premiérement que

< ug, P, Py >=0,m # n;n, m > 0. Supposons que m < n alors :

Po(z) =" appr(x) avee a,, # 0

Ainsi, < ug, P, Py, >= Y 10 g ar, < ug, o Py >

=Y "o ak < @rug, By >=>"" 0 ag < ug, Py, >

Par I’hypotheése et par la définition de la suite duale, on a :

<ug, PP >=>""10a:0;, =0

Montrons maintenant que : < ug, P> >%# 0,n > 0

< ug, P2 >= 3" (a0, = a, # 0 puisque degré P, =degré ¢, = n donc
a, # 0

a=e

voyez que :

< (< ug, P? >)"'Pyug, P, >= (< ug, P? >)7' < Pyug, By, >= (< ug, P2 >
)t < g, PPy >= 6pm

Mais, en considérant la définition de suite duale(1.3.32), et en faisant atten-
tion & la respective unicité (proposition (1.3.2),il résulte que :

Up = (< ug, P2 >)"1P,ug

e=d

1 suffit de faire @, = (< ug, P? >)~'P, Comme degré P, = n et < ug, P2 >+#

0 alors degré ¢, =n

Proposition 2.1.5. En admettant vérifiée un des points du théoréme précé-

dent, nous avons :

Pn+2(x) = (CL‘ - 5n+1)Pn+1(x) - '7n+1Pn(x)a n =0
et Py(x)=1,P(x)=x—f

(2.1.6)

Ou B, =< ug,xP? > | < ug, P?(x) >,n >0
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et
Vot1 = G =< ug, P21 (1) > / < ug, P2(x) >#0,n >0 (2.1.7)

Preuve :
En multipliant 'application précédente par P, ,et appliquant ug, on obtient
que :
< g, Pyt Poye >=< ug, P2 > —fni1 < ug, P2 > —ny1 < ug, Py Py >
En conditions d’orthogonalité,on obtient :
Bri1 =< ug, P2 >/ < wug, P2,; >,n > 0 Par les conditions initiales de la
relation de récurrence, on a :
Pi(x) =x — By = Py — foPy , En multipliant I’égalité précédente par Py,et
appliquant ug,on obtient :
< ug, PyPy >=< ug, 2P} > — Py < ug, P? >
Et,en raison de conditions d’orthogonalité,on a que :
Bo =< ug,2P¢ > | < ug, P} > Par conséquent,on obtient I’expression de f3,, :
Bn =< ug, P2 > | < ug, P?(x) >,n > 0 multipliant la relation de récurrence
par P, et appliquant ug ,il vient
< g, PuPris >=< up, 2Py Ppi1 > — Byt < U, PuPri1 > —Yny1 < ug, P? >
,n>0
On obtient 1’expression suivante pour 7,11 :
Yrt1 =< g, TP, (2) Pry1(x) > /| < ug, P2(z) >,n > 0.
En effectuant la division euclidienne de p, 1 par xP, on obtient :
Poii(x) = 2P, (x) + r(z)
ou degré r(z) < n alors :
< g, Py (x) Py (x) >=< ug, P24 (x) > — < ug, r(x) Pyy1(x) >
=< g, Ppyy(7) >
Par la proposition (2.1.3) on obtient :
Yni1 =< g, P24 (x) > | < ug, P2(x) >,n > 0, d’aprés les conditions d’or-
thogonalité : 7,11 # 0,n > 0,
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Corollaire 2.1.1. 5i {Pn}n20 est une SPO,alors P, et P, 1,n > 0 nont

pas de zéros communs.

Preuve :
Supposons que P, et P,,1,n > 0 ont un zéro commun, disons z
En écrivant la relation de récurrence pour n > 1 :
Poi1(2) = (2 = Bn) Pu(2) = mPoa(2),n 2 1
On obtient que 7, P,_1(z) = 0,n > 1 En appliquant le raisonnement ci-dessus
pour n — 2,n — 3, ...,0 nous concluons que :
P, o(z)=..=Pi(z) = P(2) =0.
Mais cela est absurde, puisque FPy(z) = 1.
En effet, en écrivant la relation de récurrence pour n = 0 on a que :
Py(2)=(z—1)Pi(2) — M Py(2).
Ainsi, par hypothése, A\; Py(z) = 0. comme \; # 0, alors : Py(z) = 0, ce qui

est absurde, puisque Py = 1.

Lemme 2.1.1. Soit u € P’ réguliére et soit ¢ un polynome,tel que

ou = 0.Alors, nécessairement, ¢ = 0

Preuve :
Supposons que ¢ # 0 alors ¢(x) = cax’+... ot ¢ # 0 et degré ¢ =t
Si u est régulicre, il existe une SPO {P,}, ., relativement & u, alors
< ¢ou, P, >=0
En outre < ¢u, P, >=< u, ¢P;, >=c < u, P? >#0

D’ou la contradiction, alors il résulte que ¢ = 0
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2.2 Relation de Type fini et Applications :

Soit ¢ un polynome unitaire de degré ¢ et soit { P, }, 5 une SP et {u,}, - la
suite duale correspondante.
Généralement, il ya des valeurs de n tels que ¢u,, = 0,
En fait, cela ne sera possible que pour 0 < n < t; en effet :
si n >t il s’ensuit que
< Py, Py >=<Up, 0Py >=< u,, P, >=1
alors ¢u, # 0

Définition 2.2.1. Une SP {P,},, est dite compatible avec ¢ si
ou, #0,n >0

Exemple :
Toute SPO est compatible avec n’importe quel polynéme unitaire.
En effet :
Vn>0:ou, #0< Ik >0:< du,, P, >#0,n >0
Par le théoréme (2.1.1) u,, = (< ug, P?> >)"'P,uo donc :
< P, Py >=< Uy, P >=< (< ug, P2 >) "1 Pyug, B, >
= (< up, P2 >)"! < ug, P, Py >,n >0
Considérons k£ = n +t , il résulte que :
< P, Pryy >= (< ug, P2 >)7 < ug, P, Py >
= (< up, P2 >)"! <ug,¢P2,, #0,n >0

Remarques 2.2.1. Soit {g,},,-, une suite de polynomes unitaires et { P, },
une SP,

la formule suivante est toujours valable

(2)an(r) = i%5 MniPi(x)
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ceci est une conséquence immédiate de : degré(pq,) = n+t et {P,}, <, soit

libre.

Définition 2.2.2. Quand il existe un entier s > 0 tel que

n+t
$(@)gn(2) = Y AniPi(x),n >0 (2.2.1)
Jr >0 Ay #£0 (2.2.2)

Nous disons que (2.2.1) et(2.2.2) est une relation du type fini entre {Py,}, 5
et {qn},>o Relativement a ¢.

si, au lieu de (2.2.2), nous considérons

Aons 20,1 > 0 (2.2.3)

alors nous disons que (2.2.1)et (2.2.3) est une relation strictement de type

fini.

Résultats fondamentaux :
Soit {Pn},>0 €t {¢n},>o des suites de polynomes unitaires et {u,},-, et

{n},5¢ les suites duales correspondantes respectivement

Lemme 2.2.1. Pour toute SP {P,},-, compatible avec ¢, les propriétés

suivantes sont équivalentes :

1. il existe un entier s > 0 tel que

n—+t

$(@)gn(x) = Y AniPi(z),n > s (2.2.4)

i=n—s
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Ir>0: N, #0 (2.2.5)

2. il existe un entier s > 0 et une application

N—N
m — [y,
qui satisfait :
Maz{O,m —t} < p, <m+s,m>0 (2.2.6)
Img >0 e =mo+s Et tel que (2.2.7)
Hm
PUyy, = Z XimUi,m >t (2.2.8)
i=m—t
N 7 0, >0 (2.2.9)
Preuve :
1=2

De (2.2.4), on a:
< Py G >=< U, PGy >= S0 N < Uy, Pi >
= Z?I,f_s )\n,z‘5m,i

Aom Sin—s<m<n+t,n>s

0 si0<m<n-—-s—1n>s+1

Aom Sin—t<n<m+s,m2>t
Le. < oup,q, > =
0 si0o<m<n+s+1,m=>0

Il s’ensuit que < PUp,, Gmts >= Amtsm i m >0
et < Py, >=0sin>m+s+1,m>0 (2.2.10)

comme ¢u,, # 0,m >0 (car {P,},, est compatible avec ¢),
il existe fiy, 0 < piy, < m 4+ s tel que < Py, qu,, >7# 0sim >0 et
< P, @ >= 0811 > py + 1, m > 0 vu que, par (2.2.5) il existe r > 0 tel
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que A, ,—s # 0.
nous prenons mo = r — s et en considérant (2.2.10), nous avons que :
Py = Mo + S ol (2.2.7)

D’aprés le lemme (1.3.3) , nous avons :

Hm
Pl = > T Vi, m > 0 (2.2.11)
i=0
Ainsi
< ¢um7QH >= f;:() Tmi < Vi, Qn >= f;rz) Tm,iéi,n - Tm,mo <n< Hm <
m—+ s

sim>n—s, < Qup, Gy >= A\pm, alors

T = Anam €6 Ton i, = Apem 7 0, > 0 011 (2.2.9)

En considérant (2.2.11) nous obtenons : (2.2.8) puisque, d’aprés la définition
Aim=0,0<i<m—-t—-—1,m>t+1.

Finalement, on a que : < QUp, Gt >=1=> "

1=m—t

Aim < Vi, Q—t >

par (2.2.8) qui nécessite que p,,, > m + t.

2=1

Comme degré ¢(z)gn(z) = n +t et {P,},5, est une SP libre, on a que :
O()gm () = 2215 AniPi(w),n > 0

En considérant la relation précédente, on obtient

< Uiy @y >= S\mm,O <m <n+t,n >0 parce que

< Pl Gy, >=< Ui, Gy >= D10 Ay < Ui D1 >= D00 Aiim

D’autre part, compte tenu de (2.2.8), on obtient que :

< O Uy G >= D 0" i < Vi@, >= " NimOin sim —t <n <
I il Tésulte que :

:\mm = A\ym et de (2.2.9)on a que : S\mum’m = Anupm 7 0,m >0

D’aprés (2.2.7) il existe my > 0 que ce soit mg =17 — s, > s tel que :

fmo = T, par lequel A, ,_5 # 0, d’ou (2.2.5)

sin >, +1onaque S\mm:O.
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Depuis (2.2.6), la condition 0 < m < n—s— 1 implique p,, <m+s<n-—1
alors (2.2.4) est satisfaite.

Remarques 2.2.2. Lorsque la relation entre {Pn},~q et {qn}, >, est de type
strictement fini, la relation (2.2.10) montre que { Py}, 5o €t {qn}, >, est auto-

matiquement compatibles avec p, et évidemment,on a que i, = m+s,m > 0

Proposition 2.2.1. Supposons que la SP {P”}nZO est orthogonale, alors les
suites { Pu},so €t {qn} >0

satisfont d la relation de type fini (2.2.4) et (2.2.5) si et seulement si, il existe
un entier s > 0 et une application de N dans N : m — p,,, qui vérifie : (2.2.6)
et (2.2.7) tel que :

Hm
(I)PmUO =< U, P’I?l > Z )\i,mvi (2212)
i=m—t
Bt Ay #0,m >0 (2.2.13)

Preuve :
I suffit de considérer le lemme (2.2.1) et l'utilisation en (2.2.8) 1'égalité

U = (< ug, P2 >)"1 P up Qui est garantie par le théoréme (2.1.1).

2.3 Quasi-Orthogonalité

Définition 2.3.1. Soit u € P’ et s € N une suite de polynomes {B,},~,
dite quasi-orthogonale d’ordre s.

relativement a la forme u, si elle vérifie :

<u,BpB,>=0si|n—m|>s+1 (2.3.1)
Ir>s:<u,B,_sB, >#0 (2.3.2)
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Remarque 2.3.1. 1. Les conditions (2.5.1) et (2.5.2) sont équivalentes

a:

<u,B,Bp,>=0si 0<m<n—-s—1n>s+1 (2.3.3)

Ir>s:<u,B,_sB, >#0 (2.3.4)

2. Une suite quasi-orthogonale d’ordre zéro est une suite orthogonale

Lemme 2.3.1. Soit {Qn}nzo une SP. Depuis que la suite de polynomes

{Bn},>o est libre, les conditions suivantes sont équivalentes :

a){Bn},>o quasi-orthogonale d’ordre s > 0 relativement a u

b) <u,QpBn>=0st0<m<n—s—1,n>s+1 (2.3.5)
dIr>s:<u,Q._sB, >#0 (2.3.6)

Preuve :
a=b
Supposons que {Bn}nzo est libre et quasi-orthogonale d’ordre s > 0, alors on
peut écrire chaque polynéme {Qn},~q,n > 0 comme :
Qn(x) =>"" g0 Bi(z) avec o, ; € C,0 < i <met ay, #0
Considérant 0 < m<n—s—1,n> s+ 1, on a que
< U, QuBy >=<u, Y ity QmiBiBy, >=> " Qi < u, BB, >
compte tenu de (2.3.3), on conclut (2.3.5)
En écrivant Q,_, comme Q(r —s) = > a,_s;B; avec a,_s,—s # 0, on a
que
<u,Qr_sBr >=<u,y ;_So,_s;B;B, >
= Qg5 < U, B,_sB, >, par (2.3.3)
Comme, par 'hypothése o, ,—s # 0, de (2.3.4) il résulte (2.3.6)
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b= a

Supposons que {B,}, -, est libre et vérifie (2.3.5) et (2.3.6)

étant donné que la suite des polyndémes {Qn}nzo est libre, il faut :
By =37 BniQisn > 0.

ainsi

<u, BBy >=<u,> " BniQiBn >

=30 Bni <u,Q;B,>=0,0<m<n—-s—1,n>s+1

par (2.3.5) nous concluons (2.3.3).

De méme, il s’ensuit que < u, B,_B, >=>"._ f,_5:Q; B, >

= Br—sir—s < U, Qr_s B, >

Depuis (2.3.6) et le fait que 5,_5,—s # 0, on obtient la condition (2.3.4).

Remarques 2.3.1. En particulier le résultat précédent est valable si [’on

considére la suite
Qn(z) =2"n>0:

<u,z"B,>=0s10<m<n—-s—1,n>s+1 (2.3.7)

dr>s:<u,xz" °B, >#0 (2.3.8)

Lemme 2.3.2. Soit u € P’ réguliere. Soit {P,},-, la SP orthogonale cor-
respondante alors :

Toute suite {B’n}n20 quasi-orthogonale d’ordre s > 1 par rapport a u donnée
par

Bo(xz) =" by P(z) si0<n<s—1

B,(x) = i bniPi(x) sin>s (2.3.9)

i=n—s

Etdr>s:b._,#0
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Preuve :
Puisque {F, },-, est libre alors :
Vn > 0,3b,; € C,0 <1i <n tel que
By (x) = 321 bniPi(2)
par le lemme (2.3.1) toute suite quasi-orthogonale d’ordre s > 0 satisfait les
conditions
<u,P,B,>=0si0<m<n—-—s—1n>s+1
et Ir>s:<u,P_sB, >#0
Ainsi
<u,P,B,>=0si0<m<n—-s—1,n>s+1
Le. By(z) =<u,> ; obpiPiPp>=0si0<m<n-—-s—1n>s+1
ie. bypm <u,P,2>=0si0<m<n—s—1,n>s+1.
Comme par la régularité de u, < u, P,,> > 0 alors :
bpm =0,0<m<n—-—s—1n>s+1
Ainsi B,(z) =Y byiPi(x)sin>s+1
En outre : Ir > s :< u, P._sB, ># 0 i.e.
Ir>s:> 0 b <u, PP >#0iec.
dr>s:b,-5 <u, P._2 >0 alors

dr > s:b,,—s # 0, ce qui conclut la démonstration.

2.4 Quasi Orthogonalité Stricte d’ordre s

Définition 2.4.1. La suite de polynomes {B,.}, -, est dite strictement quasi-

orthogonale d’ordre s > 0 par rapport & une forme u si elle vérifie (2.53.1) et :

Vn > s:<u,B, sB, >#0 (2.4.1)



2.4 Quasi Orthogonalité Stricte d’ordre s 38

Lemme 2.4.1. Toute suite de polynome {B,,},~, strictement quasi-orthogonale

d’ordre s > 0 relativement a u est libre, elle peut étre toujours normalisé.

Preuve :
Soient n, m deux entiers positifs avec n < m
Si Y " aifi =0o0uq; €C,n<i<m alors, en considérant n <k <m :

La condition Y " «a; < u, ByysB; >= 0 est équivalente & :
m
Z o; < U, Bk+sBi >=0 (242)
i=k

Puisque {B,},-, vérifie (2.3.1).
Si k = m la condition (2.4.2) exige que «,, = 0 car < u, By,+sB, ># 0,
puisque {B,}, -, vérifie (2.4.1)
Ensuite, en prenant k& = m—1,on obtient de maniére analogue que :a;,,_1 = 0.
En répétant le processus, on conclut que ap = 0,n < k < m Ce qui conclut

la démonstration.

Remarque 2.4.1. 1. Toute suite strictement quasi-orthogonale d’ordre
s > 0 relativement a wu,est quasi-orthogonale d’ordre s > 0 relative-

ment a u.

2. Une SP strictement quasi-orthogonale d’ordre zéro, est une SP (ré-

gulierement) orthogonale,et u réguliere.

Lemme 2.4.2. Soit {Q,},~, une SP, les conditions suivantes sont équiva-

lentes :

1. {Bn},> est une suite de polyndmes strictement quasi-orthogonale

d’ordre s > 0 relativement a wu.
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2.
<u,QmB,>=0s10<m<n—-s—1,n>s+1
(2.4.3)
et Vn>s:<u,Qn_sB, >#0 (2.4.4)
Preuve :

Compte tenu des résultats précédents,la preuve de ce résultat est analogue &
celle du lemme (2.3.1).

Lemme 2.4.3. Soit u € P’ réguliere.Soit {P,}, -, la SP orthogonale cor-
respondante alors : Toute suite {Bn}nzo est strictement quasi-orthogonale

d’ordre s > 1 par rapport a u peut s’écrire sous la forme :

" obiPi(r)si0<n<s—1
By (z) = 2izo buibi() (2.4.5)
S bniPi(x) sin>s

t=n—s

EtVn>s:b, s#0

Preuve :
Compte tenu des résultats précédents,la preuve de ce résultat est analogue &
celle du lemme (2.3.2).
L’utilisation la plus fréquente de la quasi-orthogonalité se fait dans les condi-
tions suivantes :
Soit { P },>, une SP normalisée orthogonale 4 u € P’ réguliére ,il existe une
forme @ de telle sorte que la SP {P,},, est quasi-orthogonale relativement

a u On peut caractériser une telle situation comme suit :

Proposition 2.4.1. Pour chaque SP {P,},-, normalisée et réqulicrement
orthogonale Relativement d u et pour chaque u € P | les énoncés suivants

sont équivalents :
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1. la SP {P,},, est quasi-orthogonale d’ordre s > 0 relativement d 1.
2. dr > s tel que < u,P,_P, >#0et<u,P,>=0n>s+1
3. il existe un polynéome unique ¢ de degré s tel que u = ¢u.

4. la SP {P,},~, est strictement quasi-orthogonale d’ordre s > 0 relati-

vement d u

5 ds >0 tel que < u, P, >#0et<u,P,>=0n>s+1

Preuve :
1=2
il en résulte immédiatement de la définition de la suite quasi-orthogonale.
Pour s >0:3dr>s<u,P._sP.>#0et <u,P,pp >=0,n>s+1
2=3
considérons v € P’ donnée par : v =a — Y, \z'u
Par I’hypothése on a que < v, P, >=0,n > s+ 1 comme
<v, P, >=<u—Y: Nt'u, P, >=<a,P, > =7 N <ua'P, >n>
s+1
Et <a,P, >=0,n>s+1et <u,2'P, >=0,n > s+ 1 (par orthogonalité
réguliere de {P,}, -, relativement a u).
Il Est possible de déterminer les coefficients \;,0 < i < s de fagon unique
par :
les conditions < v, P, >= 0,0 < n < s Dit d’autre maniére, nous prétendons
déterminer les coefficients.
Ai, 0 <7 < s de maniére que
<u,P,>-=3%7 N <u,z'P,>=00<n<s

ce qui correspond & résoudre le systéme triangulaire superieure de n + 1
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equation & n + 1 inconnues au-dessus présenté sous la forme matricielle :
UN=B, (2.4.6)

ol ce systeme présente une solution unique A, depuis
DetU=][_,<u,P?>#0

étant donné les relations d’orthogonalité.

Ainsi d’aprés la proposition (1.3.1), v = 0 par lequel @ = ¢u, comme

¢ =2 oM’

Il reste & voir que degré ¢ = s.

Supposons que degré ¢ < s, on aura nécessairement que

As = 0, ce qui contredit 'hypotéese

dr > s >0 tel que < 4, P,_yP, ># 0, en effet :

si A; = 0 alors

< @, P_ P, >= Zf;& N < u,2'P._ P, >= 0 parceque : degré(z'P,_,) <
r,0<i<s—1,

et < u,2'P,_,P, >=0,0 <i<s— 1 étant donné que {Pn}nzo est orthogo-
nale a u.

Ainsi, A\ # 0 et degré ¢ = s.

3=4

En supposons que @ = ¢u = Y ;_, A\;z'u comme Ay # 0, il résulte que

< U, PP, >=>"7 (N <u,x'P,P,>=0si0<m<n-—-s—1n>s+1
parce que 0 < degré(z'P,,) <n—1 et {Pn},>0 orthogonale relativement a u
Posséde que < u, 2'P,p, >= 0,0 < i < s pour
0<m<n—s—1,n>s+1

Ainsi, on montre que {Pn}n20 satisfait a la premiére condition.

Vn > s, < G, PPy, >= Y7 N < u,2' PP, >= A\, < u,2°P,_ P, >=
s < u, P2>#£0

Alors nous montrons la deuxiéme condition.
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4=15

Il en résulte immédiatement de la définition de la quasi-orthogonalité stricte
d’ordre s > 0 de {P,}, 5, relativement a u.

5=2

Il est immédiat : il suffit considérer s = r.

4=1

Toute suite strictement quasi-orthogonale d’ordre s > 0 relativement a une
forme particuliére est aussi quasi-orthogonale d’ordre s > 0, alors 4 = 1

On peut appliquer ce résultat dans la construction de suites orthogonales a

partir d’'une suite orthogonale donnée.



Chapitre 3

Les Formes Classiques Et

Semi-Classiques

3.1 Les Formes classiques

Dans ce chapitre, on s’interesse aux propriétés d’orthogonalités de la suite

B
n+1 "7

{Qn}, >, des dérivées de la suite {B,},~, on note : Q, = en général la
suite {Q,},~, n'est pas orthogonale. On pose le probléme suivant :
déterminer toutes les suites orthogonales dont la suite des dérivés est aussi

orthogonale.

Définition 3.1.1. la suite {Bn}nzo orthogonale par rapport d u est une suite

classique si et seulement si la suite {Qn}nzo est orthogonale.

Une premiere caractérisation est données par :

Proposition 3.1.1. Pour que la suite { By}, 5 soit telle que la suite {Qn},,~,
soit aussi orthogonale il faut et il suffit qu’ils existent deux polyndomes ¢ et ¢

tels que sa forme canonique verifie ’équation :
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D(gon) + ¢U0 = 0.
ot degp =t avect < 2 et deqp =1

Preuve :

On a les deux relations :
By(z) =1, Bi(z) =z — B

Bii2(x) = (# = Bps1) Bus1(2) — Y1 Bu(2) (3.1.1)
et : Qo(z) =1,Q1(2) =z — oo
Qni2(7) = (¥ — @py1) Qi1 (T) — Pri1Qn() (3.1.2)

On dérivons (3.1.1), on obtient :

Bpio=n4+2)Qni1 + (n+1)501Qn + nY011Qn_1 — (n + 1)@, (3.1.3)

notons {u,}, 5o et {vn},so les suites duales associées respectivement aux
suites {By},5q et {Qn},>0, o0 applique vy & la relation (3.1.3) on obtient :
< Vg, Bpi1 >= 0 pour n > 2

< vy, By >= v —2p,

ainsi la forme vy s’écrit :

vy = Eizo Aplly avec :

< g, By >= Ao < ug, By >=< 19, > d’ott : \g = 1.

<, B1 >= M\ <u,B; >= 1 —ag =\

<o, By >= Xy =7 —2p

D’autre part on a d’aprés la propostion(1.3.2) u,, = (< ug, B> >)"'B,uy d’ott
la relation :

vo = (14 Z=5L By + 2=20L By)u,

<uo,bi> <uo,B3>
c’est-a-dire vy = @(x)ug, degp < 2.

] — — ___ B — 7 A B1 _
on a aussi Dvg = —up = Zuo, 575 U0 = 0 d’ou Dvg + Zuo, 575 U0 = 0
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D(¢(x)uo) + t(x)uo = 0 0w () = =P

inversement

posons @ = ¢(x)ug on a :

<UQn>=(n+1)"t <a B, >=—(n+1)" < D(¢(x)ug), Bns1 >=
(n+ 1) <wp,¥(x)Bpy1 >=0,n>1

< U, 2Q, >= (n+ 1)t <wp, 29(x)Byyy >=0,n>2

par réccurence on a :

<U,x"Q, >= (n+1)7" < wg, 2™Y(x)Bpyr >=0,n>m+1

d'ot: < @, 2"Q, >=0,n>m+ 1....(x)

d’autre part on a :

< U, Qo >=< ug, Y(x)By ># 0

< U, xQ >= % < ug, x(x)By ># 0

par réccurence on a :

<u,z"Q, >= n+r1 < Ug, " (x)Bpi1 ># 0

d'ott : < @, 2"Q, ># 0,Yn > 0.....(x%)

les relations (*) et () signifient tous simplement que la suite {Q,},, est

orthogonale par rapport a .

3.2 Construction des suites classiques

Par définition une suite classique { B, }, 5, vérifie (3.1.1) et la suite {Qy},,5¢
vérifie (3.1.2) on utilisons ces deux relations plus la relation (3.1.3) de la fa-
¢on suivante :
on utilise (3.1.3) pour exprimer B, 11, By, 12, B, en fonction des ); ensuite on
remplace le tous dans (3.1.1) on obtient une relation donnant @, 42 en fonc-

tion de : xQp 11, @ni1, Qn, @n_1, @n_2,2Qn, xQ,_1 on utilise ensuite (3.1.2)

pour exprimer les x(); on obtient finalement @),42 en fonction de

fEQn-&-l? Qn+17 Qm Qn—b Qn—2
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d’autre part xQ),41, (Q]);‘;L& est une base de P,.5 et on trouve que @12 &
deux expressions dans la méme base, une identification des coefficients entre
les deux écritures donne le systéme suivant :

Qg = %(ﬁo + 61)

(n+2)Bpio —nfni1 — (n+3)ap + (n+1a, =0,n >0

(n+ DYnse = (0= DYnsr = (04 3)pnsr + (n+1)pn + (n+ 1) (Boyr — an)? = 0
Yo+ 71 = 3p1 + (b1 — fo)* =0

Y041 (Bngr + B — 20-1) + (n + 1) pp(an-1 + an — 28,41) =0
—2npp-1Yn41 + (N + 1)pn_1pn + (0 = 1) Yng1 = 0

pour résoudre ce systéme on pose :

Pn = nLﬂ%Hen et le systéme précédent devient :

(n+1)(1 = 220,11 )Yns2 + (14160 — n)ynga + (0 + 1) (Bug1 — an)® =0
Brr1(1—260,) 4+ 5, = (2 —0,)an_1 — Opay,

Ot + é =2

La derniére équation permet de résoudre le systéme, elle posséde les deux

solutions ;
anleten:%avecz#n
1. cas:
A: 0,=1:

Bn = Bo — 2cn et Ynp1 = (n+ 1)(m1 + ?n) avec ¢ = 3(Bo — f1)
K¢(x) =1+ (6o — x) o K est un facteur de normalisation.

Al: c¢=0donc: K =1,¢(x) =1 et ¢(x) = 2z on obtient :
Bn=0et yp1 = 5(n+1)

La forme u dans ce cas est la forme "d’HERMITE" H, elle est définie
positive.

A2 : c7r£0don(:K:—7£1 et on posons 7y =a+1on a:

dlz) = xet ) =z —a—1let f, =2n+a+1et v =
m+1)(n+a+1)
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La forme u dans ce cas est la forme de "LAGUERRE" L(«).Celle ci
est définie positive si a +1 > 0

2. cas:
B: 6,= % on distingue deux cas selon que ¢ a une racine double
ou deux racines simple
B1 : ¢ posséde une racine double alors on a :

d(z) = 2% et Y(x) = —2(ax + 1) avec 20 = 2 + 1

_ 11—«
ﬁ”  (nta)(nta-1)
_ (n+1)(n4+2a—-1)
T+l = T Bnisa—1)2ntatl)(nta)?

la forme u dans ce cas et la forme "BESSEL" B(«) celle-ci n’est ja-
mais définie positive.
B2 : ¢ posséde deux racines simples dans ce cas on a :

d(x) =2 —let(x) = —(a+B+2)r+a—pF olton pose : a+L+1 =z
o a2—[32
Bn T (2n+a+B)(2nta+B+2)
_ __(n+D)(n+a+p+1)(n+ao+1)(nt+p41)
T+l = @nratfrl)(@ntatBi2)?(2ntatpr3)

la forme u dans ce cas est la forme de "JACOBI" J(a, ) elle est dé-

finie positive lorsque a, 8 > —1

plusieurs cas particuliers sont biens connus :

a = [ : la forme de "GEGENBAUER"

a = =0:la forme de "LEGENDRE"

a=[0= —% : la forme de "TCHEBYCHEV" de premiers espece

a=p= % : la forme de "TCHEBYCHEV" de deuxiéme espece.

Remarques 3.2.1. si la forme u est représentée par :
u() = [T w(r)da

alors la fonction poid w(x) vérifie l’équation differentille :
D(opw) + Yw = 0, qui permet d’avoir par ezemple pour la forme

d’HERMITE :
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H(.) = f+oo e dx

—00

3.3 Autres Caractérisation des Suites Classiques

On peut caractériser les suites classiques par des relations differentielles
du premier et du second ordre qu’on appelle les relations de structures, dans

ce contexte on a :

Proposition 3.3.1. (EL SALAM, CHIHARA) Pour que la suite {B,},~,
orthogonale par rapport d u soit une suite classique, il faut et il suffit qu’il
existe un polynome unitaire ¢ ou t = degp < 2 et une suite {)‘n}nzo tels

que :
¢(x)B,, 1 (x) = q(z,n) Bur1(x) + A By (3.3.1)

ot q(x,n) est un polynome de degrée t — 1 (lorsque t = 0,q(x,n) = 0)

pour montrer cette proposition on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.3.1. Soit {Bn}n20 une suite orthogonale par rapport @ u et ¢ un
polynome de degrée t, alors pour tout n > 0 il existe un polynome q(x,n) de

degrée t — 1 et un systeme de nombres réels 0, ,,,v < n tels ques :

d)(x)B;LJrl - Q(Z‘, n)Bn—H + Z en,va (332)

v=0

De plus la suite { B, },, - vérifie la relation :

< D(¢u), BpuBni1 >+ < u, (q(.,m— 1)+ q(.,n))BpnBpy1 > +Kum =0
(3.3.3)
ou
Ky = Opon <u,B2, > si m<n (3.3.4)
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Om-1nt1 <u,BZ > si m>n+1

Preuve du lemme :
la relation (3.3.2) est le resultat de la division euclidienne de ¢(x)B,,,, par
By,+1, pour (3.3.3) et (3.3.4) on a d'un coté :
<u,pB] By >=< ¢u, (B Bn) — B, Bpi1 >
= — < D(¢u), Byy1Bm > — < u,¢Bl, Bni1 >
= — < D(¢u), Byy1Bym > — < u,q(;m — 1)BpBui — 37 1w <
u, ByBni1 > ... (%)
d’un autre coté on a :

< u,¢(x)Bl1Bm >=< u,q(.,n)Byi1Bn > +> 0 _(Opm < u,B,B, >

par identification de (*) et (**) on a :

< D(¢u), Bps1Bm > + < u,(q(.,m —1)+q(.,n))Bpy1Bm > +Kppm =0

Ol Ky = S0 O < U, By By > + 30 010 < 4, ByBryy >

On distingue les deux cas : m < n et m > n+ 1 on obtient (3.3.4)

Preuve de la proposition :

On a : D(¢u) + vu = 0 ou ¢ est de degré t < 2, la relation (3.3.3) devient
pour n < m :

— < u,¥YBuBnyr > — < u,(q(.,m — 1) +q(,,n)BnBni1 > +0um <
u, B2, >=0

de P'orthogonalité de {B,},-, on a :

Oy = 0 pour m <n —1

pour n = m et on posons ¥(x) = a;x + ag on a :

—ay <u, B2, >+ <u,(q(,n—1)+q(.,n))B,Byi1 > +0n, <u,B2>=0
si t <1 alors degg(x,n) =0 et donc :

Onn = An = al%égf = a1Ynt1 7 0

sit=2ona:q(z,n)=(n+1)x+z, et dans ce cas on a :

Opn = A = (a1 — (2n 4+ 1))Ynq1 # 0 (car pour t =2 on a a; ¢ N¥)

dott (3.3.1).
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inversement :

si la suite { B, },>0 vérifie (3.3.1) on a nécessairement par comparaison avec
(3.3.2) :

Oy = 0 pour m <n —1et 6,, = \,, dun coté posons maintenant :

G = D(¢u) + (xoBo + x1B1)u, on a

<G,B,>=0,n>2

de plus de la relation (3.3.3) pour n = 0 ensuite pour m = 0 on obtient :
Xo=0cet xy; = 711(< u,q(.,0)B; > 4+Xg) doncon a G =0 ou D(¢u)+pu =0

avec 1 = x1 By la suite { B, },>0 est classique.

Corollaire 3.3.1. les racines d’un polynome classique sont simples

Preuve :
si xy est une racine de B, alors d’aprés la proposition (3.3.1) on a :
¢(0) Byy1(w0) = A By (o)
or B, et B,.1, n'ont pas de racines communs, donc By, (xg) # 0
c’est a dire B),_(x) # 0 puisque A, # 0.

Proposition 3.3.2. , (BOCHNER)

so0it { By }n>0 une suite orthogonale par rapport a u

la suite { By, }n>0 est une suite classique si et seulement si ils existent deux
polynomes ¢, o degp = t,t < 2 et degip = 1 et une suite {\p}n>0, \n # 0

tels que :

6(2) Bl (&) — () By (&) = \uBost,n > 0 (3.3.5)

Preuve :

toujours la méme technique on divise ¢(x)B,,,, —(x)B],, par B,y on ob-

tient : ¢($) 7/1,+1 - 2ﬂ(x)B;z—i-l = )‘an+1 + ZZ:O en,va
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on multiplie par B,, et on applique u on obtient :

< u, (¢(z)Bl, — Y(x) Bl 1)Bm >= Opm < u, B2 >, m < n....(%)
orona:

<u,¢(z)Bl, By >=< ¢u, (B}, 1 Bn) — B,,B, ., >

= — < D(¢u), B, By, > — < ¢u, B, B;, >

=<pu, B}, B > — < ¢u, B] | B > c’est a dire :

<u,p(x)Bl By > — <u,Y(x)B, B, >=— < ¢u, B, B, | >
ou encore :

<u, (¢(x)Byy — V(@) B 1) B >= — < ¢u, B 1 B}, > .....(xx)
de (x) et (x*) on a :

Onm = —% = 0,m < n.d’ou la relation demandé.
inversement

si { By, }n>o veérifie la relation (3.3.5) alors on a :

<u, ¢()By —¢(@)Byy >=0,n2>0

< D*(¢u), Byy1 > + < D(Yu), By >=10

< D(D(¢u) + ¢u), Bpy1 >=0,n>0

D(D(¢u) + ¢u) =0, c’est a dire D(¢u) + pu =0

Remarques 3.3.1. la suite des dérivées est elle méme classique car elle est
orthogonale par rapport & u qui vérifie ’équation :

D(¢pu) + (¢ — ¢')u = 0 avec deg(vp — ¢') = 1.

On peut donner d’autres caractérisations des suites classiques permis lequelles
on site l'utilisation de la fonction de "STIELJES" associée a une forme li-

néaire, on verra ¢a dans un cadre plus général celui des suites semi-classique.
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Les formes semi-classiques géneralisent naturellement les formes clas-

siques de la fagon suivante :

3.4 Les Formes Semi-Classiques

Définition 3.4.1. On appelle forme semi-classique toute forme réguliere so-

lution de l’équation :

D(¢pu) +pu=0 (3.4.1)

ot degp =1t >0 et degyp =P > 1

la suite normalisée associée a u est appellée suite semi-classique.

Remarques 3.4.1. Le couple (¢, ) qui vérifie les conditions précédentes est
appellée un couple admissible.

une forme semi-classique vérifie une infinite d’équation du type (3.4.1), il suf-
fit de multiplier par un polyndéme unitaire x pour obtenir un nouveau couple
admissible (xo, x¥ — xX'¢) et Uéquation : D(xou) + (x¥ — X'¢)u =0
D’autre part on peut attacher a chaque couple admissible (¢,1)) un entier s

définie par :

s=max(t —2,p—1) (3.4.2)

ainsi a toute forme semi-classique u on peut associer une partie de N noté
h(u).

Définition 3.4.2. on appelle classe de u ’élément minimum de h(u).

PROPRIETES SUR LA SUITE DES DERIVEES D’UNE SUITE
SEMI-CLASSIQUE :

On a déja vue que dans le cas classique la suite des dérivées {Qy},, est
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orthogonale.
pour le cas semi-classique on perd cette propriété, commencons d’abord par
donner quelques définitions, & c6té de la notion de quasi-orthogonalité déja

vue dans le chapitre 2" on a :

Définition 3.4.3. la suite {B,},., est dite %—orthagonale st p est le plus

petit entier superieur ou égal a 1 tel que

<u,B,B,, >=0 pour n>mp+1,m>0 (3.4.3)

Définition 3.4.4. la suite {B,},, est dite faiblement orthogonale d’index
(p,q) si -

<u,Bp1>#0,<u,B, >=0,n>p (3.4.4)
<u,xBy1 >#0,<u,xB, >=0,n>¢q (3.4.5)

Remarques 3.4.2. une suite strictement quasi-orthogonale d’ordre s est une

suite faiblement orthogonale d’index (s + 1,5+ 2)

Preuve :

une suite strictement quasi-orthogonale d’ordre s vérifie :

< U, BBy >=0,n—m|>s+1 (3.4.6)
Vn > s, <u,B,_ B, >#0 (3.4.7)

si m = 0 dans (3.4.6) et n = s dans (3.4.7) on obtient (3.4.4)
sin = s+ 1dans (3.4.7) alors < u, BiBsy1 ># 0 et < u,zB, >= 0 pour
n > s+ 2 on obtient alors (3.4.5).
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Proposition 3.4.1. Pour chaque suite {B,},, requlicrement orthogonale
par rapport a u les énnonces suivants sont équivalents :

a) La suite { By}, est quasi-orthogonale d’ordre s par rapport d .

b) TIr>s>0telque:<u,B._sB, >#0et<uB,>=0,n>s+1.

c) 1l existe un polynome unique ¢ de degrée s tel que :u = ¢u.

d) la suite {Bn}nzo est strictement quasi-orthogonale d’ordre s par rapport
at.

e) ds>0 tel que < u,Bs ># 0 et <, B, >=0 pourn > s+ 1.

Preuve :
a = b :evident par définition.
b=c
d’aprés le lemme (1.3.3)

U=y oAUy
U= Zi:0(< Uy, Bg >)_1BWU0 = (buo.
c=d

Si on note ¢(x) = cyz® + ... alors < @, B,,_sB, >= ¢, < ug, B2 ># 0.
d = e :evident d’aprés la définition.

e = a : d’aprés le lemme (1.3.3)

Proposition 3.4.2. La suite {Q,},~, des derivées de la suite { By}, 5 semi-

classique de classe s par rapport d west :

1. strictement quasi-orthogonale d’ordre s par rapport d¢ uw = ¢u st P —
1>t—2.

2. Quasi-orthogonale d’ordre s par rapport a = ¢u sip—1<t—2 .

Preuve :
On a D(¢u) + u = 0 avec degp =t et degyp = p, s = mazx(p — 1,t — 2)
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posons U = ¢u

<, Q, >=< 1, % > — 5 < ¢u, Bl >= —5 < D(¢u), By >
= n+r1 < Yu, By >= #1 <u,YBpi1 >=0pourn > s+ 1

de méme :

<u,1Q, >= RLH <u,Q1YB,y1 >=0pourn > s+ 2.

< Uy QrQp >= n+r1 < U, QuB,y1 >=0pourn > s+ m+ 1 donc :
< U QnQ, >=0pourn —m > s+ 1...

D’autres part on a pour tout n > s :

< Uy QnsQn >= 737 < 4, Y(2)Qn—sBpyr >

sip—1>t—-2:

degQn—s(z) =p+n—(p—1)=n+1 donc :

< U, Qp_sQ, >7# 0 pour tout n > s

{Qn},>0 est strictement quasi-orthogonale d’ordre s
sip—1<t—2:
onapourn=s:<u,Q >:$
donc la suite est seulement quasi-orthogonale d’ordre s.

< u,(x)Bsr1 >= 0 puisque p < s + 1.

Remarques 3.4.3. Dans le cas classique on a toujours p—1 =t —2 la suite

{Qn},>o est strictement quasi-orthogonale d’ordre 0 c’est-d-dire orthogonale

Proposition 3.4.3. Si la suite {Q”}nZO est quasi-orthogonale d’ordre s alors

la suite {By}, <, est une suite semi-classique de classe s

Preuve :
La suite {Q},-, est quasi-orthogonale par rapport & une forme
<u,z"Q, >=0pourn>m-+s—+1
dr > s tel que < 4,2"*Q, ># 0. On a :
Buii=(n+2)Qni1 + (n+1)B11Qn + 19011Qn1 — (n + 1)2Qy
< U, Bpt1 >= 0 pour n > s+ 2 de plus :
Jt<s+2tel que < u.B >#£0et <u,B,>=0pourn>t+1
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D’aprés la proposition(3.4.3) il existe un polynéme ¢ de degrée t tel que :
u = dug

< D(¢ug), Bpsr >= — < dug, B, >= —(n+1) <a,Qn >

<U,Q, >=0pourn>s+1alorsil existeunp > 1,p—1 < s tel que :
<0, Qpo1 >F#0et <u,Q, >=0 pour n > p.

Ce qui signifie pour la suite {B,.},~,

< D(¢uyg), B, ># 0 et < D(¢pug), B, >=0pour n > p+1

d’aprés le lemme on trouve que :

D(¢uo) = (3-P_y M(< wg, B2 >)"1B,)ug = —thuy

d’otu finalement : D(¢ug) + Yug =0

la condition sur la suite des dérivées peut étre remplacée par une condition

moin forte qui est la faible orthogonalité, dans se cadre on a :

Proposition 3.4.4. soit {Bn}n20 une suite orthogonale par rapport a u, les
eénoncés sutvants sont équivalents :
a) la suite {Qn},~, est faiblement orthogonale d’index (p, q)/1

b) les formes u et U vérifient les trois propriétées suivantes :
1. il existe un polynome 1 de deg p tel que : < U, B' >=< vu, B >.
2. il existe un polynome x de deg q tel que : < xt, B’ >=< xu, B >.

3. posons s = max(p —1,q — 2)
dr < s+ 2 et un polynome ¢ de deg s + 2 — r tel que : t = ¢y,

c) la suite {Qn},>, est quasi-orthogonale d’ordre s/t

Preuve :
a=0b
<U,Qp1>F#0et <0,Q, >=0,n>p
<U,TQq—1 >F 0 et < u,2Q, >=0,n>¢q
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soit G dans P’ définie par :

<G,B>=<u,B >

ona: <G, B >=0,n>pet <G,B, >#0

d’aprés la proposition (3.4.4) il existe un polynome ¢ de degp tel que :
G =vu d’ou 1)

la meme chose pour 2) on considérant :

<G, B >=<u,zB" >

pour 3)

s=mazx(p—1,q — 2)

on a la relation

B,=(n+1)Qn+nB,Qn1+ (n—1)1Qn2—nrQn

< ,B, >=0pour n >max(p+2,q+1)=s+3

pour n = s + 2 on distingue deux cas :

p<g—lona:<u Bgs>=—q¢<0rQe1>#0
g—1l<pona:<u,Bso>=pypp <U,Qp_1 >#0
p=qg—1lona:<u B >=pyp < U, Qp1>—q¢<uUrQp 4

donc on peut dire qu’il Ir < s+ 2 tel que < U, Bgyo » ># 0 et toujours
d’aprés la proposition (3.4.4) il existe un polynome ¢ de deg s + 2 — r tel
que :

U= Qu

b=c

de 1) et 3) de b) on a pour R et B dans P :

<u,B'R >=<1u,(BR) > — < u,BR >

=<yu, BR > — < ¢u, BR' >

=< u, B(YR — ¢R') >

en particulier si R(z) =x on a :

< U,xB' >=<wu, B(xy, —¢) > d’ott compte tenu de 2) :

<u,xB >=<u,B(zy) — ¢) > dot ¢ = x¢p) — x

on en déduit que :
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< U, B'R>=<u,B[Y((R—zR')+ xR)| >

en particulier si B = ]f;_ff et R=x"ona:
<u,2™mQ, >= #1 < U, By (1 —m)a™p + mz™ 1ty >

d’ou < ax™Q),, >= 0 pour n > m+ s+ 1...(*)

pour m=mn-—s

sip<qg—1:<u,Qs >=0et <U,xQsr1 >F#0
sig—1<p:<u,Qs>#0et <u,rQs1 >=0
sip=q—1:<u,Qs>#0et <u,xBs 1 >#0

donc on peut dire qu’il existe r > s tel que :

< U, x"Qy >F# 0...(*%)

(*) et (**) signifient que {Qn},5, est quasi-orthogonale d’ordre s.
¢ = a évident.

Conclusion :

la suite {Bn}nzo orthogonale par rapport & u est semi classique de classe s
si et seulement si la suite {Qn},~, est faiblement orthogonale.
Caractérisation Des suites semi-classiques

on a une généralisation des relations de structures des suites classiques

Proposition 3.4.5. pour que la suite {B,}, -, orthogonale par rapport a u,
soit une suite semi-classique il faut et il suﬁi; qu’il existe un entier s > 0 et
un polynome ¢ de degrée t < s+ 2 tel que :

&(x)Bl 1 =q(x,n)Bpi1 + > o, OnoBy pourn > s

Opns #0,n>s

Proposition 3.4.6. pour que la suite {B,}, -, soit une suite semi-classique
il faut et il suffit qu’il existe un entier s > E)et deuzr polynéomes ¢ et ¢ ou
degp < s+ 2 et degp = s+ 1 et une suite {\,,} tels que :

¢($)B1/1,+1 - w(x)B;”L+1 = qs(x,m)Bpy1 + ZZ:n—s—l—l AnpBy,n > s
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Proposition 3.4.7. Si la suite {Qn},, est -orthogonale(s > 1)alors la

suite { Bp},~, est semi-classique de classe s — 1.

Preuve :
On a < 4, 2™Q, >= 0 pour n > ms+ 1
<u,Q,>=0,n>1
<u,rQ, >=0n>s+1
La suite {Qn},5¢est faiblement orthogonale d’index (1, s + 1)
Donc la suite {B,,}, -, est semi-classique de classe max(1—1,s+1-2) = s—1.
Les polynomes orth(_)gonaux semi-classiques peuvent étre caractérisés par la

relations de structures comme dans le cas classique mais aussi par :

Définition 3.4.5. On appelle fonction de "STIELTJES" formelle de la forme

u la série formelle définie par :

S(u)(@) = = 3,50 5

3.5 proprietes

1. §'(u) = S(Du).
2. S(u?) = —xS5?(u).

3. S(fu) = £S(u) + u.bof.

Proposition 3.5.1. Pour qu’une forme u soit semi-classique il faut et il
suffit que sa fonction de "STIELTJES" formelle vérifie I’équation affine :

d(x)S"(x) = C(x)S(x) + D(x) (3.5.1)

0t :C(z) = —(¢'(x) + ¥(2)) et D(x) = —(u.606) (x) — (u.bo)(x)
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Preuve :
on a :D(¢u) + u =0
¢Du = (=¢' = Y)u

S(¢(Du)) = S((=¢" = P)u)

On utilise la propriété (3.5) on a :

¢S(Du) + ubyp = (=¢' — )S(u) + ubo(—¢' — )
¢S'=CS+ D ou:C(x)=—¢ —1 et D(x) = —(ubop) — (ubp1))

Remarques 3.5.1. Dans le cas des polynomes classique la relation (3.5.1)s’écrit :

1
65 = ~[(&/ + 9)S + 36" + (352)
Uéquation (3.5.1) est appeler l’équation de LAGUERRE-HAHN affine.

Définition 3.5.1. Si {Bn}nzo est une suite orthogonale par rapport a u. La
suite {B,[ll]}nzodéﬁm'e par :
Bl (1) =< u, —B"“(xgz:f"“(t) >

ou on suppose que u agit sur la variable t est appellée suite associée a la suite

{Bn}nzo-
on note ula forme lineaire associée d la suite {BT[LH}nEO on a:

1. yull = —22u~t.

2. S(ull]) = —ﬁ — (z — o)
La forme vV vérifie I’équation :
¢S/ = 3152 + Ols + D1 (353)

ou : Bl = ’YlD,Cl = 2(5[’ — ﬁo)D - C
71D1 = (x — Bo)*D — (z — fo)C — ¢
Uéquation (3.5.3)est une équation de RICATTI. donc ulY n’est pas une forme
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semi classique.

Les formes linéaires qui vérifient une relation du type (3.5.3) sont appellés
les formes de LAGUERRE HAHN.

Application :
Cherchons dans quels cas la forme associée & une forme classique est une
forme semi-classique :

Pour cela on détermine les polynémes C' et D dans chaque cas :
1. HERMITE :C(z) = —2z et D(z) = —2
2. LAGUERRE :C(z) = —(z — a) et D(z) = —1
3. BESSEL :C(x) =2(a— 1)z +2 et D(x) =2a — 1
4. JACOBI :C(z) = (a+ )z +f—aet D(x)=a+F+1

On remarque que la forme associée est semi-classique dans deux cas seule-

ment,le cas BESSEL lorsque o = % et le cas JACOBI lorsque a+ 3+ 1=0
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3.6 Les Formes du Second degrée

Définition 3.6.1. Une forme réguliere u est appellée une forme du second

degrée si sa fonction de "stieltjes"” formelle vérifie ’équation :

B(z)S*(u)(z) + C(z)S(u)(x) + D(x) =0 (3.6.1)
B#0et C*—4BD #0 et D(z) = (u6oC)(z) — (u*0;B)(x) (3.6.2)

u veérifie :

B(z)u? — 2C(z)u =0 (3.6.3)

Proposition 3.6.1. une forme du second degrée est une forme semi-classique
et si u vérifie (3.6.2) et (3.6.3) alors u vérifie :

D(¢u) + pu =0 ou :

o(x) = B(x)[C? — 4BD]

W(x) =—y'(x) — 2B(B'D — BD'") + C(BC' — CB')]

Remarques 3.6.1. [inverse n’est pas vrai, on pose le probleme suivant :
détermainer les formes semi-classique qui sont des formes du second degrée,
autrement dit étant donné le couple admissible (¢,1)), déterminer B et C' tels
que :

B[C? — 4BD] = ¢(x)

2B[B'D — BD'] + C[BC'" — B'C] = —¢/(x) — ¢(x)

I’étude est faite pour le cas classique

le systeme admet une solution dans un seul cas celui de JACOBI :
dlr)y=2*—1etp(z)=—(a+8+2)x+8—a

lorsque : o= =3 eta=—-1(2n+1),8=3(2n—1)

Proposition 3.6.2. [’ensemble des formes classiques du second degrée est

constitue par :
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J(5,3) et J(=5(2n +1),5(2n — 1))

1
29

Preuve :

on a les deux équations :
1. B(C? —4BD) = ¢(x)
2. 2B(B'D — BD')+ C(BC' = CB') = —¢'(x) — ¢ (x)

on dérivant 1 et on ajoutant 2 on a :

—6BB'D + 3300/ 682D = —i)(z)

( —4BD) = — z
d(@)\r . _ 2P(x)
(B(:p))/ = T 3B

on obtient finalement :
B _ ¥+3y

B ¢

pour les formes classique on a :

1. HERMITE : ¢(z) = 1 et ¢(z) = 2z

B _ 4
B — 37

2. LAGUERRE : ¢(z) =z et () =2 —a—1

B _ fz—«
B~ =z

o h

3. BESSEL : ¢(z) = 2% et ¥(x) = —2(azx + 1)

B _ (2—%a)x—%

B 2

4. JACOBI : ¢(x) = 2% —let Y(x) = —(a+B+2)r+a—f
B _ 2 (I=(atP))z+(a—p)

B 3° z2—1
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pour les trois premiers cas I’équation n’a pas de solution, pour le dernier cas

on distingue les deux cas : B'=0et B’ #0

si B' =

alorsona o= =3 dou J(3,1)
si B"#0

B 2 128 , 3—«

B — §'( -1 T i+1)

B=(x—1)3:0"2(z+1):G"

dota=-n—3=—32n+1)et f=n—35==102n—1)c-a-d:

(2n+1)et f=1(2n—1)

— _1
=3
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