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0.1 Introduction

Les polynômes orthogonaux classiques (Hermite,Jacobi,Bessel,Laguerre)
ont la proprieté d’être les seules suites orthogonales dans la suite des dérivées
est aussi orthogonale, plus précisement :
si le poid ρ(x) caractérise la famille initiale, le poid σk(x)ρ(x) caractérise
la famille dérivée d’ordre k où σ(x) est un polynôme de degré deux dans le
cas de Jacobi, de degré un dans le cas de Laguerre et une constante dans le
cas d’Hermite. À partir de cette proprieté on introduit la notion de Semi-
orthogonalité qui généralise la notion précédente.
L’idée de base dans ce mémoire et de travailler directement sur des formes
linéaires, ainsi on se place dans le dual de l’éspace vectoriel des fonctions
polynomiales et on utilise la notion de suite duale d’une suite de polynômes.
dans le chapitre 1, on donne quelques résultats sur les opérations qu’on peut
définir dans le dual par transposition des opérations dans P . On donne aussi
les résultats sur la suite duale d’une suite de polynômes
Dans le chapitre 2, on donne les définitions des différentes formes d’orthogo-
nalité comme la quasi orthogonalité,la quasi orthogonalité strict...etc
Le chapitre 3, est consacré aux formes linéaires classiques,formes linéaires
sem-classiques et aux formes linéaires du second degrée, ainsi que quelques
applications.



Chapitre 1

Notions Générales

1.1 Préliminaires

Soit P l’espace vectoriel des fonctions polynômiales á coéfficients dans C
,naturellement aussi caractérisé.Comme P =

⋃
n≥0 Pn oú Pn ⊂ Pn+1 est le

sous-espace vectoriel des fonctions polynômiales de degré au plus égal à n.
Soit P ′ l’espace dual de P ,c’est l’espace des applications linéaires définies
dans P et á valeurs dans C.
On note :< u, f > le crochet de dualité entre P et P ′,f ∈ P et u ∈ P ′

(u)n =< u, xn >,n ∈ N les moments de u par rapport á la suite (xn)n≥0

Si f(x) =
∑n

i=0 aixi, n ≥ 0 on a que < u, f >=
n∑
i=o

ai(u)i, n ≥ 0

Une forme u ∈ P ′ est uniquement déterminée par la suite {un}n≥0 de ses
moments.
Considérons la forme de Dirac appliquée au point c ∈ C notée δc qui est
définie comme suit :
< δc, f(x) >= f(c), f ∈ P .lorsque c = 0 on écrit δ á la place de δ0 et les
moments de cette forme sont :
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(δ)n =< δ, xn >= δ0,n =

1 , n = 0

0 , n ≥ 1

1.1.1 Applications et propriétés élémentaires, les opé-

rations dans l’espace dual

Soit u ∈ P ′ et f, g ∈ P . Pour ce travail nous avons besoin de définir des
transformations linéaires de P dans P ′.
Par transposition des opérations élémentaires sur P ,on définit les opérations
correspondantes sur P ′.
On désigne respectivement par Ip et IP ′ l’identité de P et P ′.
Considérons maintenant les applications linéaires suivantes de P dans P ′ :

p 7→ (fp)(x) = f(x)p(x), f ∈ P

p 7→ (θcp)(x) = (p(x)− p(c))/(x− c), c ∈ C

p 7→ (Dp)(x) = p′(x)

p 7→ (τbp)(x) = p(x− b), b ∈ C

p 7→ (hap)(x) = p(ax), a ∈ C∗

p 7→ (σp)(x) = p(x2)

Par transposition, on obtient les applications linéaires suivantes de P dans
P ′.
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La translation d’une forme :

< τbu, f(x) >=< u, τ−bf(x) >=< u, f(x+ b) >, f ∈ P, u ∈ P ′, b ∈ C

En outre :
(τbu)n =< τbu, x

n >

=< u, τ−bx
n >=< u, (x+ b)n >

=< u,
n∑
i=0

(ni )xibn−i >

=
n∑
i=0

(ni )bn−i(u)i, n ≥ 0

L’homothétie d’une forme :

< hau, f(x) >=< u, haf(x) >

=< u, f(ax) >, f ∈ P, u ∈ P ′, a ∈ C∗

En outre :

(hau)n =< hau, x
n >

=< u, (ax)n >

= an < u, xn >

= an(u)n, n ≥ 0

La division d’une forme par un polynôme :

< (x− 1)−1u, f(x) >=< u, θcf(x) >, f ∈ P, u ∈ P ′, c ∈ C
En outre :
((x− 1)−1u)n =< (x− 1)−1u, xn >

=< u, θcx
n >
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=< u, (xn − cn)/(x− c) >

=< u,
n∑
i=0

cn−i−1xi >

=
n∑
i=0

cn−i−1(u)i, n ≥ 1

Si n = 0 : ((x− 1)−1u)0 =< u, 0 >= 0

Multiplication à gauche d’une forme par un polynôme :

< fu, g >=< u, fg >; f, g ∈ P, u ∈ P ′.
En outre :

soit f(x) =
m∑
i=0

aix
i, ai ∈ C

alors :(fu)n =< fu, xn >

=< u, f(x)xn >

=< u,
m∑
i=0

aix
i+n >

=
m∑
i=0

ai(u)i+n, n ≥ 0

Multiplication à droite d’une forme par un polynôme :

Considérons l’application :
P ′ × P 7→ P ′

(u, f) 7→ uf

Telle que : (uf)(x) =< u, θεf(x) > où u agissant sur la variable ε.

Soit f(x) =
m∑
i=0

aix
i, ai ∈ C un polynôme de degré m alors :

θε(xf(x)) = (xf(x)− εf(ε))/(x− ε)

=

(
x

m∑
i=0

aix
i − ε

m∑
i−=0

aiε
i

)
/(x− ε)
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=
m∑
i=0

ai(x
i+1 − εi+1)/(x− ε)

=
m∑
i=0

ai

i∑
j=0

xjεi−j

Donc (uf)(x) =< u,
m∑
i=0

ai

i∑
j=0

xi−jεj >=
m∑
i=0

ai

i∑
j=0

(u)jx
i−j

=
m∑
i=0

m∑
i=j

aj(u)j−ix
i

Car
m∑
i=0

i∑
j=0

αi,j =
m∑
i=0

i∑
j=i

αj,j−i

Comme conséquence des définitions,on a que :
(uθ0f)(x) =< u, f(x)−f(ε)

x−ε >

=< u, θεf(x) >, f ∈ P, u ∈ P ′

avec u agissant sur la variable ε
En effet :
(uθ0f)(x) =< u, xθ0f(x)−εθ0f(ε)

x−ε >

=< u, (f(x)−f(0))−(f(ε)−f(0))
x−ε >

=< u, f(x)−f(ε)
x−ε >

=< u, θεf(x) >, f ∈ P, u ∈ P ′

Produit de deux formes :

< uv, f >=< u, vf >, f ∈ P ,en outre :
(uv)n =< uv, xn >

=< u, vxn >

vxn =< v, (xn+1 − εn+1)/(x− ε) >

=< v,
n∑
i=0

xiεn−i >
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=
n∑
i=0

(v)n−ix
i, n ≥ 0

Alors : (uv)n =< u,

n∑
i=0

(v)n−ix
i >

=
n∑
i=0

(v)n−iu(xi)

=
n∑
i=0

(v)n−i(u)i

=
∑
i+j=n

(u)i(v)j, n ≥ 0

Dérivée d’une forme :

Soit u ∈ P ′,la dérivée de u désignée par Du est définie par :
< Du, f >= − < u, f ′ >, f ∈ P .
En outre :
(Du)n =< Du, xn >

= − < u, nxn−1 >

= −n(u)n−1, n ≥ 0

Avec (u)−1 = 0.

La partie paire d’une forme :

< σu, f >=< u, σf >, f ∈ P, u ∈ P ′.
En outre :
(σu)n =< σu, xn >

=< u, σxn >
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=< u, x2n >= (u)2n, n ≥ 0

1.2 Propriétés

Considérons premièrement quelques propriétés de base :
δf = f, ∀f ∈ P
(u+ v)f = uf + vf, ∀u, v ∈ P ′,∀f ∈ P
v(uf) = (vu)f, ∀u, v ∈ P ′,∀f ∈ P.
(fg)u = f(gu), ∀u, v ∈ P ′,∀f ∈ P.
δu = u,∀u ∈ P ′

uv = vu, ∀u, v ∈ P
(uv)w = u(vw), ∀u, v, w ∈ P ′

(u+ v)w = uv + vw, ∀u, v, w ∈ P ′

Considérons maintenant les propriétés importantes impliquant des opérateurs
définis ci-dessus, qui sont facilement prouvées :
∀u, v ∈ P ′,∀f, g ∈ P :

ha ◦ ha−1 = IP (1.1)

τb ◦ τ−bb = IP ′ (1.2)

(τb ◦ ha)u = (ha ◦ τa−1b)u (1.3)

(ha ◦ τb)u = (τab ◦ ha)u (1.4)

f(τbu) = τb((τ−bf)u) (1.5)

f(hau) = ha((haf)u) (1.6)

D(hau) = a−1haDu (1.7)

D(τbu) = τbDu (1.8)
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Lemme 1.2.1. pour tout f, g ∈ P, u, v ∈ P ′, c ∈ C :

a) (ufg)(x) = ((fu)g)(x) + xg(x)(uθ0f)(x) (1.9)

b) f(x)(uv) = (f(x)v)u+ x(vθ0f)(x)u (1.10)

c) (θcD)f = (Dθc)f + θ2cf (1.11)

d) (x− c)((x− c)−1u) = u (1.12)

e) (x− c)−1((x− c)u) = u− (u)0δc (1.13)

f) f((x− c)−1u) = f(c)((x− c)−1u) + (θcf)u (1.14)

j) (x− c)−1(fu) = f(c)((x− c)−1u) + (θcf)u− < u, θcf > δc (1.15)

h) (uf)′(x) = (u′f)(x) + (uf ′)(x) + (uθ0f)(x) (1.16)

i) (fu)′ = u′f + f ′u (1.17)

g) (fu)(k) =
n∑
i=0

(
i

n

)
f (i)u(k−i), k ≥ 1 (1.18)

k) (uv)′ = u′v + uv′ + x−1(uv) (1.19)

l) ((x− c)−1u)′u = (x− c)−1u′ − (x− c)−2u (1.20)

m) (uθ0f)(x) = (θ0uf)(x) (1.21)

n) Du = Dv ⇒ u = v (1.22)

1.3 Suite de Polynômes

1.3.1 Suite de Polynômes

Définition 1.3.1. On appelle suite de polynômes notée {Bn}n≥0, une suite
telle que degrée de Bn ≤ n,Bn ∈ P, n ≥ 0.

Lemme 1.3.1. Une suite de polynômes {Bn}n≥0 est libre si et seulement si
degrée Bn = n, n ≥ 0.
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Preuve :

Supposons que degrée Bn = n, soient m,n ≥ 0,oú n ≤ m .Considérons que

la combinaison linéaire donnée par :
m∑
i=n

αiBi(x) où αi ∈ C, n ≤ i ≤ m

Supposons que
m∑
i=n

αiBi(x) = 0

c’est-á-dire :

αmBm(x) +
m−1∑
i=n

αiBi(x) = 0 Nous supposons toujours Bn unitaire,n ≥ 0 i.e :

Bn(x) = xn + bn(x)Où bn ∈ Pn−1 donc αm(xmbm(x)) +
m−1∑
i=n

αiBi(x) = 0, où

degrée (bm) ≤ m− 1

Comme αmxm est le seul terme de degrée m, alors nécessairement αm = 0.
Reste à déterminer les termes restants. L’égalité précédente s’écrit mainte-
nant :

αm−1(x
m−1 + bm−1(x)) +

m−2∑
i=n

αiBi(x) = 0 ,oú degré(bm−1) ≤ m− 2

Par l’analogie déjà faite,nous avons αm−1 = 0 En répétant le raisonnement,
nous concluons que αi = 0, n ≤ i ≤ m.
Réciproquement :
supposons que {Bn}n≥0 est une suite de polynômes libre,donc par définition
degrée Bn ≤ n,Bn ∈ P, n ≥ 0. supposons que le degrée de Bn ≤ n− 1, n ≥ 0

Ainsi

Bn(x) =
n−1∑
i=0

αiβi(x) i.e :

Bn(x)−
n−1∑
i=o

αiβi(x) = 0

I.e :
m∑
i=o

αiβi(x) = 0,où αn = −1, ce qui contredit l’hypothèse, alors degrée

Bn = n, n ≥ 0.
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Remarque 1.3.1. Dans ce cas, on peut toujours normaliser chaque poly-
nôme de la suite, en considérant que Bn(x) = xn + bn−1x

n−1 + ..., n ≥ 0 ;
on dira alors que la suite est normalisée.

Notation :

On désigne par SP toute suite de polynômes libres et normalisée.

Proposition 1.3.1. Si {pn}n≥0 est une SP et u ∈ P ′ alors u = 0 si et
seulement si < u, pn >= 0, n ≥ 0.

Preuve :

Si u = 0 alors < u, p >= 0,∀p ∈ P .
En particulier < u, pn >= 0, n ≥ 0

Réciproquement :
On considére un polynôme arbitraire p ∈ P de degrée k ≥ 0. Si nous écrivons
p dans la base {pn}n≥0 c’est-á-dire :

p(x) =
k∑
i=0

aipi(x), ai ∈ C, 0 ≤ i ≤ k.

Alors < u, p(x) >=
k∑
i=0

ai < u, pi(x) >= 0

Par l’hypothèse donc u = 0 puisque < u, p >= 0,∀p ∈ P.

1.3.2 La suite duale

Considérons la SP {Bn}n≥0

Définition 1.3.2. On appelle suite duale de {Bn}n≥0, la suite de formes li-
néaires {un}n≥0 définie par :

< un, Bm >= δn,m;n,m ≥ 0 (1.3.23)
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Proposition 1.3.2. La suite duale {un}n≥0 associée á une SP{Bn}n≥0 existe,unique
et libre (linéairement indépendants), Les deus suites {Un}n≥0 et {Bn}n≥0 sont
dite biorthogonales.
u0 Appelé la forme canonique.

Preuve :

On veut trouver une suite {un}n≥0 où un ∈ P ′ qui satisfait (1.3.23).
On peut toujours caractériser une forme à travers la suite de ses moments.
Par conséquent, on détermine(un)k, k ≥ 0

La SP {Bn}n≥0 forment une base de P ,on peut écrire xm,m ≥ 0 sous la
forme :
xm =

∑m
k=0 αm,kBk(x) où αm,m = 1,m ≥ 0 Si m ≤ n : (un)m =< un, x

m >

=
∑m

k=0 αm,k < un, Bk >

=
∑m

k=0 αm,kδn, k = αm,mδn,n

= δn,m

Alors (un)n = 1 et (un)m = 0,∀m < n. Si m > n : (un)m =< un, x
m >

=
∑m

k=0 αm,k < un, Bk >=
∑m

k=0 αm,kδn,k

=
∑m

k=0 αm,kδn,k +
∑m

k=n+1 αm,kδn, k

= αm,nδn,n = αm,n. Ainsi (un)m =


0 ,m < n

1 ,m = n

αm,n ,m > n

Donc {un}n≥0 existe.
L’unicité de cette suite suit immédiatement du fait que la forme soit déter-
minée par la suite de ses moments.
Supposons

∑m
i=n λiui = 0P ′ où 0 ≤ n ≤ m à savoir

(
m∑
i=n

λiui)k = 0, k ≥ 0 (1.3.24)

C’est-á-dire∑m
i=n λi(ui)k = 0, k ≥ 0 Si n ≤ k ≤ m alors,
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∑m
i=n λi(ui)k = λk D’aprés (1.3.24) nous avons :

λi = 0, n ≤ i ≤ m.

{un}n≥0 est libre.

Lemme 1.3.2. Soit {Bn}n≥0 est une SP et {un}n≥0 la suite duale corres-
pondante.
si {qn}n≥0 est une SP alors :

< un, qm >= 0, 0 ≤ m < n (1.3.25)

Preuve :

Étant donnée que la suite {Bn}n≥0 forme une base de P alors :
qm(x) =

∑m
i=0 αi,mBi(x) Où αm,m = 1,m ≥ 0

Ainsi,
< un, qm(x) >=< un,

∑m
i=0 αi,mBi(x) >

=
∑m

i=0 αi,mδn,i, n ≥ 0

Si m = n la relation précédente s’écrit : < un, qn(x) >= αn,n = 1

Si m ≤ n− 1 alors : < un, qm(x) >= 0.

Lemme 1.3.3. soit {Bn}n≥0 ≥ 0 une SP et {un}n≥0 ≥ 0 la suite duale
correspondante,
soit un ∈ P ′ et p ∈ N Pour que u vérifie
< u,Bp−1 >6= 0, < u,Bn >= 0, n ≥ p,

il est nécessaire et suffisant qu’il existe
λi ∈ C, 0 ≤ i ≤ p− 1, λp−1 6= 0

tels que :
u =

∑p−1
i=0 λiui

En outre
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λi =< u,Bi >, 0 ≤ i ≤ p− 1

Preuve :

Par définition < u,Bn >=<
∑p−1

i=0 λiui, Bn >

=
∑p−1

i=0 λiδi,n = 0, n ≥ p

De même < u,Bp−1 >=
∑p−1

i=0 λiδi,p−1

= λp−1 6= 0 par l’hypothése.
réciproquement :
considérons la forme v = u−

∑p−1
i=0 λiui

où λi ∈ C, 0 ≤ i ≤ p− 1 sont des constantes arbitraires.
En effet, nous avons < v,Bn >=< u−

∑p−1
i=0 λi, Bn >

=< u,Bn > − <
∑p−1

i=0 λi, Bn > −
∑

i=0 λiδi,n

=< u,Bn >= 0, n ≥ p, par l’hypothése.
Considérons que 0 ≤ n ≤ p− 1 nous avons trouvé, comme dans le cas précé-
dent que
< v,Bn >=< u,Bn > −λn.
Par le choix des constantes λn, 0 ≤ n ≤ p− 1

c’est-á-dire λn =< u,Bn > alors < v,Bn >= 0.
d’aprés la proposition(1.3.1) il s’ensuit que v = 0, comme par hypothèse
λp−1 =< u,Bp−1 >6= 0

1.3.3 Transformations élémentaires

Soit {Bn}n≥0 une SP et {un}n≥0 la suite duale correspondante.

Transformation linéaire de variable :

Proposition 1.3.3. Considèrons la SP {B̃n}n≥0 définie comme suit :
B̃n = a−nBn(ax+ b), n ≥ 0 où a ∈ C∗ et b ∈ C.
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En désignant par {ũn}n≥0 la suite duale associée á {B̃n}n≥0 alors :
ũn = an(ha−1 ◦ τ−b)un, n ≥ 0.

Preuve :

On commence par noter que degré B̃n = n et que B̃n est unitaire, ∀n ≥ 0.
Ainsi,il existe une suite duale unique qui satisfait :
< ũn, B̃n >= δn,m;n,m ≥ 0 Noter que B̃n = a−m(ha ◦ τ−b)Bm(x) alors
< ũn, B̃n >=< ũn, a

−m(ha ◦ τ−b)Bm(x) >

= a−m < ũn, (ha ◦ τ−b)Bm(x) >

= a−m < haũn, τ−bBm(x) >= a−m < (τb ◦ ha)ũn, Bm(x) >

= δn,m;n,m ≥ 0 Compte tenu de l’unicité de la suite duale, alors nécessaire-
ment

un = a−n(τb ◦ ha)ũn (1.3.26)

I.e. ũn = an(ha−1 ◦ τ−b)un, n ≥ 0

Dérivation

Considérons la SP {B[1]
n }n≥0 désignée par la suite des dérivées d’ordre 1

de{Bn}n≥0.

Proposition 1.3.4. Considérons que la SP {B[1]
n }n≥0 est définie de la ma-

nière suivante :

B[1]
n (x) = (B

′

n+1(x))/(n+ 1), n ≥ 0 (1.3.27)

Si {u[1]n }n≥0 est la suite duale correspondante alors :

Du[1]n = −(n+ 1)un+1, n ≥ 0 (1.3.28)
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Preuve :

par définition d’une suite duale

< u[1]n , B
[1]
n >= δn,m;n,m ≥ 0 (1.3.29)

< u
[1]
n , B

[1]
n >= (m+ 1)−1 < u

[1]
n , B

′
m+1 >

= −(m+ 1)−1 < Du
[1]
n , Bm+1 >, n,m ≥ 0

En Prenant dans(1.3.29) m = n ,on obtient que :
< Du

[1]
n , Bn+1 >= −(n+ 1) 6= 0, n ≥ 0

En substituant dans(1.3.29) m par m− 1, on obtient :
< Du

[1]
n , Bm >= 0,m ≥ n+ 2

En utilisant le lemme(1.3.3) pour p = n+ 2, on a que :
Du

[1]
n =

∑n+1
m=0 λn,mum où λn,m =< Du

[1]
n , Bm >= 0

De(1.3.29) résulte que
mδn,m−1 = −λn,m alors

λn,m =

0 0 ≤ m ≤ n

−(n+ 1) n ≥ 0

d’où le résultat

Proposition 1.3.5. Soit k ≥ 1. considérons la SP {B[k]
n }n≥0 définie de la

manière suivante :

B[k]
n (x) = ((B[k−1]

n )′(x))/(n+ 1), n ≥ 0 (1.3.30)

Alors Du[k]n = −(n+ 1)Du
[k−1]
n+1 , n ≥ 0 (1.3.31)

Telle que {u[j]n }n≥0 la suite duale associé a {B[j]
n }n≥0, 1 ≤ j ≤ k
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Preuve :

Résultat de la proposition précédente.

1.3.4 Relation de Structure

Soit {Bn}n≥0 une SP et considérons la division euclidienne de Bn+2 par
Bn+1, n ≥ 0.
Bn+2(x) = (x− βn+1)Bn+1(x)− γn(x), n ≥ 0

et B0(x) = 1, B1(x) = x− β0
Où γn le reste de la division (degrée γn(x) ≤ n, n ≥ 0)
Ainsi,
il est possible d’écrire
γn(x) =

∑n
i=0 αn,iBi(x), n ≥ 0 et αn,i ∈ C

donc
Bn+2(x) = (x− βn+1)Bn+1(x)−

∑n
i=0 αn,iBi(x), n ≥ 0

etB0(x) = 1, B1(x) = x− β0 (1.3.32)

Où βn, αn,i ∈ C, 0 ≤ i ≤ n

Proposition 1.3.6. Soit {Bn}n≥0 une SP et {un}n≥0la suite duale corres-
pondante alors

βn =< un, xBn(x) >, n ≥ 0 (1.3.33)

Et αn,i =< ui, xBn+1(x) >, 0 ≤ i ≤ n, n ≥ 0 (1.3.34)

Preuve :

En utilisant(1.3.32), on a :
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< un+1, Bn+2 >=< un+1, (x− βn+1)Bn+1 > −
∑n

i=0 αn,i < un+1, Bi >

=< un+1, xBn+1 > −βn+1 < un+1, Bn+1 > −
∑n

i=0 αn,i < un+1, Bi >, n ≥ 0

Alors
0 =< un+1, xBn+1 > −βn+1

i.e βn+1 =< un+1, xBn+1 >

De plus, comme < u0, B1 >= 0 et < u0, B1 >=< u0, x− β0 >
=< u0, x > −β0 < u0, 1 >

=< u0, x > −β0
Alors, on conclut que βn =< un, xBn(x) >, n ≥ 0

Considérons 0 ≤ k ≤ n :
< uk, Bn+2 >=< uk, (x− βn+1)Bn+1 > −

∑n
i=0 αn,i < uk, Bi >

=< uk, xBn+1 > −βn+1 < uk, Bn+1 > −
∑n

i=0 αn,iδk,i, n ≥ 0

Par la définition de la suite duale, on obtient que
< uk, xBn+1 >=

∑n
i=0 αn,iδk,i

i.e. αn,k =< uk, xBn+1 >, 0 ≤ k ≤ n

Lemme 1.3.4. Soit {Bn}n≥0 une SP et {un}n≥0 la suite duale correspon-
dante, Soit k ≥ 0,alors :
la condition αn,k =< uk, xBn+1 >= 0, n ≥ k + 1 sont équivalents à
xuk = uk−1 + βkuk + αk,kuk+1, u−1 = 0.

Preuve :

Fixons k ≥ 0. Supposons alors que αn,k = 0, n ≥ k + 1, Dans la proposition
(1.3.6), nous avons vu que :
αn,k =< xuk, Bn+1(x) >= 0, n ≥ k + 1

Par le lemme (1.3.3),∃λi,k ∈ C, 0 ≤ i ≤ k

tels que xuk =
∑k+1

i=0 λi,kui

Ainsi < xuk, Bn+1(x) >=<
∑k+1

i=0 λi,kui, Bn+1(x) >
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=
∑k+1

i=0 λi,k < ui, Bn+1(x) >

=
∑k+1

i=0 λi,kδi,n+1 = λn+1,k, n ≥ k + 1

En conséquence, λn+1,k =< uk, xBn+1 >= 0, n ≥ k + 1

En outre, comme degré (xBn+1(x)) = n+ 2, d’aprés le lemme (1.3.2) :
< uk, xBn+1(x) >= 0 où n+ 2 < k i.e. n+ 1 < k − 1

Ainsi, xuk = λk−1,kuk−1 + λk,kuk + λk+1,kuk+1

Si n = k − 1, alors par le lemme (1.3.2) λk−1,k =< uk, xBk−1(x) >= 1

puisque Degré (xBk(x)) = k + 1

Pour n = k il résulte que λk,k =< uk, xBk(x) >= βk, d’après l’expression
(1.3.33) et pour n = k + 1, il s’ensuit que λk+1,k =< uk, xBk+1(x) >= αk,k

Comportant l’expression (1.3.34). On trouve donc le résultat.
Réciproquement :
l’expression xuk = uk−1 + βkuk + αk,kuk+1 implique que :
< xuk, Bn+1(x) >=< uk−1 + βkuk + αk,kuk+1, Bn+1(x) > i.e.
< uk, xBn+1(x) >=< uk−1, Bn+1(x) > +βk < uk, Bn+1(x) > +αk,k <

uk+1, Bn+1(x) >

Pour le côté droit de l’expression ci-dessus, on a par définition de la dualité,
que : < uk, xBn+1(x) >= 0, Si, n < k − 2,ou si n > k Alors,
< uk, xBn+1(x) >= 0 pour n ≥ k + 1

Depuis αn,k =< uk, xBn+1(x) >, 0 ≤ k ≤ n, n ≥ 0



Chapitre 2

L’orthogonalité Régulière

2.1 Notions Générales

Définition 2.1.1. La forme u est dite régulière si il est possible d’associer
une SP {Pn}n≥0 telle que :

< u, pnpm >= rnδn,m (2.1.1)

où, rn 6= 0;n,m ≥ 0 (2.1.2)

Dans ce cas la SP {Pn}n≥0 est dite régulièrement orthogonale relativement
á u.
On dit que la forme u est normalisée si (u)0 = 1

Proposition 2.1.1. Toute suite {Pn}n≥0 de polynômes orthogonaux relati-
vement á u ∈ P ′ est libre,c’est-à-dire elle constitue une base (algèbrique) de
P qui peut toujours être normalisée.

Preuve :

Soient n,m ∈ N tels que 0 ≤ m ≤ n,on veut montrer que∑n
i=m αipi = 0⇒ αi = 0,m ≤ i ≤ n.
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Considérons un entier k avec m ≤ k ≤ n

En multipliant l’équation
∑n

i=m αipi = 0 par pk
et appliquant à la fois u on obtient ce qui suit :
< u,

∑n
i=m αipipk >= 0,m ≤ k ≤ n

Donc αk < u, p2k > + < u,
∑n

i=m,(i 6=k) αipipk >= 0,m ≤ k ≤ n i.e.
αk < u, p2k > +

∑n
i=m,(i 6=k) αiδi,k = 0,m ≤ k ≤ n i.e.

αk < u, p2k >= 0,m ≤ k ≤ n

Alors,αk = 0,m ≤ k ≤ n car {Pn}n≥0 est régulièrement orthogonale

Proposition 2.1.2. Si {Pn}n≥0 est une suite régulièrement orthogonale re-
lativement à u ∈ P ′ alors degré Pn = n,∀n ≥ 0 de plus u0 6= 0.

Preuve :

Á l’aide de la proposition (2.1.1) et le lemme (1.3.1) il résulte que
Degré Pn = n,∀n ≥ 0.
On suppose que
Pn(x) = αnx

n+αn−1x
n−1+...+α1x+α0, où αn 6= 0, n ≥ 0 Alors < u, p20 >6= 0

et d’autre part
< u, p20 >=< u, α2

0 >= α2
0 < u, 1 >= α2

0(u0)

Alors (u0) 6= 0

.

Proposition 2.1.3. Soit u ∈ P ′ et {Pn}n≥0 sont des SP ,les énoncés suivant
sont équivalents :
a) {Pn}n≥0 est orthogonale par rapport á u.
b) il existe une suite de polynômes {qn}n≥0 où degré qn = n, n ≥ 0

tels que :
< u, qmpn >= 0 si 0 ≤ m < n, n ≥ 1

et < u, qmpn >6= 0 si m = n, n ≥ 0
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c)

< u, xmpn >= 0 si 0 ≤ m < n, n ≥ 0

< u, xmpn >6= 0 si m = n, n ≥ 0

Preuve :

a⇒ b

qm est écrit dans la base {Pn}n≥0
qm(x) =

∑m
i=0 αipi(x), 0 ≤ m < n, n ≥ 1,où degré qm = m,αm 6= 0. Ainsi

< u, qmpn >=
∑m

i=0 αipi < u, pipn >= 0

Vu que i ≤ m et m < n alors i 6= n

< u, qnpn >=
∑n

i=0 αi < u, pipn >= αn < u, p2n >6= 0, n ≥ 0, vu que αn 6= 0

et par l’hypothèse < u, qnpn >6= 0.

b⇒ c

Il suffit de prendre qm(x) = xm, 0 ≤ m ≤ n, n ≥ 0

c⇒ a

On écrit pm dans la base canonique :
pm(x) =

∑m
i=0 bixi Comme degré pm = m, bm 6= 0.si 0 ≤ m ≤ n − 1, n ≥ 0

alors :
< u, pn(x)pm(x) >=

∑m
i=0 bi < u, xipn(x) >= 0

Si m ≥ n+ 1, il suffit de changer m avec n dans l’égalité précédente.
Si m = n alors :
< u, p2n(x) >=

∑n
i=0 bi < u, xipn(x) >= bn < u, xnpn(x) >6= 0, n ≥ 0 Vu que

bn 6= 0 et par l’hypothèse < u, xnpn(x) >6= 0

Proposition 2.1.4. Si {Pn}n≥0 est une SPO relativement á u et {un}n≥0
la suite duale correspondante alors : u = (u)0u0

Preuve :

D’aprés l’hypothèse on résulte que :
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< u, P0 >=< u, P 2
0 >6= 0 et < u, Pn >=< u, P0Pn >= 0, n ≥ 1 Ainsi, d’aprés

le lemme(1.3.3) on résulte que :
u = λ0u0 où λ0 =< u, P0 >=< u, 1 >= (u)0

Remarques 2.1.1. Dorénavant on suppose que u est une forme régulière
et normalisée,et {Pn}n≥0 est (régulièrement) orthogonale relativement á u.
Notez que, ainsi u = u0

Rappelant la relation exprimée en (1.3.32) appliqué á la suite {Pn}n≥0Pn+2(x) = (x− βn+1)Pn+1(x)−
∑n

i=0 αn,iPi(x), n ≥ 0

et P0(x) = 1, P1(x) = x− β0
(2.1.3)

Théorème 2.1.1. Soit {Pn}n≥0 une SP et {un}n≥0 la suite duale correspon-
dante, alors les propositions suivantes sont équivalentes :
a) La suite {Pn}n≥0 est orthogonale relativement á u0
b) αn,i = 0, 0 ≤ i ≤ n − 1, n ≥ 1;αn,n 6= 0, n ≥ 0 où αn,i sont donnés
par(1.3.34)
c) xun = un−1 + βnun + αn,nun+1, αn,n 6= 0, n ≥ 0, u−1 = 0

d) Il existe une suite de polynômes {ϕn}n≥0 telle que degré ϕn = n et
un = ϕnu0, n ≥ 0

e) un = (< u0, P
2
n >)−1Pnu0, n ≥ 0

Preuve :

a⇒ b

De (2.1.3) on peut écrire :∑n
i=0 αn,iPi(x) = −Pn+2(x) +xPn+1(x)−βn+1Pn+1(x), n ≥ 0, En multipliant

l’égalité précédente par Pm, 0 ≤ m ≤ n et appliquant u0, il vient :∑n
i=0 αn,i < u0, PiPm >= − < u0, Pn+2Pm > + < u0, xPn+1Pm > −βn+1 <

u0, Pn+1Pm >
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Par les conditions de l’orthogonalité,on a :

αn,m < u0, P
2
m >=< u0, xPn+1Pm >, 0 ≤ m ≤ n (2.1.4)

Comme degré (xPm) = m+1 alors par l’énoncé b) de la proposition (2.1.3),il
vient :
< u0, xPn+1Pm >= 0, 0 ≤ m ≤ n− 1, n ≥ 1

< u0, xPn+1Pn >6= 0, n ≥ 0

En outre,Par les conditions de l’orthogonalité < u0, P
2
m >6= 0,m ≥ 0, a partir

de (2.1.4) on obtient :
αn,n 6= 0, n ≥ 0 et αn,m = 0, 0 ≤ m ≤ n− 1, n ≥ 1

b⇒ c

Soit k ≥ 0, dans le lemme (1.3.4) on a prouvé que : αn,k = 0, k ≤ n−1, n ≥ 1,
alors xuk = uk−1 + βkuk + αk,kuk+1 où u−1 = 0

Ainsi,pour compléter la preuve il suffit de considérer que αn,n 6= 0, n ≥ 0

c⇒ d

Faites cette démonstration par récurrence Par l’hypothèse :

uk+1 = α−1k,k(xuk − uk−1 − βkuk), k ≥ 0 (2.1.5)

Pour k = 0, on a que u = α−10,0(xu0 − β0u0) = α−10,0(x − β0)u0 On peut donc
écrire u1 = ϕ1u0 comme ϕ1 = α−10,0(x− β0), degré ϕ1 = 1(α0,0 6= 0)

Supposons qu’il existe des polynômes ϕl tels que degré ϕl = l

et ul = ϕlu0, 0 ≤ l ≤ n

et montrons qu’il existe ϕk+1 de degré ϕk+1 = k+1 et tels que uk+1 = ϕk+1u0

En utilisant l’hypothèse de récurrence, de(2.1.5) s’ensuit que
uk+1 = α−1k,k(xϕk−ϕk−1−βkϕk)u0 = ϕk+1u0 comme ϕk+1 = α−1k,k((x−βk)ϕk−
ϕk−1)

On obtient degré ϕk+1 = k + 1(αk,k 6= 0)

d⇒ a
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Comme chaque ϕn est de degré n, alors
{ϕn}n≥0 constitue une base de P . Montrons premièrement que
< u0, PnPm >= 0,m 6= n;n,m ≥ 0. Supposons que m < n alors :
Pm(x) =

∑m
i=0 akϕk(x) avec am 6= 0

Ainsi, < u0, PnPm >=
∑m

i=0 ak < u0, ϕkPn >

=
∑m

i=0 ak < ϕku0, Pn >=
∑m

i=0 ak < uk, Pn >

Par l’hypothèse et par la définition de la suite duale, on a :
< u0, PnPm >=

∑m
i=0 aiδi,n = 0

Montrons maintenant que : < u0, P
2
n >6= 0, n ≥ 0

< u0, P
2
n >=

∑n
i=0 aiδi,n = an 6= 0 puisque degré Pn =degré ϕn = n donc

an 6= 0

a⇒ e

voyez que :
< (< u0, P

2
n >)−1Pnu0, Pm >= (< u0, P

2
n >)−1 < Pnu0, Pm >= (< u0, P

2
n >

)−1 < u0, PnPm >= δn,m

Mais, en considérant la définition de suite duale(1.3.32), et en faisant atten-
tion á la respective unicité (proposition (1.3.2),il résulte que :
un = (< u0, P

2
n >)−1Pnu0

e⇒ d

Il suffit de faire ϕn = (< u0, P
2
n >)−1Pn Comme degré Pn = n et < u0, P

2
n >6=

0 alors degré ϕn = n

Proposition 2.1.5. En admettant vérifiée un des points du théorème précé-
dent, nous avons :Pn+2(x) = (x− βn+1)Pn+1(x)− γn+1Pn(x), n ≥ 0

et P0(x) = 1, P1(x) = x− β0
(2.1.6)

Où βn =< u0, xP
2
n > / < u0, P

2
n(x) >, n ≥ 0
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et
γn+1 = αn,n =< u0, P

2
n+1(x) > / < u0, P

2
n(x) >6= 0, n ≥ 0 (2.1.7)

Preuve :

En multipliant l’application précédente par Pn+1,et appliquant u0, on obtient
que :
< u0, Pn+1Pn+2 >=< u0, xP

2
n+1 > −βn+1 < u0, P

2
n+1 > −γn+1 < u0, Pn+1Pn >

En conditions d’orthogonalité,on obtient :
βn+1 =< u0, xP

2
n+1 > / < u0, P

2
n+1 >, n ≥ 0 Par les conditions initiales de la

relation de récurrence, on a :
P1(x) = x− β0 = xP0 − β0P0 , En multipliant l’égalité précédente par P0,et
appliquant u0,on obtient :
< u0, P0P1 >=< u0, xP

2
0 > −β0 < u0, P

2
0 >

Et,en raison de conditions d’orthogonalité,on a que :
β0 =< u0, xP

2
0 > / < u0, P

2
0 > Par conséquent,on obtient l’expression de βn :

βn =< u0, xP
2
n > / < u0, P

2
n(x) >, n ≥ 0 multipliant la relation de récurrence

par Pn et appliquant u0 ,il vient
< u0, PnPn+2 >=< u0, xPnPn+1 > −βn+1 < u0, PnPn+1 > −γn+1 < u0, P

2
n >

, n ≥ 0

On obtient l’expression suivante pour γn+1 :
γn+1 =< u0, xPn(x)Pn+1(x) > / < u0, P

2
n(x) >, n ≥ 0.

En effectuant la division euclidienne de pn+1 par xPn on obtient :
Pn+1(x) = xPn(x) + r(x)

où degré r(x) ≤ n ,alors :
< u0, xPn(x)Pn+1(x) >=< u0, P

2
n+1(x) > − < u0, r(x)Pn+1(x) >

=< u0, P
2
n+1(x) >

Par la proposition (2.1.3) on obtient :
γn+1 =< u0, P

2
n+1(x) > / < u0, P

2
n(x) >, n ≥ 0, d’aprés les conditions d’or-

thogonalité : γn+1 6= 0, n ≥ 0,



2.1 Notions Générales 29

Corollaire 2.1.1. Si {Pn}n≥0 est une SPO,alors Pn et Pn+1, n ≥ 0 n’ont
pas de zéros communs.

Preuve :

Supposons que Pn et Pn+1, n ≥ 0 ont un zéro commun, disons z
En écrivant la relation de récurrence pour n ≥ 1 :
Pn+1(z) = (z − βn)Pn(z)− γnPn−1(z), n ≥ 1

On obtient que γnPn−1(z) = 0, n ≥ 1 En appliquant le raisonnement ci-dessus
pour n− 2, n− 3, ..., 0 nous concluons que :
Pn−2(z) = ... = P1(z) = P0(z) = 0.
Mais cela est absurde, puisque P0(z) = 1.
En effet, en écrivant la relation de récurrence pour n = 0 on a que :
P2(z) = (z − 1)P1(z)− λ1P0(z).
Ainsi, par hypothèse, λ1P0(z) = 0. comme λ1 6= 0, alors : P0(z) = 0, ce qui
est absurde, puisque P0 ≡ 1.

Lemme 2.1.1. Soit u ∈ P ′ régulière et soit φ un polynôme,tel que
φu = 0.Alors, nécessairement, φ = 0

Preuve :

Supposons que φ 6= 0 alors φ(x) = cxt+... où c 6= 0 et degré φ = t

Si u est régulière, il existe une SPO {Pn}n≥0 relativement à u, alors
< φu, Pt >= 0

En outre < φu, Pt >=< u, φPt >= c < u, P 2
t >6= 0

D’où la contradiction, alors il résulte que φ = 0
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2.2 Relation de Type fini et Applications :

Soit φ un polynôme unitaire de degré t et soit {Pn}n≥0 une SP et {un}n≥0la
suite duale correspondante.
Généralement, il ya des valeurs de n tels que φun = 0,
En fait, cela ne sera possible que pour 0 ≤ n < t ; en effet :
si n ≥ t il s’ensuit que
< φun, Pn−t >=< un, φPn−t >=< un, Pn >= 1

alors φun 6= 0

Définition 2.2.1. Une SP {Pn}n≥0 est dite compatible avec φ si
φun 6= 0, n ≥ 0

Exemple :

Toute SPO est compatible avec n’importe quel polynôme unitaire.
En effet :
∀n ≥ 0 : φun 6= 0⇔ ∃k ≥ 0 :< φun, Pk >6= 0, n ≥ 0

Par le théorème (2.1.1) un = (< u0, P
2
n >)−1Pnu0 donc :

< φun, Pk >=< un, φPk >=< (< u0, P
2
n >)−1Pnu0, φPk >

= (< u0, P
2
n >)−1 < u0, φPnPk >, n ≥ 0

Considérons k = n+ t , il résulte que :
< φun, Pn+t >= (< u0, P

2
n >)−1 < u0, φPnPn+t >

= (< u0, P
2
n >)−1 < u0, φP

2
n+t 6= 0, n ≥ 0

Remarques 2.2.1. Soit {qn}n≥0 une suite de polynômes unitaires et {Pn}n≥0
une SP ,
la formule suivante est toujours valable
φ(x)qn(x) =

∑n+t
i=0 λn,iPi(x)
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ceci est une conséquence immédiate de : degré(φqn) = n + t et {Pn}n≥0 soit
libre.

Définition 2.2.2. Quand il existe un entier s ≥ 0 tel que

φ(x)qn(x) =
n+t∑
i=n−s

λn,iPi(x), n ≥ 0 (2.2.1)

∃r ≥ 0 : λr,r−s 6= 0 (2.2.2)

Nous disons que (2.2.1) et(2.2.2) est une relation du type fini entre {Pn}n≥0
et {qn}n≥0 Relativement a φ.
si, au lieu de (2.2.2), nous considérons

λn,n−s 6= 0, n ≥ 0 (2.2.3)

alors nous disons que (2.2.1)et (2.2.3) est une relation strictement de type
fini.

Résultats fondamentaux :

Soit {Pn}n≥0 et {qn}n≥0 des suites de polynômes unitaires et {un}n≥0 et
{vn}n≥0 les suites duales correspondantes respectivement

Lemme 2.2.1. Pour toute SP {Pn}n≥0 compatible avec φ, les propriétés
suivantes sont équivalentes :

1. il existe un entier s ≥ 0 tel que

φ(x)qn(x) =
n+t∑
i=n−s

λn,iPi(x), n ≥ s (2.2.4)
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∃r ≥ 0 : λr,r−s 6= 0 (2.2.5)

2. il existe un entier s ≥ 0 et une application

N→ N
m→ µm

qui satisfait :

Max{0,m− t} ≤ µm ≤ m+ s,m ≥ 0 (2.2.6)

∃m0 ≥ 0 : µmo = m0 + s Et tel que (2.2.7)

φum =

µm∑
i=m−t

λi,mvi,m ≥ t (2.2.8)

λµm,m 6= 0,m ≥ 0 (2.2.9)

Preuve :

1⇒ 2

De (2.2.4), on a :
< φum, qn >=< um, φqn >=

∑n+t
i=n−s λn,i < um, Pi >

=
∑n+t

i=n−s λn,iδm,i

=

λn,m si n− s ≤ m ≤ n+ t, n ≥ s

0 si 0 ≤ m ≤ n− s− 1, n ≥ s+ 1

I.e. < φum, qn > =

λn,m si n− t ≤ n ≤ m+ s,m ≥ t

0 si 0 ≤ m ≤ n+ s+ 1,m ≥ 0

Il s’ensuit que < φum, qm+s >= λm+s,m si m ≥ 0

et < φum, qn >= 0 si n ≥ m+ s+ 1,m ≥ 0 (2.2.10)

comme φum 6= 0,m ≥ 0 (car {Pn}n≥0 est compatible avec φ),
il existe µm, 0 ≤ µm ≤ m+ s tel que < φum, qµm >6= 0 si m ≥ 0 et
< φum, qn >= 0 si n ≥ µm + 1,m ≥ 0 vu que, par (2.2.5) il existe r ≥ 0 tel
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que λr,r−s 6= 0.
nous prenons m0 = r − s et en considérant (2.2.10), nous avons que :
µm0 = m0 + s où (2.2.7)
D’aprés le lemme (1.3.3) , nous avons :

φum =

µm∑
i=0

τm,ivi,m ≥ 0 (2.2.11)

Ainsi
< φum, qn >=

∑µm
i=0 τm,i < vi, qn >=

∑µm
i=0 τm,iδi,n = τm,n, 0 ≤ n ≤ µm ≤

m+ s

si m ≥ n− s,< φum, qn >= λn,m, alors
τm,n = λn,m et τm,µm = λµm,m 6= 0,m ≥ 0 où (2.2.9)
En considérant (2.2.11) nous obtenons : (2.2.8) puisque, d’aprés la définition
λi,m = 0, 0 ≤ i ≤ m− t− 1,m ≥ t+ 1.
Finalement, on a que : < φum, qm−t >= 1 =

∑µm
i=m−t λi,m < vi, qm−t >

par (2.2.8) qui nécessite que µm ≥ m+ t.
2⇒ 1

Comme degré φ(x)qm(x) = n + t et {Pn}n≥0 est une SP libre, on a que :
φ(x)qm(x) =

∑n+t
i=0 λ̃n,iPi(x), n ≥ 0

En considérant la relation précédente, on obtient
< φum, qm >= λ̃n,m, 0 ≤ m ≤ n+ t, n ≥ 0 parce que
< φum, qm >=< um, φqn >=

∑n+t
i=0 λ̃n,i < um, pi >=

∑n+t
i=0 λ̃n,iδm,i

D’autre part, compte tenu de (2.2.8), on obtient que :
< φ(x)um, qm >=

∑µm
i=m−t λi,m < vi, qn >=

∑µm
i=m−t λi,mδi,n si m − t ≤ n ≤

µm il résulte que :
λ̃n,m = λn,m et de (2.2.9)on a que : λ̃mum,m = λmum,m 6= 0,m ≥ 0

D’aprés (2.2.7) il existe m0 ≥ 0 que ce soit m0 = r − s, r ≥ s tel que :
µm0 = r, par lequel λr,r−s 6= 0, d’où (2.2.5)
si n ≥ µm + 1 on a que λ̃n,m = 0.
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Depuis (2.2.6), la condition 0 ≤ m ≤ n− s− 1 implique µm ≤ m+ s ≤ n− 1

alors (2.2.4) est satisfaite.

Remarques 2.2.2. Lorsque la relation entre {Pn}n≥0 et {qn}n≥0 est de type
strictement fini, la relation (2.2.10) montre que {Pn}n≥0 et {qn}n≥0 est auto-
matiquement compatibles avec ϕ, et évidemment,on a que µm = m+s,m ≥ 0

Proposition 2.2.1. Supposons que la SP {Pn}n≥0 est orthogonale, alors les
suites {Pn}n≥0 et {qn}n≥0
satisfont á la relation de type fini (2.2.4) et (2.2.5) si et seulement si, il existe
un entier s ≥ 0 et une application de N dans N : m→ µm qui vérifie : (2.2.6)
et (2.2.7) tel que :

ΦPmu0 =< u0, P
2
m >

µm∑
i=m−t

λi,mvi (2.2.12)

Et λµm,m 6= 0,m ≥ 0 (2.2.13)

Preuve :

Il suffit de considérer le lemme (2.2.1) et l’utilisation en (2.2.8) l’égalité
um = (< u0, P

2
m >)−1Pmu0 Qui est garantie par le théorème (2.1.1).

2.3 Quasi-Orthogonalité

Définition 2.3.1. Soit u ∈ P ′ et s ∈ N une suite de polynômes {Bn}n≥0
dite quasi-orthogonale d’ordre s.
relativement à la forme u, si elle vérifie :

< u,BnBm >= 0 si |n−m| ≥ s+ 1 (2.3.1)

∃r ≥ s :< u,Br−sBr >6= 0 (2.3.2)
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Remarque 2.3.1. 1. Les conditions (2.3.1) et (2.3.2) sont équivalentes
à :

< u,BnBm >= 0 si 0 ≤ m ≤ n− s− 1, n ≥ s+ 1 (2.3.3)

∃r ≥ s :< u,Br−sBr >6= 0 (2.3.4)

2. Une suite quasi-orthogonale d’ordre zéro est une suite orthogonale

Lemme 2.3.1. Soit {Qn}n≥0 une SP . Depuis que la suite de polynômes
{Bn}n≥0 est libre, les conditions suivantes sont équivalentes :

a){Bn}n≥0 quasi-orthogonale d’ordre s ≥ 0 relativement à u
..

b) < u,QnBm >= 0 si 0 ≤ m ≤ n− s− 1, n ≥ s+ 1 (2.3.5)

∃r ≥ s :< u,Qr−sBr >6= 0 (2.3.6)

Preuve :

a⇒ b

Supposons que {Bn}n≥0 est libre et quasi-orthogonale d’ordre s ≥ 0, alors on
peut écrire chaque polynôme {Qn}n≥0, n ≥ 0 comme :
Qn(x) =

∑n
i=0 αn,iBi(x) avec αn,i ∈ C, 0 ≤ i ≤ n et αn,n 6= 0

Considérant 0 ≤ m ≤ n− s− 1, n ≥ s+ 1, on a que
< u,QmBn >=< u,

∑m
i=0 αm,iBiBn >=

∑m
i=0 αm,i < u,BiBn >

compte tenu de (2.3.3), on conclut (2.3.5)
En écrivant Qr−s comme Q(r − s) =

∑r−s
i=0 αr−s,iBi avec αr−s,r−s 6= 0, on a

que
< u,Qr−sBr >=< u,

∑r−s
i=0 αr−s,iBiBr >

= αr−s,r−s < u,Br−sBr >, par (2.3.3)
Comme, par l’hypothèse αr−s,r−s 6= 0, de (2.3.4) il résulte (2.3.6)
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b⇒ a

Supposons que {Bn}n≥0 est libre et vérifie (2.3.5) et (2.3.6)
étant donné que la suite des polynômes {Qn}n≥0 est libre, il faut :
Bn =

∑n
i=0 βn,iQi, n ≥ 0.

ainsi
< u,BmBn >=< u,

∑m
i=0 βn,iQiBn >

=
∑m

i=0 βn,i < u,QiBn >= 0, 0 ≤ m ≤ n− s− 1, n ≥ s+ 1

par (2.3.5) nous concluons (2.3.3).
De même, il s’ensuit que < u,Br−sBr >=

∑r−s
i=0 βr−s,iQiBr >

= βr−s,r−s < u,Qr−sBr >

Depuis (2.3.6) et le fait que βr−s,r−s 6= 0, on obtient la condition (2.3.4).

Remarques 2.3.1. En particulier le résultat précédent est valable si l’on
considère la suite
Qn(x) = xn, n ≥ 0 :

< u, xmBn >= 0 si 0 ≤ m ≤ n− s− 1, n ≥ s+ 1 (2.3.7)

∃r ≥ s :< u, xr−sBr >6= 0 (2.3.8)

Lemme 2.3.2. Soit u ∈ P ′ régulière. Soit {Pn}n≥0 la SP orthogonale cor-
respondante alors :
Toute suite {Bn}n≥0 quasi-orthogonale d’ordre s ≥ 1 par rapport à u donnée
par
Bn(x) =

∑n
i=0 bn,iPi(x) si 0 ≤ n ≤ s− 1

Bn(x) =
n∑

i=n−s

bn,iPi(x) si n ≥ s (2.3.9)

Et ∃r ≥ s : br−s 6= 0



2.4 Quasi Orthogonalité Stricte d’ordre s 37

Preuve :

Puisque {Pn}n≥0 est libre alors :
∀n ≥ 0,∃bn,i ∈ C, 0 ≤ i ≤ n tel que
Bn(x) =

∑n
i=0 bn,iPi(x)

par le lemme (2.3.1) toute suite quasi-orthogonale d’ordre s ≥ 0 satisfait les
conditions
< u, PnBm >= 0 si 0 ≤ m ≤ n− s− 1, n ≥ s+ 1

et ∃r ≥ s :< u, Pr−sBr >6= 0

Ainsi
< u, PmBn >= 0 si 0 ≤ m ≤ n− s− 1, n ≥ s+ 1

i.e. Bn(x) =< u,
∑n

i=0 bn,iPiPm >= 0 si 0 ≤ m ≤ n− s− 1, n ≥ s+ 1

i.e. bn.m < u, Pm
2 >= 0 si 0 ≤ m ≤ n− s− 1, n ≥ s+ 1.

Comme par la régularité de u,< u, Pm
2 >6= 0 alors :

bn,m = 0, 0 ≤ m ≤ n− s− 1, n ≥ s+ 1

Ainsi Bn(x) =
∑n

i=n−s bn,iPi(x) si n ≥ s+ 1

En outre : ∃r ≥ s :< u, Pr−sBr >6= 0 i.e.
∃r ≥ s :

∑n
i=r−s br,i < u, Pr−sPi >6= 0 i.e.

∃r ≥ s : br,r−s < u, Pr−s
2 >6= 0 alors

∃r ≥ s : br,r−s 6= 0, ce qui conclut la démonstration.

2.4 Quasi Orthogonalité Stricte d’ordre s

Définition 2.4.1. La suite de polynômes {Bn}n≥0 est dite strictement quasi-
orthogonale d’ordre s ≥ 0 par rapport à une forme u si elle vérifie (2.3.1) et :

∀n ≥ s :< u,Bn−sBn >6= 0 (2.4.1)
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Lemme 2.4.1. Toute suite de polynôme {Bn}n≥0 strictement quasi-orthogonale
d’ordre s ≥ 0 relativement à u est libre, elle peut être toujours normalisé.

Preuve :

Soient n,m deux entiers positifs avec n ≤ m

Si
∑m

i=n αiβi = 0 où αi ∈ C, n ≤ i ≤ m alors, en considérant n ≤ k ≤ m :
La condition

∑m
i=n αi < u,Bk+sBi >= 0 est équivalente á :

m∑
i=k

αi < u,Bk+sBi >= 0 (2.4.2)

Puisque {Bn}n≥0 vérifie (2.3.1).
Si k = m la condition (2.4.2) exige que αm = 0 car < u,Bm+sBm >6= 0,
puisque {Bn}n≥0 vérifie (2.4.1)
Ensuite, en prenant k = m−1,on obtient de manière analogue que :αm−1 = 0.

En répétant le processus, on conclut que αk = 0, n ≤ k ≤ m Ce qui conclut
la démonstration.

Remarque 2.4.1. 1. Toute suite strictement quasi-orthogonale d’ordre
s ≥ 0 relativement à u,est quasi-orthogonale d’ordre s ≥ 0 relative-
ment à u.

2. Une SP strictement quasi-orthogonale d’ordre zéro, est une SP (ré-
gulièrement) orthogonale,et u régulière.

Lemme 2.4.2. Soit {Qn}n≥0 une SP , les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

1. {Bn}n≥0 est une suite de polynômes strictement quasi-orthogonale
d’ordre s ≥ 0 relativement à u.
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2.

< u,QmBn >= 0 si 0 ≤ m ≤ n− s− 1, n ≥ s+ 1

(2.4.3)

et ∀n ≥ s :< u,Qn−sBn >6= 0 (2.4.4)

Preuve :

Compte tenu des résultats précédents,la preuve de ce résultat est analogue á
celle du lemme (2.3.1).

Lemme 2.4.3. Soit u ∈ P ′ régulière.Soit {Pn}n≥0 la SP orthogonale cor-
respondante alors : Toute suite {Bn}n≥0 est strictement quasi-orthogonale
d’ordre s ≥ 1 par rapport à u peut s’écrire sous la forme :

Bn(x) =


∑n

i=0 bn,iPi(x) si 0 ≤ n ≤ s− 1∑n
i=n−s bn,iPi(x) si n ≥ s

(2.4.5)

Et ∀n ≥ s : bn−s 6= 0

Preuve :

Compte tenu des résultats précédents,la preuve de ce résultat est analogue á
celle du lemme (2.3.2).
L’utilisation la plus fréquente de la quasi-orthogonalité se fait dans les condi-
tions suivantes :
Soit {Pn}n≥0 une SP normalisée orthogonale á u ∈ P ′ régulière ,il existe une
forme ũ de telle sorte que la SP {Pn}n≥0 est quasi-orthogonale relativement
à ũ On peut caractériser une telle situation comme suit :

Proposition 2.4.1. Pour chaque SP {Pn}n≥0 normalisée et régulièrement
orthogonale Relativement á u et pour chaque ũ ∈ P ′ , les énoncés suivants
sont équivalents :
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1. la SP {Pn}n≥0 est quasi-orthogonale d’ordre s ≥ 0 relativement á ũ.

2. ∃r ≥ s tel que < ũ, Pr−sPr >6= 0 et < ũ, Pn >= 0, n ≥ s+ 1

3. il existe un polynôme unique φ de degré s tel que ũ = φu.

4. la SP {Pn}n≥0 est strictement quasi-orthogonale d’ordre s ≥ 0 relati-
vement á ũ

5. ∃s ≥ 0 tel que < ũ, Ps >6= 0 et < ũ, Pn >= 0, n ≥ s+ 1

Preuve :

1⇒ 2

il en résulte immédiatement de la définition de la suite quasi-orthogonale.
Pour s ≥ 0 : ∃r ≥ s < ũ, Pr−sPr >6= 0 et < ũ, Pnp0 >= 0, n ≥ s+ 1

2⇒ 3

considérons v ∈ P ′ donnée par : v = ũ−
∑s

i=0 λix
iu

Par l’hypothèse on a que < v, Pn >= 0, n ≥ s+ 1 comme
< v, Pn >=< ũ −

∑s
i=0 λix

iu, Pn >=< ũ, Pn > −
∑s

i=0 λi < u, xiPn >, n ≥
s+ 1

Et < ũ, Pn >= 0, n ≥ s + 1 et < u, xiPn >= 0, n ≥ s + 1 (par orthogonalité
régulière de {Pn}n≥0 relativement à u).
Il Est possible de déterminer les coefficients λi, 0 ≤ i ≤ s de façon unique
par :
les conditions < v, Pn >= 0, 0 ≤ n ≤ s Dit d’autre manière, nous prétendons
déterminer les coefficients.
λi, 0 ≤ i ≤ s de manière que
< ũ, Pn > −

∑s
i=0 λi < u, xiPn >= 0, 0 ≤ n ≤ s

ce qui correspond à résoudre le système triangulaire superieure de n + 1



2.4 Quasi Orthogonalité Stricte d’ordre s 41

equation à n+ 1 inconnues au-dessus présenté sous la forme matricielle :

Uλ = B, (2.4.6)

où ce systeme présente une solution unique λ, depuis
D et U =

∏s
i=0 < u, P 2

i >6= 0

étant donné les relations d’orthogonalité.
Ainsi d’aprés la proposition (1.3.1), v = 0 par lequel ũ = φu, comme
φ =

∑s
i=0 λix

i

Il reste á voir que degré φ = s.
Supposons que degré φ < s, on aura nécessairement que
λs = 0, ce qui contredit l’hypotèse
∃r ≥ s ≥ 0 tel que < ũ, Pr−sPr >6= 0, en effet :
si λs = 0 alors
< ũ, Pr−sPr >=

∑s−1
i=0 λi < u, xiPr−sPr >= 0 parceque : degré(xiPr−s) <

r, 0 ≤ i ≤ s− 1,
et < u, xiPr−sPr >= 0, 0 ≤ i ≤ s − 1 étant donné que {Pn}n≥0 est orthogo-
nale à u.
Ainsi, λs 6= 0 et degré φ = s.
3⇒ 4

En supposons que ũ = φu =
∑s

i=0 λix
iu comme λs 6= 0, il résulte que

< ũ, PmPn >=
∑s

i=0 λi < u, xiPmPn >= 0 si 0 ≤ m ≤ n− s− 1, n ≥ s+ 1

parce que 0 ≤ degré(xiPm) ≤ n− 1 et {Pn}n≥0 orthogonale relativement à u
Possède que < u, xiPmpn >= 0, 0 ≤ i ≤ s pour
0 ≤ m ≤ n− s− 1, n ≥ s+ 1

Ainsi, on montre que {Pn}n≥0 satisfait à la première condition.
∀n ≥ s,< ũ, Pn−sPn >=

∑s
i=0 λi < u, xiPn−sPn >= λs < u, xsPn−sPn >=

λs < u, P 2
n >6= 0

Alors nous montrons la deuxième condition.



2.4 Quasi Orthogonalité Stricte d’ordre s 42

4⇒ 5

Il en résulte immédiatement de la définition de la quasi-orthogonalité stricte
d’ordre s ≥ 0 de {Pn}n≥0 relativement à u.
5⇒ 2

Il est immédiat : il suffit considérer s = r.
4⇒ 1

Toute suite strictement quasi-orthogonale d’ordre s ≥ 0 relativement à une
forme particulière est aussi quasi-orthogonale d’ordre s ≥ 0, alors 4⇒ 1

On peut appliquer ce résultat dans la construction de suites orthogonales à
partir d’une suite orthogonale donnée.



Chapitre 3

Les Formes Classiques Et

Semi-Classiques

3.1 Les Formes classiques

Dans ce chapitre, on s’interesse aux propriétés d’orthogonalités de la suite
{Qn}n≥0 des dérivées de la suite {Bn}n≥0 on note : Qn =

B′n+1

n+1
, en général la

suite {Qn}n≥0 n’est pas orthogonale. On pose le problème suivant :
déterminer toutes les suites orthogonales dont la suite des dérivés est aussi
orthogonale.

Définition 3.1.1. la suite {Bn}n≥0 orthogonale par rapport á u est une suite
classique si et seulement si la suite {Qn}n≥0 est orthogonale.

Une premiere caractérisation est données par :

Proposition 3.1.1. Pour que la suite {Bn}n≥0 soit telle que la suite {Qn}n≥0
soit aussi orthogonale il faut et il suffit qu’ils existent deux polynômes φ et ψ
tels que sa forme canonique verifie l’équation :
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D(φu0) + ψu0 = 0.

où degφ = t avec t ≤ 2 et degψ = 1

Preuve :

On a les deux relations :
B0(x) = 1, B1(x) = x− β0

Bn+2(x) = (x− βn+1)Bn+1(x)− γn+1Bn(x) (3.1.1)

et : Q0(x) = 1, Q1(x) = x− α0

Qn+2(x) = (x− αn+1)Qn+1(x)− ρn+1Qn(x) (3.1.2)

On dérivons (3.1.1), on obtient :

Bn+2 = (n+ 2)Qn+1 + (n+ 1)βn+1Qn + nγn+1Qn−1 − (n+ 1)xQn (3.1.3)

notons {un}n≥0 et {vn}n≥0 les suites duales associées respectivement aux
suites {Bn}n≥0 et {Qn}n≥0, on applique v0 á la relation (3.1.3) on obtient :
< v0, Bn+1 >= 0 pour n ≥ 2

< v0, B2 >= γ2 − 2ρ1

ainsi la forme v0 s’écrit :
v0 =

∑2
v=0 λvuv avec :

< v0, B0 >= λ0 < u0, B0 >=< v0, Q0 > d’où : λ0 = 1.

< v0, B1 >= λ1 < u,B1 >= β1 − α0 = λ1

< v0, B2 >= λ2 = γ2 − 2ρ1

D’autre part on a d’aprés la propostion(1.3.2) un = (< u0, B
2
n >)−1Bnu0 d’où

la relation :
v0 = (1 + β1−α0

<uo,b21>
B1 + γ2−2ρ1

<u0,B2
2>
B2)u0

c’est-á-dire v0 = φ(x)u0, degφ ≤ 2.
on a aussi Dv0 = −u1 = − B1

<u0,B2
1>
u0 = 0 d’où Dv0 + B1

<u0,B2
1>
u0 = 0



3.2 Construction des suites classiques 45

D(φ(x)u0) + ψ(x)u0 = 0 où ψ(x) = B1

<u0,B2
1>

inversement
posons ũ = φ(x)u0 on a :
< ũ,Qn >= (n + 1)−1 < ũ,B′n+1 >= −(n + 1)−1 < D(φ(x)u0), Bn+1 >=

(n+ 1)−1 < u0, ψ(x)Bn+1 >= 0, n ≥ 1

< ũ, xQn >= (n+ 1)−1 < u0, xψ(x)Bn+1 >= 0, n ≥ 2

par réccurence on a :
< ũ, xmQn >= (n+ 1)−1 < u0, x

mψ(x)Bn+1 >= 0, n ≥ m+ 1

d’où : < ũ, xmQn >= 0, n ≥ m+ 1.....(∗)
d’autre part on a :
< ũ,Q0 >=< u0, ψ(x)B1 >6= 0

< ũ, xQ1 >= 1
2
< u0, xψ(x)B2 >6= 0

par réccurence on a :
< ũ, xnQn >= 1

n+1
< u0, x

nψ(x)Bn+1 >6= 0

d’où : < ũ, xnQn >6= 0,∀n ≥ 0.....(∗∗)
les relations (∗) et (∗∗) signifient tous simplement que la suite {Qn}n≥0 est
orthogonale par rapport à ũ.

3.2 Construction des suites classiques

Par définition une suite classique {Bn}n≥0 vérifie (3.1.1) et la suite {Qn}n≥0
vérifie (3.1.2) on utilisons ces deux relations plus la relation (3.1.3) de la fa-
çon suivante :
on utilise (3.1.3) pour exprimer Bn+1, Bn+2, Bn en fonction des Qj ensuite on
remplace le tous dans (3.1.1) on obtient une relation donnant Qn+2 en fonc-
tion de : xQn+1, Qn+1, Qn, Qn−1, Qn−2, xQn, xQn−1 on utilise ensuite (3.1.2)
pour exprimer les xQj on obtient finalement Qn+2 en fonction de
xQn+1, Qn+1, Qn, Qn−1, Qn−2
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d’autre part xQn+1, (Qj)
n+1
j=0 est une base de Pn+2 et on trouve que Qn+2 à

deux expressions dans la même base, une identification des coefficients entre
les deux écritures donne le système suivant :
α0 = 1

2
(β0 + β1)

(n+ 2)βn+2 − nβn+1 − (n+ 3)αn+1 + (n+ 1)αn = 0, n ≥ 0

(n+ 1)γn+2− (n− 1)γn+1− (n+ 3)ρn+1 + (n+ 1)ρn + (n+ 1)(βn+1−αn)2 = 0

γ2 + γ1 − 3ρ1 + (β1 − β0)2 = 0

nγn+1(βn+1 + βn − 2αn−1) + (n+ 1)ρn(αn−1 + αn − 2βn+1) = 0

− 2nρn−1γn+1 + (n+ 1)ρn−1ρn + (n− 1)γnγn+1 = 0

pour résoudre ce système on pose :
ρn = n

n+1
γn+1θn et le système précédent devient :

(n+ 1)(1− n+3
n+2

θn+1)γn+2 + (1 + nθn − n)γn+1 + (n+ 1)(βn+1 − αn)2 = 0

βn+1(1− 2θn) + βn = (2− θn)αn−1 − θnαn
θn+1 + 1

θn
= 2

La dernière équation permet de résoudre le système, elle possède les deux
solutions ;
θn = 1 et θn = n+z+1

n+z
avec z 6= n

1. cas :
A : θn = 1 :

βn = β0 − 2cn et γn+1 = (n+ 1)(γ1 + c2n) avec c = 1
2
(β0 − β1)

Kφ(x) = 1 + c
γ1

(β0 − x) où K est un facteur de normalisation.
A1 : c = 0 donc : K = 1, φ(x) = 1 et ψ(x) = 2x on obtient :
βn = 0 et γn+1 = 1

2
(n+ 1)

La forme u dans ce cas est la forme "d’HERMITE" H, elle est définie
positive.
A2 : c 6= 0 donc K = − c

γ1
et on posons γ1 = α + 1 on a :

φ(x) = x et ψ(x) = x − α − 1 et βn = 2n + α + 1 et γn+1 =

(n+ 1)(n+ α + 1)
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La forme u dans ce cas est la forme de "LAGUERRE" L(α).Celle ci
est définie positive si α + 1 ≥ 0

2. cas :
B : θn = n+z+1

n+z
on distingue deux cas selon que φ à une racine double

ou deux racines simple
B1 : φ possède une racine double alors on a :
φ(x) = x2 et ψ(x) = −2(αx+ 1) avec 2α = z + 1

βn = 1−α
(n+α)(n+α−1)

γn+1 = − (n+1)(n+2α−1)
(2n+2α−1)(2n+α+1)(n+α)2

la forme u dans ce cas et la forme "BESSEL" B(α) celle-ci n’est ja-
mais définie positive.
B2 : φ possède deux racines simples dans ce cas on a :
φ(x) = x2−1 et ψ(x) = −(α+β+2)x+α−β où on pose : α+β+1 = z

βn = α2−β2

(2n+α+β)(2n+α+β+2)

γn+1 = (n+1)(n+α+β+1)(n+α+1)(n+β+1)
(2n+α+β+1)(2n+α+β+2)2(2n+α+β+3)

la forme u dans ce cas est la forme de "JACOBI" J(α, β) elle est dé-
finie positive lorsque α, β ≥ −1

plusieurs cas particuliers sont biens connus :
α = β : la forme de "GEGENBAUER"
α = β = 0 : la forme de "LEGENDRE"
α = β = −1

2
: la forme de "TCHEBYCHEV" de premiers espece

α = β = 1
2
: la forme de "TCHEBYCHEV" de deuxième espece.

Remarques 3.2.1. si la forme u est représentée par :
u(.) =

∫ +∞
−∞ .w(x)dx

alors la fonction poid w(x) vérifie l’équation differentille :
D(φw) + ψw = 0, qui permet d’avoir par exemple pour la forme
d’HERMITE :
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H(.) =
∫ +∞
−∞ .e−x

2
dx

3.3 Autres Caractérisation des Suites Classiques

On peut caractériser les suites classiques par des relations differentielles
du premier et du second ordre qu’on appelle les relations de structures, dans
ce contexte on a :

Proposition 3.3.1. (EL SALAM, CHIHARA) Pour que la suite {Bn}n≥0
orthogonale par rapport á u soit une suite classique, il faut et il suffit qu’il
existe un polynôme unitaire φ ou t = degφ ≤ 2 et une suite {λn}n≥0 tels
que :

φ(x)B′n+1(x) = q(x, n)Bn+1(x) + λnBn (3.3.1)

où q(x, n) est un polynôme de degrée t− 1 (lorsque t = 0, q(x, n) = 0)

pour montrer cette proposition on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.3.1. Soit {Bn}n≥0 une suite orthogonale par rapport á u et φ un
polynôme de degrée t, alors pour tout n ≥ 0 il existe un polynôme q(x, n) de
degrée t− 1 et un système de nombres réels θn,v, v ≤ n tels ques :

φ(x)B′n+1 = q(x, n)Bn+1 +
n∑
v=0

θn,vBv (3.3.2)

De plus la suite {Bn}n≥0vérifie la relation :

< D(φu), BmBn+1 > + < u, (q(.,m− 1) + q(., n))BmBn+1 > +Knm = 0

(3.3.3)
où

Knm = θn,m < u,B2
m > si m ≤ n (3.3.4)
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θm−1,n+1 < u,B2
n+1 > si m ≥ n+ 1

Preuve du lemme :

la relation (3.3.2) est le resultat de la division euclidienne de φ(x)B′n+1 par
Bn+1, pour (3.3.3) et (3.3.4) on a d’un coté :
< u, φB′n+1Bm >=< φu, (Bn+1Bm)′ −B′mBn+1 >

= − < D(φu), Bn+1Bm > − < u, φB′mBn+1 >

= − < D(φu), Bn+1Bm > − < u, q(.,m − 1)BmBn+1 −
∑m−1

v=0 θm−1,v <

u,BvBn+1 > .....(∗)
d’un autre coté on a :
< u, φ(x)B′n+1Bm >=< u, q(., n)Bn+1Bm > +

∑n
v=0 θn,m < u,BvBm >

.....(∗∗)
par identification de (*) et (**) on a :
< D(φu), Bn+1Bm > + < u, (q(.,m− 1) + q(., n))Bn+1Bm > +Knm = 0

où :Knm =
∑n

v=0 θnm < u,BvBm > +
∑m−1

v=0 θm−1,v < u,BvBn+1 >

On distingue les deux cas : m ≤ n et m ≥ n+ 1 on obtient (3.3.4)
Preuve de la proposition :

On a : D(φu) + ψu = 0 où φ est de degré t ≤ 2, la relation (3.3.3) devient
pour n ≤ m :
− < u, ψBmBn+1 > − < u, (q(.,m − 1) + q(., n))BmBn+1 > +θnm <

u,B2
m >= 0

de l’orthogonalité de {Bn}n≥0 on a :
θnm = 0 pour m ≤ n− 1

pour n = m et on posons ψ(x) = a1x+ a0 on a :
−a1 < u,B2

n+1 > + < u, (q(., n− 1) + q(., n))BnBn+1 > +θnn < u,B2
n >= 0

si t ≤ 1 alors degq(x, n) = 0 et donc :
θnn = λn = a1

<u,B2
n+1>

<u,B2
n>

= a1γn+1 6= 0

si t = 2 on a : q(x, n) = (n+ 1)x+ zn et dans ce cas on a :
θnn = λn = (a1 − (2n+ 1))γn+1 6= 0 (car pour t = 2 on a a1 /∈ N∗)
d’où (3.3.1).
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inversement :
si la suite {Bn}n≥0 vérifie (3.3.1) on a nécessairement par comparaison avec
(3.3.2) :
θnm = 0 pour m ≤ n− 1 et θnn = λn, d’un côté posons maintenant :
G = D(φu) + (χ0B0 + χ1B1)u, on a
< G,Bn >= 0, n ≥ 2

de plus de la relation (3.3.3) pour n = 0 ensuite pour m = 0 on obtient :
χ0 = 0 et χ1 = 1

γ1
(< u, q(., 0)B1 > +λ0) donc on a G = 0 où D(φu)+ψu = 0

avec ψ = χ1B1 la suite {Bn}n≥0 est classique.

Corollaire 3.3.1. les racines d’un polynôme classique sont simples

Preuve :

si x0 est une racine de Bn+1 alors d’aprés la proposition (3.3.1) on a :
φ(x0)B

′
n+1(x0) = λnBn(x0)

or Bn et Bn+1, n’ont pas de racines communs, donc Bn(x0) 6= 0

c’est à dire B′n+1(x0) 6= 0 puisque λn 6= 0.

Proposition 3.3.2. , (BOCHNER)
soit {Bn}n≥0 une suite orthogonale par rapport à u
la suite {Bn}n≥0 est une suite classique si et seulement si ils existent deux
polynômes φ, ψ où degφ = t, t ≤ 2 et degψ = 1 et une suite {λn}n≥0, λn 6= 0

tels que :

φ(x)B′′n+1(x)− ψ(x)B′n+1(x) = λnBn+1, n ≥ 0 (3.3.5)

Preuve :

toujours la même technique on divise φ(x)B′′n+1−ψ(x)B′n+1 par Bn+1 on ob-
tient : φ(x)B′′n+1 − ψ(x)B′n+1 = λnBn+1 +

∑n
v=0 θn,vBv
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on multiplie par Bm et on applique u on obtient :
< u, (φ(x)B′′n+1 − ψ(x)B′n+1)Bm >= θn,m < u,B2

m >,m ≤ n.....(∗)
or on a :
< u, φ(x)B′′n+1Bm >=< φu, (B′n+1Bm)′ −B′mB′n+1 >

= − < D(φu), B′n+1Bm > − < φu,B′n+1B
′
m >

=< ψu,B′n+1Bm > − < φu,B′n+1B
′
m > c’est à dire :

< u, φ(x)B′′n+1Bm > − < u, ψ(x)B′n+1Bm >= − < φu,B′mB
′
n+1 >

ou encore :
< u, (φ(x)B′′n+1 − ψ(x)B′n+1)Bm >= − < φu,B′n+1B

′
m > .....(∗∗)

de (∗) et (∗∗) on a :
θn,m = −<φu,B′mB

′
n+1>

<u,B2
m>

= 0,m ≤ n.d’où la relation demandé.
inversement
si {Bn}n≥0 vérifie la relation (3.3.5) alors on a :
< u, φ(x)B′′n+1 − ψ(x)B′n+1 >= 0, n ≥ 0

< D2(φu), Bn+1 > + < D(ψu), Bn+1 >= 0

< D(D(φu) + ψu), Bn+1 >= 0, n ≥ 0

D(D(φu) + ψu) = 0, c’est à dire D(φu) + ψu = 0

Remarques 3.3.1. la suite des dérivées est elle même classique car elle est
orthogonale par rapport à ũ qui vérifie l’équation :
D(φũ) + (ψ − φ′)ũ = 0 avec deg(ψ − φ′) = 1.
On peut donner d’autres caractérisations des suites classiques permis lequelles
on site l’utilisation de la fonction de "STIELJES" associée à une forme li-
néaire, on verra ça dans un cadre plus général celui des suites semi-classique.
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Les formes semi-classiques géneralisent naturellement les formes clas-
siques de la façon suivante :

3.4 Les Formes Semi-Classiques

Définition 3.4.1. On appelle forme semi-classique toute forme régulière so-
lution de l’équation :

D(φu) + ψu = 0 (3.4.1)

où degφ = t ≥ 0 et degψ = P ≥ 1

la suite normalisée associée à u est appellée suite semi-classique.

Remarques 3.4.1. Le couple (φ, ψ) qui vérifie les conditions précédentes est
appellée un couple admissible.
une forme semi-classique vérifie une infinite d’équation du type (3.4.1), il suf-
fit de multiplier par un polynôme unitaire χ pour obtenir un nouveau couple
admissible (χφ, χψ − χ′φ) et l’équation : D(χφu) + (χψ − χ′φ)u = 0

D’autre part on peut attacher à chaque couple admissible (φ, ψ) un entier s
définie par :

s = max(t− 2, p− 1) (3.4.2)

ainsi à toute forme semi-classique u on peut associer une partie de N noté
h(u).

Définition 3.4.2. on appelle classe de u l’élément minimum de h(u).

PROPRIETES SUR LA SUITE DES DERIVÉES D’UNE SUITE

SEMI-CLASSIQUE :

On a déja vue que dans le cas classique la suite des dérivées {Qn}n≥0 est
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orthogonale.
pour le cas semi-classique on perd cette propriété, commençons d’abord par
donner quelques définitions, à côté de la notion de quasi-orthogonalité déja
vue dans le chapitre ’2’ on a :

Définition 3.4.3. la suite {Bn}n≥0 est dite 1
p
-orthogonale si p est le plus

petit entier superieur ou égal à 1 tel que

< u,BnBm >= 0 pour n ≥ mp+ 1,m ≥ 0 (3.4.3)

Définition 3.4.4. la suite {Bn}n≥0 est dite faiblement orthogonale d’index
(p, q) si :

< u,Bp−1 >6= 0, < u,Bn >= 0, n ≥ p (3.4.4)

< u, xBq−1 >6= 0, < u, xBn >= 0, n ≥ q (3.4.5)

Remarques 3.4.2. une suite strictement quasi-orthogonale d’ordre s est une
suite faiblement orthogonale d’index (s+ 1, s+ 2)

Preuve :

une suite strictement quasi-orthogonale d’ordre s vérifie :

< u,BnBm >= 0, |n−m| ≥ s+ 1 (3.4.6)

∀n ≥ s,< u,Bn−sBn >6= 0 (3.4.7)

si m = 0 dans (3.4.6) et n = s dans (3.4.7) on obtient (3.4.4)
si n = s + 1 dans (3.4.7) alors < u,B1Bs+1 >6= 0 et < u, xBn >= 0 pour
n ≥ s+ 2 on obtient alors (3.4.5).
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Proposition 3.4.1. Pour chaque suite {Bn}n≥0 regulièrement orthogonale
par rapport a u les énnonces suivants sont équivalents :
a) La suite {Bn}n≥0 est quasi-orthogonale d’ordre s par rapport á ũ.
b) ∃r ≥ s ≥ 0 tel que : < ũ,Br−sBr >6= 0 et < ũ,Bn >= 0, n ≥ s+ 1.

c) Il existe un polynôme unique φ de degrée s tel que :ũ = φu.
d) la suite {Bn}n≥0est strictement quasi-orthogonale d’ordre s par rapport
àũ.
e) ∃s ≥ 0 tel que < ũ,Bs >6= 0 et < ũ,Bn >= 0 pour n ≥ s+ 1.

Preuve :

a⇒ b :evident par définition.
b⇒ c

d’après le lemme (1.3.3)
ũ =

∑s
v=0 λvuv

ũ =
∑s

v=0(< u0, B
2
v >)−1Bvu0 = φu0.

c⇒ d

Si on note φ(x) = csx
s + ... alors < ũ,Bn−sBn >= cs < u0, B

2
n >6= 0.

d⇒ e :evident d’après la définition.
e⇒ a : d’aprés le lemme (1.3.3)

Proposition 3.4.2. La suite {Qn}n≥0 des derivées de la suite {Bn}n≥0semi-
classique de classe s par rapport á uest :

1. strictement quasi-orthogonale d’ordre s par rapport á ũ = φu si P −
1 ≥ t− 2.

2. Quasi-orthogonale d’ordre s par rapport à ũ = φu si p− 1 < t− 2 .

Preuve :

On a D(φu) + ψu = 0 avec degφ = t et degψ = p, s = max(p− 1, t− 2)
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posons ũ = φu

< ũ,Qn >=< ũ,
B′n+1

n+1
> − 1

n+1
< φu,B′n+1 >= − 1

n+1
< D(φu), Bn+1 >

= 1
n+1

< ψu,Bn+1 >= 1
n+1

< u, ψBn+1 >= 0 pour n ≥ s+ 1

de même :
< ũ,Q1Qn >= 1

n+1
< u,Q1ψBn+1 >= 0 pour n ≥ s+ 2.

< ũ,QmQn >= 1
n+1

< u,QmψBn+1 >= 0 pour n ≥ s+m+ 1 donc :
< ũ,QmQn >= 0 pour n−m ≥ s+ 1...

D’autres part on a pour tout n ≥ s :
< ũ,Qn−sQn >= 1

n+1
< u, ψ(x)Qn−sBn+1 >

si p− 1 ≥ t− 2 :
degQn−sψ(x) = p+ n− (p− 1) = n+ 1 donc :
< ũ,Qn−sQn >6= 0 pour tout n ≥ s

{Qn}n≥0 est strictement quasi-orthogonale d’ordre s
si p− 1 < t− 2 :
on a pour n = s : < ũ,Qs >= 1

s+1
< u, ψ(x)Bs+1 >= 0 puisque p < s+ 1.

donc la suite est seulement quasi-orthogonale d’ordre s.

Remarques 3.4.3. Dans le cas classique on a toujours p−1 = t−2 la suite
{Qn}n≥0 est strictement quasi-orthogonale d’ordre 0 c’est-á-dire orthogonale

Proposition 3.4.3. Si la suite {Qn}n≥0 est quasi-orthogonale d’ordre s alors
la suite {Bn}n≥0 est une suite semi-classique de classe s

Preuve :

La suite {Qn}n≥0 est quasi-orthogonale par rapport á une forme ũ
< ũ, xmQn >= 0 pour n ≥ m+ s+ 1

∃r ≥ s tel que < ũ, xr−sQr >6= 0. On a :
Bn+1 = (n+ 2)Qn+1 + (n+ 1)βn+1Qn + nγn+1Qn−1 − (n+ 1)xQn

< ũ,Bn+1 >= 0 pour n ≥ s+ 2 de plus :
∃t ≤ s+ 2 tel que :< ũ.Bt >6= 0 et < ũ,Bn >= 0 pour n ≥ t+ 1
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D’aprés la proposition(3.4.3) il existe un polynôme φ de degrée t tel que :
ũ = φu0

< D(φu0), Bn+1 >= − < φu0, B
′
n+1 >= −(n+ 1) < ũ,Qn >

< ũ,Qn >= 0 pour n ≥ s+ 1 alors il existe un p ≥ 1, p− 1 ≤ s tel que :
< ũ,Qp−1 >6= 0 et < ũ,Qn >= 0 pour n ≥ p.
Ce qui signifie pour la suite {Bn}n≥0
< D(φu0), Bp >6= 0 et < D(φu0), Bn >= 0 pour n ≥ p+ 1

d’aprés le lemme on trouve que :
D(φu0) = (

∑p
v=0 λv(< u0, B

2
v >)−1Bv)u0 = −ψu0

d’où finalement : D(φu0) + ψu0 = 0

la condition sur la suite des dérivées peut être remplacée par une condition
moin forte qui est la faible orthogonalité, dans se cadre on a :

Proposition 3.4.4. soit {Bn}n≥0 une suite orthogonale par rapport à u, les
énoncés suivants sont équivalents :
a) la suite {Qn}n≥0 est faiblement orthogonale d’index (p, q)/ũ

b) les formes u et ũ vérifient les trois propriétées suivantes :

1. il existe un polynome ψ de deg p tel que : < ũ,B′ >=< ψu,B >.

2. il existe un polynome χ de deg q tel que : < xũ,B′ >=< χu,B >.

3. posons s = max(p− 1, q − 2)

∃r ≤ s+ 2 et un polynome φ de deg s+ 2− r tel que : ũ = φu

c) la suite {Qn}n≥0 est quasi-orthogonale d’ordre s/ũ

Preuve :

a⇒ b

< ũ,Qp−1 >6= 0 et < ũ,Qn >= 0, n ≥ p

< ũ, xQq−1 >6= 0 et < ũ, xQn >= 0, n ≥ q
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soit G dans P ′ définie par :
< G,B >=< ũ,B′ >

on a : < G,Bn+1 >= 0, n ≥ p et < G,Bp >6= 0

d’aprés la proposition (3.4.4) il existe un polynome ψ de degp tel que :
G = ψu d’où 1)
la meme chose pour 2) on considérant :
< G1, B >=< ũ, xB′ >

pour 3)
s = max(p− 1, q − 2)

on a la relation
Bn = (n+ 1)Qn + nβnQn−1 + (n− 1)γnQn−2 − nxQn−1

< ũ,Bn >= 0 pour n ≥ max(p+ 2, q + 1) = s+ 3

pour n = s+ 2 on distingue deux cas :
p < q − 1 on a : < ũ,Bs+2 >= −q < ũ, xQq−1 >6= 0

q − 1 < p on a : < ũ,Bs+2 >= pγp+1 < ũ,Qp−1 >6= 0

p = q − 1 on a : < ũ,Bs+2 >= pγp+1 < ũ,Qp−1 > −q < ũ, xQp−1

donc on peut dire qu’il ∃r ≤ s + 2 tel que < ũ,Bs+2−r >6= 0 et toujours
d’aprés la proposition (3.4.4) il existe un polynome φ de deg s + 2 − r tel
que :
ũ = φu

b⇒ c

de 1) et 3) de b) on a pour R et B dans P :

< ũ,B′R >=< ũ, (BR)′ > − < ũ,BR′ >

=< ψu,BR > − < φu,BR′ >

=< u,B(ψR− φR′) >
en particulier si R(x) = x on a :
< ũ, xB′ >=< u,B(xψ,−φ) > d’où compte tenu de 2) :
< u, χB >=< u,B(xψ − φ) > d’où φ = xψ − χ
on en déduit que :
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< ũ,B′R >=< u,B[ψ((R− xR′) + χR′)] >

en particulier si B = Bn+1

n+1
et R = xm on a :

< ũ, xmQn >= 1
n+1

< u,Bn+1(1−m)xmψ +mxm−1χ >

d’où < ũxmQn >= 0 pour n ≥ m+ s+ 1...(*)
pour m = n− s
si p < q − 1 :< ũ,Qs >= 0 et < ũ, xQs+1 >6= 0

si q − 1 < p :< ũ,Qs >6= 0 et < ũ, xQs+1 >= 0

si p = q − 1 :< ũ,Qs >6= 0 et < ũ, xBs+1 >6= 0

donc on peut dire qu’il existe r ≥ s tel que :
< ũ, xr−sQr >6= 0...(**)
(*) et (**) signifient que {Qn}n≥0 est quasi-orthogonale d’ordre s.
c⇒ a évident.
Conclusion :

la suite {Bn}n≥0 orthogonale par rapport á u est semi classique de classe s
si et seulement si la suite {Qn}n≥0 est faiblement orthogonale.
Caractérisation Des suites semi-classiques

on a une généralisation des relations de structures des suites classiques

Proposition 3.4.5. pour que la suite {Bn}n≥0 orthogonale par rapport à u,
soit une suite semi-classique il faut et il suffit qu’il existe un entier s ≥ 0 et
un polynôme φ de degrée t ≤ s+ 2 tel que :
φ(x)B′n+1 = q(x, n)Bn+1 +

∑n
v=n−s θn,vBv pour n ≥ s

θn,n−s 6= 0, n ≥ s

Proposition 3.4.6. pour que la suite {Bn}n≥0 soit une suite semi-classique
il faut et il suffit qu’il existe un entier s ≥ 0et deux polynômes φ et ψ ou
degφ ≤ s+ 2 et degψ = s+ 1 et une suite {λn,v} tels que :
φ(x)B′′n+1 − ψ(x)B′n+1 = qs(x, n)Bn+1 +

∑n
v=n−s+1 λn,vBv, n ≥ s
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Proposition 3.4.7. Si la suite {Qn}n≥0 est 1
s
-orthogonale(s ≥ 1)alors la

suite {Bn}n≥0 est semi-classique de classe s− 1.

Preuve :

On a :< ũ, xmQn >= 0 pour n ≥ ms+ 1

< ũ,Qn >= 0, n ≥ 1

< ũ, xQn >= 0, n ≥ s+ 1

La suite {Qn}n≥0est faiblement orthogonale d’index (1, s+ 1)

Donc la suite {Bn}n≥0 est semi-classique de classemax(1−1, s+1−2) = s−1.
Les polynômes orthogonaux semi-classiques peuvent être caractérisés par la
relations de structures comme dans le cas classique mais aussi par :

Définition 3.4.5. On appelle fonction de "STIELTJES" formelle de la forme
u la série formelle définie par :
S(u)(x) = −

∑
n≥0

(u)n
xn+1

3.5 proprietes

1. S ′(u) = S(Du).

2. S(u2) = −xS2(u).

3. S(fu) = fS(u) + u.θ0f.

Proposition 3.5.1. Pour qu’une forme u soit semi-classique il faut et il
suffit que sa fonction de "STIELTJES" formelle vérifie l’équation affine :

φ(x)S ′′(x) = C(x)S(x) +D(x) (3.5.1)

où :C(x) = −(φ′(x) + ψ(x)) et D(x) = −(u.θ0φ)′(x)− (u.θ0φ)(x)
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Preuve :

on a :D(φu) + ψu = 0

φDu = (−φ′ − ψ)u

S(φ(Du)) = S((−φ′ − ψ)u)

On utilise la propriété (3.5) on a :
φS(Du) + uθ0φ = (−φ′ − ψ)S(u) + uθ0(−φ′ − ψ)

φS ′ = CS +D où :C(x) = −φ′ − ψ et D(x) = −(uθ0φ)′ − (uθ0ψ)

Remarques 3.5.1. Dans le cas des polynômes classique la relation (3.5.1)s’écrit :

φS ′ = −[(φ′ + ψ)S +
1

2
φ′′ + ψ′] (3.5.2)

l’équation (3.5.1) est appeler l’équation de LAGUERRE-HAHN affine.

Définition 3.5.1. Si {Bn}n≥0 est une suite orthogonale par rapport a u. La
suite {B[1]

n }n≥0définie par :
B

[1]
n (x) =< u, Bn+1(x)−Bn+1(t)

x−t >

ou on suppose que u agit sur la variable t est appellée suite associée a la suite
{Bn}n≥0.
on note u[1]la forme lineaire associée á la suite {B[1]

n }n≥0 on a :

1. γ1u[1] = −x2u−1.

2. γ1S(u[1]) = − 1
S(u)
− (x− β0)

La forme u[1] vérifie l’équation :

φS ′ = B1S
2 + C1S +D1 (3.5.3)

où : B1 = γ1D,C1 = 2(x− β0)D − C
γ1D1 = (x− β0)2D − (x− β0)C − φ
l’équation (3.5.3)est une équation de RICATTI. donc u[1] n’est pas une forme
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semi classique.
Les formes linéaires qui vérifient une relation du type (3.5.3) sont appellés
les formes de LAGUERRE HAHN.

Application :

Cherchons dans quels cas la forme associée á une forme classique est une
forme semi-classique :
Pour cela on détermine les polynômes C et D dans chaque cas :

1. HERMITE :C(x) = −2x et D(x) = −2

2. LAGUERRE :C(x) = −(x− α) et D(x) = −1

3. BESSEL :C(x) = 2(α− 1)x+ 2 et D(x) = 2α− 1

4. JACOBI :C(x) = (α + β)x+ β − α et D(x) = α + β + 1

On remarque que la forme associée est semi-classique dans deux cas seule-
ment,le cas BESSEL lorsque α = 1

2
et le cas JACOBI lorsque α + β + 1 = 0
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3.6 Les Formes du Second degrée

Définition 3.6.1. Une forme régulière u est appellée une forme du second
degrée si sa fonction de "stieltjes" formelle vérifie l’équation :

B(x)S2(u)(x) + C(x)S(u)(x) +D(x) = 0 (3.6.1)

B 6= 0 et C2 − 4BD 6= 0 et D(x) = (uθ0C)(x)− (u2θ20B)(x) (3.6.2)

u vérifie :
B(x)u2 − xC(x)u = 0 (3.6.3)

Proposition 3.6.1. une forme du second degrée est une forme semi-classique
et si u vérifie (3.6.2) et (3.6.3) alors u vérifie :
D(φu) + ψu = 0 où :
φ(x) = B(x)[C2 − 4BD]

ψ(x) = −ψ′(x)− [2B(B′D −BD′) + C(BC ′ − CB′)]

Remarques 3.6.1. l’inverse n’est pas vrai, on pose le problème suivant :
déterminer les formes semi-classique qui sont des formes du second degrée,
autrement dit étant donné le couple admissible (φ, ψ), déterminer B et C tels
que :
B[C2 − 4BD] = φ(x)

2B[B′D −BD′] + C[BC ′ −B′C] = −φ′(x)− ψ(x)

l’étude est faite pour le cas classique
le systeme admet une solution dans un seul cas celui de JACOBI :
φ(x) = x2 − 1 et ψ(x) = −(α + β + 2)x+ β − α
lorsque : α = β = 1

2
et α = −1

2
(2n+ 1), β = 1

2
(2n− 1)

Proposition 3.6.2. l’ensemble des formes classiques du second degrée est
constitue par :
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J(1
2
, 1
2
) et J(−1

2
(2n+ 1), 1

2
(2n− 1))

Preuve :

on a les deux équations :

1. B(C2 − 4BD) = φ(x)

2. 2B(B′D −BD′) + C(BC ′ − CB′) = −φ′(x)− ψ(x)

on dérivant 1 et on ajoutant 2 on a :
−6BB′D + 3BCC ′ − 6B2D′ = −ψ(x)

(C2 − 4BD)′ = − 2ψ(x)
3B(x)

( φ(x)
B(x)

)′ = − 2ψ(x)
3B(x)

on obtient finalement :
B′

B
=

φ′+ 2
3
ψ

φ

pour les formes classique on a :

1. HERMITE : φ(x) = 1 et ψ(x) = 2x
B′

B
= 4

3
x

2. LAGUERRE : φ(x) = x et ψ(x) = x− α− 1
B′

B
=

2
3
x−α
x

3. BESSEL : φ(x) = x2 et ψ(x) = −2(αx+ 1)
B′

B
=

(2− 4
3
α)x− 4

3

x2

4. JACOBI : φ(x) = x2 − 1 et ψ(x) = −(α + β + 2)x+ α− β
B′

B
= 2

3
. (1−(α+β))x+(α−β)

x2−1
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pour les trois premiers cas l’équation n’a pas de solution, pour le dernier cas
on distingue les deux cas : B′ = 0 et B′ 6= 0

si B′ = 0

alors on a α = β = 1
2
d’où J(1

2
, 1
2
)

si B′ 6= 0
B′

B
= 2

3
.(12−β

x−1 +
1
2
−α
x+1

)

B = (x− 1)
3
2
(β− 1

2
)(x+ 1)

3
2
( 1
2
−α)

d’où α = −n− 1
2

= −1
2
(2n+ 1) et β = n− 1

2
= 1

2
(2n− 1) c-à-d :

α = −1
2
(2n+ 1) et β = 1

2
(2n− 1)



Références

[1] A. Larabi. Etude des Polynômes Orthogonaux semi-classiques, Mémoire
de DEA, Institut National des sciences Appliquées de Rouen, France,
Septembre 2002.

[2] P. Maroni. Semi-classical character and finite-type relations between po-
lynomial sequences, journal of Appl. Numer. Math volume31,1999, n
3,295-330.

[3] P. Maroni. Une théorie algébrique des polynômes orthogonaux. Appli-
cation aux polynômes orthogonaux semi-classiques,Orthogonal polyno-
mials and their applications (Erice, 1990), 95–130, IMACS Ann. Com-
put. Appl. Math., 9, Baltzer, Basel, 1991.

[4] P. Maroni. Variations autour des polynômes orthogonaux classiques.
(French) [Variations on classical orthogonal polynomials] C. R. Acad.
Sci. Paris Sér. I Math. 313 (1991), no. 5, 209–212.


