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Introduction

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque ancien que le calcul clas-
sique tel que nous le connaissons aujourd’hui, ces origines remontent & la fin du 17°™me

siecle, I’époque ou Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul différentiel
ieme

et intégral.Quand Leibniz a annoncé dans une lettre a L.’hopital la présentation de la n

dérivée d’un fonction f est ‘(flt—{ ,

Que signifie fl;l—f si n=1/27

L’hopital a répondu :

Cette lettre de L’hopital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier
incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que L’hopital a
demandé spécifiquement pour n = 1/2; c’est a dire une fraction (nombre rationnel) a en
fait donné lieu au nom de cette partie des mathématiques.

Une liste de mathématiciens qui ont fournit des contributions importantes au calcul

fractionnaire jusqu’au milieu du 20™¢ siecle, inclut :
P.S. Laplace (1812), J.B.J. Fourier (1822), N.H. Abel (1823-1826), J. Liouville (1832-1873),
B. Riemann (1847), H. Holmgren (1865-67), A.K. Griinwald (1867-1872), A.V. Letnikov
(1868-1872), H. Laurent (1884), P.A. Nekrassov (1888), A. Krug (1890), J. Hadamard
(1892), O. Heaviside (1892-1912) S. Pincherle (1902), G.H. Hardy et J.E.Littlewood (1917-
1928), H. Weyl (1917), P. Levy (1923), A. Marchaud (1927), H.T. Davis (1924-1936), A.
Zygmund (1935-1945) E.R. Amour (1938-1996), A. Erdélyi (1939-1965), H. Kober (1940),
D.V. Widder (1941), M. Riesz (1949)[8].

Cependant, cette théorie peut étre considérée comme un sujet nouveau aussi, de-
puis seulement un peu plus de trente années elle a été objet de conférences spécialisées.
Pour la premiere conférence, le mérite est attribué a B. Ross qui a organisé la premiere
conférence sur les calculs fractionnaires et ses applications a l'université de New Haven
en juin 1974, et il a édité les débats. Pour la premiere monographie le mérite est attri-
bué a K.B.Oldham et J. Spanier, qui ont publié un livre consacré au calcul fractionnaire

en 1974 apres une collaboration commune, commenté en 1968.Pour quoiatait d’intéret ?



Le calcul différentiel fournit un outil puissant pour expliquer et modéliser des processus
dynamiques dans de nombreux domaines des sciences appliquées.Mais les expériences et
la réalité nous enseignent qu’il y a beaucoup de systemes complexes dans la nature avec
une dynamique différente, tels le transport de contaminants chimiques dans 1’eau autour
de rochers, la diffusion atmosphérique de la pollution, la dynamique des matériaux vis-
coélastiques comme les polymeres, le processus de diffusion cellulaire, la transmission de
signaux par l'intermédiaire de champs magnétiques intenses, 'effet de la spéculation sur
la rentabilité des stocks sur les marchés financiers, le trafic réseau et bien d’autres. Dans
les cas mentionnés, les processus ont un comportement complexe macroscopique, qui fait
que les dérivées classiques ne peuvent exprimer leur dynamique.

La notion de dérivation fractionnaire qui paraissait une question de mathématiques
pures devint alors d’un intérét certain pour la modélisation de tels processus [20],[21],
un exemple simple de mécanique des fluides montre comment la dérivée d’ordre un demi
apparait tout simplement quand on veut expliciter un flux de chaleur sortant latéralement
d’un écoulement fluide en fonction de I’évolution temporelle de la source interne. La déri-
vation fractionnaire est lié a la modélisation mécanique des gommes et des caoutchoucs,
et toutes sortes de matériaux qui conservent la mémoire des déformations passées et dont
le comportement est dit viscoélastique [1].

En 1768, Leonhard Euler publia la méthode d’Euler pour la résolution des équations
différentielles. La convergence de cette méthode ne sera démontrée par Augustin Louis
Cauchy qu’en 1824. Bien que cette méthode fonctionne, elle ne sera qu’anecdotique a
I’époque.

En 1855, John Couch Adamns écrit une lettre a F. Bashforth dans laquelle il men-
tionne les méthodes multipas. Pour augmenter la précision de la méthode d’Euler sans
en augmenter le nombre de pas, Carl Runge publie la premiere méthode de Runge-Kutta
en 1895, ce travail sera complété en 1905 par Martin Kutta. Il introduira alors la, tres
utilisée et répandue, méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 (RK4 pour les intimes) [3] De
son coté, Vilhelm Bjerkness avait proposé en 1904 une équation concernant I’atmosphere.
Richardson, qui avait déja publié sa méthode d’extrapolation en 1910, tenta de démontrer
que le calcul permettait d’effectuer des précision météorologiques. Sa méthode fut publiée
en 1922, A I'aide de formulaires standardisés, pour accélérer le calcul en divisant le travail
(il pose alors les bases du parallélisme mathématique), il avait estimé que 64000 personnes
étaient nécessaires pour que le calcul soit terminé a temps pour prévoir les phénomenes
météorologique. Un essaie sur les précisions, mais sans tout le personnel, donna des résul-

tats tres décevants. Richardson utilisait en effet un maillage beaucoup trop grossier puis



qu'il avait découpé la Terre en rectangles de 230km (latitude) par 200km (longitude) [2] :
En 1928, Richard Courant, Kurt Friedrichs et Hans Lewy publient un article concer-
nant les conditions permettant d’assurer la stabilité numérique d’une méthode et ainsi
d’éviter la propagation des erreurs. Ces conditions portent le nom de leurs découvreurs :
les conditions CFL.
Elles sont fréquemment utilisées, notamment sur les équations hyperboliques. Elles
imposent généralement un maillage assez fin [6].
Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la maniere suivant :
Dans le premier chapitre nous donnons les définitions et les notations qui seront utilisés
dans la suite du travail.
Dans Le deuxieéme chapitre nous donnons les définitions les plus utilisées des, dérivées,
intégrales et opérateurs fractionnaires ainsi que leurs propriétés.
Dans le troisieme chapitre nous allons présenter quelques schémas de différences finies
dans le cas fractionnaire et nous donnons deux exemples d’application de ces schémas.

En, cette these est cloturée par une bibliographie.



Chapitre 1

Préliminaire
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Dans cette partie, nous présentons un préliminaire dans lequel rappelle des notions et
des résultats fondamentaux de la théorie de 'analyse fonctionnelle qui représentent un

outil indispensable dans la théorie du calcul fractionnaire.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espace de fonction intégrable

Définition 1.1.1 Soit Q =[0,7],(0 < T < 400) un intervalle fini de R et 1 < p < 4o0.
1. Pour 1 < p < 400, l'espace LP(2) est l’espace des fonction f réelles sur §) telle que f

est sommable et

T
/0 F() 1P dt < oo

2. Pour p = oo, l'espace L>®(Q)) est espace des fonction mesurable f bornées presque

partout (p.p) sur .

Théoréme 1.1.2 Soit Q@ =[0,7],(0 < T < +00) un intervalle fini de R.

1. Pour 1 < p < 400, lespace LP(S2) est espace de Banach muni de la norme :

ey B ) Vs

2. L’espace L>(§2) est un espace muni de la norme :

| f lleo=1nf{M > 0:| f(t) |< Mp.p sur Q}.

1.1.2 Espace des fonctions continues et absolument continues

Définition 1.1.3 [5] Soit Q =[0,7T],(0 < T < +00) un intervalle fini de R et n € N.
On désigne par C™(Q2) Uespace des fonctions f qui ont leurs dérivées d’ordre inférieur

ou €gale a n continues sur ), muni de la norme :

n

[ fllene) :ZHf(k)HC(Q) = I%le%x‘f(k)(t)},neN.
k=0 k

En particulier sin = 0,C%(Q) = C(Q) l'espace des fonctions f continues sur Q muni de

la norme :

I7llew) = sup |7 (2)]
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Définition 1.1.4 [5] Soit Q= [0,7],(0 < T < +00) un intervalle fini de R.
On désigne par AC(Q2) l'espace des fonctions primitives des fonctions intégrables,
c’est-a-dire :

ac) = {30 e 2@ = e+ [ oo}

et on appelle AC(Q) l’espace des fonctions absolument continues sur €.

Définition 1.1.5 [5] Pour n € N* on désigne par C*(2) l’espace des fonctions f qui ont
des dérivées continues sur Q2 jusqu’a lordre (n — 1) et telles que f"~1 € AC(Q)

c’est-a-dire :
ACM(Q) ={f:Q —C,fPeC@),kef{0,1,....n—1},f" Ve ACQ)}.

En particulier AC'(Q) = AC(Q).

Une caractérisation des fonctions de cet espace est donnée par le lemme suivant :

Lemme 1.1.6 Une fonction f € AC™(2),n € N*, si et seulement si elle est représentée

sous la forme :

f(t) = ! )!/O(t—T)n_lf(n)(T)dT+ ot

(n—1

1.2 Les fonctions spéciales

Dans cette partie, nous présentons les fonctions Gamma, Béta et Mittag-Leffler .
Ces fonctions jouent un role tres important dans la théorie du calcul fractionnaire et ses

application .

1.2.1 Fonction Gamma

Définition 1.2.1 [13] L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction
Gamma d’Euler T'(z).

La Fonction Gamma I'(2) est définie par l'intégrale suivante :
“+o0o
['(z) = / t*le7'dt onz € C et Re(z) > 0.
0

Propriétés 1.2.2 [3] Nous avons les propriétés suivantes :
1.T(z+1) = 2I'(2).
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2.T(1) =1 et I'(—=m) = Foo pour tout m € N.
3.0 (1) =y et (n+1) = Cvr
4.8ineN ona:T'(n+1)=nl

1.2.2 Fonction Béta

Cette fonction joue un role important quand elle est combinée avec la fonction Gamma.

Définition 1.2.3 La fonction Béta est un type d’intégrale d’Fuler définie pour des nombre

complezes z et w par :
1
B(z,w) :/ 11 —t)*"'dt Re(z) > 0,Re(w) > 0. (1.1)
0

Théoreme 1.2.4 [3] La relation entre la fonction Gamma et Béta donnée par :

['(z) [(w)

Bz w) = I'(z +w)

. z,w € C avec Re(z) >0 et Re(w) > 0. (1.2)

Propriétés 1.2.5 [3] Nous avons les propriétés suivantes :
1. B(z,w) = B(w, z), (symétrique).

2. zB (z, w+1) = wB (z+1, w).

9. B(»1)=1 z>0

4. On peut prendre aussi la forme d’intégrale
1
B (z,w) = 2/ (sin0)** " (cos §)* " d6.
0

1.2.3 Fonction Mittag-LefHler

la fonction Mittag-Leffler a été présenté par Mittag-Leffler et porte [9],[10], fonction

est généralisation directe de la fonction exponentielle .

Définition 1.2.6 (13) Pour z € C tel que Re(z)>0 ,on définit Mittag-Leffler par :

Ea(2) = Zm. (1.3)

k=0

En particulier,si o = 1 nous trouvons la fonction exponentielle

Ei(z) = ¢ (1.4)
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Cette fonction peut étre généralisé pour paramétrer comme suivant :

. 1.
;Fak+5 a>0,3>0 (1.5)

1.3 Approximation de la solution de I’équation de la

chaleur en dimension 1 par différences finies

La méthode d’approximation de la solution d’une E.D.P par différences finies
consiste a approcher la valeur de la solution en un nombre fini de points, appelés points
de discrétisation du maillage. Nous allons d’abord décrire la méthode dans un cas simple en
dimension 1 avant de nous intéresser aux schémas explicites et implicites pour ’équation
de la chaleur [4].

1.3.1 Principe de la méthode : le probleme aux limites d’ordre

2 en dimension 1

de + c(z)u(z) = f(z), pour z €]0,1],
u(0) = go, u(l)=gi,

ou f et ¢ sont des fonctions données sur [0, 1] avec ¢ > 0. Les deux ingrédients principaux

(1.6)

d’une approximation par différences finies sont le schéma d’approximation des dérivées et

la grille de discrétisation.

1.3.1.1 Approximations des dérivées d’une fonction réguliere

Placons-nous en dimension 1 pour simplifier. L’idée fondamentale consiste a ap-
procher les dérivées (ou les dérivées partielles en dimension plus grande) de la fonction u

en un point x en écrivant

pour un A petit (mais non nul) fixé. Il suffira ensuite de disposer les points de discrétisation
régulierement espacés de h pour pouvoir employer cette approximation en tout point de
discrétisation. La qualité de 'approximation précédente dépend fortement de la régularité

de la fonction w. Si la fonction u est C? sur Pintervalle [0,1], on déduit aisément du
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développement de Taylor

2

u(z + h) = u(z) + h'(z) + %u”(Q).

Ou 0 €]z, x + h[, 'inégalité

u(z + h) — u(z)
h

—u'(z)| < Ch,
olt €' = sup,¢(oqy [u”(y)], pour tout 0. <z <1—h.
On dit alors que 'approximation :

oy ux+h) —u()
u'(x) = - : (1.7)

est consistante d’ordre 1. Si l'erreur est majorée par Ch? pour p > 0 fixé, on dit plus
généralement que 'approximation est consistante d’ordre p.

On vérifie facilement que 'approximation :

(1.8)

est également consistante d’ordre 1. Il est possible d’obtenir une meilleure approximation
de la dérivée premiere d’une fonction en utilisant un quotient différentiel centré : si la

fonction u est C2, la formule de Taylor a 'ordre 3 donne

ou ¢y €|x,x+ h| et O € x — h,xz[. On obtient alors

h2
E (u/// (91) _I_ u// (92)) S Cth,

u(z + h) —u(x — h)
2h

—u'(x)

ot C' = sup,¢(o ) [u"”(y)| . L’approximation

i () ~ u(:p—kh)—u(x—h),

2h

est donc consistante d’ordre 2. En ce qui concerne les dérivées secondes, on démontre

facilement (exercice!) en utilisant la formule de Taylor & 'ordre 4, que si u est C* au
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voisinage de x, I'approximation

o () ~ u(x+h) — 21;1(213) +u(x — h) , (1.9)

est consistante d’ordre 2. Plus précisément,

w(x +h) —2u(z) +ulx —h h?
Lt h(2 Jrule=h) _ )| < 5 s [u ()], (1.10)
y€[0,1]

pour tout x € [h,1 — hJ.
Notons L

oy Rl

. w(x + h) — 2u(z) + u(x — h)

u(x) = h(Q )
Lemme 1.3.1

W/(z) — @(z)| < O(h) et |u"(z) —a(z)| <O (h?).

1.3.1.2 Approximation de (1) par différences finies
Soit N € N fixé. On définit les points de discrétisation du maillage par

1

c—ih, ie€{0,1,... N+1}, oth=—
x; =1th, i€{ +1},  ou N1

Les points xg = 0 et 241 = 1 constituent le bord du domaine (les extrémités de 'intervalle
de définition de u ), et les points x1, ...,y sont appelés points internes du maillage. On
cherhce en chacun de ces points une valeur approchée, notée u;, de u (x;) .

On prend naturellement ug = u(0) = go et un,1; = u(1l) = g;. Pour les sommets internes,

on utilise 'approximation (2) de la dérivée seconde décrite plus haut :

Ui—1 — 2U; + Ujq1 .
— +c(z)u; = f(x;), pourie{l,...,N},
2 () ws = £ (x) .. -

Uo = go, UN+1 = J1,

On observe qu’on obtient N équations servant a déterminer les N inconnues uq, ..., uy.
On dit usuellement qu’on a discrétisé le probleme par une méthode de différences finies
utilisant le schéma & trois points de la dérivée seconde. On note que la connaissance des
conditions au bord wuy et uy,; est nécessaires a la résolution du systeme, puisqu’elles

apparaissent dans (4) lorsque i =1 et i = N.
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Matriciellement, le probleme s’écrit :

Ahuh = bh, (112)
ol
Uy fz) + 3
Usg [ (x2)
up = : o = : ;
UN-1 f(ry_1)
uy flan)+5
c(ey) 0 - 0
0 c(xg) . :
Ap=A0+ | () ,
: - s 0
0 0 c(zn)
2 -1 0 0
-1 2 -1 :
1
0 ) : .
A2)=§ 0 e 0 . (1.13)
-1 2 -1
0 0 -1 2
On note que le systeme ne porte que sur les inconnues uq,...,uy. En particulier les

conditions au bord ug = gg et unyi1 = g1 n’apparaissent que dans le vecteur b,. On note
également que les matrices A; et A;LO) sont tridiagonales. Pour déterminer la solution
discrete uy, il suffit donc de résoudre le systeme linéaire tridiagonal (1.7).

La matrice Aj, est inversible puisqu’on a :
Proposition 1.3.2 Supposons ¢ > 0. La matrice Ay, est symétrique définie positive.

Démonstration : La matrice A, est clairement symétrique. Soit 2z un vecteur de R, de

composantes zq,...,zy- On a

N
toa,. = tzAELO)z - Z c(wy) 22 > tzAglO)z
i=1

23+ (2 —21)2-1—...-!— (2n-1 _ZN)2+Z]2V
. .

Cette quantité est positive, et non nulle si z # 0 (car au moins I'un des termes au

numérateur est non nul).
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Chapitre 2
Eléments de Calcul Fractionnaire

Ce chapitre sera consacrée aux définitions élémentaires : I'intégrale et la dérivée frac-
tionnaire de Riemann-Liouville et ainsi que la dérivée au sens de Griinewald-Letnikov et

Caputo et quelques propriétés.
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2.1 Intégrale fractionnaire

2.1.1 L’intégrale fractionnaire sur un intervalle [a, b]

Soit f une fonction continue sur 'intervalle [a, b]. la primitive de f est donnée par :

14w = [ s
1(w) = [ 1

a

:/: (/jf(t)dt) du
:/j </jdu) F(6)dt

- / (o= (1)t

De méme on a

14w = [ ()
_ %/(m 02 f ()t

Et N
() = [ (@)
_ %% /$(x — 1P () dt
Pour n*™¢ itération,on obtient :
1) = = | =0 po 2.1)

Qui est la formule recherche.

On adopte alors la définition suivante :

2.1.2 L’intégrale de Riemann-Liouville

Soit f : [a,b) — R une fonction continue, on appelle I'intégrale Riemann-Liouville

d’ordre o de f l'intégral suivant :

1) = e | =0 o 2.2)
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Définition 2.1.1 Si f € [a,b]; a € Ry, lintégrale :

1 x
1) = o [ =0 D50, a €] - ooiool, (23
I(a) Ja
est appelée intégrale fractionnaire (a gauche) de Riemann-Liouville d’ordre c,

Propriétés 2.1.2 [5], Soient o, € C avec Re(a) ,Re(f3) > Oet a,b € R.
Nous avons :

N _ r o
L Ig (x = a)"™t = (o — a)P e,

2. I8 (b— )Pt = (s (b — x)Prel,

Remarque : intégrale d'une fonction constante de Riemann-Liouville d’ordre o > 0 est

donnée par :
I fz) = ﬁ(m —a)*, f(z)=CeR.

Théoreme 2.1.3 Soient f € C([a,b]) et « > 0 , intégrale fractionnaire de Riemann-
Liouville (2.3) posséde la propriété suivant :

17 f ()] = 127 f ().
le prouve de cette Théoréme [5].

Exemples d’intégrales d’ordre fractionnaire
Exemple 1 :

Considérons la fonction
flz) =42,

En remplacant dans la définition de 'intégrale de Riemann-Liouville, on obtient :

1 xT
I%2° = —/ x — 1) HPdt.
oy J, 70

En faisant le changement de variable :
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on obtient :
B 1 ' 1 1 8
%z :—/ 1 —w)* "z (zu)’zdu
i | =0 )
1 1
= —xoﬁLﬁ/ uP (1 — u)* du
AR
1
=——B 1
_ T+ o8
[la+p+1) ’
d’ou :

Ial'ﬁ _ F(ﬁ + 1) xa+,8
MNa+B8+1) ’
La formule précédente est une généralisation du cas avec o = 1.

En effet, pour o = 1 on obtient :

53 L(B+1) 8
I =te®
rp+1) B+
(B+DI(B+1)

En particulier, pour a = % et pour f =0;1;2 0n a:

lo_F<1) L \/E
I2x _F(%)W—Q -

PRI IR
r (%) 3V
r(7) 15V «

De ce qui précede,on déduit que I'intégrale fractionnaire d’ordre o d’'une constante k est

donnée par :

« k o
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Exemple 2 :
Soient a > 0,8 > —1 et f(z) = (z — a)?, alors :
I°f) (z) = / x— 1)t —a)Pdt 2.4
(I3 f) (@) F<a)0( )"t —a) (2.4)
En effectuant le changement de variable
t=a+(r—a)y, OB<y<l),
alors (2.4) devient
12 @) = s [ =0 -0
‘ I'(@) Jo
1 1
-7 | = =)+ (@ -y ol e —
e -
- [ e -y
o (I B a>ﬁ+1 /1 a—1, 8
_(z—a)tP /1 a-1, (B+1)—1
En tenant compte de la fonction beta (1.1) puis de la relation (1.2) arrive a :
(z — a)a+ﬁ
“f)(x) =R 1
af) (@) = =y Blaf+1)
_ @— a8 +1)
 T(a) T(a+pB+1)
_ T1+p) ot B
B F(oz—i—ﬁ—i—l)(x )™
Ainsi on obtient : r
(I3(t—a)’) = X (B+1) (x — a)**P. (2.5)

(a+B+1)
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2.2 Dérivée fractionnaire

2.2.1 La dérivation fractionnaire au sens de de Riemann-Liouville

Définition 2.2.1 La dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouwville Dy, f d’ordre
réel a > 0, [5],[13] est définie par :

DR = S (11 0) (26)

— —F(nl— a)%/a (t—s)" 1 f(s)ds, (n=T[a]l+1,t>a). (2.7)

En particulier, quand o = n € N, nous obtenons :

DY, f(t) = f(t), Dy f(t)=f"(t), (2.8)

ot f("(t) désigne la dérivée usuelle d’ordre nde f(t).
S0 <a<1, alors :

pe, (t):ﬁ%/a (t— ) f(s)ds, (t>a). (2.9)

Définition 2.2.2 Soit « € Ry tel quen — 1 < a < n,(n € N*), on appelle la dérive
fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o d’une fonction f € C([a,b]) est :

D2 f(z) = DI )(x) = ﬁ% / Nw— e (2.10)

La dérivée au sens de Riemann-Liouville a gauche est donnée par (2.10), maintenant nous
allons donner la dérivée a droite correspondante :
Pour f € C([a,b]),la dérivée d’ordre o de Riemann-Liouville a droite, est donnée par :

Dif(a) = ~DME @) = ro s [ @ )

) = — ) = _— T — . .
b “ I'(n—«)dz" J,

Propriétés 2.2.3 Les dérivées de Riemann-Liouville ont les propriétés suivantes [5],[13] :
1. Une propriété importante de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, pour o > 0,

ett > a est:
Dy I3, f(t) = f(1). (2.12)

Qui signifie que l'opérateur de différentiation fractionnaire de Riemann-Liouville est un
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inverse gauche de l'opérateur d’intégration fractionnaire de Riemann-Liouville du méme
ordre.
2. Soienta>0,meN et D = %.

St les deux dérivées fractionnaires DS, f(t), DI f(t) existent, alors nous avons :
Dy Dy f(t) = Dgim (2)- (2.13)

3. Si la dérivée fractionnaire d’ordre o, (n—1 < oo < n), d’une fonction f(t) est intégrable,

alors
n

19D f(t) = f(t) — Z (DS ()], F(zf — )

CETES (2.14)

=1
En général, nous voyons que les dérivées fractionnaires et les intégrales fractionnaires de

Riemann-Liouville de méme ordre ne commutent pas entre elles.

2.2.2 La dérivation fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov

Définition 2.2.4 Soit o € R, la dérivée fractionnaire au sens de Grimewald-Letnikov

d’ordre o d’une fonction [ continue sur [a,b] est donnée par :

«

0t (o) = i S o) = S 04 (D) e -kn a9

ot A% f la différence finie d’ordre o et de pas h de la fonction f.
AcF=S"(=1 ’f(o‘) z—kf),
nf ’; ) ) Fle = k)

o
et ( k) Les coefficients binomiauz avec des signes alternatifs pour des valeurs positives de

a sont définis comme

o\ ala—1L)(a—=2)...(a—k+1) al
(k) B k! kN a— k)

Pour le calcul des coefficients binomiaux on peut utilisés la relation entre la fonction

Gamma d’FEuler et la factorielle, définie comme

a\ a! B ['(a)
(k:) C Kl(a—K)! D(K+DI(la—K+1)'
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Théoréme 2.2.5 Si f € C"([a,b]),n = [a],a >0

o D ) Zf M g [ oo

I'k+1-a) I'n—«

Propriétés 2.2.6 Il est possible de définir 'intégrale fractionnaire de Grinewald-Letnikov

en remplacent o par —a dans (2.15), nous obtenons alors,

GL ya h - o
I f(x) _Q%F ;; fle—kf), a>0.

2.2.3 La dérivation fractionnaire au sens de Caputo

Définition 2.2.7 [5] Soient a € R* et f € C([a,b]).
La dérivée fractionnaire d’ordre a au sens de Caputo de la fonction f notée “D2f est

définie par :
C na . 7(n—a) n(n) _ 1 ’ (n) _ p\n—a-1
Daf(x) =1 D f(l’) = m/ f (t)(l’ t) dt (216)

Remarque : La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre
a€lm—1,m|

s ’obtient par une application de l'opérateur d’intégration fractionnaire d’ordre m — «
suivie d’une dérivation classique d’ordre m, alors que La dérivée fractionnaire au sens de
Caputo est le résultat de la permutation de ces deux opérations.

Exemple :

Pour f(x) = (z —a)’ avec 3 >0, on a

sife0,1,2,...,m—1,

/ﬁﬁa(x —a)f7 sif>n—1.

CDgf(ZL') — (217)

En particulier, si f est constante sur [a, b], alors :

“Def=0. (2.18)
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2.2.4 Comparaison entre la dérivée fractionnaire au sens de Ca-

puto et celle de Riemann-Liouville

L’avantage principal de ’approche Caputo et que les conditions initiales des équations
différentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la méme forme comme
pour les équations différentielles d’ordre entier des fonctions inconnues en borne inférieur
T = a.

Une autre différence entre la définition de Riemann et celle de Caputo et que la dérivée

d’une constante est nulle par Caputo, par contre par Riemann-Liouville elle est
c

m(m —a)™*

Graphiquement, on peut dire que le chemin suivi pour arriver a la dérivée fractionnaire
au sens de Caputo est également l'inverse quand on suit I'autre sens (Riemann-Liouville),
c’est a dire pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre o ot m — 1 < a < m par
I’approche de Riemann-Liouville, on commence d’abord par l'intégration fractionnaire
d’ordre (m — «) pour la fonction f(x) et puis on dérive le résultat obtenu a l'ordre entier
m, mais pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre a ot m — 1 < a < m par I'approche

de Caputo on commence par la dérivée d’ordre entier m de la fonction f(x) et puis on

integre d’ordre fractionnaire (m — «).

2.2.5 Relation entre approche Riemann-Liouville et celle de

Caputo

Le théoreme suivant établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de caputo et

celle au sens de Riemann-Liouville[5],[14].

Théoréme 2.2.8 Soient o > 0,n = [a] + 1. Si f posséde (n — 1) dérivée en a et si D f

existe, alors :

(©D2f) (@) = D | () = S LW (o gy (2.19)

presque partout sur [a, b].

Remarque : Le résultat du théoreme 2.2.8 signifie que la dérivation au sens de Caputo

d’une fonction f est une dérivation fractionnaire du reste dans le développement de Taylor

de f.
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2.2.6 Propriétés générales des dérivées fractionnaires
Linéarité [13]
La dérivation fractionnaire est une opération linéaire

DES(8) + pg(t)) = AD[(t) + pD%g(t).

La regle de Leibniz [13]
En partant de la regle connue de Leibniz pour calculer la dérivée n-ieme du produit de

deux fonctions f(t)g(t), on a pour tout entier n :

d"(fg) _ 2": (Z) £ (1) gt (1), (2.20)

dtn
k=0

Cette formule se généralise en remplacant ’entier n par un parametre réel « : dans le

membre & droite de (2.20) a la formule :

n

D(fa(e) = 3 ()0 ODPgte) + B30 0z a1

k=0
R) = iy [ (=7 amar [ € - o

avec

lim R (t) = 0.
n—o0

Si fet g sont continues sur [a, t], la regle de Leibniz pour la dérivation fractionnaire s’écrit

sous la forme :

D(s@a(0) = 3= () rH0DHgto

k=0
D désigne la dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov ou au sens de Riemann-

Liouville.

2.2.7 Lemmes fondamentaux

Lemme 2.2.9 Soit o > 0, alors l’équation différentielle

DN(t) = 0.
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admet les solutions h(t) = co+crt™ +.. . +cp1t" ;€ Ri=0,1,2...n—1,n = [o]+1.
Lemme 2.2.10 Soit a > 0, alors
I°°Dh(t) = h(t) + co + 1t + cot® + ... 4 cp1t" L,
pour c; € Ri=0,1,2,....,n, n=[a] + 1.
Preuve : On a par la définition de la dérivée fractionnaire de Caputo
CDh(t) = I""*hM™ (1),
on applique l'opérateur de l'intégrale fractionnaire aux deux membres de ’égalité
I(CDh)(t) = I°T"*h™ (1)
— I"(PED ) (1)

e A A AN
=h0 = T i (a) 1" ()

n

03y () o)

J=1

—ht) - %h(”‘j)(o).

par le changement de variable £ = n — j on obtient :

-1
o /C o < h(k)(o)tk
[*(Dh)(t) = h(t) = ) ——7—
k=0 )
n—1 C;Ctk
=h(t) - Z k!
k=0
n—1 k
th
=M+ 2T
k=0

2.3 Les équations aux dérivées partielles fractionnaires

Les équations aux dérivées partielles fractionnaires notées (E.D.P.F) sont une généra-
lisation des équations aux dérivées partielles classique (E.D.P).

Comme les dérivées fractionnaires, les E.D.P.F jouent un grand role dans la modélisation
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des phénomenes réels dont leur présentation est impossible avec les E.D.P classique ou
bien quelle est insu sante comme par exemple les phénomenes a mémoires longues.
Dans cette section nous donnons des formules d’intégrales et de dérivées fractionnaires

partielles et des exemples d’opérateurs fractionnaires.

2.3.1 Dérivée fractionnaire partielle

Nous donnons ici les formules les plus utilisées de la dérivation fractionnaires partielles
Soient x = (z1,...,2,) € R, a = (aq,...,a,) € C",;n € N\{1}; posons :
0 0 0

Da) := (I'() . T ow) 5= 5=

2.3.1.1 Intégrale fractionnaire partielle de Riemann-Liouville

x € [a,b] = [ay,b1] X ... X [an,bn],a = (a1,...,a,) €ER" b= (by,...,b,) € R™
L’intégrale fractionnaire partielle de Riemann-Liouville a gauche d’ordre ay, € C (Re () > 0)

par rapport a xj est donnée par :

1 .
1§ (x) ;:m/ak (2 — 1) F (21, o) (2.21)

2.3.1.2 Dérivée fractionnaire partielle de Riemann-Liouville

x € |a,b] = [ay,b1] X ... X [an, by ,a = (a1,...,a,) € R" b= (by,...,b,) € R". La dé-
rivée fractionnaire partielle de Riemann-Liouville & gauche d’ordre oy, € C, (Re (o) > 0)

par rapport a xj d’'une fonction f € C ([ag, bg]) est donnée par :

Dot o, S (@) = <%) k (Ik+=x f) (z)  avec Ly = [Re (oy)] + 1, (2.22)

Dt = e () [ et
apar ] \F) = I'(Ly — ou) \Ox ak e Tl T )
La dérivée fractionnaire partielle de Riemann-Liouville a droite d’ordre o, € C, (Re (ag) > 0)

par rapport a xj d’une fonction f € C ([ag, bg]) est donnée par :

by
/ (e — ti) 7 (ot ) diy. (2.23)

Tk

o A o\ "
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2.3.1.3 Dérivée fractionnaire partielle de Griinewald-Letnikov

x € [a,b] = [a1,b1] X ... X [ap,by),a = (a1,...,a,) € R"b = (by,...,b,) € R". La
dérivée fractionnaire partielle de Griinewald-Letnikov d’ordre a4, € C, (Re (ay) > 0), par

rapport & x d'une fonction f € C” ([ay, by]) est donnée par :

Ly ap—1
Olrf(xy, .. ag, ..., xy) - /xk(mk—tk)’“
GL na ) ) ) s n j—ak
Dg* x:E (xp —a + ——f (.. g, .
H@) <o T(j+1—ap) 0z (2~ ax) ax I () fa :

(2.24)
avec xy, > a et L = [Re (o)) + 1.

2.3.1.4 Dérivée fractionnaire partielle de Caputo

x € [a,b] = a1, 1] X ... X [an,by] ,a = (a1,...,a,) ER" b= (by,...,b,) € R",
t € [0, 7). La dérivée fractionnaire partielle de Caputo & gauche d’ordre o > 0, par rapport
a t d’une fonction f € C"*1([0,T]) est donnée par :

1 ! a1 OMu(x, T
CD&tU(fL’, t) = m /0 (t - T)n l%d’r . (225)

Exemple d’opérateur différentiel fractionnaire et d’ E.D.P fractionnaire
opérateur de Riesz

Soit n—1 < a < n, x € [a,b], 'opérateur de la dérivée fractionnaire partielle de Riesz est :

(0%
Olz|
avec : C, = 3.cos(%2), o # 1.

D¢ c’est 'opérateur de dérivée partielle fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche

u(x,t) = —=Co (DS + Dy )u(z, t), (2.26)

d’ordre a € C, donnée par( 2.10).
Dy c’est 'opérateur de dérivée partielle fractionnaire de Riemann-Liouville a droite d’ordre
a € C, donnée par (2.11).

Exemple d’ E.D.P fractionnaire

. xn) dtk,

Comme exemple d'une E.D.P fractionnaire nous avons choisi ’exemple d’équation d’advection-

dispersion [19].
L’équation d’advection-dispersion fractionnaire est utilisée dans 1’hydrologie souterraine
pour modéliser le transport des traceurs passifs portés par I’écoulement de fluide dans un

milieu poreux [19] et le transport de solutés dans un matériau de sous-sol [7], [11].
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Soit I'équation d’advection-dispersion fractionnaire suivante :

o ou o
ot U@x Ox

Jl<a<?2. (2.27)

Ou g;—f;‘ est un opérateur de Riesz donné par (2.26), u est la concentration de soluté,

v > 0 et d > 0 représentent le de dispersion, et la vitesse moyenne fluide .
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Chapitre 3

Méthode des Différence finies cas

fractionnaire et application

Dans ce chapitre nous allons présenter la méthode des différences finies dans le cas
fractionnaire en donnant quelques schémas pour 0 < a <1 et 1 < a < 2, avec application

a quelques exemples d’ E.D.Ps fractionnaires.
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3.1 Différences finies fractionnaires

Pour le cas fractionnaire, nous définissons les schémas L,,, pour n = 1,2 et le schéma
de Griinewald en se basant sur [18],[20] et [12] .
Ces algorithmes sont congus pour approcher :
d*f
dx®’

Soient (N + 1) points uniformément espacés dans l'intervalle [0, x|, h =

a€(n—1n),neN, zeR.

T
N

nous voulons calculer & d—a, a € (0,2),z € R, notons :

fj:f(x—j%),jzo,...]\f.

3.1.1 Les schémas de Griinewald

d*
da

Ces schémas sont basés sur la formule de dérivation de Griinewald-Letnikov.

I est donnée aux sens de Riemann-Liouville.

Pour « fixé entre (0, 1), nous avons I'algorithme standard de Griinewald :

N-1
x I'(j—a) X
1 Ny ( - —).
doo (/W) Zr TCES AN

J=

En considérant :

e (42
d:va dx®
N— .

N —
= (z/N) =

j=0

=2

= T(j—a)

oG+ 1)) (m N ]%>

_y

)_l

Ji-

+\_/

1)

Nous pouvons écrire (3.1) sous la forme :

(S0 - T 32)

J=0

PG —a)
T(—a)T(j+1)

fi=1(r=iv). (3.4

. . — Q. P —
avec :c; = h “w; , w;=
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et, w; vérifie la formule de récurrence suivante :

1+«
J

wozl,wj:(l— )wj Li=1,2,. (3.5)

Pour a € (1,2), le schéma de Griinewald s’écrit :

N+1

cLDf(x) =~ (z/N)~ ijf (x— J—l)N)

o f(y N+1
LD f(z) ~ <ddj;(a )) = (z/N)™ Z w; fN—j+1 - (3.6)
Lemme 3.1.1
e 0710 - (S 1< o0

Preuve : La démonstration de ce lemme est donnée dans [15].

3.1.2 Les schémas L; et L,

Dans cette procédure nous nous basons sur la définition de Caputo de dérivation (i.e
s I est donné au sens de Caputo).
Si la dérivée est donnée aux sens de Riemann-Liouville, il faudra passer par la relation
entre la dérivée de Caputo et celle de Riemann-Liouville et il faut approcher la dérivée de
Caputo par ces formules.

Pour o € (0,1)%L au sens de Caputo s'éerit :

e
- >/o< i

dz® Il -« r —t)®
_ 1 N-1 .G+Dh f’(x t) 5
(1 —a) = Jin t
L1 R fle—jh) = f@—(+Dh /““)’L dt
['(1—a) = h in to
poa N1
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Le schéma L, peut étre donné par la forme suivante :

(), = toma S s~ e 0 5 @)

df(x) _ (d*f(z)
dz® dz® ).,
Preuve : Cette démonstration est basée sur le (lemme 1.3.1)

@) 1 [P
= >/o< o

Lemme 3.1.2

< O(h).

dn  TA-—a) )y @—19
_ ﬁ J:‘Ol {f(m — jh) - f}fas ~G+Dh) O(h)] ﬁmh f—t
e N 5= Tyl [0+ 17 = 7]+ 00 N [
S N = sl [G 17 = 3] + g =500 N [+ 1)1 — jio]
- ﬁ N_O i = fral [G+ D=5 + %OUI)
- ﬁ]v = [0+ =]+ 0 = () o)

<.

Pour a € (1,2), le schéma Ly est alors donné par :

(£ - s bl s

Le schéma Ly peut étre donné par la formule suivante :

<daf($))L2 - o= 2_; Unojr = 2fnj + fval [G+ D =577°] . (3.9)

dx®

Remarque : Les algorithmes considérés n’utilisent pas tous (N + 1) valeurs de f;

I’algorithme de Griinewald pour 0 < o < 1 emploie seulement N données, fy n’est pas
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utilisé, d’autre part I'algorithme de Griinewald pour 1 < o < 2 les algorithme Lo nécessite

(N + 2) points.

Lemme 3.1.3

e (4),

Preuve : La démonstration de ce lemme est basée sur (lemme 1.3.1)

< O(h).

o B N-1
(d;;i@) [Fvojor = 2fn—j + fuej] [(G+ 1) = 5279
L2 p
R Pflx—jh) 2 2 2
“TB-a) S (G = 0 (1)
j=0
h2fa N—-1 an(l‘ — ]h) . a o thaNQ—a
= F(,?) — Oé) pr Ox2 [(.] + 1)2 o ]2 } + mO (h2)
p2a N-1 92 _ i
CED f(;xz i [+ =2] +0(n?).
j=0

D’autre part on a :

df(x) — U f”( >
dre  T(2—a) Z/]h =

.
Il
=)

=

S N S L

I
=)

avec z; € [jh, (14 j)h].

Donc nous allons avoir :

(), 1 e
<y 007 =0 0 )
h2 ak2 o
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3.2 Application

Dans cette section nous donnons deux exemples d” E.D.P fractionnaire et nous appli-
quons les schémas numériques Ly, Lg, le schéma de Griinewald [17]
Dans la résolution numérique des E.D.P.s fractionnaires par le méthode des différences
finies nous cherchons a calculer une solution approchée en un nombre fini de points (x;, tx)
du domaine espace-temps [0, L] x [0, 7.
Nous nous limitons au cas le plus simple du maillage régulier.

Soient N, M deux entiers fixés, posons :

xi=hi, i1=0,....M; h=
e, =7k, k=0,....N; 7=

avec xg = 0,2 = L.

, avecty=0,ty ="1T.

Les points (z;, t;) sont alors les points d’intersection d’une grille réguliere en espace-temps.
L’approximation par différences finies consiste alors a chercher une approximation, notée

ub, de u (x;,ty).

3.2.1 Equation d’advection-dispersion fractionnaire

Comme premiere application nous considérons 1’équation d’advection-dispersion don-
née par (2.27) soumise a des conditions aux limites.
En particulier soit le probleme suivant :

Gu— g2 1<a<?2 0<z<L,tel0,T),

u(z,0) = g(z) vV €]0, L], (Q)
uw(0,t) =u(L,t) =0 Vte[0,T].

3.2.1.1 Résolution numérique du probléme

Résolution numérique du probleme (Q) :
Les valeurs approchées aux points du maillage au bord du domaine et en ¢ = 0 sont

données par la valeur exacte (donnée) de la fonction u :

S~
o O
|

uk, =0, Vk=0,...,N,
(xz):gw VZ':(),...,M,
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et L
Ty = kh, ke 0.N, h =
X, = ih, 1€ 0.M, h =

Dans le probleme ( @ ) la dérivée par rapport a 'espace est donnée par 1'opérateur de

Riesz défini par (2.26); nous avons alors :

0%u 1
@(x,t) = W( oDyu(z,t) + = Diu(z, ).

Pour approcher 'opérateur de Riesz il faut approcher ¢Du(z,t) et ,DYu(z,t)

avec 0 < a < 2, et pour cela nous utilisons le schéma de Griinewald (3.6)

i+l
0D (s, tpr) = b~ Y S wju (@i, tiga) + O(h),
3=0
N—it1
DY (x5, tsr) = h™ Z Wit (Tipjr1, thp1) + O(h),
3=0
ce qui permet d’obtenir :
9% 1 i+1 N—i+1
e (l‘i, tk+1) ~ p (h_a Z w;u ([Ei_j+1, tk+1) + h™¢ Z w;u (I’H—j—l) tk+1>> +O(h)
ox 2...cos (7) = =
(3.10)

Dans le probleme (Q) les dérivées d’ordre 1 sont approchées par le schéma (1.7)

ou u?—kl . uf

En (is try1) = e — + O(7), (3.11)

ou bl ]

5y (Tir tear) = Tl +O(h). (3.12)
A1) et (3.12)

En approchant les dérivées dans le probleme ( @ ) par les formules (3.10),(3.11)

nous obtenons pour ¢ =1,.... M —1,k=0,..., N —1:
it +d-hT ZN Z+1wjuﬁgl 1>

k+1 k E+1 k:—l—l
ui - ui Ui Z 1 1 ( - i
- - — = d . h [e%
T ‘ h +2...cos(%) ZJ 0 Withi—j+1
(3.13)

N—i+1 ]

i+1
Y k+1
E Wity + E Wit iy
=

V. ( k:+l k+l +B
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veT d-T
2-ha-cos(%)'

enfin on obtient

(1 =V = 2Bw) uf™ + (V = Bwy — Bwg) uft] + (= Bws — Buwg) uff! -
i+1 N—i+1 (314)
B ijui‘gjjlﬂ + Z wju?i;A =uj
j=3 j=3
i=1,.. M—1k=0,. N—1.

Proposition 3.2.1 Les coefficients w;(i = 0,1,2,...) vérifient les propriétés suivantes :
w1 = —5,111]' Z 0,] = 0,2,3, Z;).;O w; = 0.

Vn un entier naturel, Z?:o wj < 0.

Preuve : La démonstration de cette proposition est donnée dans [15]

Pour monter la stabilité du schéma posons pour £ =0,1,2,...Net:=0,1,2,..., M;
v¥la solution approximée (3.14), (sol approx)
et ef Derreur
el = —uk, (error)

vérifiant pourt=1,... M —1,k=0,...,N—1:

(1 =V —2Bw,) ef™ +(V — Bwy, — Bwy) ¥t} + (—Bwy — Bwy) e}

7 i+1
i+l N—it1
k41 kL | ok
B E wje i+ E Cwiel | = e
Jj=3 Jj=3

Posons : eF = [e}, ..., eﬂ“w_l]T.
et |eﬂ = HekH = maxj<i<M—1 }ef ,pour k=0,...,N — 1.

Se basant sur la technique donnée en [25] , pour montrer la stabilité du schéma donné par
(3.14) il suffit de montrer que |ef| < |e)] pour k=1,..., N — 1 Pour commencer nous

allons monter que :

i+1 N—i+1
7=3

J=3
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Nous avons :

i+1 N—i+1
(1—-V —2Bw; + (V — Bwy — Bwg) + (—Bws — Bwg) — Zw] Z wj]
=3
it1 N-i41
ij + Z wj]
=0 =0

Or d’apres la proposition 3.2.1, Z?:o w; <0 n=i+loun=N—-i1+1.
En plus B > 0. Ce qui implique que : 1 — B [Z?% wj + ZN v wj} > 1.

et par suite,

Ce qui implique que le schéma numérique défini par (3.14) est stable.
Pour montrer la convergence du schéma donné par (3.14) , posons pouri = 1,2,..., M —1,
etk=1...,N—1

eF = w (wy, ty) — ulf

avec €9 =0 .

k

Ce qui nous donne uf = u (z;,tx) — ¥ ,en remplacant dans (3.13) nous obtenons :

u (@i tean) — e — (@i ty) + €
T
1
w (25, tpyr) — X —wu(ziy, trgr) + as
= — ‘ : h - + d-h™® ij xl,jﬂ, f}k+1) - €fjjl+1)

N—i+1
+ Z wj (u (@1, o) — 6?#1)) :
=0
Aveci=1,2,.... M —1,k=1,...,N — 1.d’aprés (3.10), (3.11)e, (3.12) et les
(lemme 1.3.1 ) et (lemme 3.1.1) , nous obtenons :
Ou ghtl 4 gk Ou ghtl _ ghtl 0*u
—+0(1) - +—" =—v—+0(h) —v>+—=""+d-
o "0 T Vop T O T G

i+1 N—i+1

k1 k1
E Wjg;_j1 + E  WiEL |
=0 =0

+0(h)

—d-h™

i=1,2,...M—1k=1,...,N—1.
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Ce qui entraine :

(1 =V —2Buwy) ef™ + (V — Bwy — Buwy) e + (—Bwy — Bwy) ef
i+1 N—i+1

- B ijgfjjl—&-l + Z wjgfj-rjlq
=3 =3
=¥ +O(1 +h).

‘I

Posons [ef| = ||e¥|| = maxi<i<nr—1 |€F] .

En utilisant la proposition 3.2.1 et les résultats de stabilité et que €% = 0, nous obtenons :
]| < [|°)) + O(h+7) < O(h+7), k=1,...,N—1.

Ce qui implique que le schéma numérique défini par (3.14) est convergent. 0
Algorithme 1 :
1. Lire les variables : L, T, N, M, f, .
2. Calcul de h et T,z et t
3. Calcul de v° et B, A.
4. Calcul des w;
5. Calcul des u*.
6. Trace de la solution u en fonction de x et ¢.
Application numérique
Nous allons considérer le probleme (Q) avec L = m; T = 1;g = 2%(7 — x); soit
donc :
%—;‘:—v%—i—d-% Il<a<2 0<x<mtel0,1],
u(x,0) = 2*(r —x) Vo €)0, 7, (Qnum)

u(0,t) = u(pi,t) =0 Vt e [0,1].

La solution exacte de ce probleme (Qnum) est donnée par :

n3

urt) =3 {w} sin(n) - exp (—n® - d.t)

n=0
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Dans le cas a = 1.5, Le graphe a gauche est le graphe donné par la solution

exacte et celui donnée par le schéma numérique est donné a droite :

Maintenant en fixe un t = 0.2,0.6, 0.9 pour a = 1.5, d = 0.25, v = 0 ce qui donne le

graphe suivant :

35

x

FI1GURE 3.1 — La solution exacte est donnée par les pointillées, la solution approchée par
une fonction continue .



3.2. APPLICATION 39

3.2.2 Equation de diffusion fractionnaire

Un processus de transport fondamental dans la mécanique des fluides environnementale
est la diffusion. La diffusion est un phénomene microscopique qui désigne la tendance
naturelle d'un systeme a rendre homogenes les concentrations des especes chimiques en

son sein, et elle est caractérisée par ’équation :

Une équation de diffusion fractionnaire en temps et espace est la généralisation de I'équa-

tion de diffusion classique en remplacant la dérivée par rapport au temps par une dérivée

au sens de Caputo d’ordre 0 < a < 1 et la dérivée par rapport a I’espace par une dérivée

au sens de Riemann-Liouville d’ordre 0 < 8 < 2 [22] ce qui donne ’équation suivante :
o°T

D?T:a-w—l—f(x,t). 0<a<l,1<p<2

Nous considérons le modele de diffusion fractionnaire suivant :

Diu=a- 24 0<a<1,1<8<20<z<L,tel0,T]
u(z,0) = f(x) vz €]0, L] (P)

u(0,t) =u(L,t)=0 Vte[0,7T] 1<pf<2,0<a<l.

On trouve en [23] le théoréme qui affirme I'existence et I'unicité de solution pour le pro-
bleme (P)
les valeurs Si0<a<1, f>0eta>0.

3.2.2.1 Résolution numérique du probleme

Résolution numérique de probleme ( P ) :
Les valeurs approchées aux points de maillage au bord du domaine et en ¢ = 0 sont

données par la valeur exacte (donnée) de la fonction u :

U,

uk, =0, Vk=0,...,N,
f(iL',L):fz, V’i:O,...,M,

.o O

U

Dans le probleme ( P ) la dérivée par rapport au temps est donnée au sens de Caputo

avec 0 < o < 1. Nous utilisons le schéma L;(3.7) ce qui donne :
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D (5171, tk+1 2 — &

k
Z (@i, tr—jr1) — u (2, te—y)] bj + O(T), (3.15)
j=

oub; =G+ —*b=0etk=1,...,N—1.
Et la dérivée par rapport au temps est donnée au sens de Riemann-Liouville

avec 1 < 8 < 2. Nous lui appliquons le schéma de Griinewald (3.6) ce qui donne :

a'BU i+1
928 (@, thar) = B~ ij Timj+1, ber1) + O(h), (3.16)
7=0
N T « .
ouwj:%, =0eti=1,...,M—1.

En remplacant les dérivées dans le probleme (P) par les formules (3.15) et (3.16) nous

obtenons :
i+1

k—j+l k=il -3 ST
[Ui Y ] bj=a-h Witki—jt1 >
=0

avect=1,.... M —1,k=0,...,N—1,a >0,

['2-—a)

<.
I x>
o

i+1

k
k—j+1 k+1
E [u ]b—,ug wiug" iy (3.17)
=0
C = T
avec :p=a- 502 —a).
Ce qui permet d’obtenir :
it1
10 1
U= Up T E Wil 415
=0
i+l k k
o1 k41 k+1 .k k—j+1 k—j
e s L E wjui—j+1_ui_§ :bjui +§“z b ,
J=0,j#1 Jj=1 J=1

avect=1,...,M —1,k=1,..., N — 1. En utilisant le changement d’indice

suivant : 7 = 7 — 1 dans le terme a droite, nous obtenons le schéma suivant :

i+1
1 1 _ 0
(1 — pwi)uy — p E Wit —j11 = Uy
7=0,j#1

i+1

=1
(1= paw)) uf ™ = 7wl = (1= bl + Y (b — by JuF T + ba® (3.18)
K-1

Jj=0,5#1
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Aut =0
Auk+1 = (—1)U,k -+ Zz;il [bj — bj+1]UK_j —+ bkuo (319)
uO — fO

avec :u® = [ulf . uk, )T pour k=1,2,...; f* = [f(x1), ..., f(zar—1)]T ; et A est une matrice

carré de dimension (M — 1) x (M — 1) telle que :

0, sig>i1+1,
Ajql—p-gu=1+pB sij=i (3.20)
— I Gimjt1 sinon .

Algorithme 2 :
1. Lire les variables : L, T, N, M, f, a, 3.
2. Calcul de h et 7,z et t_ 3. Calcul de u° et pu.
4. Calcul des by, et les w;
5. Lire la matrice A.
6. Calcul de u! et u? et les u”.
7. Trace de la solution u en fonction de x et t.
Application numérique

Nous considérons le probleme (P) avec g = sin(m.z), L =7,T =1

Dyu = L% 0<a<l,1<f<20<z<mtel0,T],
u(z,0) =sin(m.z)  Vz €]0, 7, (Pnum)

u(0,t) =u(m,t) =0 Vtel0,T],

a=712>0,0<a<1,1<f <2cequiimplique que (Pnum) admet une solution
unique.

La solution exacte de ce probleme avec 0 < o < 1,1 < < 2 est donnée en fonction de
la fonction de Green fractionnaire et la fonction de Mitage-Leffler et elle est compliquée

a programmer les formules des solutions sont données dans [20].
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Nous allons donner la solution approcher pour a=0.5, 5=1.5,1.8 :

FIGURE 3.2 — Le graphe de la solution a=0.5, f=1.5

FIGURE 3.3 — Le graphe de la solution a=0.5, f=1.8



3.2. APPLICATION 43

Remarque : Les schémas de différences finies dans le cas fractionnaire sont applicable
pour l'équation de diffusion fractionnaire avec o = 1,8 = 2, et u(z,0) = sin(7.x), la
formule de la solution classique est donnée par : u(x,t) = exp(—t).sin(m.x)

Le graphe donné par la solution exacte est :

Le graphe donné pour le cas classique avec le schéma numérique est :
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Maintenant un fixe un t pour a = 1, 5 = 2 ce qui donne les graphes suivants :

1 T T T T T T 1
ner f"‘hﬁ k™ 1 pk:1 s
A .
- L .
06 f +‘S, f +Jﬁt : 06 m +MJ>.
04f z Y + +_\h 4 D4 f 1‘4-3: _;—* 44-4;_\.\
g + \ 7 F +\
o2l f Fooo ot/ % 2N
& |F + i h & |f f N
T of 4 + + T of % F e
L o + / e T + +
3 y 7 & g % ; Y
02} ’1 £ 4 0zt % f 1
ol % 7 | a4} 5 F
£ 5,
06} t; 4,_2‘ 1 LYy w
08} w : o8t
K . . . ' ! 1 1

La solution exacte est donnée par ” +” et la solution approchée par une ligne continue.
Le premier graphe représente la solution u (exacte en bleu et approchée en rouge) en
t = 02 avec N = M = 100; le deuxieme représente la solution u en t = 0.5 avec
N = M = 100.
Remarque : Les schémas basés sur la méthode des différences finies donnés précédemment
ne sont pas toujours convergents, par exemple dans le cas du probleme d’ordre-diffusion
fractionnaire.
Equation dans des-diffusion fractionnaire est la généralisation de Equation de diffusion et
I'équation dans de avec une dérivée au sens de Caputo par rapport au temps [16].
Elle a une grande importance car elle est utilisée dans plusieurs domaines comme la
biologie, la nance, la physique. . .
L’équation d’onde-diffusion fractionnaire dans 1D(z € R) est donnée par

. 2T
DtT:a'w—Ff(l',t), l<a<?2. (321)

Si a = 1,(3.21), est une équation de diffusion classique, et si &« = 2 c’est une équation
d’onde classique.

Nous allons prendre le modele de conduction de la chaleur par unité de longueur L finie
dans un temps finie ¢t € [0,7] avec une température initiale uniforme et sans source de

chaleur (f = 0), donc on aura le probleme ( R ) suivant :
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DT = a2t l<a<2 0<z<L, tel0,T],
T(x,0) = g(x) =sin(2.z) Vz €]0, L], ®)
9 (2,0)=0 Vo €0, L],
| T(0,t) =T(L,t) =0 vt € [0,7].
Le théoreme suivant affirme 'existence et I'unicité de solution pour le probleme (R).
Théoreme 3.2.2 : Sil < a <2, eta>0, alors le probleme (R) admet une solution

UNLQUE.

Propriétés 3.2.3 La preuve de ce théoréme est donnée dans [14] Résolution numérique
Résolution numérique de probléme ( R) :
Les valeurs approchées aux points de maillage au bord du domaine et ent = 0 sont données

par la valeur exacte (donnés) de la fonction T :

TH =Tk =0, Vk=0,...,N,
T =g(xi)=g, Vi=0,...,M.

Dans le probleme ( R ) la dérivée par rapport a l’espace est approchée par le schéma de

différences finies d’ordre deux donné par (1.9),

0*T 1
Iz (i, tk) = 72 (T (w1, ty) = 2T (@, ty) + T (i1, i)
1
= o5 (Thy =20 +TE,), =1, ,M-1 (scl)

Maintenant, puisque la dérivée fractionnaire par rapport au temps est donnée par la dé-
finition de Caputo et nous avons 1 < a < 2, donc nous allons 'approcher par le schéma
Ly donné par (3.8).

DT (24, teyy) = (/' =27 + T/ ) by, (sdf2)

avec : b=+ 1) =¥ %b=0,k=1,...,N—1.
En remplagant les dérivées dans le probleme (R) par les formules (sc1) et (sdf2) nous
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obtenons :

—a

Mw

— TV + T by = S (THR — 2T - T
72 i+1 i—1 /)
J:o h (3.22)

a>0,i=1, ..., M-1, k=1, ..., N-1.

—CY

Posons : 8 = at®h™*T(3 — ), l’équation (3.22) s’écrit :
k—1

ka;k—l-l . /8 (Tvzl:_—iil QTvik-l—l + T;kjil) _ Qbkzvzk . bk/_z—vik—l . Z (Tvij—l . 27—;] + Zvij-i—l) bj :
7=0

@:1,... M-1k=1,...,N—1

Y

— BT + (28 + by) TF — BT = Z2W ZTJ 1b—ZbTﬂ+l+2T0 T - T,
i=1,...,M—1k=1,...,N—1,

A
"t =0k=0) Vi=0,.... N=T,'=T Vi=0,...,N.

Nous calculons le T} en prenant le cas k = 0 dans I’équation (5.22) :

—BTH + (28 +bo) T} — BTL, = 26T} — boT ™.

Application numérique

( 02T
DiT = 5s l<a<2,0<x<L,tel0,T],
T(z,0) = sin(2.x) vz €]0, L],
(Rnum)
I(z,0)=0 Vo €0, L]
| 7(0,t) =T(L,t) =0 Vte[0,T],

1 <a<2,a=1, donc d’apres le théoreme 3.2.2 la solution existe. La solution de ce type

de probleme est donnée par :

> (km)? )\ . [k«
:kzzockga(— 7t ) sin ()

avec: Cf = fo sin(2z) - sin (£22) dz, et E, est la fonction de Mittag-Leffler.
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Posons L =7,T = 1.
Pour programmer la solution exacte nous avons utilisé le programme de la fonction de
Mittag-Leffler donnée par Podlubny en 2001, ce programme est accessible par le site officiel

de Matlab. Le graphe de la solution exacte est donné par :

Le graphe de la solution approché est donné par :
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Maintenant pour ¢t=0.2,nous obtenons le graphe suivant :

Dﬂ T T T T T T

0s 1 1.5 2 25 3 3.5

F1GURE 3.4 — la solution exacte est donné par la rouge et la solution approximer et donné
par la bleu

Pour ¢t=0.5 nous avons :

0.25 T T T T T .
02t
015
01p
0051
0
005k
Q1F

015+

02F

_0_25 i i 1 i 1 L

F1GURE 3.5 — la solution exacte est donnée par la ligne rouge et la solution approximer
est donnée par la ligne bleu
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Pour ¢=0.9 nous avons :

0.25 T T T T T T

0.2 / \ _

005t / \ g

005H / .
Q1 Y / :
015F .

02 .\\‘ J.fl -

_025 1 b .--’I 1 1 1

F1GURE 3.6 — la solution exacte est donné par la rouge et la solution approximer et donné
par la bleu.

Conclusion De (FIGURE 3.4), ( FIGURE 3.5) et (FIGURE 3.6) nous concluons que la

méthode dans ce cas diverge et que 'erreur augmente avec le temps.
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Conclusion

L’objectif initial de ce travail était d’appliquer une méthode numérique assez simple
(méthode des différences finies) a une nouvelle classe de problemes différentiels (équa-
tion aux dérivées partielles fractionnaires) non étudiés pendant mon cursus. Pour cela
nous avons proposé de donner un apercu historique du développement de cette notion.
Nous avons donc commencé par faire I’étude des approches les plus utilisées (approche de
Riemann-Liouville, Griinewald-Letnikov et celle de Caputo), apres cela nous avons donné
quelques schémas numériques pour approcher ces définition (les schémas Ly, Ly et les

schémas de Grunwald), enfin nous avons exposé 'application de ces schémas.
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