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Notations et Conventions

(+,+) :Produit scalaire.
H : Espace de Hilbert.
H' : Espace dual d’un espace de Hilbert.
Bpg : La boule unite de 'espace E.
S, : L’ensemble des matrices réelles carré symétrique.
T : L’opérateur adjoint.
o(T) : Spectre de 'operateur T.
VP(T) : L’ensemble des valeurs propres de T.
Py : projection sur un convexe fermé K.
(-,+) : croché dualité.
L(E, F) : Espace des opérateurs linéaires continue de E dans F.
AL : Orthogonal de A.
w CC €2 : ouvert w fortement inclus dans () c’est-a-dire w compact et w C €.
p.p : presque par tout.
suppf : support de la fonction f.
0N} : frontiére de I'ouvert 2.
w™ : la partie positive de la fonction w.
w™ : la partie négative de la fonction w.
— : convergence faible.
Vu = (a—“ Qu Ou . 8“) = grad u.

Ox1’ Oxg’ Oxs’ ) Oxn
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INTRODUCTION

Ans ce mémoire on s’'intéresse a l’étude de quelque problémes elliptique semi
D -linéaire , la non- linéarité est « demi-linéaire « & l'infini. Notre objectif est
de comprendre I'interaction entre la premiére valeur propre du probléme et la non-
linéarité.

Afin de démontrer un résultat de non existence, existence et de multiplicité de solu-
tion. Pour ce faire nous utilisons quelques méthodes hilbertiennes a savoir, la version
non- linéaire du théoréme de Stampacchia et I’analyse spectrale quelque estimations
importante.

Ce mémoire est organisé de la maniére suivante,

Dans le premier chapitre nous rappelons les espaces de Hilbert, les espaces de Sobo-
lev et quelque résultat de la théorie de mesure.

Le deuxiéme sera consacré a ’analyse spectrale des opérateurs auto-adjoint compact,
nous donnons quelques propriétés de son spectre, et nous énoncons le théoréme spec-
tral.

Le dernier chapitre est dédiée a I’étude d’un probléme célébre du a Ambrosetti-Prodi,

nous commencons 1’étude spectral d’une classe d’opérateur elliptique de type diver-
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gence, une caractérisation de la premiére valeur propre et donne quelque estimation
sur la fonction propre associe. En fin nous démentons le théoréme d’Ambrosetti-
Prodi.



Chapitre 1
Préléminaire

Certaines notions seront ennoncées le long de ce chapitre sans démonstration, le

lecteur curieux peut trouver satisfaction dans [3], [2], [8].

1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1. [3] Soit H un espace vectoriél sur R, f une application de H x H

dans R, On dit que f est un produit scalaire si et selement si :

1. Pour tout u,v et we H, N\, aeR
F (A0 + aw) = Af(u,0) + af (u,w).

2. f(u,v) = f(v,u) (symetrique).
3. flu,u) >0etf(u,u) =0<=u=0 Yue H (Définie positive).

Le produit scalaire sera noté (-, -)

Définition 1.2. Soit H un espace vectoriel et (-, ) un produit scalaire défini de H x H
dans R.

On appelle espace préhilbertien tout couple (H, (-, ).



1.1 Espace de Hilbert 6

Théoréme 1.1. "L’%inégalité de Cauchy-Shwartz"

Soit H un espace préhilbertien,alors :

[NIE
N|=

| (u,v) |< (u,u)2(v,v)2 Yu,ve H (1.1)

Théoréme 1.2. Soit H un espace préhilbertien, ’application

Il : H—R*
(1.2)
= |z|| =V (z,2)

est une norme sur H.

Définition 1.3. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit

scalaire (-,-) et complet pour la norme associée au produit scalaire

Dans toute la suit H désigne un espace de Hilbert.
Exemple :

Soit 2 un ouvert de R™, y1 une mesure positive sur R”, et
L*(Q,dy) = {f Q—C mesurable//|f2|du < oo}
Q

muni du produit scalaire (u,v) fQ du est un espace de Hilbert.

On particulier si p est la mesure de comptage on obtient ’espace

I? = {x = (x,) C R, Z\xf < oo}

i=1

muni du produit scalaire (z,,y,) = Z x;.y; est un espace de Hilbert.
i=1

1.1.1 Orthogonalité

Définition 1.4. Soient z,y € H et A, B C H. on dit que
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1. z Ly,si(z,y)=0.
2. x 1 Asi(z,y) =0, Yye A
3. Al B,si(x,y) =0, Vre A VyeB.

Proposition 1.1. Soit A un sous espace véctoriel fermé d’ un espace de Hilbert H

on a

Ad At =H

1.1.2 Base orthonormal

Définition 1.5. Soit (e;);>0 une suite d’element de H, on dit que la famille (e;) ;>0

est orthonormé si et selement st Vn,m € N

(ena em) = oo 7& " (13)
1 n=m.

Exemple :

La suite des éléments

k—1
——
ek:(07"'70a1707”')7 k:1727

est orthonormée dans [°.

1.1.3 Théoréme de Projection

Théoréme 1.3. [3/"Projection sur un convexe fermé"
Soit K C H un convexe fermé non vide. alors pour tout f € H,il existe u € K

unique telque :

If = ull = minf}f v (1.4)
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De plus u est caractérisé par la propriété :
veK (f—u,v—u)<0 Ywe K

On note uw = Pk f, Alors Uapplication Pk : H — K est bien définie. De plus el

vérifie les propriétées suivantes .

Proposition 1.2. Sous les hypothese du Théoréme de projection on a :

1Pfi = Pefell < |lfi = foll Vi, f2eH

Autrement dit Py, est 1-lipschizienne.

Proposition 1.3. Soit M C H un sous-espace vectoriél fermé, soit f € H alors

u = Py [ est caractérisé par :

ue M
(f—u,v)=0 YoveM
De plus Py est un opérateur linéaire.

Théoréme 1.4. "Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet" Etant donné p € H'

il existe f € H unique tel que :
(p,v) = (f,v), YveH

De plus on a

1Al =l [l

Ot on a noté par H' le dual topologique de H et (-,-) le crochet de dualitée

Nous présentons dans la suite quellque resultat qui généralise le Théoréme 1.4
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1.1.4 Théoréme de Stampacchia

Définition 1.6. On dit qu’une forme bilinéaire a(u,v) : H x H — R est :

1. continue s’il existe une constante C tellque :
| a(u, v) |< Cllull.[|v]]
2. coercive s’il existe une constante o > 0 telle que :
a(v,v) > o]

Théoréme 1.5. [3]/ Considérons a : H x H — R une forme bilinéaire continue et
coercive, soit K un convexe non vide fermé de H. Pour toute o € H il existe u € H

unique vérifiant :
a(lu,v—u) > plv—u) YwekK (1.5)

Si de plus a est symétrique alors u est caractérisé par

Vo e K et %a(u, u) —(u) = {)Iéi}l{l(%a(u,v) —¢(u)) (1.6)

Preuve

Avant d’antamé la démonstration de ce théoréme,on rappélle un Théoréme dont role

sera crucial dans la suite.

Théoréme 1.6. "Théoréme de point fize de Banach"
Soit X un espace métrique complet et soit S : X — X une application telle que :
dk <1 telque :

d(Sy,, Suy) < kd(v1,v2) Yui,v € X

Alors S admet un point fize unique,u = S(u)

Revenant a la demonstraion promise, soit ¢ € H’ par le théoréme de Riesz-
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Fréchet :
Afe Hopw) =(f,v) Yve H

Pour chaque u € H fixé, I'application v — a(u, v) est un élément de H " en utilisant
le théoréme de Riesz-Fréchet, une autre fois, il existe un unique élément noté A(u) €
H tel que :

a(u,v) = (A(u),v) Yve H

En utilisant I'unicité de Au, on montre facilement que A est un opérateur linéaire de
H dans H. De plus,

(Au,uy  =alu,u) >allul? (1.7)
| Au ||* = (Au, Au) = a(u, Au) < C'|| u ||| Au || (1.8)
donc
| Au < C [l u | (1.9)
(Au,u) > o[ u |? (1.10)

En effet D’aprés ce qui précedent :
u e K,V € K,a(u,v —u) > ¢(v —u)

— Jue K,V e K, (Au,v—u) > (f,v—u)
< dlue K,Yve K,VNp >0, (pf — pAu+u—u,v—u) <0

Par la caractirisation de la projection, on aura

<~ Jlue K,Vp > 0,u= FP(pf — pAu + u)
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Pour tout v € K, on pose S(v) = Py(pf — pAv + v).
Montrons que si p > 0 est convenablement choisi, alors S est une contraction, il existe
k <1 tel que :

Vor,ve € K, || S(v1) = S(va) [[S k[ o1 — v ||

En effet, La projection sur un convexe fermé est 1-Lipschitzienne donc,
I S(v1) = S(v2) Pl pA(v1) = pA(v2) = (1 = v2) ||
et donc

| S(v1) = S(w2) [IP < p* || A(vy — v2) [|P 4 || v1 — w2 ||” =2(pA(v1 — v2),v1 — v2)
< (1+cp® = 2ap) || vr — vz |7

SkQ H’Ul—UQ ||2

Choisissons p de sorte que k% = 1+ ¢?p? — 2ap < 1 (prendre 0 < p < 2%).on déduit
que S est contractante sur le sous ensemble complet K, le théoréme de point fixe de
banach affirme ’existence et 'unicité de u.
Supposons maintenant que a symétrique, alors a un produit scalaire sur H
En utilise le théroréme de représentation de Riesz , on sait qu’il existe un unique
g € H tel que :

o) =alg,v) YveH

alg—u,v—u) <0 YvekK

et par conséquent u = Py(g), projection dans (H,a). La premiére assertion du théo-

réeme de la projection donne alors :

N
N|=

a(g —u, g —u) ={)rg;ga(g—v;g—v)
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ou encore

a(g, g) — 2a(g,u) + a(u, u) = min(a(g, g) — 2a(g, v) + a(v,v)),

c’est-a-dire . .
5w u) —p(u) = min(sa(v,v) —p(v)) Yvek

Théoréme 1.7. [3], [5]"Théoréeme de Laz-Milgram"
Sotent H un espace de Hilbert, a une forme bilinéaire, continue et coercive sur H et
[ une forme linéaire continue sur H.

Alors, il existe un unique élément u de H solution du probléme
l(v) = a(u;v), Vve H.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

Yoe K et %a(u, u) — ¢(u) = min (%a(v,v) - gp(u))

veK

Preuve

On prent K = H dans le Théoréme 1.1.4

Théoréme 1.8. [5/"Théoréme de Stampacchia version non linéaire”
Soit H un espace de Hilbert .soit a : H x H — R une forme continue linéaire par

rapport a la deuxieme variable tel que
1. | a(uy,v) — a(ug,v) |< Bllur — usll||v|l, Yui,us,ve H
2. aluy,uy — us) — alug, uy — ug) > Clluy — us||?,  Vuy,us € H

alors pour tout ¢ € H' il existe unique u € H tel que a(u,v) = ¢(v),Yv € H
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1.2 Espace de Sobolev

Le rappelle des deux inégalités suivantes est du a leur infleunce sur la demons-

tration de certaines inégalités qui serent ennoncé ulterierement

Théoréme 1.9. "Inégalité de Young"
Soient a,b deux réelles strictement positive et p,q > 1,
tel que % + % = 1,alors

a? be

ab< —+ —

p q
Théoréme 1.10. [3/"Inégalité de Holder"
VfeLr(Q),Vg € LYQ), 5+, =1
Alors :f.g € L'(Q)

I fg @<l fllzr@) - | 9 2o

Aprés ce bréf préambule nous rappelons la définition et quellque resultat nécés-

saire des espaces de Sobolev.

Définition 1.7. [7] Soient Q un ouvert de R™ et 1 < i < n,une fonction u € L}, ()
a une i-éme dériée faible dans L}, (Q) s’ existe f; € L}, (Q), telle que pour tout
p € CX(Q) on ait

[ u@ipta) do == [ fi@yota) da

Cela revient a dire que la i-eme dérivée au sens des distributions de u apprtient a
Lioe(€2)

loc
Si f; est donnée par la relation ci-dessus,on posera

ou
&;u = = Ji
Lorseque o« € N jon note | oo |= g +ag+ -+ + o, la longuer de o et on note
0% = Ot -vvvve e 0% dans la suite 0“u designe la dérivée faible d’une fonction
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Définition 1.8. Pour 1 < p < oo, l’espace de Sobolev WP () est definie par :
WP = {u e LP(Q)/VNa € N",| a |< m,0% € LP(Q)}.

L’espace LP(2) étant muni de la norme || u || zo@)=| v ||,
(ou pour 1 < p < 00, on note || u ||7,q)= Jo [ u(z) [P dx)

On muni ’espace de Sobolev WP () de la norme

3 =

Il llnp=1 @ llwmn@=l @ lmp@= | D I 0%

laf<m

1.2.1 L’espace de Sobolev W!r(Q)

Soit €2 un ouvert borné ou non et soit p € R avec 1 < p < 00

Définition 1.9. [3/ L’espace de Sobolev WP(Q) est définie par :

Wwhr — {u € LP(Q);3g1,- -+ ,gn € LP(Q) telque : / u@gp
Q

ox; :_/ng Vo € C°(Q) vZZl---n}

On pose
HY(Q) = WH3(Q)
Proposition 1.4. L’espase W?(Q) est un espace de :
1. Banach pour 1 < p < o0
2. Réflexif pour 1 < p < o0
3. Séparable pour 1 < p < oo

En particulier, L’espace H' est un espace de Hilbert, pour le produit scalaire

(u,v) = /Q VuVo.
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Théoréme 1.11. [7/"Frédrichs”
Soit u € WHP(Q) avec 1 < p < oo Alors il existe une suite(u,) de C>(R™) telle que :

Uplo — u  dans LP(Q)
Viplw — Vuly dans LP(w) pourtout w CC §)

La notion w CC ) signifie que w est un ouvert telque w C € et w est un compact.

Proposition 1.5. [3] soit u € LP(Q) avec 1 < p < oo les proposition suivantes sont

equivalentes
1. ue Wh(Q)
2. 3020,tq:|fgug—i|§0||gp||mr Voe C*(Q) Vi=1-n
3. 3C > 0,Yw CC OV htq:| h|<dist(w,C) on a:|| mu—u ||<C| k|
de plus,on peut prendre C' =|| Vu ||rqydans 1 et 2

1.2.2 L’espace W,”(Q)

Définition 1.10. Soit ) un ouvert de R™ et soit p € R avec 1 < p < o0o,l’espace de
Sobolev W, est définie par :

Wy (Q) = {ue W (Q)/u=0 sur 9Q au sens des traces}
En particulier pour p = 2 on note
W2 (Q) = Hy(Q)

Qu’est un espace de Hilbert

1.2.3 Inégalité de Sobolev

Théoréme 1.12. /3], [7]"Sobolev, Gagliardo, Nirenberg"

Soit Q C R™, soit 1 < p < n, on definit p* = 2 ou de fagcon équivalente par

n—p
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alors :

=
*
SRl
|
3=

WhP(R") C LP"(R")

De plus, il existe une constante C' = C(p,n) telle que :

I o @< C Nl Voo Y € W)

1.2.4 Inégalité de Poincaré

Théoréme 1.13. soit Q un ouvert borné be R™. Alors il existe une constante C' (2, p) >
0 tel que :
| u o< C || Vu |y Yu € WyP(Q)

Corollaire 1.1. Soit Q un ouvert borné.

Alors || w [lyie(q) est equivalente a || V|| Lr(q).-

Preuve

C’est une application directe du théoréme d’isomorphisme de Banach.

1.2.5 Injections Sobolev

Théoréme 1.14. [3] soit 1 <p < oo on a :
1.1<p<n alorsW(Q)C L' (Q) ou L =
2.p=n alors WHP(Q) C LY(Q2)  Vq € [p, +o0]
3. p>n alors WP (Q) C L>(Q)

avec injections continues

De plus, sip > N on a pour tout u € WP(Q)

| u(e) —u(y) S Cllullwire|z—y|*  ppVr,ye

avec @ =1 — % et C' une constante qui dépend de p, N et ) En particulier,

Wie(Q) ¢ C(Q)
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Théoréme 1.15. [3/, [7]"Rellich-Kondrachov"
On suppose que 2 un ouvert borné de classe C*, on a :

1. si p<n  alors W(Q) C LYQ) Vg € [1,p*] ou # -

D=
3=

2.8t p=N alors WY(Q)C LIYQ) Vg € [1,+o0|
8. si >N  alors WW(Q)cC C(Q)

avec injections compactes

1.2.6 L’espace Dual de WW,”(Q)

Définition 1.11. /3] On désigne par Wo_l’p/(Q) Vespace dual de W, (Q),1 < p < oo
et par H1(Q) le dual de Hy(Q)

Remarques 1.1. On identifie L*(Q) et son dual ,mais on’édentifie par Hg () et son
dual.On a le schéma suivant :

Hy(Q) c L*(Q) c H(Q)

avec injections continues et denses.

Vu le lien entre les espaces de Sobolev et les espaces de Lebsegue entien a ennoncé

deux Théorémes qui aurons une place non négligable dans les chapitres suivant.

1.3 Quellque resultat de la théorie de mesure

Théoréme 1.16. [3/"Théoréme de la convergence dominé de Lebesgue”

Soit (fn)n>0 une suite de fonction de L'.on suppose que

1. f,—f pp dans

2. il exist une fonction g € L' telle que pour chaque n, | fn(x) |< g(x) p.p sur
Alors fe L' et || f, — fllpn — 0



1.3 Quellque resultat de la théorie de mesure 18

Lemme 1.1. [3/"Lemme de Fatou"
Soit (f)n une suite de fonction de L' telle que

1. pour chaque n, f,(x) >0 p.p sur Q

2. sup [, fo < 00

Pour chaque x € Q on pose f(x) = lim inf f,(z)
n—oo
Alors f € L' et

fdxr < liminf/ fulz)dz
Q

Q n—-ao0

A la fin de ce chapitre et, comme le context le nécéssite, on ennonce un opérateur
et deux fonctions de valeur singulier qui sont la fonction de carathédory, 'opérateur

de superposition de Nemitski et la fonction de trancature.
Définition 1.12. "Une fonction Carathésdory”
Soit une fonction f: Q x R — R est dite carathésdory :
1. - — f(-,y) est mesurable par rapport a la premier variable.
2. - — f(t,-) est continue par rapport a la deuziéme variable.
Théoréme 1.17. [5/"Théoréeme de Nemitski"

soit p,q > 1,s0it f(t,z) : Q@ x R — R est une fonction Carathédory,telle qu’il existe

une fonction positive a € L1(Q) et une constante b > 0 de sort que
[f(@. )] < ala) + o],

Alors lopérateur
& LP(Q) — LYQ)

1.11)
u(z) = f(z, u(z)) (

est continue.
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Définition 1.13. "Fonction de Troncature”

Soit k > 0,0on definie les fonctions de troncature Ty, et Gy pour la maniére suivant

—k, s<-—k
Th=< s, |sI<k (1.12)
k, s>k

et
Gr(s) = s —Tx(s)

les fonctions T}, et Gy vérifiant les propriétées suivantes :



Chapitre 2
Théorie Spectrale

Le long de ce chapitre certaines démonstrastions sont exclu on référe a [3], [2], [§]

pour plus de détails.

2.1 Théorie des opérateurs

2.1.1 Opérateur linéaire borné

Soient E et F deux espaces de Banach.

Définition 2.1. /2] Soit T : E — F un opérateur linéaire,on dit que T est borné?
s’il existe C' > 0 telle que :

| Tflr<C | fllg, VfeE.

Remarques 2.1. L’espace de ces opérateur sera noté L(E,F) dans le cas ot F =
Eil sera noté L(E) au lieu de L(E, E).

Exemple :
On définit Uopérateur T sur E, E = C([0,1]) par :

1. Dans le cas linéaire la continuité et la bornétude coinsident
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Tu(x) = /Ox f(t)u(t)dt

Ou f(t) est une fonction continue sur [0, 1].

T est un opérateur borné.

2.1.2 Opérateur compact

Soient E et F deux espaces de Banach.

Définition 2.2. [2] On dit qu’un opérateur T € L(E,F) est compact si T(Bg) est

ralativement compact pour la topologie forte de f.

Tout opérateur continue de rang fini est compact.

2.1.3 Opérateur adjoint

Soient H un espace de Hilbert et T' € L(H).
Identifiant H' et H on peut considérer si T* € L(H).

Définition 2.3. [2] On dit qu’un opérateur T* € L(H) adjoint de l'opérateur T si :
(Tu,vy = (u, T*v) Yu,v € H

Exemple :
Posons K = [0, 1] x [0, 1], On définit 'opérateur T de E dans E, avec E = L*(Q, C)

par :

T
Tu(x) = / k(x,t)u(t)dt
0
Opérateur intégral a noyau continue.

k(z,t) € C(K,C).

L’opérateur adjoint de T est T*u(z) = [ k(z, t)u(t)dt



2.2 Théorie spectral 22

2.1.4 Opérateur Auto-adjoint

Soit H un espace de Hilbert.

Définition 2.4. [3/, [2] On dit qu’un operateur T' € L(H) est autouadjoint si T* =T
c’ést-a-dire
(Tu,v) = (u, Tv) Vu,v € H

Exemple :

Le méme exemple cité précédement si on prend k(z,t) = k(z,t) opérateur T devient

auto-adjoint.

2.2 Théorie spectral

2.2.1 Spectre d’un opérateur

Définition 2.5. Soit T' € L(FE)

1. L’ensemble des scalaire X pour lequelle l'opérateur I — AT est inversible s’appelle

la résolvant,noté par :
p(T) ={\ € C; (T — ) est inversible de E sur E}

Le spectre de lopérateur T noté par o(T') est le complémantaire de [’ensemble
résolvante o(T) = C\p(T)

2. On dite que \ est une valeur propre si
ker(T — XI) # {0}

L’ensemble des valeurs propres est noté par VP(T)
Remarques 2.2. ker(T — \I) est le sous-espace propre assosié a \

Théoréme 2.1. [3] Soit T € L(FE) avec dimE = co.

Si T est un opérateur auto-adjoint compact, alors on a :
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1. VP(T)CR

0€o(T)

a(T)\{0} = VP(T)\{0}

On a eventuellement ['une des situations suivants :
- ou bien o(T) = {0}

- ou bien o(T)\{0} est fini

- ou bien o(T)\{0} est une suite qui tend vers 0.

e e

Lemme 2.1. Soient T un opérateur auto-adjoint compact, soit (A\,)n>1 une suite de

réels tous distincts telle que

Ap — A
et
A € o(T)\{0} Vn

Alors A =10

Par conséquent, tous les points de o(T)\{0} sont isolés

2.2.2 Théoréme Spectrale

Théoréme 2.2. [5] Soit H un espace de Hilbert séparable, soit T un opérateur linéaire
autoadjoint compact. alors H posséde une base orthonormale de vecteurs propres de
T. De plus, la suite des valeurs propres correspondant A, est telle que \,, — 0 quand

n—0



Chapitre 3

Probléme d’Ambrosetti-Prodi

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons nous concentrer sur le probléme des valeurs propres

—div(M(x)Vu) = A,  dans €,
u=0, dans 0N.

(3.1)

sous les hypothéses suivantes. {2 est un sous-ensemble borné ouverte régulier de R,
n >3, et M(z) € S,(R), avec des coefficients bornées tel qu’il existe o > 0 satisfai-

sant

M@)éE>al € VEER”

Tout d’abord nous allons étudier 1'existence des valeurs propres et certaines de leur
propriétés de l'opérateur,
L(v) = —div(M(z)Vv).

Plus tard, nous verrons l'application de la théorie spectrale & des équations semi-
linéaires.

On présentera un résultat célébre conu sous 'appellation probléme d’Ambrosetti-
Prodi.
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3.2 Les valeurs propres des opérateurs linéaires el-
liptiques

Théoréme 3.1. [5] Il existe une base orthonormée w,, € L*(Q)et une suite de

nombres réels positifs A, tel que :
1. lim M\, =4
m—>—+00

2. Vm € N, w,, est une solution de

—div(M(x)Vu) = \pu,  dans €,
u =0, dansof?

(3.2)

La preuve de ce théoréme est basé sur les propriétés importantes de I'opérateur

T: L*(Q) — L*(Q) (33)
f—u

ou u € H}(Q) est solution de :
—div(M(z)Vu) = f (3.4)

Lemme 3.1. Soit l'opérateur T définie par (3.3). Alors T est auto-adjoints compact.

Preuve
La preuve se divise en deux etapes
Etape 1
Montrons que T est auto-adjoint
le fait que T est bien définie et linéaire est une consequence du Théoréme de Lax-
Milgram, il rest a montrer que T est auto-adjoint. Posons U = T'(u) et V = T'(v)

alors

/Q M(z)VU.V¢ = /Q up Vo € HY(Q) (3.5)
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et
/M(:E)VV.ng:/vgb Vo € Hy(Q) (3.6)
Q Q

Choisissons ¢ = V' dans (3.5) et ¢ = U dans (3.6). La symétrie de M implique que
/ uV = / U
Q Q

(T(u),v) = (u, T(v)) Yu,v € L*(Q).

C’est-a-dire

Etape 2
Montrons que T est compact.
Si T(f) = u, u est une solution de [, M(x)Vu.Vv = [, fv

Donc
a | Vu |[F2q< /QM(CU)VU-VU = /qu <[ fllezoll w2 < C N f 2@l Vi [lr2@

en utilisant Uellipticité de M sur le premier membre, et les inégalités de Holder et de
Poincaré sur le second ;

On abouti a :

2lQ

1T < — Il Vf € L)

Comme l'injection de H} () dans L?(f2) est compact,

Alors T T'est aussi. Revenons au essentielle, prouvons maintenant le théoréme (2.2).
Preuve

En utilisant le Lemme (3.1), on peut appliquer le théoréme spectral a 'opérateur T

deéfini par (3.4). 1l existe donc une base w,, orthonormé de L*(2),avec

[ 1w =
Q
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et une suite p, telle que : lim pu, = 0 avec T'(w,) = p,wy,, ce qui veut dire que :
n—>-+4o0o

1

/ M(z)Vw, V¢ = / w,d Vo € Hy ()
0 0

n

Définition 3.1. Par les méme notations du théoréme précédent,on dira que {\p, }men
est l’ensemble des valeurs propres de L(v) = —div(M (x)Vv) cela signifie que {ﬁ}meN

est l’ensemble des valeurs propres de

T: L*(Q) — L*(Q) 57)
f—u

Dans tout ce qui suit on ne s’intéressent qu’a \p,la premiere valeur propre de L(v) =
—div(M(z)Vv) ;

Soit :
M (z)Vv.Vo

Jov?
Théoréme 3.2. /5] Soit N\ la plus petite valeur propre de L(v) = —div(M (z)Vv) ;
Alors :

A(’U) _ fQ

A1 = min A(v)
veH (D)

De plus, chaque fonction u qui minimise A est une fonction propre de L qui corres-
pond @ M.

En effet, soit u une fonction propre associée a\,
—div(M(x)Vu) = \u

Donc :

En pend u comme fonction test
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Donc

Remarques 3.1. L’inégalité de Poincaré, pour p =2 se lit : 3C' = C(QQ) telleque
1 1
iz < IVullrage) v e Ho(Q)

Remarques 3.2. Le théoréme (3.2) nous permet de dire que la plus petite va-
leur propre de lopérateur L(v) = —Av est égale a la racine carrée de la meilleure

constante dans [inégalité de Poincaré.

En effet
/M(x)VuVu-)\l/UQ
Q Q

Par 'inégalité de poincaré et Uellipticité de M dans le premier membre, on obtient

[u o< VAL Ve
Avant d’aborder la démonstration du théoréme(3.1), prouvons le lemme suivant.

Lemme 3.2. A(v) admet un minimum sur H}(Q)

Preuve
Tout d’abord, nous observons que A est borné inferieurment, soit (v,),>o une suite
minimisante de A, telle que A(v,) — inf A, quand n — oo.
Posons

Un
Zy = —————

||Un||H3(Q)

Alors :

l2nllmpo) =1

il existe donc une sous suite, qu’on notera z, telle que z, — z dans H}(Q) et comme

'injection de H} () dans L?*(2) est compact, alors z, —» 2 fortement dans L*(Q)
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Par Tellepticité,
0< /Q M(2)V (20—2).V (20—2) = /Q M(2)V2,.V 22 /Q M (2)V 2.Vt /Q M(2)V2.V>
Donc

/Q M(2)V2,. Yz > 2 /Q M(2)V2p.s /Q M(2)V2.V2 (3.9)

Par le lemme de Fatou on aura

liminf/M(:U)Vzn.Vzn Z/M(x)Vz.Vz (3.9)
Q Q

n—oo

Comme (2,,)nen st une suite minimisante de A, on aura :

M(x)Vzn. Vi, M(2)Vz.V
inf A = lim A(z,) = liminf Jo M(2)V20. V2 > JoM(2)V2.Vz

n—s00 n—s00 fQ 22 fQ 22

= A(z)

ol nous avons utilisé (3.8) et le fait que z, — z dans L?(Q). par conséquent z est un
minimum de A. 11 suffit de vérifier que z # 0.
Comme (z,)n>0 est une suite minimisante de A, A(z,) est une suite bornée,donc il

existe une constante positive C tel que

/M(x)Vzn.Vzn SC’/Z2
Q Q

&/\Vzn\2§0/22
Q Q

C
1= ||Zn||%2(sz) + ||V2n||%2(9) <(1+ E)||2n||%2(9)

par l'ellipticité de M on a

Cela implique que

Par passage a la limite quand n — oo on a ||2|/z2(q) > 0. Nous pouvons maintenant
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démontrer le théoreme 13

Preuve

Soit u € H}(Q) un minimum de A, c’est-a-dire A(u) = inf A.

En utilisant le lemme précédent, la fonction g(t) = A(u+tw), on w € H} (), atteint

son minimum en 0. comme g est differentiable, g’ (0) = 0, Ce que ce traduit :

ww = (inf A) / ww

Q

En d’autres termes, si u € H}(£2) est un minimum de A, alors u est une fonction
propre de L(v) = —div(M(z)Vv) et

/QM(I)VU.VZU =

Jo M (2)Vu.Vu

fﬂ u?

inf A=

est la valeur propre correspondante.
Montrons que inf A = \;. comme \; est la plus petite valeur propre de L(v) =
—div(M(x)Vv), on a

A <inf A

Montrons 'inégalité inverse, soit w; une fonction propre correspondant & A;, nous

avons
/M(:C)le.Vv = Al/wlv, Vv € Hy(Q) (3.10)
Q Q

Posons v = w; dans (3.10),on obtient

Jo M (z)Vu.Vu - Jo M (2)Vw, . Vuwy

inf A = inf
" " fQU2 B fﬂw%

= A

D’ou Iégalité proposé

Corollaire 3.1. Toute fonction propre w de L(v) = —div(M(z)Vv) qui correspond

a A1 est de signe constant sur )
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Preuve

Soit w une fonction propre associé a Ay, on a :

/M(:I:)V@U.Vv = Al/wv Yo € Hy(9Q)
Q Q

Posons v =w on a

Jo M (2)Vwi Vwi

METTT W

(3.11)

Donc, wi est un minimum pour A. D’apres le théoreme (3.2), wi est une fonction
propre de L(v) = —div(M (x)Vv) associe a ;.

Remarques 3.3. Si A\ est la plus petite valeur propre de L(v) alors Ay > 0.

En effet (3.11) on a
Jo M (2)Vwi Vwi

Jo(wi")?

Ainsi, en utilisant le principe de maximum Ay > 0

A=

> 0,

Théoréme 3.3. [5] Soit u une fonction propre de L(v) = —div(M(x)Vv) associée

a une valeur propre X. alors u est bornée et ’estimation suivante est vérifiée
N
[ull oo (@) < Clea, N)AZ [|ul| 1o

Avant d’aborder la démonstration du théoréme précédament cité, on enoncera un

lemme qui va nou étre utile dans la suite

Lemme 3.3. Soit f € L'(2), on pose g(k) = [,|Gr(f)|. Alors g(k) est différentiable
p.p, et g'(k) = —mes(Ax), avec Ay, = {|f] > k}

Revenons a la démonstration du théoréme 3.3

Preuve
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choisissons G (u) = v — Ti(u) comme une fonction test

a [ |VGru)|*< M(z)Vu.Vu = /\/ uGr(u)

ot Ay, = {| u |> k} est le support de Gy(u) par lellipticité de M. Evaluons main-

tenant le second membre comme u© = u — k + k, nous obtenons, par l'inégalité de
Young

A fquGr(u) <X |Gk(u)|2+)\/ k|Gr(u)]

(3.12)
Ay, Ay,
A
<A |G P+ [ ] |Gr(u)] + E*mes(AL)] (3.13)
Ay, 2 A
A 9 o A
=3= [ |Gr(u)|* + k*=mes(Ay) (3.14)
2 Ja, 2
Nous avons donc prouvé que
2 A 2 2 A
a [ |[VGr(u)|” <3= | |Gr(u)|” + kE*zmes(Ay) (3.15)

Evaluons [, |Gy(u)|* par Holder on aurra

s[[ |Gew))z < s

G|z mes(Ay)~
A A (3.16)

<[ IVGe(w)]2 mes(Ay)™

Ag
L’inégalité (3.15) implique que
2 3A 2 2 2 A
a [ |[VGi(u)|* < —mes(Ag) Y | |[VGi(u)|* + k*=mes(Ay) (3.17)
Ar 252 Ar 2
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Considérons maintenant k > kg, ot kg = ko(\) sachons que
2
a > ﬁmes(AkO)N (3.18)

Notons que komes(Ag,) < ||ul|11(q). Par conséquent, dans la suite nous considérerons

Z|w

||U||L1(Q)

kaoz[sw

S2a

De cette fagon

a | |VGr(u)]* < k*Ames(Ay)

Apg

Les estimations (3.18) et (3.20) méne a

z|~

«

[ Ak|Gk<u>|2]é < [Am—(f‘”} mes(Ay)

Par l'inégalité de Holder sur le premier membre on a

N

|Gk<u>|é{ |Gk<u>|2} mes(A)? < mes(Ag) N k(%) 2\

Ag Ay

Posons
o) = [ [Gulul.
A
En utilisant le lemme(3.3) I'estimation (3.22) est équivalente a

!’ 1

Sazg(k) < [—g (k)] ¥ kA2

Ce qui implique :

’ N

J (k>g(k)71\’i+l/\ﬁ < _kiNL“(SOé%)NH

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)
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Intégrons sur (ko, k) on aura

g(K) ¥ < g(ko) ™1 + (Sau2) M1 \TZVD [k — ] (3.24)

Remarquons que

Alors

_1 — 1 N __ N 1 1
g(k)N+1 < HuHﬁE) + (Sa2)NHTI A 20D [k N W]
pour k = k avec :

1 N 1

- 1 N _N 1
k= [lull gy (Sa2) NATA2NFD o NV (3.25)

Le second membre est égal & zéro. Ainsi g(k) =0, si k > k. Observons que k> k.

En utilisant (3.19) on arrive a
~ N
k< Cla, N)AZ [Jull L@

Donc
N
]|z ) < Cla, N)AZ [|ul| 1o

D’ou l'inégalité proposé.

3.3 Applications a des equations semi-linéaire

Dans cette section, en utilisant les résultats déja obtenu dans la section précédente
nous allons étudier des équations elliptiques semi-linéaires. Plus précisément, nous

considérons le probléme

—div(M(x)Vu) = g(u) + f, inQ,

(3.26)
u =0, in 02
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Notre objectif sera de comprendre la structuce de I’ensemble de solution du probléme
3.26, pour une classe de nonlinéairité g. Plus précisément nous avons le résultat

suivant

Théoréme 3.4. [5] Soit g : R — R une fonction b-Lipschizienne et g(0) = 0. On
Suppose que

lim 9(s) = a, lim 9(s) =b, a<A <b<\, (3.27)
s——0o0 S s—+oo 8
ol Ay et Ay sont les deux premieres valeurs propres de L(v) = —div(M (x)Vwv). Alors,

pour chaque f € L*(2), il existe t € R tel que :
1. s1 fQ fo1 > t, le probleme 3.26 ne posséde pas de solution ;
2. si fQ fo1 =t, le probléme 3.26 possede une solution unique ;
3. si fﬂ for < t, le probleme 3.26 posséde au moins deuz solutions.
Nous utiliserons le résultat suivant.
Lemme 3.4. [5]/ En gardant les mémes hypothéses sur g du théoréeme (3.4), soit
(tn)nen une suite d’element de L*(Q2) telle que u,, — u dans L*(2), quand n — +o0.
1. sit, — 400, alors g(t;—n“") — but — au™ dans L*(2).

2. sit, — —oo,alors g(t;‘—:n) — au™ —bu~ dans L*(Q).

Preuve
Soit .
—g( nun(x))’ st u, # 0,
pu(z) = {  tntn(7) (3.28)

0, st u, =0

Nous observons que la suite p, est borné, car g est lipschizienne. Par conséquent
pn(tn —u) — 0 dans L?(Q).

1. Supposons que t,, — +00. étudions séparément

Q) ={zreQ:u,(z) <0}
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QO ={z € Q:u,(z) =0}
QO ={z€Q:u,(r) >0}

Soit x € 2 on a

Pn(T)uy(z) = Mun(:v) —au=au" =aut —bu", car u= =0 dans 0}
tntn ()
Soit € QY on a
tTL n
pn(T)un(z) = ggnuu—n((;)))un(x) —0
Soit x € €2 on a
t
pn(x)up(x) = Mun(x) —au=au" =aut —bu", car ut =0 dans Q}
tnty ()
Donc

ot — aut — bu”

On obtient p,u — au™ — bu™ p.p dans Q on a
prtt — aut — bu”

et
o < Cu u € L*(Q)

Donc d’aprés le théoréme de Lebesgue p,u — au™ — bu~ dans L?(Q2) donc
Prlly, — bu™ — au™ dans L?*(Q)
2. Le cas ou t,, — —oo est similaire au cas précédent.
Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 3.4
Preuve
soit 7 une fonction propre de L(v) = —div(M (x)Vv) correspondante a la premiére

valeur propre A;, tel que ||¢1|/z2() = 1. Nous allons prouver que pour chaque s € R
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il existe une solution unique z = z, € H}(Q2) a
/QM((L‘)V(Z + s¢1).Vw = /Qg(z + s¢p1)w + /Q fw, Yw € HLH(Q) (3.29)
La résolution du probléme sur H} () revien a le résoudre sur < ¢, > et < ¢; >+ car
HY(Q) =< ¢ > < ¢y >

Résolution sur < ¢; >+ : On a pour w €< ¢ >+, alors [we¢; =0

/Vgpl.Vw:/\l/gplw:O
0 0

puisque

eth zp1 = 0.

(3.28) — /Q M(2)V2. Y — /Q 9(z + son)w + /Q fu, Ywe H(Q)  (3.30)

Sur < ¢1 >

)\15_/09(2+3§01)901:/Qf§01 (3.31)

On voit facilement que I'existence des solutions au probléme (3.24) est équivaut a
I'existence de z et s.

Etape 1 :Soit s € R;montrons que(3.29)admet une solution en précedant sur cette
etape par le Théoréme 6. vérifions ses hypothéses,

On définie

o) = [ M@Tev0— [ g+ s

Soit w €< ¢y >T tel que [, we; = 0.

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz et le faite que g est Lipschitzienne ,alors :

a1, w) = a(ihy, w)| < bVl L2 V(1 = 2)l 220
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De plus, il est facile de voir que

a(thr, 1 — o) — a(the, 1 — o) > /M V(1 = 12). V(P — 1h2) —b/|¢1 sl

D’aprés le théoréme (3.2) et Dellipticité M on déduit que

a(ir, Y1 — P2) — a(te, by —1b2) > (1 — 62)04||V(¢1 — )1 22(y

On peut alors utiliser le Théoréme (1.8) pour deduire que pour chaque s € R il existe
une solution unique z; & un probléme (3.29)

Etape 2 Posons :

h(s) = A\is — /Qg(zs + s¢1)p1 (3.32)

prouvons que h est une fonction continue. De toute évidence, il suffit de prouver que
le second terme de cette fonction est continue de R dans R.
Pour ce la,soit (s,) une suite réelle. De ce qui précede il existe une suite de solution

aux problémes (3.29) uniformément bornée dans H}(€2).

En effet :
/ M(‘/L‘)VZSn'V'ZSn = / g(ZSn + Sncpl)zsn + / fzSﬂ’
Q Q Q

Par multiplications et divisions par z;, + s,¢1 sur le second membre coté et par les

hypothéses de limite g, nous avons

[ M@V, V2, <0 [ 2 41wl o
Q Q

D’aprés le théoreme (3.3) et 'ellipticité de M nous avons

b
a(l - E)HWSHH%Q(Q) < 1l llZsnll 2

Par l'inégalité de Poincaré, on deduit que la suite z,, est bornée dans H}(2) alors il
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exist une sous suite zy qui converge fortemenet vers w dans L3(Q).
n

Supposons que s, — sg quand n — co.La continuité de g implique que :

9(zs, + snp1) = glw + sp1)

Dans L*(Q).
Nous devons prouver que w = z,,,Supposons que, w est une solution au probléme

correspondant & sg. En passant a la limite dans

[ 3@ 50 = [ gteu, +supv+ [ o v [ ve=0

on aurra

lLM@MV¢=Aﬂw+%%W+[#%

A partir de I'étape 1 il existe une solution unique au probléme —div(M (z)Vz,) =
9(zs, + So1) + f et donc nécessairement w = z,,. Par conséquent,il existe une sous
suite s, tq :

/ g(ZSn + Sngpl)gpl — / g(zso + 50901)901
Q Q

Argumant par contradiction, il est facile de voir que

/ g(ZSn + Sn@l)gpl — / g<Zso + 30901%01
Q Q

et non seulement une sous suite. Cela implique que h est une fonction continue.
Etape 3 : Prouvons que
h(s) h(s)

lim —2 =X\ —b, lim —2 =)\ —a
s—+oo 8 s——0o0 8

©1-

h(s) A _/ gls(% + 1]

S S

il suffit d’étudier le dernier terme. On remarque que z est uniformément bornée dans



3.3 Applications a des equations semi-linéaire 40

H}(92) comme nous Pavons déja fait a 'étape précédente. par conséquent Z — O dans

H} () quand s — oco.posons v, = Z 4 (] NOUS aAVONs qUe Vs —>5 00 (1 dans L3(9).

1. Supposons que s — +o00. D’aprés le lemme 5, nous avons

glsva) _, boi — apy
S

dans L?(Q).comme ¢, est positive

/Q[S(Z_;: <P1)]S01 b

2. De la méme maniére, on peut étudier le cas s - —o0

Etap 4 : Probleme (3.21) est équivalent & h(s) = [, fe1. Pour
AM—b<0< A —a

en utilisant le résultat de ’étape précédente, on peut dire que h a un maximum. Par

conséquent
L. si [, fe1 < maxg h, le probleme (3.18) admet au moins deux solutions
2. si [, fe1 = maxg h, le probléme (3.18) admet au moins un solution
3. si fﬂ fo1 > maxg h, le probléme (3.18) n’admet pas aucun solution
est par suit nous avons démontrer le résultat présédente.

Corollaire 3.2. soit g : R — R une fonction continue b-Lipschitz de telle sorte que

g(0) =0 et —g" > 0. on Suppose que

lim @:a, lim@:b, a <A <b< ),
s——00 8§ s—4+00 8§
ol A\ et Ay sont les deux premiéres valeurs propres de L(v) = —div(M (z)Vv). Alors,

pour chaque f € L*(Q), il existe t € R tel que :

1. Si fQ fo1 > t, le probleme 3.26 ne posséde pas de solution ;
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2. 51 fQ fo1 =1, le probleme 3.26 possede une solution unique ;

3. si fQ for < t, le probleme 3.26 posséde exactement deux solutions.
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