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Chapitre 1

Rappel Sur Les Espaces
Topologiques,Métriques, Vectoriels

Normés

Dans ce premier chapitre nous allons rappeler les notions essentielles qui concernent
les Espaces Topologiques , Métriques et Vectoriel Normés ,Nous généraliserons en-
suite les notions étudiées dans les cours de deuxiéme années comme : Les ouverts,
les fermés , voisinages , intérieure ,...etc .

Ces notions représentent un outil important pour I’étude des problémes mathéma-

tiques.

1.1 Espaces Topologiques

Définition 1.1. (Espaces Topologiques) Le couple (E,T) est appelé espace topolo-
gique .

Si les trois axiomes suivants sont satisfaits :

1. Eether



1.1 Espaces Topologiques 4

2. VOl,OQ, e On cT = ﬂﬁz?OZ €T

3. Toute réunion d’éléments de T est un élément de T.
Les élément de T sont appelés les ensemble ouverts de E.
Considéré comme espace topologique, on dit égalment que T définit une topologie

sur F.

Définition 1.1. (ouverts) Soit X un ensemble,une topologie sur X est la donnée

d’une famille O de parties de X, appelées ouverts , vérifiant :

1. ¢ et X sont des ouverts;
2. toute réunion d’ouverts est un ouvert ;

3. une intersection finie d’ouverts est un ouvert;

Autrement dit, O est stable par union quelconque, intersection finie, et contient ¢ et

X. On dit alors que X muni de cette topologie est un espace topologique.

Définition 1.2. (Fermés)
Dans un espace topologique X, On dit que F' C X est fermé si et seulement si
son complémentaire est un ouvert on a donc les propriétés suivants. Par passage au

complémentaire :

e ¢ et X sont des fermés.
e toute intersection de fermés est fermé.

e une union finie de fermé est un fermé.

Définition 1.3. (Voisinages) Soit X un espace topologique et x € X, une partie
V C X est voisinage de x s’il existe un ouvert O tel que x € O C'V .
On note Vx(x) Uensemble des voisinages de x dans X :

V e Vx(x) " signifie "V est un voisinage de x dans X

En particulier :

— X est un voisinage de x;
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— un voisinage de x contient x;
~siVeV(x)etVCW,alors WeV(x);

— une union quelconque de voisinage de x est encore un voisinage de x.

Définition 1.4. (Systéme Fondamental de Voisinage) dans un espace topologique
X, on appelle systeme fondamental de voisinage d’un point x tout ensemble 0 de
voisinage de X (resp A) tels que pour tout voisinage V de X (resp A), il existe un

voisinage w € v tels que w € V.

Définition 1.5. (Intérieur) Soient (E,T) un espace topologique et A une partie de
E.
Lintérieur de A est le plus grand ouvert contenu dans A, on le note A ou IntpA.

Un point X est dit intérieur a A lors que x € A.

Définition 1.6. (L’adhérence) L’adhérence de A est le plus petit fermé contenant
A, on le note A ou AdhgA un point = est dit adhérent a A lors que x € E.

Définition 1.7. (La frontiére) La frontiére de A c’est le complémentaire de [’inté-
rieur de A dans l’adhérence de A, on le note frA = A\A Un point x est dit frontiére
de A lorsque x € frA.

Définition 1.8. (Densité) Soient (E,T) un espace topologique et A une partie de E,
A est dite dense dans E si A= E.

Définition 1.9. (Espace Séparé) un espace topologieque (E,T) est dit séparé lorsque
pour tous points distincts x et y de E, il existe des voisinages disjoints V, et 'V, de

x et y respectivement.

Définition 1.10. (Séparabilité) un espace topologique (E,T) est dit séparable s’il

existe une famille dénombrable d’élément de E dense dans E.

Définition 1.11. (Espaces de Baire)
— un espace de Baire est un espace topologique ot une intersection dénombrable

d’ouverts denses reste dense
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— un espace de Baire est un espace topologique ot tout partie maigre est d’inter-

teur vide

Définition 1.12. (Séquentiellement Compact) est un espace topologique dans lequel

toute suite possede au moins une sous-suite convergente .

Définition 1.13. (Ensemble Maigre) un sous-ensemble de E est maigre si et seule-

ment s’il est réunion dénombrable d’ensembles nulle part denses dans E

1.2 Espaces Métriques

Définition 1.14. (Espaces Métriques) on appelle espace métrique un ensemble E
munt d’une fonction distance, c’est-a-dire d’une application d de E X E dans la
demi-droite Ry = {z;x € R,x > 0} de R, qui au couple (z,y) de E X E, fait
correspondre un nombre d(x,y) = 0, appelé distance de x et y cette distance doit
possede les trois propriétés suivantes :

ed(z,y) =0<=zx=y

o symétrie : d(x,y) = d(y,x)

e inégalité triangulaire : d(z,y) < d(x,z) + d(z,y)

Définition 1.15. (Boules,Sphére)
— On appelle boule ouverte de centre x et de rayon r fini, et on note B(x,r),

Uensemble des y de E tels que d(z,y) <.

~ On appelle boule fermée de centre x et de rayon r fini, et on note By(x,r),

Uensemble des y de E tels que d(xz,r) <r.

— On appelle sphére de centre x et de rayon r, et on note S(x,r), l'ensemble des

y de E tels que d(z,y) = .

Définition 1.16. On dit qu’une partie A d’un espace métrique (E,d) est bornée

s’il existe une boule fermée By(xo,r) contenant A, ie : Jxg € E3Jr > 0,Vx €
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A, d(zg,x) < 7.

Définition 1.17. (Distance entre deux parties ,diamétre) Soit (E,d) un espace mé-
trique et A, B deuz parties non vides de E. On définit :

e la distance entre A et B : d(A, B) = inf{d(a,b)/a € A,b € B}

e le diametre de A : diam(A) = sup{d(a1,as)/a1,as € A},

On a toujours : d(A, A) = 0,d(A, E) = 0.

1.3 Espaces Vectoriels Normés

Définition 1.18. (Espaces Vectoriels Normés) Soit E un espace vectoriel sur le corp
K des nombres réels ou complexes. On appelle norme sur E une application notée
.l : E — R" wvérifiant :

1. positivité : ||z|]| =0 <=2 =0

2. homogénéité : Vo € E ¥\ € K, || \z|| = |A|||z]]

3. inégalité de convexité : ||x + y|| < ||=|| + ||yl

Si seulement si les propriétés 1 et 2 sont vérifiées, mais pas 3 on parle de semi-norme.

un K-espace vectoriel normé est un couple (E,|.||) ou ||.|| est une norme sur E.



Chapitre 2

Compacité ,Connexité ,Connexité par

arc (principaux résultats)

Le deuxiéme chapitre introduit de maniere détaillée les notions de compacité et

connexité. Ce chapitre contient des proprietés trés importantes et des exemples.

2.1 La compacité :

2.1.1 Définitions

Définition 2.1. (recouvrement)
— Soient (E,T) un espace topologique et (A;)ic; une famille de parties de [’en-
semble E. On dit que (A;)ier est un recouvrement de E si|J,c, Ai = E
~ un sous recouvrement est une sous famille (A;)jes, J C I telle que J;c; Aj = E
— On dit que (A;)ier est un recouvrement ouvert de E si chacun des éléments A;

est ouvert.

Définition 2.2. (Borel-Lebesque) Un espace topologique E est dit compact s’il est
séparé et si tout recouvrement ouvert de E admet au moins un sous recouvrement

fini (B =U;e;00) = (3JC1:J fini, E=J,c;0)
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Exemples 2.1.1. 1. R n’est pas compact, car si l’on recouvre par les intervalles

In—1,n+ 1] il est claire qu’un nombre fini de ces intervalles ne peut contenir
tout R .

2. Un ensemble fini est compact . Une partie finie d’un espace topologique séparé

est compacte .

Proposition 2.1. Un espace topologique (E,T) est compact s’il est séparé et si de
toute famille de fermées d’intersection vide on peut extraire une sous famille finie
d’intersection vide .

E est compact <=, Fo =0 = Tig, ..., 1, Ny Foi =0

Preuve 2.1. supposons que E compact donc : V\;,
E:U)\i = Jig..in E:U)\i
Soit (Fy) une famille de fermé
NF.=0 = C((F.=0=E
comme FE est compact , I\, ..., A\,

EIOAZ@CE:E(LJ)W <~ (Z):ﬁFai

i=0 i=1 i=0
et on a :
n
(Fu=0 — Jig, ..rin () Fo, =0
ael a=0
Réciproquement :

N=E

n n
=1

E=Jn . CE=C|JN ,Q):ﬂFaiéﬁFai:(ﬁéE F, =C0=
% % « =1

i=1 7
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Proposition 2.2. La droite R est compacte.

Preuve 2.2. R est en effet homéomorphe a Uintervalle [—1,1].

2.1.2 Propriétés élémentaires

1. Toute partie F' d’un espace compact E est compacte, car les fermés de F' sont

aussi des fermés de E.

2. Toute partie compacte K d’un espace topologique séparé E est fermés. En effet,
soit & un point adhérent & K. Touts les voisinages fermés de x rencontrent K,
et leurs intersections avec K forment une famille de parties fermés de K dont
toute sous famille finie a une intersection non vide. Donc l'intersection de tous
les voisinages fermés de x, qui n’est autre que x, puisque E est séparé rencontre
K .

En d’autres termes, © € K, donc K est fermé .

3. Dans un espace topologique séparé, toute intersection de parties compactes est

compacte, et toute réunion finie de parties compactes est compacte .

2.2 Espaces Localement Compactes

Définition 2.3. Un espace topologique E est dit localement compact sl est séparé,

et si chacun de ses points posséde au moins un voisinage compact.

Exemples 2.2.1. 1. Tout espace compact est localement compact .

2. L’ensemble des rationnels Q, pour sa topologie de sous espace de R n’est pas

localement compact .

3. La droite rélle R et ’espace R™, sont localement compacts .

Proposition 2.3. Tout sous ensemble fermé d’un espace localement compacte est

localement compacte .
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Preuve 2.3. Soient E un espace localement compact, A un sous ensemble fermé de
E . Tout x € A dans E un voisinage compact V' ’ensemble V N A est fermé dans V'
donc est compact, comme c¢’est un voisinage de x dans A ce point a bien dans A un
voisinage compact. Enfin A est séparé puisque il est contenu dans l’espace séparé E

donc il est bien localement compact .

2.3 Parties compacte dans un espace métrique

Définition 2.4. - Propriétés
Soit (E,d) un espace métrique, K C E. On dit que K est compact si :
i) De tout recouvrement de K par des ouverts , on peut extraire un sous recou-

vrement fini;
ii) Toute suite d’éléments de K admet une valeur d’adhérence dans K ;

iii) De toute suite d’éléments de K on peut extraire une sous suite qui converge
dans K .

La propriété i) est appelée axiome de Borel-Lebesque .

Remarques 2.1. Dans le cadre général, la définition est le i), mais on exige parfois
que K soit séparé en plus de satisfaire [’axiome de Borel-Lebesgue .
Dans le cadre métrique, ce n’est pas nécessaire un espace métrique est automatique-

ment SEparé.

Proposition 2.4. Soit K C (E,d) un compact , et (F,), une suite décroissante de
fermés non vides de K, alors (), oy Fn # 0

Preuve 2.4. Par l'absurde si(,cy F = 0, alors il existe ny, ..., n, tels que ﬂ§:1 F,; =
0, or on a supposé Fy O ... D F, D ..., donc ﬂjzl F,; = Fy ou N = max(ny...ns), ce
qui contredit I’hypothese Fy # ().

Proposition 2.5. Un fermé dans un compact est compact.
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2.4 propriétés des fonctions continues sur un com-

pact

Définition 2.5. une partie compacte (un compact) de R™ est une partie fermé et
bornée il existe au moins deux facons de définir un compact dans un espace normé

mais dans RP elle sont équivalentes a celle qu’on donne ici .

Exemple 2.4.1. Dans R un intervalle fermé et dans RP les boules fermés sont des

exemples de compactes .

Théoréme 2.1. soit f : D — RP une fonction continue sur une partie D C RP et

K une partie compacte de RP continue dans D, alors f(K) est une partie compacte

de RP

Corollaire 2.1. une fonction continue sur un compact est bornée et atteint ses bornes
cela signifie que sur un compact K € RP 4l existe au moins un point X,, € K et au

moins un point X € K tels que pour tout X € K on ait :

1 () | < [P ON < 17 (X

Théoréme 2.2. soit f : E — F une application continue entre un espace métrique si
A C E est sequentiellement compact, alors l'image directe f(A) est sequentiellement

compact .

Preuve 2.5. Soit (y,) = (f(z,)) avec x,, € A, une suite dans f(A) comme A est
Sequentiellement compact, (x,), € N admet une sous-suite convergente (z,, ), € N
soit x € A sa limite par continue de f il s’ensuit que limy_,o f(z,,) = f(x), et donc

(Yny )k € N = f(2p, )1 € N est une sous-suite de (yn,) qui converge dans f(A) .

2.4.1 Théoréme Continuité Uniforme

soit F et F' deux espaces métriques, avec E supposé séquentiellement compact,

et soit f : ' — F continue, alors f est uniformément continue;
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Preuve 2.6. par l'absurde si f n’est pas uniformément continue, alors Ve > 0 tels

que pour tout 6 > 0, dx,y € E avec : d(x,y) < 0 et d(f(x), f(y)) = e.

En particulier : c’est vrai pour 6 = % Ainsi 3x,,y, € E avec d(z,y) < % et

d(f(x), f(y)) =€ .

comme E est séquentiellement compact, la suite (x,) admet une sous-suite conver-

gente (x,, ). soit x sa limite, alors (y,, ) tend également vers x comme f est continue

limg oo f(2n,) = f(z) = limg—oo f(Yn,) d’autre part :

d(f(zn,), f(yn,)) = € donc en passant a la limite d(f(z), f(y)) = € > 0 contra-

diction.

Théoréme 2.3. une fonction f continue définie sur un espace topologique compact

a valeur réelles est bornée, et atteint sa borne inférieur et sa borne supérieur .

2.4.2 Théoréme de d’Alembert

tout polynéme non constant, a coefficients complexes, posséde au moins une ra-

cines dans C
Preuve 2.7. on munit C de sa topologie usuelle ,

soit P(2) = ag + a1z + asz® + ... + ap,2"

un polynéme de degré n > 1, a coefficient ar, € C,1 < k <mn,a, #0

st ag = 0,ce polynéme a une racine €vidente z = 0, on suppose donc ag # 0 on
sait que lorsque z € C,|z| — oo, P(z) est équivalent & a,z" il existe donc R > 0

tels que si |z| > R,|P(z)| > |ao| le disque {z € C,|z| < R}est compact,car c’est une

partie fermée et bornée de C. sur ce disque la fonction z — |P(z)| est continue donc
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(théoréme 2.3) atteint son minimum by en un point zy de ce disque .

supposons by # 0. Nous pouvons écrire

P(2) = bo(1 + br(z — 20)F + (2 — 20)*Q(2 — %))

avec 1 < k < n,by #0,Q étant un polynome en (z — zg) identiquement nul si k =n
dont le terme de plus bas degré en z — zy est st k < n de degré supérieur ou égale a
1.
o v b
La continuité de Q) montre qu’il existe p > 0 tels que pour |z—zo| < p, |Q(z—z0| < %
,L'(6+7r)

posons alors by, = |bk|ei9 et donnons a z—zy la valeur z—zg =re™" %, avec0 <r < p

et choisissons de plus r assez petit pour que |by|r® < 1

Nous avons alors :
k k by, k
114+ br(z — 20)" + (2 — 20)"Q(2 — 2z0) < 1—57“ <1

et par suite |P(z)| < |bo|, ce qui est impossible puis que |bo| est le minimum de |P(z)|

2.5 Fonction Continue et Semi-Continue sur un Es-

pace de Baire

Définition 2.6. Soit f un application d’un espace topologique E dans R ou dans R.
On dit que f est semi-continue inférieurement ou point a de E si pour tout b < f(a)
il existe un voisinage U de a tels que, pour tout x € U on ait f(x) > b on dit que f
est semi-continue supérieurement ou point a de E si pour tout ¢ > f(a) il existe un

voisinage V' de a tels que, pour tout x € V on ait f(z) < c.

On dit que [ est semi-continue inférieurement(resp, semi-continue supérieure-
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ment ) si elle l'est en tout point de F

Remarques 2.2. a) continuité et semi-continuité : on voit aisément qu’une
application f : E — R est continue en point a € E si et seulement si elle est &
la fois semi-continue inférieurement et semi-continue supérieurement au point
a

b) changement de signe : l'application [ est semi-continue inférieurement au

point a si et seulement si —f est semi-continue supérieurement en a

Proposition 2.6. une application f d’un espace topologique E dans R semi-continue
inférieurement (resp ,supérieurement) si et seulement si pour tout M € R, f~1(]M, +o0])

est ouvert (resp, f~1(] — oo, M]) est ouvert ) .

Preuve 2.8. supposons [ semi-continue inférieurement et soit M € R la fonction f
est semi-continue inférieurement en tout point a de f~1(]M,o0]), la définition (2.6)
montre alors que f~1(]M, o0]) contient un voisinage de a, donc est lui-méme un voi-
sinage de a ,la partie f~1(JM,o0]) de E étant voisinage de chacun de ses point est

ouvert .
supposons que pour tout M € R, f~1(]M, o)) soit ouvert .

soita € E si f(a) = —oo , il n'existe aucun b strictement inférieur a f(a), et la
définition (2.2) montre que f est semi-continue inférieurement en a supposons donc
f(a) > —oo, et soit b € R vérifiant b < f(a) , d’apres Uhypothese fait f~1(]b, o0]) est
ouvert, c’est donc voisinage de a tels que , pour tout point x de ce voisinage . on ait

f(x) > b on a ainsi prouwvé que f est semi-continue inférieurement en a

le cas d’une fonction semi-continue supérieurement se traite de maniére analogue

Remarques 2.3. pour tout M € R, f~([—o0, M]) est le complémentaire de f~*(]M, o))

on peut donc dire que f est semi-continue inférieurement si et seulement si pour tout
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M e R, f~Y([—oc, M]) est fermé, de méme on peut dire que f est semi-continue su-

périeurement si seulement si pour tout M € R, f~1(]M, o0]) est fermé .

On peut aussi,dans l’énoncé de la proposition (2.6) et dans la présente remarque

, remplacement R par R

Théoréme 2.4. soit E un espace de Baire et f une application semi-continue infé-
rieurement de E dans R . On suppose que l'ensemble {x € E, f(x) < +oo} est non
maigre . Alors il existe un ouvert non vide U de E est un réel fini M tels que pour
toutx € U, f(x) < M

Preuve 2.9. pour tout n € N, F, = f~Y([—oo,n]) est fermé (remarque 2.3). la
réunion de E, qui n’est autre que ’ensemble des points de E ot f prend une valeur
autre que 400 est par hypothése non maigre. l'un des E, est donc d’intérieur non

vide

Corollaire 2.2. les hypothese étant celles du précédant théoreme , on suppose de
plus que Uensemble {x € E : f(x) < 400} a une intersection non maigre avec tout
ouvert non vide de E.c’est notamment le cas lorsque f est a valeur finies .

Alors tout ouvert non vide V de E contient un ouvert non vide U tels que il existe
un réel fini M vérifiant pour tout x € U, f(x) < M

Preuve 2.10. [l suffit de remarque que tout ouvert de E est de Baire et d’applique
le théoreme (2.4)

Remarques 2.4. — a) cas des fonction semi-continue supérieurement :
En remplacement f par —f on obtient aisément un énoncé analogue pour les

fonctions semi-continue supérieurement.

b) cas des fonctions continues :
le théoréme (2.4) , ainsi que ’énoncé analogue relatif aux fonctions semi-
continue supérieurement , s’applique bien entendu tous les deux lorsque la fonc-

tion considére f est continue



2.6 Espace Connexes 17

Corollaire 2.3. Soit E un espace de Baire , et (f;,i € I) une famille (pas nécessai-
rement fini , ni méme dénombrable) d’application semi-continue inférieurement de

E dans R . On a alors Ualternative :

— Ou bien il existe une partie G de E , intersection dénombrable d’ouvert par-
tout dense , donc elle-méme partout dense, telle que, pour tout x € G on ait

super fi(r) = +oo

— Ou bien il existe ouvert non vide U de E et un réel fini M tels que pour tout
x € U,sup;e fz<x> <M

Preuve 2.11. [application sup;c; fi est semi-continue supérieurement.le premier
terme de lalternative correspond ou cas ou v € E, sup,c; fi(z) < +oo est maigre
le second terne au cas ou les hypothése du théoreme (2.4) sont satisfaites il suffit

donc d’appliquer ce théoréme

2.6 Espace Connexes

2.6.1 Définitions

1. Soit E un espace topologique , E est un connexe si pour toute partition de E
par deux ouverts O; ou O, (ie E = O1|J Oy et O1 () Oz = () Op et Oy est égal

a ’ensemble vide

2. Soit E un espace topologique , E est connexe si les seules parties de E ouverts

et fermées a la fois sont E ou ()
Proposition 2.7. Les définitions 1 et 2 sont équivalentes

Preuve 2.12. 1 = 2
Soit A C E, A ouvert et fermé alors E — A est ouvert et fermé et E = A|J(E — A),
ou EE — A et A constituent une partition de E par deur ouverts = E — A ou A est
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vide.

2= 1

Soit Oy et Oy deux ouverts de E , en constituant une partition alors O, est ouvert
et fermé a la fois (car Oy est le complémentaire de O1) = O1 = E ou Oy = & et
Oy = E = 01 ou Oy est égal a ’ensemble vide

Contre Fxemple :

I’espace topologique discret E n’est pas connexe car toute partie de E est a la fois

fermée et ouverte

2.7 Quelques propriétés des connexes

2.7.1 Parties connexes d’un espace topoloqique

a) Adhérence d’une partie connexe : si A est une partie connexe de 'espace
topologique E , toute partie B de E telle que A C B C A (et en particulier, A
) est connexe . Soient en effet V] et V5 deux ouverts disjoints de B de réunion
de B . Ils sont de la forme V; = Uy (B, Vo, = Uy () B, avec U; et Uy ouverts
de E. Mais Wy = Uy [ A et Wy = Uy [ A sont deux ouverts disjoints de A de
réunion A ; comme A est connexe , I'un d’eux est vide ; supposons par exemple
que ce soit Uy [ A. Mais alors Uy [ B est vide, car A C Uf | qui est fermé |

donc A C Uf , donc a fortiori B C Uf. Par suite B est connexe .

b) passage de la douane : Soient A et B deux parties de l'espace topolo-
gique E . On suppose que A est connexe et rencontre a la fois 'intérieur et
I'extérieur de B, c’est-a-dire que A[) B et AN B¢ sont tous deux non vides.
Alors A rencontre la frontiére de B. cette propriété est conue sous le nom de
théoréme du passage de la douane. Si en effet A () Front(B) était vide, A B
et A() B¢ seraient deux ouverts non vides et disjoints de A de réunion A, ce

qui contredirait I'hypothése selon laquelle A est connexe .
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Proposition 2.8. Soit E un espace topologique et (A;)i € I une famille de connezes

de E telle que NMicrA; # 0 alors : A = U;cr A; est connexe .

Preuve 2.13. Soit (O, 03) une partition de A par deux ouverts, alors Vi € 1(O1 N
A;, Oy N A;) est une partition de A; par deux ouverts du sous espace A;.

Comme A; est conneze il vient O; N A; ou Oy N A; est vide. Supposons O; N A; =
alors A; C Oy Vi € I car NA; # 0 = UA; C O,

= 0,UO05 C Oy et comme O;NO0y=0=0,=1

= A est connezxe .

2.7.2 Composantes Connexes d’un espace topologique

Définition 2.7. soient E un espace topologique , x € E. On appelle composante
connexe de x notée C(x) la réunion de toutes les parties connexes de E contenant x.

Il en résulte d’apres la proposition (2.8) que C(x) est connexes .

Définition 2.8. soit A C FE espace topologique. On appelle composantes connezes

de A , les composantes connexes du sous espace A

Proposition 2.9. Les composantes connexes de l’espace topologique E sont des en-

sembles fermés

Preuve 2.14. soit C(x) la composante connexe de x € E , comme C(x) est connexe

alors C(x) C C(x) par définition de C(z), il vient donc C(x) = C(x) .

Théoréme 2.5. soit f : E —— F une application continue d’un espace topologique

connexe E dans un espace topologique F. L’image f(E) est connexe .

Preuve 2.15. soient Vi et Vy deux ouverts disjoints de f(E) de réunion f(F); ils
sont de la forme Vi = Uy ( f(E),Va = Us( f(E) , ou Uy et Uy sont deux ouverts de
F. Puisque f est continue , Wy = f~Y(Uy) = f~1 (V1) et Wy = f7HUs) = f71(V3)
sont des ouverts de E |, disjoints et de réunion E. Comme E est connexe, l'un de ces
ouverts, par exemple W1y et vide ,et l'autre égal a E . On en déduit que Vi est vide

et Vo égal a f(E) , donc que f(E) est conneze .
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Remarques 2.5. par contre , l'image réciproque f~1(B) d’une partie connexe B
d’un espace topologique F' , par une application continue f : E —— F |, n’est pas en

général conneze .

2.7.3 Théoréme des valeurs intermédiaires

soit f une application numérique continue sur un espace topologique connexe
alors :

1. f(E) est un intervalle

2. si f prend deux valeurs A; et g distinctes (Mg > A;) alors f passe par toutes

les valeurs comprises entre A\; et Ay

Preuve 2.16. 1. f(FE) est un connexe de R donc un intervalle

2. soient x1 et xy € E tels que f(x1) = Ay et f(x2) = Ao alors [A, A2] C f(E) et
siA€ M, ] = A€ f(E)= 3ce E\f(c) =X\ ce qui signifie que [ passe par

toute valeur A compose entre \i et \g

2.8 La connexité par arcs

Définition 2.9. On dit qu’un espace topologique E est connexe par arcs siVr,y € E

il existe une application continue f d’un intervalle [a,b] de R dans E telle que :

fla) == et f(b) =y
Proposition 2.10. un espace topologique E connexe par arc est connexe

Preuve 2.17. si E n’est pas connexe, il existerait une partition de E par deux ouverts
O, et Oy non vides , soient x € Oy et y € Oy alors pour toute application f continue
de la,b] dans E telle que f(a) =x et f(b) =y .

700w = £71(B) = [a.l]
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FHUE) =100 F1(02) = [a,b] = [a, 1]
non connexe car

FHONFH02) = F7H(0:[)02) = 0

et f7HOy) sont deux ouverts non vides puisque v € f~1(O;) et y € f~HOy).
La réciproque est fausse .

Par exemple :

soient A, B deux parties connezes d’un espace topologique E telles que A\ B =0 ,

montrer que A|J B est connexe appliquer ce résultat & E =R et a :
1
A={(z,—)/0<x <1}
x
et

B={(z,y)/ 1<y <1}

montrer que A|J B est connexe mais non connexe par arc

2.9 Espace localement connexe

Définition 2.10. On dit qu’un espace topologique E est localement conneze si tout

point x € E posséde un systéme fondamental de voisinages connexes

Exemple 2.9.1.

st l'on admet (cela sera prouvé ultérieurement ) que tout intervalle de R est connexe
alors R est localement connexe car si v € R et si v € V(z) alors 3o > 0 tel que

[Tg — o, zo+ ] CV

Théoréme 2.6. Soit E un espace topologique alors :

E localement connexe < les composantes connexes des ouverts de E sont des ouverts
de £
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Preuve 2.18. Soient E localement connexe et O un ouvert de F .

Soit C' une composante de O et soit x € C alors il existe un voisinage V connexe
inclus dans O (O est un voisinage de X) et il est clair que V. C C' = C' est voisinage
de chacun de ses points = C' est ouverte .

Réciproquement si les composantes connezxes des ouverts de E sont des ouverts de
E | soient x € E et V un voisinage de x alors la composante connexe U de x pour
le sous espace V est un ouvert de E et telle que U C V CV = E est localement

connexe

Notation 2.1. Dans la connexité est la base de la théoréme de I’homotopie partie

importante de la topologie algébrique.

Proposition 2.11. Soit f une application continue d’un intervalle ouvert I de R ,
les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) L’application f est ouverte

(i1) L’application f est injective

(111) L’application f est strictement monotone

Preuve 2.19.

Supposons f ouverte , soient a et b deux points distincts de I, supposons par exemple
a < b limage de lintervalle compact [a, B] par la fonction continue f est un in-
tervalle compact |a,b], car f est ouverte, l'image de l'intervalle ouverte |a, b est un
intervalle ouvert dont le complémentaire relativement a [a, §] contient au plus deux

points f(a) et f(b). Ce ne peut étre que |a, f.

On a donc f({a,b}) = {a, B}, c’est-a-dire f(a) # f(b) .

Supposons f injective . Si f n’était pas monotone, il existerait trois points a,b et

c de I vérifiant a < b < ¢, tels que l'on ait :
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soit f(a) < f(b) et f(b) > f(c), soit f(a) > f(b) et f(b) < f(c) .

Le théoréme des valeurs intermédiaires montrerait alors que les ensembles f(]a, b|)

et f(]b,c[) ne sont pas disjoints, c’est-a-dire que f n’est pas injective .

Supposons f strictement monotone, par exemple croissante. Soit a un point de I
. Comme I est ouvert, pour € > 0 suffisamment petit, l’intervalle [a — e,a + €| est
contenu dans I. En utilisant le théoreme des valeurs intermédiaires et la monotonZe
de f, On voit que
flla—ea+el) =lf(a—c), fla+2)

On en déduit immédiatement que f est ouverte .



Chapitre 3

Théoréeme du Point Fixe et
Applications aux Equations

Diftérentielles

Notations

— B(xg,r) est la boule ouverte de centre xy et de rayon r

— By(xg,r) est la boule fermée centrée en x, et de rayon r

— K est I'intérieur de K

— A est Padhérence de A

— S(wo,7) est la sphére de centre g et de rayon r

~ CY(E, F) est l'ensemble des fonctions continues de F dans F

— CP(E, F) est 'ensemble des fonctions continues et bornées de E dans F'

Dans ce chapitre , on étudie les théorémes du point fixe de Picard et de Schauder,et
quelques unes de leurs applications (aux équations différentielles et au probléme
d’inversion locale ).Etant donnés un ensemble E et une application f : E — FE,ces
théorémes donnent certaines conditions sous lesquelles f admet un point fixe dans

E. Ces théorémes sont importants dans les mathématiques car il y a plusieurs ap-
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plications, par exemple pour trouver les racines d’un polynéme, ou pour montrer

I’existence des solutions numériques des équations différentielles.

Le théoreme du Point Fixe de Picard dit qu’'une contraction d’un espace métrique
complet a un point fixe unique. Ce théoréme donne un comportement régulier du
point fixe par rapport aux paramétrés. De plus, il fournit un algorithme d’approxi-
mation du point fixe comme limite d’une suite itérée. Mais d’une part, montrer que
la fonction est contractante peut entrainer de laborieux calculs. D’autre part, les
conditions sur la fonction et I'espace étudiés restreignent le nombre de cas auxquels

on peut appliquer le théoréme.

Le théoréeme du Point Fixe de Schauder est plus topologique et affirme qu’une
application continue sur un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas né-
cessairement unique. Il n’est pas donc nécessaire d’établir des estimés sur la fonction,
mais simplement sa continuité. Ceci nous donne la possibilité de traiter plus de cas
qu’avec le Théoréme de Picard (par exemple, I'identité). Par contre, ce théoréme ne

donne aucun des avantages du théoréme précédent.

On applique dans ce rapport ces théorémes au Probléme de Cauchy : étant don-
nées une condition initiale (zo,to) et une équation différentielle 4z = f(z,t), existe
il une solution, et est elle unique? Les réponses & ces questions sont données par
le théoréeme de Cauchy Lipschitz (si f est localement Lipschitzienne) et de Cauchy
Arzela(si f est seulement continue). On retrouve que ces comportements différents

résultent des différences entre les théorémes du point fixe de Picard et de Schauder.

une autre application du Théoréme de Picard dans ce rapport est la démonstra-
tion du Théoréme d’Inversion Locale. En effet, on montre qu’une certaine fonction
est une bijection en utilisant le Théoréme de Picard pour montrer I'existence (sur-

jectivité) et l'unicité (injectivité) d’un point fixe.Dans ce cas, il était possible de
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construire une contraction ; par contre, on ne pourrait pas appliquer le Théoréme de

Schauder car on a besoin de 'unicité.

3.1 Le premier théoréme du point fixe

3.1.1 Un Théoréme du Point Fixe Métrique

Ce théoréme donne 'existence et 'unicité d’un point fixe pour une contraction

sur un espace métrique complet.

Théoréme 3.1. (Picard)

Soient (E,d) un espace métrique complet et ¢ : E — E une application contractante
sie. Lipschitzienne de rapport k < 1.

Alors, © admet un unique point fize a € E. De plus, pour tout point initial xq € F,

la suite itérée (x,)pen, avec 9 € E quelconque et x,41 1= (pg,) converge vers a .
[5]
Preuve 3.1. On montre d’abord 'unicité d’un point fize, puis son existence.

1. Unicité : Supposons qu’il existe a,b € E a # b, tels qu'on ait p(a) = a et

p(b) = b.
Alors on a d(p(a), (b)) = d(a,b) et donc % = 1>k ce qui contredit le
fait que f soit k-Lipschitzienne.

2. Existence : Soit xy un point initial quelconque et (x,) la suite itérée associée. On
a d(xp, pr1) = d(o(zp-1), ¢(,)) < kd(zp—1,2,). On a montrer par récurrence
sur p que d(xp, pr1) < kPd(xg,21)(P) :

— Initialisation : Evident pour p = 0.

— Généralisation : Supposons que pour un certain entier p quelconque mais fixé
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on ait la propriété (P). Alors :

d(Tpi1, Tpy2) = d(p(ryp), 9(Tp11))

< kd(zp, vpi1)
< k- kpd(l’o,ﬂjl)
S kp+1d(l'0,$1)

Ce qui acheve la récurrence.

On aVqg>p:

d(xp, 7q) < S (2, 21-1) < (S pk')d (w0, 21)

De plus, pour tout p > q,Z?:_pl ki = %, d’ot d(zp, r,) < éd(mo,xl). On en
déduit que (z,) et une suite de Cauchy. Comme (E,d) est complet, la suite (z,)
converge vers un point limite a € E. De plus on a p(x,) = ¢(a) quand p — 400 car
@ est continue et p(x,) = Tpr1. Or Tpp1 — a quand p — 400, d’ot par unicité de la

limite on a p(a) = a.

Contre Exemples :
Les exemples suivant montrent que chacune des hypothéses du théoréme est réelle-
ment nécessaire.

1. X n’est pas stable par f : f(z) = V22 + 1 sur X = [0,1].

Or X est fermé dans R, et complet car R est complet. De plus,

f(z) = T < 1 = sup,ex |f'(z)] < 1= f est contractante .Mais f n’a pas

de point fixe car f([0,1]) = [1,/2], i,e. X n’est pas stable par f .

2. fn’est pas contractante : f(z) = va? + 1 sur X = [0, 00].
Or f: X — X, et X est un fermé de R.R est complet donc X est complet.

Mais sup,cx |f'(z)| = 1 donc f n’est pas contractante.

3. X n’est pas complet : f(z) = % sur X =|0, %]

Or f(]o,%Z]) =]o, ‘/Ti] Cl0, 2], et sup,ex |f'(z)] = 3 < 1; donc, f est contrac-
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tante. Mais X n’est pas fermé dans R donc pas complet.

3.1.2 Le Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Ce théoréme est une application du théoréeme 3.1.1. En effet, nous verrons qu’une
fagon de le démontrer est d’appliquer le théoréme précédent avec £ un ensemble de
fonctions et ¢ une application bien choisie.

Soient U un ouvert de RxR™ et f : U — R™ une application continue . On introduit
le probléme de Cauchy (C) suivant :

Etant donné (to,y,) € U, trouver une solution y : I € R — R™ de l'équation
différentielle (E) v = f(t,y), (t,y) € U telle que ty € I et y(ty) = yo.

Définition 3.1. Soient T'> 0 et ro > 0. On dit que C' = [to — T, to+ 1] x Bf(yo,70)
est un cylindre de sécurité pour (C) si toute solution y : I — R™ du probleme de

Cauchy y(to) = yo avec I C [to — T,to + T reste contenue dans By (yo,T0).

Définition 3.2. f est localement Lipschitzienne par rapport a la variable y sur U

si¥(ro,yo) € U, il existe un voisinage V' de (ro,yo) dans U et une constante k = k(V)
telle que v(t>yl)7 (tayZ) S V? on aut “f(t7yl) - f(tayQ)” < k”yl - yQH

Théoréme 3.2. (Cauchy-Lipschitz)

Si f U — R™ est continue et localement Lipschitzienne par rapport a y sur U,
alors pour tout cylindre de sécurité C = [to — T, to + T x By(yo,70), le probléme de
Cauchy admet une unique solution y : [to — T,to + T] — U.

De plus,si on pose ®(y)(t) = yo + ftl; fu,y(u))du, il existe p € N tel que la suite

itérée PP(2) converge uniformément vers la solution exacte.|5]

Preuve 3.2.

On commence par construire un cylindre de sécurité pour (C').
Soit V' un wvoisinage de (to,yo) sur lequel f est k-Lipschitzienne par rapport a y, et

soient Ty > 0 et Cy = [to — To, to + To] X B(yo,70) C V un cylindre. Cy est un fermé
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borné de R™ donc compact, et on en déduit alors que f est bornée sur Cj.

Soit M = sup,, € Collf(t,y(t))|. on pose T = min(Tp, 33). On va montre que
C=lto—T,to+T] x Bf(yo,10) est un cylindre de sécurité pour (C).

Soit y : I C [to — To,to + To] — R™ avec y(ty) = yo et vy = f(t,y)Vt € I.
Supposons qu’il existe T € [to,to + T'| tel que y(T) nappartient pas & By(yo,10). De
plus, supposons que J = {t € [to,to + T[: y(t) ¢ Bf(yo,70) soit non vide. On pose
7 = inf J. Alors Vt € [to, T[ on a y(t) € Bg(yo, o), et de plus d(yo,y(7)) = ro. Comme
(t,y(t)) € Co,Vt € [to, 7| et = f(t,y) on a par le Théoréme des Accroisements Finis,

ro = llyo = y(™)lI= lly(to) = y(T)lI< lto — 7] Sup ly' ()] < M.T <ro.
0,7

Donc par passage a la limite (Bf(yo,m0) €tant fermé) on a y(t) € Bf(yo,m0)Vt €
[to,to +T) N I. De méme on montre que y(t) € Bf(yo,m0)Vt[to — T, to] N I et donc
y(t) € By(yo,10)Vt € I.
Dans la suite on travaille avec ce cylindre de sécurité. on remarque que par construc-
tion on a supg |f| = M et f est k-Lipschitzienne par rapport a y sur C. On note
F=C%to— T,to+ T), B(yo, r0)) muni de la distance d = ||.|| -
Yy € F on associe ®(y) définie par :

D(y)(t) = yo + / £, y(w)) du

on montre d’abord I'équivalence suivante : y est solution de (E) < y est un point
fixe de ® :

(<) supposons que y est un point fize de ¢ . Alors Yy € F on a ®(y) = y d’ou
y(t) = yo + j;'; fu,y(u))du. or f est continue sur U donc y est continue sur U. De
plus, y est dérivable sur [Ty—t, Ty+t] et sa dérivée égale f(t,y(t)), i,e.(t) = f(t,y(t)).
On a aussi y(to) = yo + ftio flu,y(u))du = yo. Donc f est solution du probléme de
Cauchy (C).
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(=) Supposons maintenant que y est solution de ( E). On a alors y'(t) = f(t,y(t))

et y(to) = Yo
On peut intégrer y par rapport a u car y(u) = f(u,y(u)) est continue sur un seg-

ment et donc intégrable sur ce méme segment. Alors on obtient :
t t
[ v twdn= [yt = @)=, = v(o) - vite) = v(0) - w
to tO

Done, on a bien y(t) = yo + ftz f(u,y(u))du = ®(y)(t) et donc y est point fize de .

On veut appliquer le théoréme du point fixe a O ( pour p bien choisi).

1. On montre d’abord que ® est une application de F' dans F. Pour cela on montre
que ©(y)(t) € Bf(yo,m0)Vt € [to — T, to + 1. Soit y € F. On remarque que si
telto—T,to+T],

12W)E) — ol = | / (. () du]

IN

/t £ (s ()

t
M/du
to

M|t — o
M'TSTO

IN A

IN

Donc Vt € [ty — T, to+ T], ®(y)(t) € Bs(yo,m0) d’ou ®(y) € F et on a évidem-
ment la stabilité de F par ®P.

2. On montre maintenant que ®P est contractante. Soient y,z € F. On note
Yy, = OP(y) et z, = PP(2),Vp € N*. Par récurrence sur p on montre qu’on

a !
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tol?
|

lut) — ()] < =00 g ) (HR)

— Initialisation : C’est évident dans le cas p = 0.

— Généralisation : Supposons que pour un certain entier p quelconque mais fixé
on ait (HR).
Alors

W) — zpa (O] < | / Bl (11) — 2 ()| dul

— 1o
< | [ pawli=tl — oF gy, 2)au]  (par(HR))
kpﬂ
< By, ) / ju— tolPdu
p: to
fpt! lu — tp“| |t — to[Pt
— LA A — p+1—

Ce qui acheéve la récurrence.

Comme [t —to| < T, on a d(y,, z,(t)) < k;pT—pd(y, z), donc ® est lipschitzienne
de rapport k:pT Et il existe un p € N* tel que k:p2 <1 (car lim ka =0).
Donc , pour q > p, ®? est contractante. e

Le théoreme 3.12 nous donne la complétude de F.

On déduit du théoréeme 3.1.1 que ®¢ admet un unique point fize y. De plus
DU P(y)) = P(PI(y)) = P(y) donc ®(y) est un point fize de I, et par unicité
du point fize de P9 on a ®(y) = y. Comme les points fires de ® sont des points
fixes de ® on en déduit que y est l'unique point fize de ®. Finalement, y est

Punique solution de (E).
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3.1.3 Exemple

y =3ly|>3 sur U =R x R.

On veut déterminer I'ensemble des solutions maximales. On a f(t,y) = 3|y|>3
donc f est continue sur R? et différentiable sur R x (R\{0}). De plus on a g—i =

signe(y) x 2ly|~¥3.Pour y # O. La dérivée g—i est donc continue sur R x R*. La
fonction f est localement Lipschitzienne en y sur {y > 0} et {y < 0}, mais elle ne
'est pas au voisinage des points (f5,0) € R x {0}. Soit (y, A, B[) une solution dans
U=R xR. Alors 4 > 0, donc y est croissante. On note

a = inf{t €]A, B[: y(t) = 0}, b =sup{t €]A, B[: y(t) = 0}.

Sia# A,onay(a) =0ety(t) <0 pourt < a. Donc, sur U'intervalle |A, a[, ’équation
différentielle est équivalente a 3y/(+y)>* = 1, d'ou y*3(t) — y*(a) = t — a, et
alors y(t) = (t — a)®. De méme y(t) = (t — b)® pour t > bsi b # B.

On en déduit que si yg < 0 alors pour tout b € [ty — y(l)/  +inf ty[, la fonction

beR%R

(t—to+u’ ™ si t<to—yy
t— 0 si to—yy P <t<b
(t —b)3 si t>b

est une solution (nécessairement maximale) de I'équation y' = 3|y|>” et on obtient

ainsi toutes les solutions maximales du probléme de Cauchy associées & (to, yo)(pour

Yo < 0)
De méme, si yy > 0 alors les solutions maximales du probléme de Cauchy associées

a (to,yo) sont les fonctions de la forme :

beR%R
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(t—a)? st t<a
t— <0 si a<t<ty—y?
t—to+y )P  si t>to—yy "
pour tout a €] — oo, ty — yo’ -

si yo = 0 alors les solutions maximales associées a (o, 0) sont de la forme :

w:R—=R
(t—a)? si t<a
t— <0 st a<t<b
(t —0b)? st t>b

pour tout a €] — 00, ty] et tout b € [tg, +00].

On constate sur cet exemple que la condition Lipschitzienne sur f est nécéssaire pour
avoir 'unicité locale dans le théoréme de Cauchy-Lipschitz. Dans cet exemple on a
pas l'unicité globale des solutions du probléme de Cauchy. Ceci est di au fait qu’en
y < 0, f n’est plus Lipschitzienne mais seulement continue. On verra en section 3.3
que si f est CY, alors on peut toujours démontrer 'existence locale de solutions au

probléme de Cauchy.

3.1.4 Le Théoréme d’Inversion Locale

Ici encore ce théoréme est une application du théoréme 3.1.1 qu’on appliquera a

une certaine fonctions dans une partie de la démonstration.

Définition 3.3. Soient E, F deux espaces de Banach, U C E ouvert, a € U, f :
U — F une application. On dit que f est différentiable en a s’il existe p € L(E, F)
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(i.e. ¢ est linéaire et continue) telle que
fla+h) = f(a) +¢(h)+o(]|h]]) lorsque h —0

St @ existe, elle est unique et est appelée la différentielle de [ en a et est notée df,.
Si f est différentiable en tout point de U , on dit que f est différentiable sur
U . Alors Uapplication df : U — (.(E,F) : a — df, est appelée Uapplication
différentielle de f .Si df est continue, on dit que f est de classe C1(U).

Théoréme 3.3. (Inversion Locale)
Soient :
— E, F deux espaces de Banach.
- U C E ouvert.
~ f:U — F une application de classe C*.
- a € U tel que df, soit continu et inversible (et donc df; ! est continue)
Alors, il existe un voisinage ouvert V de a et un voisinage ouvert W de f(a)

tels que :

1. la restriction fiy de f a V' est une bijection de V' sur W
2. Uapplication inverse g : W — V' est continue

3. g est de classe C et Vo € W,dgy) = df;* [7]

Preuve 3.3. On munit (.(E,F) de la norme [[[u]|| = supj = [[u(z)|]. Quitte &
remplacer [ par la fonction x — df;[f(a + x) — f(a)], on peut se ramener au cas

ot a=0,f(a) =0, et dfy = df, = Idg(et donc E = F).

Comme [ est de classe C*, il existe r > 0 tel que B(0,7) C U et |||df, —
dfol|| = |||dfs — Idgl|| < 3 pour tout z € B(0,r). On désigne u := Idg — df,, donc

_ 1 , . . . o
dfy = Idp —u avec |||u||| < 5. Alors, df, est un isomorphisme bicontinue qui, d’aprés
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la proposition 1 (en Annezes), vérifie df; ' = Z:i% u™, et donc

. +o0 o0 1 2n+1_1
df|| < "<y o-= lim e =2
1df; '”‘;”'“'” _;Qn Jim —

1. On va montrer que la restriction de f & un voisinage ouvert de 0 dans B(0,r)

est une bijection sur B(0,5). Soit y € B(0,3). On consideére la fonction
h:By0,r) > E

r—=y+z— f(z)

Il est claire que h est de classe C' ; de plus, Vx € B(0,r),|||dh.||| = |||Idr —

dfs||| < 5. Donc, d’apres le Théoreme des Accroissements Finis,

/ 1

V%fG%WMMM@—MMH<jM—ﬂI (1)

En particulier , pour z' =0, On a ||z — f(2)|| = ||h(z) — h(0)|| < %||z||, donc
r
2

Ainst, h est une fonction de B¢(0,r) dans B(0,r) C B(0,1). Comme de plus
h est 3 Lipschitzienne d’apres (1),d’apres le théoreme 3.1.1, 3w € By(0,r) tel

1 r
o € BO.r). B < loll + 1z — @I < lll] + el < 5+ % = r

que h(z) = xz, c’est-a-dire tel que f(x) = y. Comme x = h(x) et que h est a

valeurs dans B(0,1), on en déduit que x € B(0,r).

Alors, pour tout y € B(0,5),3z € B(0,r) tel que f(x) = y.On définit V :=

f7HB(0,%)) N B(0,r).V est un voisinage de 0 car f(0) =0 et f est continue

sur B(0,r). En notant W := B(0, 5), on a alors fiy : V. — W est une bijection.
2. On note g : W — V Uapplication inverse. On utilise de nouveau h , cette fois-ci

avec y = 0, et donc Vax € U,z = h(x) + f(x).Alors, Vz,2" € B(0,7),
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|z = 2| < [[h(z) = W] + |1f(z) = f()]] < %Hfﬂ—x’H +1f(x) = £

done, ||z — 2'|] < 2||f(z) — f(2')||. On en déduit que Vy,y" € W,

g(y) — gl < 201f(g(y) = fFlaW DI =2[ly = /|| (2)

g est donc Lipschitzienne et par conséquent continue.

3. On fitex € V et on posey = f(x) € W. Il existe r' > 0 tel que B(y,r") C W,
et pour tout w € B(0,7"), on pose v = g(y + w) — g(y). Donc,d’apres (2),
[o]] < 2[|wl], et

Aw) = gly+w)—gly) — df, " (w)
= o—df;\[f(z+v) — f(z)]
= —df,'[f(z+v) = f(z) — df.(v)].

Comme |[|df ]| < 2, on obtient [A(w)]| < 2|[f(z +v) — f(x) — dfe(v)]] =
2||vfle(v) avec limype(v) = 0. Done,[|A(w)]| < 4wlle(9(y + w) — g(y)) =
Af|wlle’ (w).

Comme g est continue, llvigbe’(w) = 0. Alors, ||A(w)|| = o(||w]|). Donc, g est
différentiable en y et dg, = df,*. Enfin, comme df; ' est continue ( car f est
de classe C' et que L € GL(E) — L™' € GL(E) est continue), la fonction
dg :y — dg, est continue. Ainsi, g est de classe C*.
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3.2 Le Deuxiéme Théoréme du Point Fixe

3.2.1 Un Théoréme du Point Fixe Topologique

Les résultats de cette section sont issus du livre 8].
Ce théoréme donne 'existence d'un point fixe ( mais pas nécessairement 1'unicité)

pour une fonction continue sur une boule fermé dans un espace de dimension finie.

Théoréme 3.4. Si f : [a,b] — [a,b] est continue, alors il existe x € [a,b] tel que

flz) =

Théoréme 3.5. Soit K une partie non vide, compacte et convexe de R" et f: K —

K une fonction continue. Il existe x € K tel que f(x) = x.

Remarques 3.1. Les parties convexres et compactes de R sont des segments. Le

théoreme de Brouwer prend donc le cas n =1 la forme particuliere suivante :

Preuve 3.4. Si f est continue de [a,b] dans lui-méme, la fonction g : x +— f(x) —x
est continue, prend en a la valeur f(a) —a >0 et en b la valeur f(b) —b < 0. Alors
par le théoréme des valeurs intermédiaires, la fonction g s’annule en un point xq, qui
est un point fize de f.

Afin de démontrer le théoreme 3.4, on va d’abord le réduire dans le cas ou K =
B(0,1).

3.2.2 Reétractions

Définition 3.4. On appelle rétractions de l’espace topologique E sur un fermé F

de E toute fonction continue de E dans F' qui est lidentité sur F.
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Théoréme 3.6. Soit K un compact conveze dans un espace de Hilbert E. Alors, il

existe une rétraction 1- Lipschitzienne mp : E — K.

Preuve 3.5. Soit x € E. Par compacte de K, il existe a € K tel que ||x — al| =

infrer || — k||. Si b € K est tel que ||z — b|| = infrex ||z — k|| = ||z — al|, alors
(a—bx— 2 =0 et donc —|lz — L2 + ||z — al|® = |52 Or 452 € K par
convezité de K et donc ||%52|? < ||z — a|® — ||z — <2||* < 0. Donc, a = b. Comme
pour tout x € E, il existe un unique a, € K tel que ||z — a,|| = infy,.x ||z — k||, alors

i (z) = a, définit une application 7 : E — K qui est lidentité sur K.

Pour montrer que g est continue, remarquons d’abord que pour tout k € K
et tout t € [0,1], on a (1—t)7g(z)+tk € K et donc ||z —7x(z)||* +2t{x —7x (z), k —
mx(x)) + Bk — 7k (@)|]? = [lo — 7x(2) =tk — 7k (2))|* = ||7x () — z]|*. Donc,
(x — mg(x), —b+ g (x)) > 0 pour tout k € K. Donc V(uy,us) € E?, on a :

Jur —ual” = [[(ur — 7 (wr)) + (mx(u2)) + (mx (uy — g () — ug)|?

= |l (ur) — e (ug) |* + 2{(mre (ur) — 7 (ug), ur — e (un) + 7 (g
+luy — 7 (ur) + 7 (u) — usl|®

> i (un) — i (u2) |

Soit K un compact convere de R™. Quitte a remplacer K par AK et f par x €
AK = Af(5) € AK on peut supposer que K C By(0,1). Donc, T est une rétraction
de B;(0,1) sur K.Soit F : E — K une fonction continue. Alors F 1= F o my :
B¢(0,1) — B(0,1) est continue. Si le théoréme de Brouwer ( voir ci-dessous ) est
démontré pour B;(0,1) tel que x = F(x) = F(rg(z)). Comme F est a valeurs dans
K, onax € K et donc mg(x) = x, ce qui implique que x est un point five de F sur
K.

On peut donc se ramener au cas ot K = Bf(0,1). Dans ce cas le théoréme de Brouwer

est équivalent au théoréeme suivant :
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Théoréme 3.7. [l nexiste pas de rétraction Bf(0,1). sur S(0,1).

Preuve 3.6. (=) Si une telle rétraction F' existe alors —F : B(0,1) — Bf(0,1) n’a
pas de point five. En effet, s’il existe x € Bf(0, 1)tel que F(z) = —x, alors x € S(0,1)
et donc x = —F(x) = —x, ce qui est impossible.

(<) St f: Bf(0,1) — Bf(0,1) est continue et n’a pas de point fize, alors

F: By(0,1) — S(0,1)

r = x4+t (x— f(x))

ol t, est le seul t > 0 tel que ||z — t(x — f(2))]]? =1 = ||z]|* + 2t{z,z — f(z)) +
| — f(2)]*.

On trouve o= f<x,xff(x)>+\/<x,aﬁ;f§cﬂél>)2|;“l“*f(m)||2(1*||IH2)’ donc F est continue. De plUS,
si x € S(0,1), alors ||z| = 1, donc t, = _<x’x_ﬂf&;z‘v<ﬁf2z_f(x)>|- Or (z,z — f(z)) =

|zl = (z, f(x)) > 1 —||z| - ||f(2)|| >0, dout, =0 et Vz € S(0,1), F(x) = z.

Contre-exemples
De la méme fagon que pour le théoréme 3.1.1 nous allons voir que chaque hypothése

du théoréme a également son importance ici.

1. Partie K convexe et compacte de R, f : K +— K sans point fixe :

0 St r=1
K =10,2]; f(x) =
1 sinon

2. Partie £ convexe non compacte de R et f : e — ¢ continue sans point fixe :
e=1[0,2; f(z) =5 +1
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3. partie K compacte non convexe de R et f : K — K continue sans point fixe :

1 3 r+3 si 0<z<i
% St %§$§2

3.2.3 Lecas K = B(0,1)

On dit qu'un espace topologique a la propriété du point fixe si toute fonction
continue f : £ — E possédé un point fixe . Nous allons prouver que la boule B(0,1)
a la propriété du point fixe en toute dimension n € N* . On note ici B, (resp. S,)
la boule unité fermée de R™ (resp.la sphére unité de R™). Notre preuve est basée sur

I’étudies des champs de vecteurs sur S, :

Définition 3.5. On appelle champ de vecteurs sur la sphere S,,_1 , toute fonction
continue V' : S,_1 — R™ telle que pour tout x, V(x) soit tangent en x a S,_1 c’est-

a-dire orthogonal a x

Lemme 3.1. Sl existe une rétraction de Bs, sur Ss,_1, il existe un champ de

vecteurs partout non nul sur Sa,

Preuve 3.7. On suppose que p est la rétraction de By, sur Ss,_1 et on note
T RQn—l—l N RQn

($1, Ty uny $2n+1) —> (1‘1, T2y eury ZL‘Qn)

qui envoie Sy, sur Ba,. Il existe un champ de vecteurs V : Sa, 15, ., (partout non

nul). En effet , si on pose :

V('/'Eh X2y weny x2n) - (‘/‘E27 —T1, T4y, —X3y ...y T2, _'/EQn—l)

on a que V est continue ,

V(@)I]* = ll]]* =1
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et (V(z),z) =0 La fonction f :y+— Vopom(y) est alors continue sur Sy, a valeurs
dans Son_1 C So, . Si pour un y € San, f(y) ==y , alors y € So, 1 donc w(y) =y ,
por(y) = ply) =y, dov f(y) = V(y) =L y ce qui contredit le fait que (V(y),y) =0,
et on en déduit alors que Yy € Sa,, f(y) ¢ {y,—y}.f étant une fonction continue de
Son dans S, , la fonction V' définie par

Vo= fy) = (f),y)y

et continue et vérifie Ny € So,,

V), y) = (fw),y) — (F) »llylP =0

donc V' est bien un champ de vecteurs sur Sy, . Et il est partout non nul car si on
avait V' (z) = 0, f(x) serait colinéaire & x et appartiendrait & Sy, , i.e.f(x) =T x ce
qut est impossible .

Le théoréme suivant , dont la preuve se trouve en annexe , acheve la preuve du

théoreme de Brouwer en dimension pair d’apres les théoréme 3.1 et 3.7 .
Théoréme 3.8. Sur la sphere Sy, tout de vecteurs s’annule en au moins un point .

Théoréme 3.9. (Brouwer) La boule B,, a la propriété du point fize pour tout n € N

Preuve 3.8. Comme ce théoréme est déja démontré pour n pair , il ne reste plus

qu’a montrer que si B,y1 a la propriété du point fize , alors B, l’a aussi.

Soient la fonction f : B, — B, continue et la projection définie par 7 : (x1, T2, ..., Tni1) —
(1,22, ...y p) .On a alors 1(Bpy1) = By, et de plus fom est continue de B,,11 dans

B, C B,11. Donc , il existey € By 11 que (for)(y) =vy. Alorsy € B,, doncw(y) = y.

On en déduit que y est un point fixe de f sur B,
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3.2.4 Le Théoréme de Schauder

Ce théoreéme prolonge le résultat du théoréme de Brouwer pour montrer 1’exis-
tence d’'un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un

espace de Banach .

Théoréme 3.10. (Schauder)
Soient E un espace de Banach et K C E convexe et compact .Alors toute application

continue f : K — K possede un point fixe .

Preuve 3.9. Soit f : K — K application continue. Comme K est compact , [ est
uniformément continue ;donc , si on fite € > 0 il existe & > 0 tel que , pour tout
r,y € K, on ait ||f(z) — f(y)|| < &, dés que ||z — y|| < & .De plus , il existe un
ensemble fini des points {x1,...,x,} C K tel que les boule ouvertes de rayon 0 centrés
auz x; recouvrent K ji.e. K C |UJ,<;<p B(x;,6). Si on désigne L := Vect(f(x;))i1<j<p
, alors L est de dimension finie , et K* := K N L est compact conveze de dimension
finie .

Pour 1 < j <p, on définit la fonction continue v; : £ — R par

0 sillx — ;|| >0

Pj(x) = - .
1— = sinon

et on voit que 1, est strictement positive sur B(x;,0) et nulle dehors .
On a donc , pour tout x € K, Z§:1 Y;(z) > 0, et donc on peut définir sur K les

fonctions continues positives @; par

Y;(x)

ng(I) = 2:1 wk(x)

pour les quelles on a Z§:1 @;(z) =1, pour tout v € K
On pose alors, v € K, g(x) := ?:1 w;(z)f(x;). g est continue (car elle est somme
des fonction continue ), et prend ses valeurs dans K* (car g(z)est un barycentre des

f(x;)). Donc si on prend la restriction g\k* : K* — K*, par le théoréme 3.9 , g
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possede un point five y € K* . De plus,

p

FW) =y =1 -9l = > @) - > ww)f()

J=1

= Zsoj(y)(f(y) = f(z;))

Or si pj(y) # 0 alors ||y — z;|| <6, et donc ||f(y) — f(z;)|| < e. Donc , on a
pour tout J, l3w) (F() — £())| < e, et done

() —yll < Z [l () (f (y) = F )] < Ze%(y) =

Donc , pour tout entier m, on peut trouver un point y,, € K tel que || f(Ym) — yml|| <
2™ Bt puisque K est compact , de la suite (Ym)mez on peut extraire une sous-suite
(Ymr) qui converge vers un point y* € K . Alors f étant continue , la suite (f(Yms))

converge vers f(y*), et on conclut que f(y*) = y*,i.e. y* est un point fize de f sur K

3.2.5 Le Théoréme de Cauchy-Arzela

On reprend maintenant le le probléme de Cauchy pour I'équation 3 = F(t, y(t)),
mais ici on en sait pas si Flest Lipschitzienne . Le théoréme de Schauder nous donnera

I’existence d’un solution , mais pas nécessairement 'unicité qu’on avait en section
2.2.

Théoréme 3.11. (Cauchy-Arzela).Soient :
— E un espace normé de dimension fini
— U un ouvert de R x
— F un fonction continue de U dans E et
— (to, o) un point de U

Alors Uéquation différentielle ¥ = F(t,x) a une solution au voisinage de (to,xo)
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i.e.il existe un nombre p > 0 et une fonction f : [ty — p,to + p] — E de classe C*

avec f(tog) =z telle que pour tout t € [ty — p,to + p
1. (t.f(t)) e U
2. f(t)=F(t f(t)

Preuve 3.10. Soit M > ||F(to,x0)||. Quitte a remplacer U par l’ensemble ouvert
{(t,z) e U : ||F(t,x) < M} , on peut supposer que I est magjorée en norme par M
sur U . 1l existe donc r > 0 et h > 0 tels que U D [ty — h,to + h] X Bf(xo,7) et on
choisit p = min(h, 17) > 0.

On considére l'ensemble K des fonctions M-Lipschitziennes de intervalle J = [to —
p,to+ p| dans E qui valent xq en ty, que l'on munit de la norme uniforme . Si f etg
sont dans K et s € [0,1] alors sf + (1 —s)g € K, doncK est convexe . Si f(i);en est
une suite de Cauchy de K pour la norme uniforme , alors d’apres le théoreme 3.12
il existe une fonction continue f : J — Etelle que f; converge uniformément vers f
On a alors f(to) = lim; o0 fi(to) = xo et t, ¢ € J|[f(t) — f(£)]] = limioo || fi(t) —
fi(t/)” < M|t —t]|, et donc f € K . On en déduit que K est fermé pour la norme
uniforme dans C°(J, E) .

De plus , pour toutt € J et tout f € K, on a

[[f(t) — wol| + |[f(t) —tol| < M|t —to| < Mp <

Ce qui montre que K(t) = {f(t) : f € K} est contenu dans la boule B¢(xo,r), et
donc K(t) est relativement compacte. Et puisque K est uniformément équicontinu ,il
résulte du théoréme 3.13 que K est compacte.

On peut alors définir une application ® : K — C'(J, E), en posant

wﬂ@=m+/F@ﬂmm

to

En effet ,si f € K, alors f(s) € By(xo,r) pour tout s € J, ce qui montre que

la fonction s — F(s, f(s)) est bien définie et continue sur J , a valeurs dans E
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, et posséde une primitive ®(f) de classe C* | valant xgen to. Puisque la fonction
g = O(f) vérifie g'(t) = F(t, f(t)), ou a que ||g'(t) < M, c’est-a-dire que gest
M-Lipschitzienne sur J. De plus,g(ty) = xg. Donc, ® C K. Enfin, comme F est
uniformément continue sur compact J x Bg(xg, 1), pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tel
que pour tout (s,z) et (s',x') appartenant & J x By(zo,7) , on ait max(|s —s'|, ||z —
Zl) < 5= [[F(s,2) = F(s',a)]| < =

Alors, si [ et fi appartiennent a ert si ||f — fill <6, on a Vs € J||F(s, f(s)) —
F(s, f1(s))|] < %-Donc,

1)) — (f)DI = H/tF(s,f<s))—F(s,f1(s>)ds|l
< It—to|sslelgllF(s,f(s))—F(s,fl(s))H
S
< p-—=¢
P

pour tout t € J. Ceci montre que ||®(f) — ®(f1)|| < e,i.ed : K — K est une
application continue.Donc , d’aprés le Théoreme 3.10, il existe un point fire f € K

de ®, c’est-a-dire que f est une solution au probléme de Cauchy

3.3 Annexes

3.3.1 Différents outils utilisés

Proposition 3.1. Soient E un espace de Banach , u € (.(E) telle que |||lu]|] =
SUD| |1 |[u(@)]] < 1.

Alors Uapplication (Idg —u) est inversible , d’inverse Z;ZB uk, ce qui dans (.(E).[7]

Preuve 3.11. comme |||ul]| < 1 et |[[u¥|]| < [||ul||* , la série > ;2 uF converge
absolument dans L.(E). Alors :

—+00

+oo +oo
(Idg — u)(Zuk) = Zuk - Zuk =u’ = Idp
k=0 k=0

k=1
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d'ot S, 25 uk est Uinverse de (Idp — u).

Des démonstrations des deuz théorémes qui suivent dans (9] (resp. p.82 et p.87).

Théoréme 3.12. Soit (X,dx) et (Y,dy) deur espaces métrique avec Y complet.
Alors 'ensemble CP(X,Y') est complet pour la distance uniforme do(f, g) = sup,e x{dy (f(z), g(x))}

Théoréme 3.13. (Ascoli) Soient (X, dx) un espace métrique compact et (Y, dy) un
espace métrique .

On se donne un sous ensemble F' de C°(X,Y) tel que :
1. Ve € X, {f(z), f € F} est compact dans Y
2. La famille F est équicontinue.i.eNe > 0,36 > 0 tel que Yz, 2 € X,Yf € F on

a

/

dx(z,7) <6 = dy(f(z), f(z')) <e

Alors F' est compact dans C°(X,Y) (muni de la distance uniforme).

3.3.2 Démonstration Du Théoréme 3.8

Supposons qu’il existe un champ de vecteursV partout non nul sur Ss,.On va
d’abord se ramener au cas ot V est la restriction a S,, d’une fonction de classe C!

sur un voisinage de Sy, vérifiant ||V (z)|| = 1,Vz € Sa,.

La fonction continue strictement positive z — ||V (x)|| atteint , sur le compacte

Son,son minimum ¢ > 0.Le compact

3
K={z e R - <)l < 5}

1
2
est un voisinage de Sy, dans R*"*1. Toute fonction réelle continue de K peut étre
approchée uniformément sur K ,a % prés , par une fonction de classe C! sur I'intérieur
de K. En particulier, si (V1, V3, ...V, 11) sont les fonction coordonnées de Valors les

fonction = +— Vl(ﬁ) , continues sur K , peuvent étre approchées uniformément
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sur K,a % prés, par des fonction W; qui sont de classe C! sur K .Alors la fonction

W x— (Wi(x), Wo(z), ... Wapi1(z)) est de classe C! | et vérifie

2n+1 _ o+ 1

W (@) = V(@)I[P =) (W(z) = Vi(2))® <

j=1

6% < 62

n2
, ce qui montre que V) € R,

(W(z) + Az, V(z)) = (W(x),V(x))
= V@) = (V(z) - W(z),V(z))
> 0= |[W(z) = V(@)IL[V(2)]| >0,

d'ot W(z) + Az # 0, done W*(z) = W(z) — (W(x).x).x # 0.Alors z — = est

un champ de vecteurs & valeurs dans Ss, de classe C! sur K On suppose maintenant
que V est un champ de vecteurs de classe C' au voisinage de S, , & valeurs dans

Son , et on considére , pour ¢t € R, les applications ¢ et ®;, définies sur K par

b(x) = ||x||.v<|%|,>
Py =z + to(z)

, qui sont de classe C*.Puisque V! est continue sur le compact Sy, elle y est bornée
. et le calcul de ¢ (z) montre que @ est bornée par un nombre M sur K. Alors , si

M]|t|| < 1, on a, pour un z € K
11— @ (x) = [t].]]6 (=) < M]t] <1
donc ®, est inversible (d’aprés 1) et ®, est ouverte .

Donc U = ®,(K) est un ouvert dans R2*™*. De plus ,

(V(@)x) = 0= [|(2)|* = ||=]]* + z52||=’10||2||V(ﬁ)ll2 = (L +1%)||]]*.
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On en conclut que, si % <r< %<,l’image par @, de la sphére S(r) de rayon r est une
partie compacte , donc fermée de la sphére S (r\/1+—t2 ) de rayon rv'1 + t2. Mais c’est
aussi la trace sure S(rv/1 +t2) de U , donc une partie ouverte de S(rv/1 + t2). Par
connexité de S(rv/1 +12) on a alors ®,(S(r)) = S(rv/1 + 2), donc @, est surjective
de K sur U := {x e R 3/T+¢2 < ||z]| < 3V1 +£2}.

Sion a ®;(x) = O4(y), alors
VI Jz]| = [[®()]] = [|®e()]] = VI + 22 [lyl]

donc [[z]| = [[y| et 0 = [[z+td(x)—y—td()|| = [lx—yl|= ][]V (5) =V (7l

el

Puisque (d’aprés le lemme ) on a [|V(557) — V(gpll < %MHI*y”7 on obtient 1 —

1] Il

TM|t| = ||z — y|| <0, ce qui entraine z = y si FM|t| < 1.

Pour [t| assez petit, la fonction @; est donc injective et est un C*-difféomorphisme
de K sur U.

Par homothétie, le volume de U est alors le produit du volume de K par (1 +

t2)2n2+ " (est aussi I'intégrale sur K du déterminant Jacobi D, de ®; et puisque la

matrice jacobienne de @, en x est I + tJ,(x).Dy(x) est alors un polynome de degré
au plus 2n + len t: Dy(x) = Zjigl taj(x) .

On en conclut que

2n+1

vol(U) = (1 + t2)2n2+1vol(_f() = /Dt(c)dx = Z tI /ozj(x)dx,

2n+1
2

2n + 1. Puisque (1 4 ¢*)2% est pair , on devrait avoir P(t) pair donc de degré au

donc, au voisinage de 0 ,(1 + ¢?) est égal & un polynémeP(t) de degré au
plus 2n.P(t)? serait alors un polynome de degré au plus 4n, égal a (1 + t2)2”2—+1.C’est

une contradiction donc le champ de vecteurs V' s’annule en au moins un point.[8]

Lemme 3.2. (Accroissements finis) Soit m > 1.5i ¢ est une application de classe
C! définie sur un voisinage de S,, dans R™", & valeur dans un espace de Banach
E, et si||¢'(z)|| < M,Vz € Sy, alors la fonction ¢ et Z-Lipschitzienne sur Sy,
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Preuve 3.12. Soient x et y deux point distincts de S,,.On peut trouver z € S,
qui forme avec x une base (y,z) > 0. Il existe alors un v € [0,7] tel que y =
xcosv + zsinv. Bt la fonction v : s — xcoss + zsins prend ses valeurs dans dans

S La fonction ¢ oy est de classe C | et on a
160 G2 < 116 NIPAN ()P < M| - wsins + 2 coss|? = M2
On a donc

16(x) = o)l = l|¢ 0 7(w) = ¢ oy(0)|| < wsup|[[($07) (s)]| < Mu,

et puisque ||z — y|| = (1 — cosv)? +sin’v = 2 — 2cosv = 4sin g,onaHx —yl| =
2sin? > 2.2.2 = 29. On en conclut que ||¢p(z) — ¢(y)|| < Z||z — y]|. /9]

3.3.3 Une Autre Démonstration Du Théoréme De Brouwer

En Dimension 2

On donne ici une preuve du Théoréme de Brouwer utilisant la notion de forme
différentielle et la formole de Green-Riemann. On se restreint a la dimension 2 |
mais ¢a marche aussi pour les dimensions supérieures(mais nécessite une formule de

Green-Riemann plus compliquée).

Définition 3.6. Soit Q2 un ouvert de R™.On appelle forme différentielle de degré
1 sur Q toute application o de ) sur le dual (R™)* de R™

Soit F': By(0,1) — S(0,1) tel que Fis01) = id . On commence par supposer que F
est Ct. On note F(x,y) = (Fi(z,y); Fa(z,y)) et on considere la forme différentielle

a: Bp(0,1) = (R?)*

OF: OF"
Fi1%52 — an—yl F 2% _ g, 00

9y oz 2 9z
dxr = Qd Pd
PR W Ty Ey Tyt P

(z,y) =
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« est bien définie sur B;(0,1) car FE+ F3 =1 # 0. On va applique le théoréme 3.1/

a o

Théoréme 3.14. (Green-Riemann) Soit K C R?* un compact a bord Clet a =
Pdx + Qdy une forme différentielle de degré 1, de classe C* sur un ouvert contenant
K. Alors K est mesurable et

oQ oP
| parvam) = [ [ (G- S wdsdy (eflo)
OK+ K 0T Y
On cherche donc a calculer fo(o 1)[2—%(% y)—‘g—g(x, y)|dxdy. Apres de laborieux calculs
on trouve ‘3—2 — %—1; =0, d'ou fS(O,l) a =0 . En revanche si on fait le changement de

variable suivant :

x = Fy(x,y) ety (z,9), on a,

, OF or
dz = ——(z,y)dz + o (2, y)dy
, OF or,
dy = ——(,y)dz + o (z,y)dy
Et donc ,
1 OF, OFy 0F; OF; P
= F —Fy(— —_— = — —

! 1 b 2w 1 o
/S(O,l) ) /o a2 4y o dy —y dr /0 cos?  + sinf [cos +sin”0df] /0 @

(par le changement de variable x' = cosf ety =sin® ). On a alors une contradiction
car 0 # 21w donc une telle fonction F' n’existe pas .

On en déduit donc que si f : By(0,1) — B(0,1) est C* alors elle admet un point fize .
Si f est seulement continue , alors il existe une suite de fonctions C*, f,, : By(0,1) —

B(0,1) qui converge uniformément vers f. On en déduit qu’il existe z,, € By(0,1)
tel que fu(2n) = xn, dot || f(2n) = znll = [[f(2n) = flzn)l| < [If = fallso. comme
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B(0,1) est compact , quitte a extraire un sous-suite , on peut supposer que x, tend

vers un pointrs € Bf(0,1) et on a
1 (@oo) = Tool| < I f(weo) = f@n)l| + (1] (2n) = Zal| + [T = @nl| — Opisoc

Aot f(Too) = Too-



