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INTRODUCTION

L’objectif principal de Ce travail est l’étude de l’éxistence de solutions de pro-
blèmes périodiques du second ordre par la méthode des sous et sur solutions.

Plus précisemment, il s’agit de problèmes périodiques du type :
u′′ = f(t, u(t)) pour t ∈ [0, 2π]

u(0) = u(2π)

u′(0) = u′(2π)

(1)

où f : [0, 2π] × R → R est une fonction continue. L’étude de problème (1) est
basée sur une combinaison de l’argument du point fixe avec la méthode des sous et
sur-solutions.

Ce travail se compose de trois chapitres :
Chapitre 1 : C’est un rappel de quelques définitions et notions de base de l’analyse
fonctionnelle. Dans ce chapitre nous rappelons les définitions des espaces, opérateurs
et fonctions et des théorèmes utilisés tout au long de ce mémoire

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre on introduit la notion des sous et sur-
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solutions d’un problème périodique du second ordre. On définit d’abord les sous
et sur-solutions classiques C2 qu’on utilisera au chapitre 3 pour établir un résultat
d’existence au problème périodique (1) où f est une fonction continue. Par la suite
on introduira la notion des sous et sur-solutions W 2,1, qui sera utilisée au chapitre 3

pour montrer l’existence de solutions W 2,1 pour le problème (1)en supposant que f
est L1-Carathéodory. Cette notion a été introduite par H.Epheser en 1955 et a été
développée par De.Coster et P.Habets en 1996 [1]. Parmi les auteurs qui ont traité ce
sujet nous citons S.Djebali dans ces articles [2, 3] et I.Rachunkova et M.Tvrdy [4, 5].
La troisième partie de ce chapitre concerne la résolution des problèmes périodiques du
second ordre en utilisant les fonctions de Green. Nous allons traiter comme exemples
les problèmes suivants : 

ϕ′′(t) = h(t) si t ∈]0, 2π[

ϕ(0) = ϕ(2π)

ϕ′(0) = ϕ′(2π).

(2)


ϕ′′(t)− α2ϕ(t) = h(t) si t ∈]0, 2π[

ϕ(0) = ϕ(2π)

ϕ′(0) = ϕ′(2π).

(3)


ϕ′′(t) + α2ϕ(t) = h(t) si t ∈]0, 2π[

ϕ(0) = ϕ(2π)

ϕ′(0) = ϕ′(2π).

(4)

où h ∈ L1([0, 2π]) et α > 0.
Ces exemples seront trés utiles dans la construction des sous et sur-solutions pour le
problème périodique

Chapitre 2 : Dans ce chapitre nous considérons le problème périodique (1) et
nous donnerons quelques conditions sur la fonction f qui permettent d’assurer l’exis-
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tence des sous et sur-solutions de ce problème. Pour construire ces dernières nous
allons utiliser les résultats élaborés dans la troisième partie du chapitre 1 concernant
l’existence de solutions d’un problème périodique du second ordre et précisemment
les résulats des trois exemples (2), (3), (4) traités dans ce chapitre. Nous términons
ce chapitre par des exemples illustratifs. Le travail de ce chapitre à été fait par
I.Rachunkova et M.Tvrdy dans les articles [4, 5].
Chapitre 3 : Dans ce chapitre nous allons étudier les théorèmes d’existences cités
dans les articles de I.Rachunkova et M.Tvrdy [4, 5] et dont les démonstrations de
ces théorèmes ont étés prises des travaux de C. De.Coster et P.Habets [1] concer-
nant l’existence de solutions d’un problème périodique par la méthode des sous et
sur-solutions. Dans la première partie de ce chapitre nous montrons l’existence d’une
solution C2 du problème périodique (1), en supposant que f est continue et nous
donnerons un théorème d’existence qui montre que si le problème admet une sous-
solution α et une sur-solution β telle que α ≤ β alors on peut trouver une solu-
tion comprise entre ces deux fonctions. Dans la deuxième partie nous allons traiter
le même problème en supposant que f est L1-Carathéodory et nous allons montrer
l’existence d’une solution W 2,1 en introduisant la notion des sous et sur-solutions
W 2,1. Dans cette méthode on donnera un critère d’extrémum basé sur la dérivée se-
conde. Nous terminons ce chapitre par des exemples qui illustrent l’interêt de cette
méthode dans la résolution des problèmes périodiques.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions et notions fon-
damentales de l’analyse fonctionnelle. Nous présentons quelques résultats
concernant l’existence de solutions pour des problèmes périodiques asso-
ciés à des EDO du second ordre en utilisant les fonctions de Green et
leures propriétes.

1.1 Espaces Fonctionnels

Définition 1.1. On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet
sur le corps C ou R.

Exemples

Soit J = [a, b] un intervalle de R. Les espaces vectoriels C(J,R), espace des
fonctions continues de J dans R et L1 (J,R), espace des fonctions L1 intégrables
sur J et BM(J,R), espace des fonctions bornées et mesurables de J dans R, munis
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respectivement des normes suivantes :

‖x‖ = sup
t∈J
|x(t)|, ‖x‖L1 =

∫ b

a

|x(t)|dt, ‖x‖BM = max
t∈J
|x(t)|

sont des espaces de Banach sur R.

Définition 1.2. Un espace topologique X est dit compact s’il est séparé et vérifie
l’une des conditions équivalentes suivantes :

1. De tout recouvrement ouvert de X on peut extraire un recouvrement fini (pro-
priété de Heine-Borel).

2. De toute famille de fermés de X ayant une intersection vide, on peut extraire
une famille finie ayant une intersection vide (proposition de Contor).

3. Une famille de fermés de X à une intersection non vide si toute sous famille
finie extraite à une intersection non vide.

Proposition 1.1. Dans un espace normé de dimension finie, les parties compacts
sont les parties fermées et bornées.

Définition 1.3. (Espace Lp) Soit p un entier tel que ∞ > p ≥ 1. On désigne par
Ω un ouvert de Rn muni de la mesure de Lebesgue. On définit l’espace :

Lp(Ω) = {u : Ω −→ R : u mesurable et

∫
Ω

|u(x)|pdx <∞}

que l’on munit de la norme ‖u‖p =

(∫
Ω

|u|p
) 1

p

.

Définition 1.4. (Espace de Sobolev) Soit m un entier tel que m ≥ 2 et I un
intervalle ouvert de R. On définit l’espace de Sobolev d’ordre m par :

Wm,p(I) = {u ∈ Lp(I) : u′, u′′, ....u(m) ∈ Lp(I)}

Définition 1.5. (Fonction de Carathéodory) Une fonction f : J × R → R est
L1- Carathéodory si :
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1. La fonction t 7→ f(t, x) est mesurable sur J , pour tout x ∈ R.

2. La fonction x 7→ f(t, x) est continue, pour presque tout t ∈ J .
3. ∀r > 0,∃h ∈ L1(J,R) : ∀t ∈ J,∀x ∈ R tel que‖x‖ < r on a ‖f(t, x)‖ ≤ h(t)

Si la fonction f vérifie uniquement les conditions 1 et 2, elle est dite de Carathéodory.

Remarque 1.1. En particulier l’espace :

W 2,1(I) = {u ∈ L1(I) : u′, u′′ ∈ L1(I)}

est un espace de Sobolev.

1.1.1 Théorème d’Ascoli -Arzela

Soit M un sous ensemble d’un espace de fonctions définies d’un intervalle [a, b]

de R à valeurs dans un espace vectoriel normé X.

Définition 1.6. (Ensemble équicontinu) M est dit équicontinu si :

∀ε > 0∃δ > 0 : ∀t, τ ∈ [a, b], |t− τ | ≤ δ =⇒ ‖f(t)− f(τ)‖ ≤ ε,∀f ∈M.

Définition 1.7. (Ensemble uniformément borné)M est dit uniformément borné
s’il existe K > 0 tel que :

‖f(t)‖ ≤ K, ∀f ∈M.

Définition 1.8. (Ensemble relativement compact) M est dit relativement com-
pact si M (adhérence de M)est compact.

Théorème 1.1. (Ascoli-Arzela) Soit C(J,R) l’espace des fonctions continues d’un
intervalle compact J de R à valeurs dans un espace vectoriel normé R. Un ensemble
M est relativement compact dans C(J,R) si et seulement si M est uniformément
borné et équicontinu .
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Corollaire 1.1. Soit BM(J,X) l’espace des fonctions bornées mesurables d’un in-
tervalle compact J de R à valeurs dans un espace vectoriel normé X. Pour qu’un
ensemble M soit relativement compact dans BM(J,X) il suffit que cet ensemble soit
uniformément borné et équicontinu.

Définition 1.9. (Opérateur compact) Un opérateur A défini de X dans lui même
est dit compact si l’ensemble A(X) est relativement compact .

Définition 1.10. (Opérateur complètement continu) Un opérateur A est dit
complètement continu si :

i. A est continu de X dans lui même.

ii. ∀B ⊂ X borné, A(B) est relativement compact.

Théorème 1.2. (Point fixe de Schauder) Soit X un espace vectoriel normé sur
R et C une partie non vide de X fermé et convexe. Si T est une application continue
de C dans C telle que T (C) soit relativement compact, alors T admet un point fixe.

Théorème 1.3. (Théorème de la convergence dominée de Lebesgue) Soit X
un espace de Banach. Soit (fn)n∈N une suite de fonctions dans L1(X,X) et soit f
une fonction de X dans X tell que f>0. On suppose que :

i. La suite (fn(x))n∈N converge vers f(x), pour presque tout x ∈ X.

ii. Il existe une fonction g ∈ L1(X,R) telle que :

∀n ∈ N, ‖fn(x)‖ ≤ g(x), pour tout t ∈ X.

Alors :
f ∈ L1(X,X) et lim

n→∞
‖fn − f‖L1 = 0.

Corollaire 1.2. (Inégalité de la moyenne) Soit [a, b] un intervalle de R et f une
fonction bornée sur [a, b] et g ∈ L1([a, b]). Alors :∥∥∥∥∫ b

a

f(t)g(t)dt

∥∥∥∥ ≤ sup
t∈[a,b]

|f(t)|
∫ b

a

‖g(t)dt‖
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1.2 Les sous et sur-solutions

Dans cette section nous présentons des définitions et des résultats sur les
sous et sur-solutions correspondantes au problème considéré. Nous allons
commencer par définir les sous et sur-solutions dans l’espace C2 puis nous
donnons des définitions dans l’espace de Sobolev W 2,1.

1.2.1 Les sous et sur-solutions de classe C2

On considère le problème périodique :
u′′ = f(t, u(t)) pour t ∈ [0, 2π]

u(0) = u(2π)

u′(0) = u′(2π)

(1.1)

où f est une fonction continue de [0, 2π]× R dans R.
Dans ce qui suit on désignera par C1([0, 2π]) l’espace des fonctions continues et
différentiables de [0, 2π] dans R et par C2(]0, 2π[) l’espace des fonctions continues et
deux fois différentiables de ]0, 2π[ dans R.

Définition 1.11. (Sous-solution) Une fonction α ∈ C2(]0, 2π[) ∩ C1([0, 2π]) est
une sous -solution du problème (1.1) si :

i) Pour tout t ∈]0, 2π[;α′′(t) ≥ f(t, α(t)).

ii) α(0) = α(2π) et α′(0) ≥ α′(2π).

Définition 1.12. (Sur-solution) Une fonction β ∈ C2(]0, 2π[)∩C1([0, 2π]) est une
sur- solution du problème (1.1) si :

i) Pour tout t ∈]0, 2π[; β′′(t) ≤ f(t, β(t)).

ii) β(0) = β(2π) et β′(0) ≤ β′(2π).
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1.2.2 Les sur et sous-solutions dans l’espace W 2,1

Dans cette partie on repend le problème périodique (1.1) dans le quel on suppose
que la fonction f est L1-Caratheodory.
Pour simplifier les notations, on prolonge f(t, u) par périodicité à tout R, en posant :

f(t, u) = f(t+ 2π, u),∀t ∈ R et ∀u ∈ R

et on considère l’ensemble :

C2π = {u ∈ C(R) : ∀t ∈ R, u(t) = u(t+ 2π)}.

Nous allons à présent introduire les dérivées de Dini en un point t0 d’une fonction u
continue d’un intervalle I de R dans R en notant par :

D−u(t0) = lim
h→o−

inf
u(t0 + h)− u(t0)

h

D−u(t0) = lim
h→o−

sup
u(t0 + h)− u(t0)

h

D+u(t0) = lim
h→o+

inf
u(t0 + h)− u(t0)

h

D+u(t0) = lim
h→o+

sup
u(t0 + h)− u(t0)

h

respectivement les dérivés à gauche supérieures et inférieures et les dérivés à droite
supérieures et inférieures de la fonction u au point t0.

Définition 1.13. (Sous-solution W 2,1) Une fonction α ∈ C2π est une sous-solution
W 2,1 du problème (1.1) si pour tout t0 ∈ R, ou bien D−α(t0) < D+α(t0) ou bien il
existe un intervalle I0 ouvert tel que t0 ∈ I0, α ∈ W 2,1(I0) et pour presque tout t ∈ I0

on a :
α′′(t) ≥ f(t, α(t)).
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Définition 1.14. (Sur-solution W 2,1) Une fonction β ∈ C2π est une sur-solution
W 2,1 du problème (1.1) si pour tout t0 ∈ R, ou bien D−β(t0) > D+β(t0), ou bien il
existe un intervalle I0 ouvert tel que t0 ∈ I0, β ∈ W 2,1(I0) et pour presque tout t ∈ I0

on a :
β′′(t) ≤ f(t, β(t)).

Proposition 1.2. Une fonction α ∈ C2(]0, 2π[) ∩ C1([0, 2π]) est une sous-solution
W 2,1 du problème (1.1) si et seulemement si elle satisfait la Définition 1.11.

Démonstration. Condition nécessaire : On suppose que α est une sous-
solution C2 du problème (1.1). C’est-à-dire qu’elle satisfait Définition 1.11. Alors
pour tout t ∈]0, 2π[ on a :α′′(t) ≥ f(t, α(t)). Ce qui implique que pour tout t0 ∈ R la
condition D−α(t0) < D+α(t0) n’est pas satisfaite car α ∈ C2(]O, 2π[) mais il existe
un intervalle ouvert I0 =]2πk, 2π(k+ 1)[ où k ∈ N tel que t0 ∈ I0 et α ∈ W 2,1(I0) car
on a C2(0, 2π) ∩ C1([0, 2π]) ⊂ W 2,1(]0, 2π[) et pour tout t ∈ I0

α′′(t) ≥ f(t, α(t)).

Donc α est une sous-solution dans W 2,1.
Condition suffisante : On suppose que α est une sous-solution W 2,1 du problème
(1.1). Soit t0 ∈]0, 2π[. Puisque α ∈ C1([0, 2π]) alors D−α(t0) = D+α(t0). Donc il
existe un intervalle I0 ouvert tel que t0 ∈ I0 et α ∈ W 2,1(I0) et pour presque tout
t ∈ I0 on a α′′(t) ≥ f(t, α(t)), puisque α′′ et f sont continues sur ]0, 2π[, alors :

∀t ∈ I0, α
′′(t) ≥ f(t, α(t))
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et comme α ∈ C2π, alors α(0) = α(2π) de plus

α′(0) = lim
h→o

α(h)− α(0)

h

= lim
h→o

α(2π + h)− α(2π)

h

= α′(2π).

D’ou α′(0) ≥ α′(2π) ; ce qui prouve que α est une sous-solution C2.

Proposition 1.3. Une fonction β ∈ C2(]0, 2π[) ∩ C1([0, 2π]) est une sur-solution
W 2,1 du problème (1.1) si et seulemement si elle satisfait la Définition 1.12.

Démonstration.

Elle suit les mêmes étapes et le même raisonnement que la proposition précédante.

1.2.3 Propriétes des sous et sur-solutions

Proposition 1.4. Si α1 et α2 (resp.β1etβ2) sont deux sous-solutions (resp.sur-
solutions) du problème (1.1) qui s’intersectent un nombre fini de fois, alors
α = max(α1, α2), resp. (β = min(β1, β2)) est une sous-solution (resp.sur-solution)
du problème (1.1).

Démonstration.

Soient α1 et α2 deux sous-solutions du problème (1.1) et soit t0 ∈ R.
� Si α1(t0) > α2(t0) alors, grâce à la continuité de α1 et α2, il existe un intervalle
ouvert V tel que t0 ∈ V et α1(t) > α2(t),∀t ∈ V .
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• Si D−α1(t0) < D+α1(t0) alors :

D−α(t0) = lim
h→0−

inf
α(t0 + h)− α(t0)

h

= lim
h→0−

inf
α1(t0 + h)− α1(t0)

h

= D−α1(t0)

< D+α1(t0)

= lim
h→0+

sup
α1(t0 + h)− α1(t0)

h

= lim
h→0+

sup
α(t0 + h)− α(t0)

h

= D+α(t0).

• S’il existe un intervalle ouvert I0 tel que t0 ∈ I0, α1 ∈ W 2,1(I0) et pour presque
tout t0 ∈ I0,

α′′1(t) ≥ f(t, α1(t))

alors pour I1 = I0 ∩ V , on a α1 = α sur I1.Donc α ∈ W 2,1(I1) et pour presque tout
t ∈ I1

α′′(t) ≤ f(t, α(t)).

� Si α1(t0) = α2(t0) = α(t0).
Dans ce cas on va discuter deux possibilités sur α1(t), et α2(t) :
* Si α1(t) ≥ α2(t) sur un voisinage ]t0 − h, t0 + h[ de t0, on a :
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• Si D−α1(t0) < D+α1(t0) alors :

D−α(t0) = lim
h→0−

inf
α(t0 + h)− α(t0)

h

= lim
h→0−

inf
α1(t0 + h)− α1(t0)

h

= D−α1(t0)

< D+α1(t0)

= lim
h→0+

inf
α1(t0 + h)− α1(t0)

h

= lim
h→0+

inf
α(t0 + h)− α(t0)

h

= D+α(t0).

• S’il existe un intervalle ouvert I0 tel que t0 ∈ I0, α1 ∈ W 2,1(I0) et pour presque
tout t ∈ I0,

α′′1(t) ≥ f(t, α1(t)).

alors il existe un intervalle I1 = I0∩]t0 − h, t0[ tel que t0 ∈ I1, α = α1 ∈ W 2,1(I1)

et pour presque tout t ∈ I1

α′′(t) ≥ f(t, α(t))

* Si α1(t) > α2(t) sur ]t0 − h, t0[ et α1(t) < α2(t) sur ]t0, t0 + h[,
• Si D−α1(t0) < D+α1(t0),alors :
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D−α(t0) = lim
h→0−

inf
α(t0 + h)− α(t0)

h

= lim
h→0−

inf
α1(t0 + h)− α1(t0)

h

= D−α1(t0)

< D+α1(t0)

= D+α2(t0)

= lim
h→0+

inf
α2(t0 + h)− α2(t0)

h

= lim
h→0+

inf
α(t0 + h)− α(t0)

h

= D+α(t0).

• S’il existe un intervalle ouvert I0 tel que t0 ∈ I0, α1 ∈ W 2,1(I0) et pour presque
tout t ∈ I0

α′′1(t) ≥ f(t, α1(t)).

Alors :
◦ Si D−α2(t0) < D+α2(t0), alors :
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D−α(t0) = lim
h→0−

inf
α(t0 + h)− α(t0)

h

= lim
h→0−

inf
α1(t0 + h)− α1(t0)

h

= D−α1(t0)

= D−α2(t0)

< D+α2(t0)

= lim
h→0+

sup
α2(t0 + h)− α2(t0)

h

= lim
h→0+

sup
α(t0 + h)− α(t0)

h

= D+α(t0).

◦ S’il existe un intervalle ouvert I1 tel que t0 ∈ I1, α2 ∈ W 2,1(I1) et pour presque
tout t ∈ I1,

α′′2(t) ≥ f(t, α2(t)).

Alors il existe un intervalle I = I0 ∩ I1 tel que t0 ∈ I, α ∈ W 2,1(I) et pour presque
tout t ∈ I,

α′′(t) ≥ f(t, α(t))

1.3 Sur les problèmes aux limites associés aux EDO

du second ordre

L’objectif de cette partie est de présenter quelques résultats concer-
nant les problèmes aux limites associés aux EDO du second ordre, et en
particulier les problèmes périodiques linéaires. Nous allons étudier des
résultats d’existence de solutions pour ce type de problèmes en utilisant
les fonctions de Green que nous allons utiliser dans la construction des
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sous et sur-solutions du problème (1.1).

1.3.1 Présentation du problème

On considère le problème du second ordre suivant :
ϕ′′(t) + p(t)ϕ(t) = f(t) pour t ∈ [a, b]

ϕ(a) = ϕ(b)

ϕ′(a) = ϕ′(b)

(1.2)

où p et f sont des fonctions définies de [a, b] dans R.
On appelle problème homogène associé au problème (1.2) le problème suivant :

ϕ′′(t) + p(t)ϕ(t) = 0 pour t ∈ [a, b]

ϕ(a) = ϕ(b) = 0

ϕ′(a) = ϕ′(b) = 0

(1.3)

Théorème 1.4. (Altérnative de Fredholm) Le problème (1.2) admet pour toute
fonction f une solution unique si le problème homogène (1.3) admet pour seule so-
lution la solution triviale.

Remarque 1.2. Le problème (1.3) a au moins une solution, par exemple la solu-
tion triviale ϕ ≡ 0. Cependant cette solution a peu d’intérêt en pratique ce qui nous
ramène à montrer que ce problème a au moins une solution non triviale. On a le
résultat suivant :

Proposition 1.5. Une condition necessaire et suffisante pour que le problème (1.3)
admet une solution non triviale est que pour deux solutions linéairement indépen-
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dantes ϕ1 et ϕ2 de l’equation ϕ′′(t) + p(t)ϕ(t) = 0 on a :∣∣∣∣∣ ϕ1(a)− ϕ′1(a) ϕ2(a)− ϕ′2(a)

ϕ1(b)− ϕ′1(b) ϕ2(b)− ϕ′2(b)

∣∣∣∣∣ = 0. (1.4)

Dans ce cas toutes les solutions sont données par : ϕ(t) = cϕ0(t) où ϕ0 est une
solution non triviale du problème (1.3) et c une constante arbitraire.

1.3.2 Fonction de Green

Définition 1.15. On appelle fonction de Green associée au problème (1.2) une fonc-
tion G : [a, b]× [a, b] −→ R vérifiant les propriétés suivantes :

1. G est continue sur [a, b]× [a, b].

2. G est symétrique : G(t, s) = G(s, t),∀(t, s) ∈ [a, b]× [a, b].

3. ∂G
∂t

(t, s) est continue pour tout t 6= s.

4. ∂G
∂t

(t+, t−)− ∂G
∂t

(t−, t+) = 1.

5. La fonction partielle t 7−→ G(t, s) est solution de (1.2).

6. La fonction partille t 7−→ G(t, s) vérifie les conditions aux bords homogènes,
pour tout s ∈ [a, b].

Théorème 1.5. Si le problème (1.3) n’admet pas de solutions non triviales, alors il
existe une et une seule fonction G ne dépendant pas de f et dite fonction de Green
telle que pour toute fonction f la solution du problème (1.2) s’écrie de manière unique
sous la forme :

ϕ(t) =

∫ b

a

G(t, s)f(s)ds.

Démonstration.

*Existence de la fonction G :

On considère deux solutions ϕ1 et ϕ2 de l’equation

ϕ′′ + pϕ = 0
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qui vérifient : ϕ1(a) = ϕ1(b)

ϕ′2(a) = ϕ′2(b)
ou

ϕ2(a) = ϕ2(b)

ϕ′1(a) = ϕ′1(b).

On appelle wronskien des fonctions ϕ1 et ϕ2 le nombre :

w(ϕ1, ϕ2)(t) = ϕ1(t)ϕ′2(t)− ϕ′1(t)ϕ2(t).

On a w(ϕ1, ϕ2) 6= 0 pour tout t ∈ [a, b] et de plus il ne dépend pas du choix de t .
On pose

G(t, s) =


ϕ1(t)ϕ2(s)
w(ϕ1,ϕ2)(t)

si a ≤ t ≤ s ≤ b

ϕ1(t)ϕ2(s)
w(ϕ1,ϕ2)(t)

si a ≤ s < t ≤ b.
(1.5)

On peut vérifier facilement que G vérifie les propiétés de la définition 1.15.

*Unicité de la fonction G :

Soit G et H deux fonctions de Green associées au problème (1.2). Alors∫ b

a

[G(t, s)−H(t, s)]f(s)ds = 0, ∀t ∈ [a, b], et∀f : [a, b] −→ R

pour t fixé posons f(s) = G(t, s)−H(t, s) ;on a∫ b

a

[G(t, s)−H(t, s)]2ds = 0,∀t ∈ [a, b]

comme G et H sont continues alolrs G ≡ H c’est-à-dire

G(t, ·) = H(t, ·),∀t ∈ [a, b]

*Existence et unicité d’une solution :
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La fonction ϕ définie par :

ϕ(t) =

∫ b

a

G(t, s)f(s)ds =
ϕ2(t)

W (ϕ1, ϕ2)

∫ t

a

ϕ1(s)f(s)ds+
ϕ1(t)

W (ϕ1, ϕ2)

∫ t

a

ϕ2(s)f(s)ds

est solution du problème (1.2). En effet,nous avons :

ϕ′(t) =

∫ b

a

∂G

∂t
(t, s)f(s)ds

et en dérivant une deuxième fois on trouve :

ϕ′′(t) =

∫ b

a

∂2G

∂2t
(t, s)f(s)ds+ f(t)

[
∂G

∂t
(t, t−)− ∂G

∂t
(t, t+)

]
or d’aprés les propiétés de la fonction de Green on a :

∂G

∂t
(t, t−)− ∂G

∂t
(t, t+) = 1.

On en déduit l’expression :

ϕ′′(t) =

∫ b

a

∂2G

∂2t
(t, s)f(s)ds+ f(t).

On remplace ϕ dans l’équation ϕ′′(t) + p(t)ϕ(t) = f(t) pour trouver :∫ b

a

∂2G

∂2t
(t, s)f(s)ds+ f(t) + p(t)

∫ b

a

G(t, s)f(s)ds = f(t).

ce qui implique que :∫ b

a

[
∂2G

∂2t
(t, s) + p(t)G(t, s)

]
f(s)ds+ f(t) = f(t).
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Puisque G vérifie l’équation homogène ϕ′′(t) + p(t)ϕ(t) = 0, alors

∂2G

∂2t
(t, s) + p(t)G(t, s) = 0.

ce qui entraine que f(t) = f(t). D’ou ϕ est solution du problème (1.2).

1.3.3 Exemples de problèmes associés aux EDO du second

ordre

Exemple 1.3.1. Soit le problème :
ϕ′′(t) = h(t) pour t ∈ [0, 2π]

ϕ(0) = ϕ(2π) = c

ϕ′(0) = ϕ′(2π)

(1.6)

ou c ∈ R et h ∈ L([0, 2π]).
Le problème (1.6) admet une unique solution ϕ ∈ C2([0, 2π]) donnée par :

ϕ(t) = c+

∫ 2π

0

H(t, s)h(s)ds,∀t ∈ [0, 2π]

où la fonction H est définie par :

H(t, s) =


t(s−2π)

2π
si 0 ≤ t ≤ s ≤ 2π

s(t−2π)
2π

si 0 ≤ s ≤ t ≤ 2π.
(1.7)

En effet : on considère l’équation

ϕ′′(t) = h(t).
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En intégrant une première fois les deux membres entre 0 et t, on obtient :∫ t

0

ϕ′′(s)ds =

∫ t

0

h(s)ds,

c’est-à-dire,

ϕ′(t)− ϕ′(0) =

∫ t

0

h(s)ds

et donc
ϕ′(t) =

∫ t

0

h(s)ds+ ϕ′(0).

Ensuite par une deuxième intégration, on trouve :

ϕ(t)− ϕ(0) =

∫ t

0

ds

∫ s

0

h(τ)dτ + ϕ′(0).

C’est-à-dire,

ϕ(t) =

∫ t

0

(t− s)h(s)ds+ tϕ′(0) + ϕ(0).

Comme on a : ϕ(0) = ϕ(2π) et ϕ′(0) = ϕ′(2π) alors :

c+ ϕ′(0)2π +

∫ 2π

0

(2π − s)h(s)ds = c

ce qui donne

ϕ′(0) =
−1

2π

∫ 2π

0

(2π − s)h(s)ds.
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On remplace ϕ′(0) dans l’expression de ϕ(t) on trouve :

ϕ(t) = c− t

2π

∫ 2π

0

(2π − s)h(s)ds+

∫ t

0

(t− s)h(s)ds

= c− t

2π

∫ t

0

(2π − s)h(s)ds− t

2π

∫ 2π

t

(2π − s)h(s)ds+

∫ t

0

(t− s)h(s)ds

= c+

∫ t

0

s(t− 2π)

2π
h(s)ds+

∫ 2π

t

t(s− 2π)

2π
h(s)ds

= c+

∫ 2π

0

H(t, s)h(s)ds

où H est définie par l’expression (1.7).

Lemme 1.1. La fonction H donnée par (1.7) vérifie les estimations suivantes :

−π
2
≤ −s(2π − s)

2π
≤ H(t, s) ≤ 0

pour tout (s, t) ∈ [0, 2π]2.

Démonstration.

*Si 0 ≤ t ≤ s ≤ 2π

H(t, s) =
s(t− 2π)

2π

On a : s ≤ t et t− 2π ≤ 0, alors :

s(t− 2π) ≥ t(t− 2π)

≥ t(s− 2π)

≥ s(s− 2π).

D’où l’on déduit que :
s(t− 2π)

2π
≥ s(s− 2π)

2π
.

On considère maintenant la fonction p(s) = s(s−2π)
2π

définie sur [0, 2π]. On a p′(s) =
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s−π
π

s’annule pour s = π. Elle est négative sur [0, π] et positive sur [π, 2π]. Donc p
admet un minimum au point s = π, et p(π) = −π

2
, alors pour tout s ∈ [0, 2π], p(s) ≥

−π
2
. D’ou

−π
2
≤ s(s− 2π)

2π
≤ H(t, s) ≤ 0.

De la même manière on montre que cette inégalité est satisfaite si on prend 0 ≤ s ≤
t ≤ 2π.

Exemple 1.3.2. Soit α > 0 et α 6= k pour tout k ∈ N. Alors pour toute fonction
h ∈ L([0, 2π]) le problème :

ϕ′′(t) + α2ϕ(t) = h(t) pour t ∈ [0, 2π]

ϕ(0) = ϕ(2π)

ϕ′(0) = ϕ′(2π)

(1.8)

admet une unique solution ϕ ∈ C2[0, 2π] définie par :

ϕ(t) =

∫ 2π

0

g(t, s)h(s)ds

où g(t, s) est donnée par :

g(t, s) =


cos(α(π+t−s)

2αsin(απ)
si 0 ≤ t ≤ s ≤ 2π

cos(α(π+s−t)
2αsin(απ)

si 0 ≤ s ≤ t ≤ 2π.
(1.9)

Pour démontrer ce résultat on considère d’abord le problème homogène associé au
problème (1.8) et on peut montrer qu’il admet seulement la solution triviale. D’ou
par le Théorème 1.5 on conclu que la fonction de Green existe et est unique .
Pour la construction de cette fonction on prend deux solutions de l’equation différen-
tielle de ce problème linéairement indépendantes et chacune d’elles vérifie une des
conditions aux bords.
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Les solutions de l’équation différentielle ϕ′′ + α2ϕ = 0 sont de la forme :

ϕ(t) = c1cos(αt) + c2sin(αt)

où c1 et c2 sont deux constantes arbitraires.
Soient ϕ1 et ϕ2 deux solutions telles que :

ϕ1(0) = ϕ1(2π) et ϕ′2(0) = ϕ′2(2π)

on trouve :
ϕ1(t) = 2sin(πα)cos(πα− αt)

ϕ2(t) = −2sin(απ)sin(απ − αt).

Le wronskien de ϕ1 et ϕ2 est donné par : w(ϕ1, ϕ2) = 4αsin2(απ) et d’apres la
formule (1.5) la fonction de Green sera donnée par l’expression (1.9) et enfin la
solution du problème (1.8) est définie par :

ϕ(t) =

∫ 2π

0

g(t, s)h(s)ds.

Lemme 1.2. Pour tout α ∈]0, 1
2
], la fonction de Green g dans (1.9) satisfait aux

estimations suivantes :

0 ≤ cos(απ)

2αsin(απ)
≤ g(t, s) ≤ 1

2αsin(απ)

pour tout (t, s) ∈ [0, 2π]× [0, 2π].

Démonstration.

Si α ∈]0, 1
2
], 0 < απ ≤ π

2
donc sin(απ) ≥ 0. Delà :

cos(α(π + t− s))
2α sin(απ)

≤ 1

2α sin(απ)
.
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D’autre part si on suppose que 0 ≤ t ≤ s ≤ 2π. On a π+t−s ≤ π, et la fonction cos est
décroissante sur [0, π

2
], alors cos(α(π+ t−s)) ≥ cos(απ) car α(π+ t−s) ≤ (απ) ≤ π

2
.

D’où :
cos(α(π + t− s))

2α sin(απ)
≥ cos(απ)

2α sinαπ
.

On en déduit alors que :

0 ≤ cos(απ)

2αsin(απ)
≤ g(t, s) ≤ 1

2αsin(απ)
.

De la même manière on montre cette inégalité si 0 ≤ s ≤ t ≤ 2π.

Exemple 1.3.3. Soit α > 0. Pour toute fonction h ∈ L([0, 2π]) le problème :
ϕ′′(t)− α2ϕ(t) = h(t) pour t ∈ [0, 2π]

ϕ(0) = ϕ(2π)

ϕ′(0) = ϕ′(2π)

(1.10)

admet une unique solution ϕ ∈ C2[0, 2π] définie par :

ϕ(t) =

∫ 2π

0

k(t, s)h(s)ds

où k(t, s) est donnée par :

k(t, s) =

−
cosh(α(π+t−s)

2α sinh(απ)
si 0 ≤ t ≤ s ≤ 2π

− cosh(α(π+s−t)
2α sinh(απ)

si 0 ≤ s ≤ t ≤ 2π.
(1.11)

On reprend le même raisonnement que dans l’Exemple 1.3.2, en considèrant les so-
lutions de l’équation différentielle ϕ′′ − α2ϕ = 0 qui sont de la forme :

ϕ(t) = c1e
αt + c2e

−αt

où c1 et c2 sont des constantes arbitraires. Comme le problème homogène admet
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uniquement la solution triviale alors le problème (1.10) admet une unique solution
donnée par :

ϕ(t) =

∫ 2π

0

k(t, s)h(s)ds

où k est la fonction de Green associée au problème (1.10).
Pour la construction de la fonction k on considère deux solutions ϕ1 et ϕ2 de l’équa-
tion ϕ′′ − α2ϕ = 0 telles que

ϕ1(0) = ϕ1(2π) et ϕ′2(0) = ϕ′2(2π).

On trouve :

ϕ1(t) = 2(cosh(αt− 2πα)− coshαt)

ϕ2(t) = 2(sinhαt− sinh(αt− 2πα)).

Le wronskien de ϕ1 et ϕ2 est donné par : w(ϕ1, ϕ2) = 16 α sinh2 πα et en apliquant
la formule (1.5) on obtient l’expression de k(t, s) donnée par (1.11).

Lemme 1.3. On peut vérifier que pour tout α > 0 la fonction de Green k satisfait
aux estimations suivantes

− cosh(απ)

2α sinh(απ)
≤ k(t, s) ≤ −1

2α sinh(απ)
< 0

pour tout (t, s) ∈ [0, 2π]× [0, 2π].

Démonstration.

On a
cosh(t) =

et + e−t

2

et
sinh(t) =

et − e−t
2

.

La fonction cosh étant croissante sur [0,∞[, en prenant 0 ≤ t ≤ s ≤ 2π on a
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α(π + t− s) ≤ απ, et delà :

cosh(α(π + t− s)) ≤ cosh(απ).

D’ou puisque la fonction sinh est strictement positive sur ]0,∞[ on a :

cosh(α(π + t− s))
2α sinh(απ)

≤ cosh(απ)

2α sinh(απ)
.

D’autre part, on a cosh(α(π + t− s)) ≥ 1 ce qui entraîne :

cosh(α(π + t− s))
2α sinh(απ)

≥ 1

2α sinh(απ)
.

Ainsi nous avons vérifier que pour tout t, s ∈ [0, 2π] tel que t ≤ s, on a :

0 >
cosh(απ)

2α sinh(απ)
≥ cosh(α(π + t− s))

2α sinh(απ)
≥ 1

2α sinh(απ)
.

Si on multiplie les membres de cette inégalité par −1 on trouve

− cosh(απ)

2α sinh(απ)
≤ k(t, s) ≤ −1

2α sinh(απ)
< 0

pour tout (t, s) ∈ [0, 2π]× [0, 2π].
Par un raisonnement analogue on montre cette estimation pour s ≤ t.

1.3.4 Applications aux théorèmes du point fixe

Théorème du point fixe de Brouwer(1912)

Théorème 1.6. Soit C un compact convexe non vide de Rn et f : C −→ C une
application continue. Alors f admet au moins un point fixe dans C.

Démonstration.

Sans perte de généralité nous allons nous restraindre au cas où C = B(0, R).
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Si pour x0 ∈ ∂C, f(x0) = x0, le théorème est démontré. Sinon i.e f(x) 6= x,∀x ∈ ∂C
considérons alors la déformation continue ft(x) = x−tf(x), pour t ∈ [0, 1], et x ∈ ∂C.
On a les estimations suivantes :

‖ft(x)‖ ≥ |‖x‖ − t‖f(x)‖| = |R− t‖f(x)‖| ≥ (1− t)R > 0.

En effet, comme f(C) ⊂ C on a

t‖f(x)‖ < ‖f(x)‖ ≤ R, ∀t ∈ [0, 1].

Le deg(Id − tf, C, 0) est donc bien défini et vaut par homotopie

deg(Id, C, 0) = 1 = deg(Id − f, C, 0) 6= 0.

Il existe donc x ∈ C tel que (Id − f)(x) = 0, c’est-à-dire f(x) = x.

Théorème de Schauder (1930)

Théorème 1.7. Soit C un sous ensemble convexe, fermé, et non vide d’un espace
de Banach et f : C −→ C une application continue et compacte. Alors f admet au
moins un point fixe dans C.

Démonstration.

*Etape 1 :On suppose C = B(0, 1).
S’il existe x0 ∈ ∂C tel que f(x0) = x0 il n’y a rien à démontrer, sinon ∀t ∈ [0, 1] le
degré de Id − tf en 0 relativement à C est bien défini. En effet s’il existe x ∈ ∂C tel
que tf(x) = x alors, R = t‖f(x)‖ ≤ Rt, car f(C) ⊂ C et donc t = 1 ce qui contredit
‖f(x)‖ = R = ‖x‖. Et par homothopie on a deg(f, C, 0) = 1. D’ou le résultat.
*Etape 2 : On suppose que C est un convexe, fermé et non vide.
On considére une rétraction continue R : B −→ C où B une boule contenant C. Soit
le diagramme B −→ C −→ B. L’application foR est compacte, car f est compacte
et R bornée. D’aprés la 1er étape, l’application foR admet un point fixe x0 ∈ B et
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foR(x0) = x0. Or R(x0) ∈ C et par hypothèse f(C) ⊂ C, alors f (R(x0)) ∈ C et
donc x0 ∈ C.



Chapitre 2

Construction des sous et

sur-solutions

Dans les travaux concernant les problèmes aux limites du second
ordre on applique souvent la méthode des sous et sur-solutions, en sup-
posant l’existence de ces dernières. Mais le problème qui se pose est le
suivant : sous quelles conditions peut on assurer l’existence d’une sous et
d’une sur-solution dans un problème aux limites associé à une EDO du
second ordre.

Références bibliographiques : I.Rachunkova et M.Tvrdy [4, 5].
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous considèrons le problème suivant :
u′′ = f(t, u(t)) pour t ∈ [0, 2π]

u(0) = u(2π)

u′(0) = u′(2π)

(2.1)

dont nous allons étudier quelques conditions sur la fonction f qui nous
assurent l’existence des sous et sur-solutions et trouver des estimations à
priori sur celles-ci.
Pour la construction des sous et sur solutions nous allons utiliser les résul-
tats rappelés dans le chapitre 1 qui concernent la résolution des problèmes
aux limites associés aux EDO du second ordre et plus présisemment les
résultas élaborés dans les Exemples 1.3.1, 1.3.2 et 1.3.3.

Dans ce qui suit, nous commencons par rappeler les espaces sui-
vants : L[0, 2π], l’espace des fonctions intégrables au sens de Lebesgue
sur [0, 2π], et C2[0, 2π] l’espace des fonctions deux fois différentiables sur
[0, 2π] et la dérivée second est continue sur [0, 2π]. Pour tout x ∈ C2[0, 2π]

et h ∈ L[0, 2π] on pose :

‖x‖C = sup
x∈[0,2π]

|x(t)|, ‖h‖L =

∫ 2π

0

|h(s)ds et h =
1

2π

∫ 2π

0

h(s)ds.

On note par :

h+(t) = max{h(t), 0}, h−(t) = max{−h(t), 0}, pour tout t ∈ [0, 2π]

la partie positive, respectivement négative de h sur l’intervalle [0, 2π].
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2.2 Construction des sous-solutions

Le lemme suivant est nécessaire dans les estimations que nous allons démontrer
dans les propositions qui suiveront.

Lemme 2.1. Soit p : [0, 2π] −→ R et m,M ∈ R tels que mM ≥ 0 et m ≤ p(t) ≤M

sur [0, 2π]. Alors pour toute fonction h ∈ L[0, 2π] telle que h = 0 on a :

|
∫ 2π

0

p(s)h(s)ds| ≤ max{|m|, |M |}‖h‖L
2

. (2.2)

Démonstration.

Soit h ∈ L[0, 2π] tel que h = 0. Nous avons : h+ = h− et ‖h‖L = 4πh+ = 4πh−.
On suppose maintenant que 0 ≤ m ≤M .
Nous avons d’une part :

h+ =
1

2π

∫ 2π

0

h+(s)ds.

Donc
2πh+ ≥

∫ 2π

0

h+(s)ds ≥
∫ 2π

0

h(s)ds.

De même on a :

−2πh− ≤
∫ 2π

0

h(s)ds

et puisque h+ = h− alors :

−2πh+ ≤
∫ 2π

0

h(s)ds ≤ 2πh+

or on a : ‖h‖L = 4πh+, ce qui entraine

|
∫ 2π

0

h(s)ds| ≤ ‖h‖L
2

.

D’autre part, on a :
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−M ≤ p(t) ≤M, ∀t ∈ [0, 2π]

ce qui implique

−M ‖h‖L
2
≤
∫ 2π

0

p(s)h(s)ds ≤M
‖h‖L

2
.

On en déduit alors que :

|
∫ 2π

0

p(s)h(s)ds| ≤M
‖h‖L

2
.

De la même manière si on suppose que : m ≤M ≤ 0 on trouve :

|
∫ 2π

0

p(s)h(s)ds| ≤ −m‖h‖L
2

ce qui prouve la relation (2.2).

Proposition 2.1. Supposons qu’il existent a, A ∈ R et b ∈ L[0, 2π] tels que :

i) a ≤ 0 et b = 0

ii) f(t, x) ≤ a+ b(t), p.p.t, t ∈ [0, 2π] et tout x ∈ [A,B] où B = A+ π
2
‖b‖L.

Alors il existe une sous-solution α du problème (2.1) telle que :

A ≤ α(t) ≤ B, ∀t ∈ [0, 2π].

Démonstration.

On considère le problème aux limites (1.6) dans l’Exemple 1.3.1 que nous repron-
duisons ici : 

ϕ′′(t) = h(t) pour t ∈ [0, 2π]

ϕ(0) = ϕ(2π) = c

ϕ′(0) = ϕ′(2π)

(2.3)

où c ∈ R et h ∈ L([0, 2π]). On pose : h(t) = b(t) sur [0, 2π].
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Ce problème admet une solution unique définie sur [0, 2π] par :

ϕ(t) = c+

∫ 2π

0

H(t, s)b(s)ds

où H(t, s) est donnée par l’expression (1.7) qui est rappelée ici :

H(t, s) =


t(s−2π)

2π
si 0 ≤ t ≤ s ≤ 2π

s(t−2π)
2π

si 0 ≤ s ≤ t ≤ 2π.
(2.4)

D’aprés le Lemme 1.1, la fonction H(t, s) vérifie l’estimation suivante :

−π
2
≤ −s(2π − s)

2π
≤ H(t, s) ≤ 0,∀(t, s) ∈ [0, 2π]2.

Alors si on prend m = −π
2
et M = 0 dans le Lemme 2.1 on trouve :

|
∫ 2π

0

H(t, s)b(s)ds| ≤ max{π
2
, 0}‖b‖L

2
≤ π

4
‖b‖L.

Donc :
−π

4
‖b‖L ≤

∫ 2π

0

H(t, s)b(s)ds ≤ π

4
‖b‖L

d’ou
c− π

4
‖b‖L ≤ ϕ(t) = c+

∫ 2π

0

H(t, s)b(s)ds ≤ c+
π

4
‖b‖L.

En choisissant c = A+ π
2
‖b‖L, on trouve A ≤ ϕ(t) ≤ A+ π

2
‖b‖L, d’ou

A ≤ ϕ(t) ≤ B, ∀t ∈ [0, 2π].

On peut vérifier que : ϕ′′(t) = b(t) et f(t, x) ≤ a + b(t) ≤ b(t) = ϕ′′(t) et aussi
ϕ(0) = ϕ(2π) et ϕ′(0) = ϕ′(2π) car ϕ est solution du problème (2.3). Donc elle
satisfait les conditions de la Définition 1.11. D’ou ϕ est une sous-solution du problème
(2.1).
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Proposition 2.2. On suppose qu’il existe a, A ∈ R et b ∈ L[0, 2π] tels que :

i) a < 0 et b = 0.

ii) f(t, x) ≤ a+ b(t) p.p.t t ∈ [0, 2π] et tout x ∈ [A(t), B(t)]

où A(t) = a+ h(t) et B(t) = A(t) + π
2
‖b‖L et h(t) = t(t−2π)

2
sur [0, 2π].

Alors il existe une sous-solution ϕ du problème (2.1) qui vérifie :

A(t) ≤ ϕ ≤ B(t),∀t ∈ [0, 2π].

Démonstration.

On considère le problème (2.3) en prenant maintenant h(t) = a+ b(t) sur l’inter-
valle [0, 2π]. Alors en utilisant le résultat de l’Exemple 1.3.1, ce problème admet une
unique solution ϕ donnée par :

ϕ(t) = c+

∫ 2π

0

H(t, s)(a+ b(s))ds

où H est la fonction de Green définie dans l’expression (2.4). Nous avons :

ϕ(t) = c+ a

∫ 2π

0

H(t, s)ds+

∫ 2π

0

H(t, s)b(s)ds

= c+ a

∫ t

0

(t− 2π)s

2π
ds+ a

∫ 2π

t

t(s− 2π)

2π
ds+

∫ 2π

0

H(t, s)b(s)ds

= c+
a

2π

(t2(t− 2π))

2
+

a

2π
(2πt2 − 2π2t− t3

2
) +

∫ 2π

0

H(t, s)b(s)ds

= c+
a

2
t(t− 2π) +

∫ 2π

0

H(t, s)b(s)ds.

En utilisant le Lemme 1.1 on trouve :

−π
4
‖b‖L ≤

∫ 2π

0

H(t, s)b(s)ds ≤ π

4
‖b‖L.
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D’ou :

c+ ah(t)− π

4
‖b‖L ≤ c+ ah(t)

∫ 2π

0

H(t, s)b(s)ds ≤ c+ ah(t)
π

4
‖b‖L.

Si on prend c = A+ π
4
on trouve :

A+ ah(t) ≤ ϕ(t) ≤ A+ ah(t) +
π

2
‖b‖L.

Donc
∀t ∈ [0, 2π], A(t) ≤ ϕ(t) ≤ B(t).

Pour terminer cette démonstration nous avons :

ϕ′′(t) = a+ b(t) ≥ f(t, x)p.p.t.t ∈ [0, 2π] et ∀x ∈ [A(t), B(t)]

et on a aussi :
ϕ(0) = ϕ(2π) et ϕ′′(0) ≥ ϕ′′(2π)

car ϕ est une solution du problème (2.3). Alors on conclu que ϕ est une sous-solution
du problème (2.1) qui vérifie :

A(t) ≤ ϕ(t) ≤ B(t),∀t ∈ [0, 2π].

Remarque 2.1. Les Propositions 2.1 et 2.2 considèrent seulement le cas où a < 0.
Le cas où a est non nécessairement négative est étudié dans ce qui suit.

Proposition 2.3. On suppose qu’il existe a,A ∈ R, α ∈]0, 1
2
] et b ∈ L[0, 2π] tels

que :

i) b = 0 et a ≤M où M = α2A+ α‖b‖L
4sin(απ)

.

ii) f(t, x) ≤ −α2x+a+b(t), p. p. t t ∈ [0, 2π], et tout x ∈ [A,B] où B = A+ ‖b‖L
2α sin(απ)

.
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Alors le problème (2.1) admet une sous-solution ϕ qui vérifie :

A ≤ ϕ(t) ≤ B, ∀t ∈ [0, 2π].

Démonstration.

On considère le problème (1.8) de l’Exemple 1.3.2 que nous reprenons ici :
ϕ′′(t) + α2ϕ(t) = h(t) pour t ∈ [0, 2π]

ϕ(0) = ϕ(2π)

ϕ′(0) = ϕ′(2π)

(2.5)

On prend h(t) = M + b(t) pour tout t ∈ [0, 2π].
Ce problème admet une unique solution ϕ définie sur [0, 2π] par :

ϕ(t) =

∫ 2π

0

g(t, s)(M + b(s))ds

où g est la fonction de Green donnée par (1.9) et qui est rappelée ici :

g(t, s) =


cos(α(π+t−s)

2αsin(απ)
si 0 ≤ t ≤ s ≤ 2π

cos(α(π+s−t)
2αsin(απ)

si 0 ≤ s ≤ t ≤ 2π.
(2.6)

Nous avons :∫ 2π

0

g(t, s)ds =

∫ t

0

cos(α(π + s− t))
2αsin(απ)

ds+

∫ 2π

t

cos(α(π + t− s))
2αsin(απ)

ds

=
1

2αsin(απ)

[
[
1

α
sinα(π + s− t)]t0 + [

1

α
sinα(π + t− s)]2πt

]
=

1

2αsin(απ)
(
2sin(απ)

α
) =

1

α2
.

Donc
ϕ(t) =

M

α2
+

∫ 2π

0

g(t, s)b(s)ds.
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On a d’après le Lemme 1.2

0 ≤ cosαπ

2αsin(απ)
≤ g(t, s) ≤ 1

2αsin(απ)
,

ce qui implique, en utilisant le Lemme 2.1, que :

|
∫ 2π

0

g(t, s)b(s)ds| ≤ ‖b‖L
4αsin(απ)

,

c’est à dire que :

− ‖b‖L
4αsin(απ)

≤
∫ 2π

0

g(t, s)b(s)ds ≤ ‖b‖L
4αsin(απ)

.

D’ou on déduit :

M

α2
− ‖b‖L

4αsin(απ)
≤ ϕ(t) =

∫ 2π

0

g(t, s)b(s)ds ≤ M

α2
+

‖b‖L
4αsin(απ)

,

et puisque M = α2A+ α‖b‖L
4sin(απ)

, alors :

A ≤ ϕ(t) ≤ A+
‖b‖L

2αsin(απ)
.

On conclu finallement que :

A ≤ ϕ(t) ≤ B, ∀t ∈ [0, 2π].

On a : ϕ′′(t) = M + b(t) et A ≤ ϕ(t) ≤ B pour tout t ∈ [0, 2π]. D’ou

f(t, ϕ(t)) ≤ −α2ϕ(t) + a+ b(t) ≤M + b(t) p.p.t, t ∈ [0, 2π]

car a ≤M et puisque

ϕ′′(t) = −α2ϕ(t) +M + b(t) p.p.t, t ∈ [0, 2π]
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on en déduit que :
f(t, ϕ(t)) ≤ ϕ′′(t)p.p.t.t ∈ [0, 2π].

Alors ϕ est une sous-solution du problème (2.1).

Corollaire 2.1. En considèrant les mêmes hypothèses que celles de la Proposition
2.3, en prenant α ∈]1

2
,∞[ on obtient la même conclusion pour la sous-solution ϕ en

prenant M = 1
8
(2A+ ‖b‖L) et B = A+ ‖b‖L.

Remarque 2.2. Si on suppose que l’hypothèse a ≤ M n’est pas satisfaite, i.e ∃µ >
0 : a = M + µ, alors on peut remplacer l’intervalle [A,B] par [A+ µ

α2 , B + µ
α2 ] dans

l’hypothèse ii) pour obtenir :

a

α2
− ‖b‖L

4αsin(απ)
≤ ϕ(t) ≤ a

α2
+

‖b‖L
4αsin(απ)

,∀t ∈ [0, 2π].

Si on remplace a = M + µ et M = α2A+ α‖b‖L
4sin(απ)

, on trouve

A+
µ

α2
≤ ϕ(t) ≤ B +

µ

α2
, ∀t ∈ [0, 2π].

Proposition 2.4. On suppose qu’il existe a, A ∈ R, α ∈]0,∞[ et b ∈ L[0, 2π] tels
que :

i) b = 0 et a ≤ −M où M = α2A+ α‖b‖L cosh(απ)
4 sinh(απ)

.

ii) f(t, x) ≤ α2x+ a+ b(t) p.p.t. t ∈ [0, 2π] et ∀x ∈ [A,B].où B = A+ ‖b‖L cosh(απ)
2 sinh(απ)

.

Alors le problème (2.1) admet une sous-solution ϕ qui vérifie :

A ≤ ϕ(t) ≤ B, ∀t ∈ [0, 2π].

Démonstration. On procède de la même manière que dans la preuve de la
Proposition 2.3, en considèrant le problème (1.10) dans l’Exemple 1.3.3 que nous
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reprenons ici : 
ϕ′′(t)− α2ϕ(t) = h(t) pour t ∈ [0, 2π]

ϕ(0) = ϕ(2π)

ϕ′(0) = ϕ′(2π).

(2.7)

On prend h(t) = −M + b(t). Ce problème admet une solution unique ϕ définie sur
[0, 2π] par :

ϕ(t) =

∫ 2π

0

k(t, s)h(s)ds

où k est la fonction de Green associée à ce problème qui est donnée par l’expression
(1.11) qui est rappelée ici :

k(t, s) =

−
cosh(α(π+t−s)

2α sinh(απ)
si 0 ≤ t ≤ s ≤ 2π

− cosh(α(π+s−t)
2α sinh(απ)

si 0 ≤ s ≤ t ≤ 2π.
(2.8)

Puisque h(t) = −M + b(t) on a :

ϕ(t) =

∫ 2π

0

k(t, s)(−M + b(s))ds = −M
∫ 2π

0

k(t, s)ds+

∫ 2π

0

k(t, s)b(s)ds.

Or on a :∫ 2π

0

k(t, s)ds =

∫ t

0

−cosh(α(π + s− t))
2α sinh(απ)

ds−
∫ 2π

t

cosh(α(π + t− s))
2α sinh(απ)

= − 1

2α sinh(απ)

[
[
1

α
sinh(α(π + s− t))]t0 − [

1

α
sinh(α(π + t− s))]2πt

]
= − 1

2α2 sinh(απ)
(sinh(απ)− sinhα(π − t)− sinhα(t− π) + sinh(απ))

= − 1

2α2 sinh(απ)
(2 sinh(απ) = − 1

α2
.

Donc
ϕ(t) =

M

α2
+

∫ 2π

0

k(t, s)b(s)ds.
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Nous avons d’aprés le Lemme 1.3 :

− cosh(απ)

2α sinh(απ)
≤ k(t, s) ≤ − 1

2α sinh(απ)
< 0,∀(t, s) ∈ [0, 2π]2.

Donc en utilisant le résultat du Lemme 2.1, on obtient :

|
∫ 2π

0

k(t, s)b(s)ds| ≤ ‖b‖L cosh(απ)

4α sinh(απ)
,∀(t, s) ∈ [0, 2π].

C’est-à-dire :

−‖b‖L cosh(απ)

4α sinh(απ)
≤
∫ 2π

0

k(t, s)b(s)ds ≤ ‖b‖L cosh(απ)

4α sinh(απ)
.

En ajoutant M
α2 aux membres de l’inéquation on trouve :

M

α2
− ‖b‖L cosh(απ)

4α sinh(απ)
≤ M

α2
+

∫ 2π

0

k(t, s)b(s)ds ≤ M

α2
+
‖b‖L cosh(απ)

4α sinh(απ)
.

Puisque on a

M = α2A+
α‖b‖L cosh(απ)

4 sinh(απ)

et
B = A+

‖b‖L cosh(απ)

2α sinh(απ)

on trouve finalement :
A ≤ ϕ(t) ≤ B, ∀t ∈ [0, 2π].

D’un autre coté nous avons :

ϕ′′(t) = α2ϕ(t)−M + b(t),∀t ∈ [0, 2π]

et ϕ(t) ∈ [A,B]. Donc en utilisant ii) on obtient :

f(t, ϕ(t)) ≤ α2ϕ(t) + a+ b(t) ≤ α2ϕ(t)−M + b(t) ≤ ϕ′′(t).
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On en déduit que ϕ est une sous-solution du problème (2.1).

Remarque 2.3. Si a = −M + µ, pour µ > 0. Pour retrouver le résultat de la
Proposition 2.4 on remplace l’intervalle [A,B] par [A− µ

α2 , B − µ
α2 ] dans iii).

2.3 Construction des sur-solutions

Dans cette section nous reformulons les assertions étudiées dans la
section précedante pour obtenir des conditions qui assurent l’existence
d’une sur-solution du problème (2.1).Vu la dualité des définitions des sous
et sur-solutions (Définitions 1.11 et 1.12) les preuves des propositions de
cette section sont analogues à celles de la section précedante et sont donc
omises.

Proposition 2.5. On suppose qu’il existe a,A ∈ R et b ∈ L[0, 2π] tels que :

i) a ≥ 0 et b = 0.

ii) f(t, x) ≥ a + b(t) p. p. t t ∈ [0, 2π] et , ∀x ∈ [A,B] où B est défini comme dans
la Proposition 2.1.

Alors il existe une sur-solution ϕ du problème (2.1) qui vérifie :

A ≤ ϕ(t) ≤ B, ∀t ∈ [0, 2π].

Proposition 2.6. Supposons qu’il existe a,A ∈ R et b ∈ L[0, 2π] tels que :

i) a > 0 et b = 0.

ii) f(t, x) ≥ a+ b(t) p. p. t ,t ∈ [0, 2π] et ∀x ∈ [A(t), B(t)] où A(t), B(t) sont définis
comme dans la Proposition 2.2.

Alors il existe une sur-solution ϕ du problème (2.1) qui vérifie :

A(t) ≤ ϕ(t) ≤ B(t),∀t ∈ [0, 2π].
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Proposition 2.7. On suppose qu’il existe a, A ∈ R, α ∈]0, 1
2
] et b ∈ L[0, 2π] tels

que :

i) b = 0 et a ≥M où M = α2A+ α‖b‖L
4sin(απ)

.

ii) f(t, x) ≥ −α2x+ a+ b(t) p. p.t. t ∈ [0, 2π] et ∀x ∈ [A,B] où B = A+ ‖b‖L
2απ

.

Alors le problème (2.1) admet une sur-solution ϕ qui vérifie :

A ≤ ϕ(t) ≤ B, ∀t ∈ [0, 2π].

Corollaire 2.2. En considèrant les mêmes hypothèses de la Proposition 2.7 et en
prenant α ∈]1

2
,∞[, on obtiendera la même conclusion pour la sur-solution ϕ en

prenant :
M =

1

8
(2A+ ‖b‖L)

et
B = A+ ‖b‖L.

Proposition 2.8. On suppose qu’il existe a,A ∈ R α ∈]0,∞[ et b ∈ L[0, 2π] tels
que :

i) a ≥ −M et b = 0 où M = α2A+ α‖b‖L cosh(απ)
4 sinh(απ)

.

ii) f(t, x) ≥ α2x+ a+ b(t) p. p.t. t ∈ [0, 2π] et ∀x ∈ [A,B] où B = A+ ‖b‖L cosh(απ)
2 sinh(απ)

.

Alors le problème (2.1) admet une sur-solution ϕ qui vérifie :

A ≤ ϕ(t) ≤ B, ∀t ∈ [0, 2π].
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2.4 Exemples

Exemple 2.4.1. On considère le problème :
u′′(t) + sinu(t) = h(t) si t ∈]0, 2π[

u(0) = u(2π)

u′(0) = u′(2π)

où h ∈ C([0, 2π]). Pour construire une sous-solution de ce problème, on pose h(t) =

h+ h̃(t), avec

h =
1

2π

∫ 2π

0

h(t)dt.

La fonction α(t) = A+ w(t), avec w = 0 satisfait :

α′′(t) + sinα(t) = w′′(t) + sinα(t) ≥ h+ h̃(t).

Dans le cas ou h ≤ sinα(t), nous choisissons w solution du problème :
w′′(t) = h̃(t) si t ∈]0, 2π[

w(0) = w(2π)

w′(0) = w′(2π).

Nous avons ‖w‖∞ ≤ π
6
‖h̃‖L1 . Si on suppose que

‖h̃‖L1 ≤ 3 et h ≤ cos(
π

6
‖h̃‖L1)

alors ‖w‖∞ ≤ π
2
. Donc on peut choisir A = π

2
. D’ou la fonction α(t) = π

2
+ w(t) est

une sous-solution de ce problème.
Si h ≥ − cos(π

6
‖h̃‖L1) nous démontrons de la même façon que β(t) = 3π

2
+ w(t) est

une sur-solution de ce problème.
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Exemple 2.4.2. On considère le problème suivant :
u′′(t)− 1√

t
u2 = q(t) si t ∈]0, 2π[

u(0) = u(2π)

u′(0) = u′(2π)

où q ∈ L1(0, 2π).
Pour construire une sous-solution de ce problème on pose q(t) = q + q̃(t) où q =
1

2π

∫ 2π

0
q(t)dt et on pose α(t) = A+ w(t) tel que w = 0, on a :

α′′(t)− 1√
t
α2 = w′′(t)− 1√

t
α2 ≥ q + q̃(t).

On choisit w solution du problème :
w′′(t) = q̃(t) si t ∈]0, 2π[

w(0) = w(2π)

w′(0) = w′(2π).

Nous avons
‖α′‖∞ = ‖w′‖∞ ≤ ‖q̃‖L1 .

On pose A = −w(0). Donc

∀t ∈ [0, 2π], |α(t)| ≤ ‖q̃‖L1t

alors
α′′(t)− 1√

t
α2 − q − q̃(t) ≥ −‖q̃‖2

L1(2π)
3
2 − q.

D’ou α(t) = w(t)− w(0) est une sous-solution, si on suppose que

‖q̃‖2
L1(2π)

3
2 + q ≤ 0.
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De même si on pose β(t) = α(t) + B où B est une constante positive, alors β est
une sur-solution.



Chapitre 3

La méthode des sous et

sur-solutions

La première partie de ce chapitre est consacrée, moyennant les no-
tions de sous et sur-solutions de classe C2 (voir Définitions 1.11 et 1.12)
aux résultats d’existence de solutions de classe C2 pour les problèmes
aux limites périodiques. Dans la deuxième partie on suppose que le se-
cond membre du problème considéré est L1-Carathéodory et grâce aux
notions des sous et sur-solutions W 2,1 on présente des résultats d’exis-
tence de solutions de classe W 2,1.

Références bibliographiques : C.De Coster et P.Habets [1], S.Djebali [3],
I.Rachunkova et M.Tvrdy [5].
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3.1 Existence de solutions C2

Dans cette section nous allons considèrer le problème périodique sui-
vant : 

u′′(t) = f(t, u(t)) pour t ∈ [0, 2π]

u(0) = u(2π)

u′(0) = u′(2π)

(3.1)

où f est une fonction de [0, 2π] × R dans R. Nous allons associer à ce
problème une sous et une sur-solution. Le résultat principale sur lequel
se base la méthode de sous et sur-solutions est le théorème des valeurs
intemédiaires. Il prouve que si on peut trouver une sous-solution inférieure
à une sur-solution, alors il existe une solution comprise entre ces deux
fonctions.

Définition 3.1. Une fonction u ∈ C2([0, 2π]) est dite solution du problème (3.1) si
elle vérifie le système :

u′′(t) = f(t, u(t)) pour t ∈ [0, 2π]

u(0) = u(2π)

u′(0) = u′(2π).

Théorème 3.1. Soient α et β respectivement des sous et sur-solutions de classe C2

du problème (3.1) telles que α ≤ β. Et soit E l’ensemble defini par :

E = {(t, u) ∈ [0, 2π]× R/α(t) ≤ u ≤ β(t)}.

On suppose que f est continue sur E. Alors le problème (3.1) admet au moins une
solution u ∈ C2[0, 2π] telle que pour tout t ∈ [0, 2π]

α(t) ≤ u(t) ≤ β(t).
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Démonstration.

La démonstration de ce théorème se fait en deux étapes.
*Etape 1 :

On montre que toute solution du problème (3.1) satisfait :

α(t) ≤ u(t) ≤ β(t)

* α(t) ≤ u(t)

On suppose par l’absurde qu’il existe t ∈ [0, 2π] tel que u(t) − α(t) < 0. Puisque
(u− α) ∈ C2([0, 2π]), il existe t0 ∈ [0, 2π] tel que :

min
t∈[0,2π]

{u(t)− α(t)} = u(t0)− α(t0) < 0.

• Si t0 ∈]0, 2π[ alors u′′(t0) − α′′(t0) ≥ 0 et puisque u est une solution de (3.1) et
u(t0) < α(t0) alors

u′′(t0)− α′′(t0) = f(t0, α(t0)) + u(t0)− α(t0)− α′′(t0)

= [f(t0, α(t0))− α′′(t0)] + [u(t0)− α(t0)]

< 0

ce qui est une contradiction.
• Si t0 ∈ {0, 2π}, alors

min
t∈[0,2π]

{u(t)− α(t)} = u(0)− α(0) = u(2π)− α(2π) < 0,

entraînant u′(0)−α′(0) ≥ 0 et u′(2π)−α′(2π) ≤ 0 ; or u′(0) = u′(2π) et α′(0) ≥ α′(2π)

i.e. u′(0)− α′(0) ≤ u′(2π)− α′(2π). D’ou

u′(0)− α′(0) = u′(2π)− α′(2π) = 0.
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Donc, pour t assez petit, on a u(t)− α(t) < 0 et∫ t

0

[u′′(s)− α′′(s)] ds =

∫ t

0

[f(s, α(s)) + u(s)− α(s)− α′′(s)] ds

=

∫ t

0

[f(s, α(s))− α′′(s)] + [u(s)− α(s)] ds

< 0

c’est à dire u′(t)− α′(t) < 0. D’ou la contradiction.
*u(t) ≤ β(t)

On suppose par l’absurde qu’il existe t0 ∈ [0, 2π] tel que :

max
t∈[0,2π]

{u(t)− β(t)} = u(t0)− β(t0) > 0.

• Si t0 ∈]0, 2π[, alors u′′(t0) − β′′(t0) ≤ 0 et puisque u est une solution de (3.1) et
u(t0) > β(t0) alors

u′′(t0)− β′′(t0) = f(t0, β(t0)) + u(t0)− β(t0)− β′′(t0)

= [f(t0, β(t0))− β′′(t0)] + [u(t0)− β(t0)]

> 0

ce qui est une contradiction.
• Si t0 ∈ {0, 2π}, alors

max
t∈[0,2π]

{u(t)− β(t)} = u(0)− β(0) = u(2π)− β(2π) > 0

entraîne que
u′(0)− β′(0) ≤ 0 ≤ u′(2π)− β′(2π).

β étant une sur-solution de (3.1), on a

u′(0)− β′(0) = u′(2π)− β′(0) ≥ u′(2π)− β′(2π);
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ce qui entraîne que
u′(0)− β′(0) = u′(2π)− β′(2π) = 0.

D’aute part, puisque u(0)− β(0) > 0, alors pour t assez petit on a u(t)− β(t) > 0 et∫ t

0

[u′′(s)− β′′(s)] ds =

∫ t

0

[f(s, β(s)) + u(s)− β(s)− β′′(s)] ds

=

∫ t

0

[f(s, β(s))− β′′(s)] + [u(s)− β(s)] ds

> 0

c’est-à-dire u′(t)− β′(t) > 0. D’ou la contradiction.
* Etape2 :

Dans cette étape nous allons montrer que le problème (3.1) admet au moins une
solution. Pour cela nous allons transformer le problème (3.1) en un problème de
point fixe et appliquer le théorème de Schauder (Théorème 1.2). Nous allons avoir
besoins des résultats du chapitre 1 concernant les problèmes aux limites associés aux
EDO du second ordre traités dans la section 1.5. Ceci nous amene à considérer le
problème modifié suivant :

u′′ − u = f(t, γ(t, u))− γ(t, u) pour t ∈]0, 2π[

u(0) = u(2π)

u′(0) = u′(2π)

(3.2)

où γ : [0, 2π]× R −→ R est définie par :

γ(t, u) =


α(t) si u < α

u(t) si α ≤ u ≤ β

β(t) si β < u.

(3.3)

Ce problème admet, d’après le Théorème 1.5, une solution u qui s’écrit d’une manière
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unique sous la forme

u(t) =

∫ 2π

0

G(t, s) [f(s, γ(s, u(s)))− γ(s, u(s))] ds (3.4)

où G(t, s) est la fonction de Green associée au problème homogène associé au pro-
blème (3.2). Rappelons que l’expression de G(t, s) est donnée par la formule suivante
(voir Exemple 1.3.3, formule (1.11)), en remplacant α = 1.

G(t, s) =

−
cosh(π+t−s)

2 sinh(π)
si 0 ≤ t ≤ s ≤ 2π

− cosh(π+s−t)
2 sinh(π)

si 0 ≤ s ≤ t ≤ 2π.
(3.5)

L’expression (3.4) de la solution u du problème modifié (3.2) nous permet de trans-
former le problème (3.1) en une équation intégrale. Considérons alors l’opérateur
suivant :

T : C([0, 2π]) −→ C([0, 2π])

tel que pour tout u ∈ C[0, 2π] et tout t ∈ [0, 2π] :

Tu(t) =

∫ 2π

0

G(t, s) [f(s, γ(s, u(s)))− γ(s, u(s))] ds.

Les points fixes de cet opérateur sont solutions de l’équation intégrale, donc solutions
du problème (3.1). Pour montrer l’existence de solutions du problème (3.1) il suffit
de montrer que T admet un point fixe en vérifiant que les hypothèses du théorème
de Schauder (Théorème 1.2) sont satisfaites. C’est-à-dire montrer que T est continu
et que T (C[0, 2π]) est relativement compact. Pour montrer cette dernière hypothèse
nous allons utiliser le théorème d’Ascoli-Arzela (Théorème 1.1), c’est-à-dire vérifier
que T ([0, 2π]) est équicontinu et uniformément borné.
*T est continu

Soit (un)n∈N une suite qui converge dans C([0, 2π]) vers un certain élément u. Alors



3.1 Existence de solutions C2 55

pour t ∈ [0, 2π] :

|Tun(t)− Tu(t)| =
∫ 2π

0

G(t, s) [f(s, γ(s, un(s)))− f(s, γ(s, u(s))) + γ(s, un(s))− γ(s, u(s))] ds

≤ max
s,t∈[0,2π]

|G(t, s)||
∫ 2π

0

([f(s, γ(s, un(s)))− γ(s, un(s))]− [f(s, γ(s, u(s)))− γ(s, u(s))]) ds|

≤ max
t,s∈[0,2π]

|G(t, s)|
∫ 2π

0

|hn(s)− h(s)|ds

≤ max
t,s∈[0,2π]

|G(t, s)|‖hn − h‖L1

où pour tout s ∈ [0, 2π]

hn(s) = f(s, γ(s, un(s)))− γ(s, un(s))

et
h(s) = f(s, γ(s, u(s)))− γ(s, u(s)).

Puisque f et γ sont continues et que la suite (un(s))n∈N converge vers u(s), alors la
suite (hn(s))n∈N converge vers h(s) pour presque tout s ∈ [0, 2π] et puisque f et γ sont
bornées, alors d’après le théorème de la convergence dominée de Lebesgue (Théorème
1.3), on a ‖hn−h‖L1 −→ 0. Donc pour tout t ∈ [0, 2π], |Tun(t)−Tu(t)| −→ 0. D’ou
(Tun)n∈N converge vers Tu. Par conséquance T est continu.
*T (C[0, 2π]) est uniformément borné

Soit u ∈ C[0, 2π]. Puisque les fonctions α et β sont bornées (car elles sont continues
dans le compact [0, 2π]) alors il existe deux constantes m1 et m2 telles que :

∀t ∈ [0, 2π]; |α(t)| ≤ m1 et β(t) ≤ m2.

Pour M = max{m1,m2}, nous avons :

∀t ∈ [0, 2π],max{|α(t)|, |β(t)|} ≤M.
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On en déduit alors que :

∀t ∈ [0, 2π], |γ(t, u(t))| ≤M

D’autre part, f étant continue sur le compact E, on en conclu que :

∃M1 > 0,∀t ∈ [0, 2π] : |f(t, γ(t, u(t)))| ≤M1.

D’ou

|Tu(t)| = |
∫ 2π

0

G(t, s) [f(s, γ(s, u(s)))− γ(s, u(s))] ds|

≤ max
s,t∈[0,2π]

|G(t, s)||
∫ 2π

0

[f(s, γ(s, u(s)))− γ(s, u(s))] ds|

≤ max
t,s∈[0,2π]

|G(t, s)||
∫ 2π

0

(M +M1)ds|

≤ 2πM2(M +M1)

où M2 = maxt,s∈[0,2π] |G(t, s)|. Donc l’ensemble T (C[0, 2π]) est uniformément borné.
* T (C[0, 2π]) est équicontinu

Soient t1, t2 ∈ [0, 2π] et soit ε > 0. Puisque G est uniformément continue, alors

∃δ > 0 : |t1 − t2| < δ =⇒ |G(t1, s)−G(t2, s)| <
ε

(M +M1)2π
,∀s ∈ [0, 2π].
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D’où pour u ∈ C[0, 2π] :

|Tu(t1)− Tu(t2)| = |
∫ 2π

0

(G(t1, s)−G(t2, s)) [f(s, γ(s, u(s)))− γ(s, u(s))] ds|

≤ |G(t1, s)−G(t2, s)||f(s, γ(s, u(s)))− γ(s, u(s))|
≤ 2π

ε

(M +M1)2π
(M +M1)

≤ ε

ce qui prouve que T (C[0, 2π]) est équicontinu.
D’après le théorème d’Ascoli-Arzela ( Théorème 1.1) T (C[0, 2π]) est relativement
compact. Par suite, par le théorème de point fixe de Schauder (Théorème 1.2) T
admet un point fixe u dans C[0, 2π] qui est solution du problème (3.2).
De plus, nous avons :

u′′(t) = u(t) + f(t, γ(t, u(t)))− γ(t, u(t)),

et donc u′′ est continue, ce qui imlique que u ∈ C2[0, 2π]. On en déduit que u est
solution du problème (3.1). D’après la première étape, u vérifie :

α(t) ≤ u(t) ≤ β(t),∀t ∈ [0, 2π].

Corollaire 3.1. Soit f : [0, 2π] × R −→ R une fonction continue telle que pour
r1 ≤ r2 et ∀t ∈ [0, 2π]

f(t, r1) ≤ 0 ≤ f(t, r2).

Alors ce problème admet au moins une solution u ∈ C2([0, 2π]) telle que

r1 ≤ u(t) ≤ r2, ∀t ∈ [0, 2π].

Remarque 3.1. Le résultat du Théorème 3.1 n’est pas seulement un résulat d’exis-
tence. Il donne aussi une localisation de la solution et cela peut être très utile comme
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nous allons le voir dans les exemples suivants.

3.2 Exemples

Exemple 3.2.1. On considère le problème suivant
ε2u′′ − u3 + sin3 t = 0 pour t ∈]0, 2π[

u(0) = u(2π)

u′(0) = u′(2π)

où ε > 0 est un paramétre assez petit.
La fonction α(t) = sin t− 2ε est une sous-solution de ce problème car :

ε2α′′(t)− α3(t) + sin3 t = ε2(− sin t)− (sin t− 2ε)3 + sin3 t

= ε
[
6 sin2 t− 13ε sin t+ 8ε2

]
> 0

avec α(0) = α(2π) = −2ε et α′(0) = α′(2π) = 1− 2ε.
La fonction β(t) = sin t+ 2ε est une sur-solution de ce problème.
En effet,

ε2β′′(t)− β3(t) + sin3 t = ε2(− sin t)− (sin t+ 2ε)3 + sin3 t

= ε
[
−6 sin2 t+ 11 sin t− 8ε2

]
< 0

avec β(0) = β(2π) = 2ε et β′(0) = β′(2π) = 1 + 2ε.
De plus, on a α(t) ≤ β(t),∀t ∈ [0, 2π].
En vertu du Théorème 3.1, ce problème admet une solution u vérifiant :

α(t) ≤ u(t) ≤ β(t),∀t ∈ [0, 2π]
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ce qui nous permet de dire que :

sin t− 2ε ≤ u(t) ≤ sin t+ 2ε, ∀t ∈ [0, 2π]

c’est à dire
u(t) = sin t+O(ε).

Exemple 3.2.2. On considère le problème
u′′ + sinu = h(t) pour t ∈]0, 2π[

u(0) = u(2π)

u′(0) = u′(2π).

On suppose que h ∈ C0([0, 2π]) et ‖h‖C0 ≤ 1.
Nous avons α(t) = π

2
est une sous-solution de ce problème car :

α′′(t) + sinα(t)− h(t) = sin
π

2
− h(t)

= 1− h(t)

≥ 0

avec α(0) = α(2π) = π
2
et α′(0) = α′(2π) = 0.

La fonction β(t) = 3π
2

est une sur-solution de ce problème car :

β′′(t) + sin β(t)− h(t) = sin
3π

2
− h(t)

= −1− h(t)

≤ 0

avec β(0) = β(2π) = 3π
2

et β′(0) = β′(2π) = 0.
Puisque h est continue et α ≤ β, d’après le Théorème 3.1, ce problème admet une
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solution u telle que
π

2
≤ u(t) ≤ 3π

2
, ∀t ∈ [0, 2π].

Remarque 3.2. Comme nous allons le voir dans l’exemple suivant, le Théorème 3.1
n’est pas valable si α ≥ β.

Exemple 3.2.3. 
u′′ = −u+ sin t pour t ∈]0, 2π[

u(0) = u(2π)

u′(0) = u′(2π).

On voit que α(t) = 1 est une sous-solution de ce problème car :

α′′(t) + α(t)− sin(t) = 1− sin t ≥ 0

et α(0) = α(2π) = 1 et α′(0) ≥ α′(2π) = 0.
La fonction β(t) = −1 est une sur-solution car :

β′′(t) + β(t)− sin(t) = −1− sin t ≤ 0

avec β(0) = β(2π) = 1, β′(0) ≤ β′(2π).
Mais le problème n’admet pas de solutions.
En effet, soit l’équation

u′′(t) = −u(t) + sin t.

En multipliant les deux membres par sin t et en intégrant de 0 à 2π, on trouve∫ 2π

0

u′′(t) sin tdt =

∫ 2π

0

(−u(t) + sin t) sin tdt.

Or ∫ 2π

0

u′′(t) sin tdt = −
∫ 2π

0

u(t) sin tdt
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et ∫ 2π

0

(−u(t) + sin t) sin tdt = π −
∫ 2π

0

u(t) sin tdt.

Alors le problème n’admet pas de solutions bien qu’il admet une sous-solution et une
sur-solution.

Exemple 3.2.4. On considère le problème suivant :
u′′(t) = ku2n+1 + h(t) pour t ∈]0, 2π[

u(0) = u(2π)

u′(0) = u′(2π)

où k > 0, n ∈ N et h ∈ C([0, 2π]). On pose r1 = −
(
‖h‖∞
k

) 1
2n+1 et r2 =

(
‖h‖∞
k

) 1
2n+1

.

Nous avons

f(t, r1) = −‖h‖∞ ≤ 0 et f(t, r2) = ‖h‖∞ + h(t) ≥ 0.

On a ainsi
f(t, r1) ≤ 0 ≤ f(t, r2).

D’après le corollaire 3.1, il existe une solution u telle que :

r1 ≤ u(t) ≤ r2,∀t ∈ [0, 2π].

3.3 Existence de solutions W 2,1

En considérant la preuve du Théorème 3.1, on voit que l’argument
dans le cas où le minimum de u−α est atteint en t0 ∈]0, 2π[ est différent
de l’argument utilisé dans le cas où t0 ∈ {0, 2π}. Dans ce dernier cas nous
avons utilisé une intègrale et ceci peut être généralisé et c’est la clé de la
méthode.



3.3 Existence de solutions W 2,1 62

Dans cette partie nous allons considèrer le problème (3.1) en supposant
que la fonction f est L1-Carathéodory et donner un résultat d’existence
de solutions de classe W 2,1.

Théorème 3.2. Soient α et β respectivement une sous et une sur-solutions W 2,1 du
problème (3.1) telles que α ≤ β et soit E l’ensemble défini par :

E = {(t, u) ∈ [0, 2π]× R : α(t) ≤ u ≤ β(t)}.

On suppose que f : E −→ R est L1-Carathéodory.
Alors le problème (3.1) admet au moins une solution u ∈ W 2,1(0, 2π) qui vérifie que :

∀t ∈ [0, 2π], α(t) ≤ u(t) ≤ β(t).

Démonstration.

Pour démontrer ce théorème nous allons procéder de la même manière que dans
la démonstration du théorème 3.1. Donc nous allons transformer notre problème en
un problème de point fixe,et pour cela nous allons considérer le problème modifié
suivant : 

u′′ − u = f(t, γ(t, u))− γ(t, u) pour t ∈]0, 2π[

u(0) = u(2π)

u′(0) = u′(2π)

(3.6)

où γ : [0, 2π]× R −→ R est définie par l’expression (3.3).
Ce problème modifié nous permet de transformer le problème (3.1) en une équation
intégrale, en considérant sa solution u définie par :∫ 2π

0

G(t, s) [f(s, γ(s, u(s)))− γ(s, u(s))] ds.

A partir de cette équation intégrale nous allons définir l’opérateur T de C([0, 2π])
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dans C([0, 2π]) par :

Tu(t) =

∫ 2π

0

G(t, s) [f(s, γ(s, u(s)))− γ(s, u(s))] ds

où G est la fonction de Green associé au problème (3.6).
Pour montrer l’existence de solutions du problème (3.1), nous allons utiliser le théo-
rème de Schauder (Théorème 1.2). Pour cela nous allons montrer que T admet un
point fixe en montrant qu’il est continu et que T ([0, 2π]) est relativement compact
et ceci en utlisant le théorème d’Ascoli-Arzela (Théorème 1.1), c’est-à-dire que nous
allons vérifier que T ([O, 2π]) est équicontinu et uniformément borné.
*T est continu :

Soit (un)n∈N une suite dans C([O, 2π]) qui converge vers un élément u ∈ C([0, 2π]).
Nous avons ; pour tout t ∈ [0, 2π] :

Tun(t) =

∫ 2π

0

G(t, s) [f(s, γ(s, un(s)))− γ(s, un(s))] ds.

Comme f et γ sont continues par rapport à u alors :

G(t, s) [f(s, γ(s, un(s)))− γ(s, un(s))] −→ G(t, s) [f(s, γ(s, u(s)))− γ(s, u(s))] , p.p.s ∈ [0, 2π].

De plus on a :
∀s ∈ [0, 2π] α(s) ≤ γ(s, un(s)) ≤ β(s).

Donc il existe une constanteM = max{|α‖∞, ‖β‖∞} telle que |γ(s, un(s))| ≤M .D’autre
part, f est L1-Carathéodory, alors il existe une fonction hM ∈ L1(0, 2π) telle que

|f(s, γ(s, u(s)))| ≤ hM(s), p.p.s ∈ [0, 2π].
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Ceci entraîne que :

|Tun(t)| ≤ max
t,s∈[0,2π]

|G(t, s)|
∫ 2π

0

|f(s, γ(s, un(s))) +M |ds

≤ max
t,s∈[0,2π]

|G(t, s)|
∫ 2π

0

[hM(s) +M ] ds

≤ max
t,s∈[0,2π]

|G(t, s)| [‖hM‖L1 + 2πM ] .

Donc d’après le théorème de la convergence dominée de Lebesgue (Théorème 1.3)

‖Tun − Tu‖ −→ 0

dans C([0, 2π]). D’ou la continuité de T .
*T (C[0, 2π]) est équicontinu :

Nous avons pour tout s ∈ [0, 2π],|γ(s, u(s))| ≤M où M est costante positive donnée
et

|f(s, γ(s, u(s)))| ≤ hM(s), p.p.s ∈ [0, 2π]

où hM est la fonction L1 associée à l’hypothèse sur f qui est L1-Carathéodory.
Soit ε > 0 et t1, t2 ∈ [0, 2π]. Puisque G est uniformement continue, il existe δ > 0

telle que :

|t1 − t2| < δ =⇒ |G(t1, s)−G(t2, s)| <
ε

‖hM‖L1 + 2πM
.

Soit u ∈ C[0, 2π) et soit t1, t2 ∈ [0, 2π] tel que |t1 − t2| < δ. Nous avons :

|Tu(t1)− Tu(t2)| = |
∫ 2π

0

(G(t1, s)−G(t2, s)) [f(s, γ(s, u(s)))− γ(s, u(s))] ds|

≤ |G(t1, s)−G(t2, s)|
∫ 2π

0

|f(s, γ(s, u(s)))− γ(s, u(s))|ds

≤ ε

‖hM‖L1 + 2πM
(‖hM‖L1 + 2πM)

≤ ε
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ce qui prouve que T (C[0, 2π]) est équicontinu.
*T (C[0, 2π]) est uniformément borné :

Soit u ∈ (C[0, 2π]) et t ∈ [0, 2π] nous avons :

|Tu(t)| = |
∫ 2π

0

G(t, s) [f(s, γ(s, u(s)))− γ(s, u(s))] ds

≤ max
t,s∈[0,2π]

|G(t, s)|
∫ 2π

0

[hM(s) +M ] ds

≤ max
t,s∈[0,2π]

|G(t, s)| [‖hM‖L1 + 2πM ]

ce qui montre que T (C[0, 2π]) est uniformément borné. Donc d’aprés le théorème
d’Ascoli-Arzela (Théorème 1.1) T (C[0, 2π]) est relativement compact. Par suite par
le théorème de point fixe de Schauder (Théorème 1.2) T admet un point fixe dans
C([0, 2π]). De plus on a :

u′(t) = (Tu)′(t) =

∫ 2π

0

∂G

∂t
(t, s) [f(s, γ(s, u(s)))− γ(s, u(s))] ds ∈ C([0, 2π])

et
u′′(t) = u(t) + f(t, γ(t, u(t)))− γ(t, u(t)) ∈ L1(0, 2π)

ce qui implique que u ∈ W 2,1(0, 2π). Donc u est solution du problème modifié (3.6)
avec u ∈ W 2,1(0, 2π).
Par suite pour montrer que u est une solution du problème (3.1) il suffit de montrer
que

∀t ∈ [0, 2π], α(t) ≤ u(t) ≤ β(t).

• α ≤ u :
On suppose par l’absurde que u < α, i.e il existe t0 ∈ R tel que :

min
t
{u(t)− α(t)} = u(t0)− α(t0) < 0.
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t0 réalise le minimum de u− α implique :

D−(u− α)(t0) ≤ 0 ≤ D+(u− α)(t0),

c’est-à-dire
u′(t0)−D−α(t0) ≤ u′(t0)−D+α(t0).

Donc
D−α(t0) ≥ D+α(t0).

Alors d’après la définition de sous-solution W 2,1 (Définition 1.13), il existe un in-
tervalle ouvert I0 tel que t0 ∈ I0, α ∈ W 2,1(I0) et pour presque tout t ∈ I0 on
a :

α′′(t) ≥ f(t, α(t)).

D ’autre part on a (u− α)′(t0) = 0, car t0 réalise le minimum de (u− α) et puisque
(u− α)(t0) < 0 et (u− α) est continue, alors pour tout t ∈ I0, et t proche de t0, on
a (u− α)(t) < 0, ce qui entaîne

(u− α)′(t) =

∫ t

t0

(u′′(s)− α′′(s)) ds

=

∫ t

t0

[f(s, α(s)) + u(s)− α(s)− α′′(s)] ds

=

∫ t

t0

[(f(s, α(s))− α′′(s)) + (u(s)− α(s))] ds

< 0

ce qui contredit le fait que t0 réalise le minimum de (u− α). Donc α ≤ u.

•u ≤ β :
De la même manière on montre que u ≤ β on en déduit que

∀t ∈ [0, 2π], α(t) ≤ u(t) ≤ β(t).
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Alors u est une solution du problème (3.1).

3.4 Exemple

Exemple 3.4.1. On considère le problème :
ε2u′′ = h(u)− h(|t− π|) pour t ∈]0, 2π[

u(0) = u(2π)

u′(0) = u′(2π)

où h ∈ C1(R) est telle que h′(t) ≥ a2.
Les fonctions α1 et α2 définies par :

α1(t) = −(t− π)− ε

a
e
−at
ε

et
α2(t) = (t− π)− ε

a
e
a(t−2π)

ε

sont respectivement sous et sur-solution de ce problème car elles vérifient :

ε2α′′1 − h(α1) + h(|t− π|) = −ε2a

ε
e
−at
ε − h(α1) + h(|t− π|)

= −ε2a

ε
e
−at
ε +

∫ |t−π|
α1

h′(s)ds

≥ −ε2a

ε
e
−at
ε + a2

(
|t− π|+ (t− π) +

ε

a
e
−at
ε

)
≥ 0.
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et

ε2α′′2 − h(α2) + h(|t− π|) = −ε2a

ε
e
a(t−2π)

ε − h(α2) + h(|t− π|)

= −ε2a

ε
e
a(t−2π)

ε +

∫ |t−π|
α2

h′(s)ds

≥ −ε2a

ε
e
a(t−2π)

ε + a2
(
|t− π| − (t− π) +

ε

a
e
−a(t−2π)

ε

)
≥ 0

La fonction α(t) = max (α1(t), α2(t)) est une sous-solution de ce problème. D’autre
part la fonction

β(t) = |t− π|+ ε

a
e
−a|t−π|

ε

est une sur-solution du problème car en la reécrivant sous la forme :

β(t) =

(t− π) + ε
a
e
−a(t−π)

ε si t ≥ π

(π − t) + ε
a
e
a(t−π)
ε si t ≤ π

on obtient après calcul :

ε2β′′ − h(β) + h(|t− π|) =

ε2 a
ε
e
−a(t−π)

ε − h(β) + h(t− π) si t ≥ π

ε2 a
ε
e
a(t−π)
ε − h(β) + h(π − t) si t ≤ π.

Donc

ε2β′′ − h(β) + h(|t− π|) =

ε2 a
ε
e
−a(t−π)

ε −
∫ β(t)

t−π h
′(s)ds si t ≥ π

ε2 a
ε
e
a(t−π)
ε −

∫ β(t)

π−t h
′(s)ds si t ≤ π
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et par suite

ε2β′′−h(β)+h(|t−π|) ≤

ε
2 a
ε
e
−a(t−π)

ε − a2
(
t− π + ε

a
e
−a(t−π)

ε − (t− π)
)

si t ≥ π

ε2 a
ε
e
a(t−π)
ε − a2

(
π − t+ ε

a
e
a(t−π)
ε − (π − t)

)
si t ≤ π.

D’où
ε2β′′ − h(β) + h(|t− π|) ≤ 0.

Comme la fonction h ∈ C1, alors la fonction h(u) − h(|t − π|) est L1-Carathéodory
sur [0, 2π]×R et d’aprés le théorème d’existence (Théorème 3.2) il existe une solution
u du problème telle que :

∀t ∈ [0, 2π], α(t) ≤ u(t) ≤ β(t).

Grâce aux expressions de α(t) et β(t) on peut écrire u sous la forme :

u(t) = |t− π|+ o(εe
a|t−π|
ε ).
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