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Introduction

Dans ce travaille, nous allons présenté les équations aux dérivées partielles,
qui seront notées en abrégé "EDP", constituant une branche importante des ma-
thématiques appliquées, la physique, la biologie et les sciences pour d’'ingénieur
nécessitant de savoir résoudre une grande variétés des équations différentielles
aux dérivées partielles.

Nous avons I'habitude de classer les équations aux dérivées partielles en trois

cas :

- Les équations elliptique (qui servent typiquement a décrire des phéno-
menes d’équilibre en physique).

- Les équations parabolique (qui permettent décrire des phénomene de dif-
fusion).

- Les équations hyperbolique (qui permettent décrire les phénomeénes de pro-

pagation).

Dans le premier chapitre, on va présente un rappelle d’analyse vectoriel, d’ana-
lyse fonctionnelle, des équations aux dérivées partielles et les classifications des
EDPs, en suit, définie 'espace de Sobolev et 'espace H! .

Le deuxiéme chapitre, on va expliquer les méthodes de caractéristique : éléments
finies,différences finis et donne 'une de l'autre, et 'approximation par schéma
explicite et implicite en dimensions 1.

Le troisieme chapitre est consacré a expliquer ’historique de ’équation de Navier-

Stokes, apres, on va résolu cette derniere équation avec deux méthodes numé-
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introduction

riques : éléments finis et différences finies. En suit, on appliquer ces résultats
dans logicielle " Matlab " qui données les solutions approchées de ’équation de
Navier-Stokes. Derniérement, on fait une comparaissions entre les deux solu-

tions et la solution exacte.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Rappels d’analyse vectoriel
Définition 1.1.

Un champ scalaire est une fonction de IR"” dans IR ou n=2, ou n=3.
Définition 1.2.

Un champ vectoriel est une fonction de IR" dans IR”, p>1, en générale dans le

cas n et p sont égaux a 2 ou 3.
Définition 1.3.

La dérivée directionnelles : soit u un ouvert non vide d’'un espace vectoriel E,
et soit f: U — IR une application différentiable en un point a € u, alors pour tout

t € E on a la convergence suivant :

o flat i~ f(a)

t—o™t t

=Dufa (1.1)

Proposition 1.1. Si fest différentiable en a, alors f admet des dérivées partiales

en a par rapport a toutes les variables dans une direction du vecteur u alors en

5



Rappels

écrivons
af Jof

Dfa = a—XI(a)—f— + axn

(@) =Vfau (1.2)

1.1.1 Dérivées partielles d’ordre supérieure

Définition 1.4. On dit que f admet des dérivées partielles d’ordre deux on les

note :
005 _ Py
ox dy’  dxdy

de mémeon a :

P (a f) _9%f

ox dx’  Ix?
Sans est admet des dérivées partielles premiéres, On définit par récurrence sur x
les dérivées partielles d’ordre supérieur c.a.d d’ordre n par :

9
0x1...0x,

1.2 Rappels d’analyse fonctionnelle

1.2.1 Equation aux dérivées partielles

Définition 1.5. Soit u une fonction définie sur un ouvert Q de IR", on appelle une

équation aux dérivées partielles (EDP)[5, 8, 9, 15] est une relation entre u et les

Jdu Jdu %u  9%u 0"u

: e
Tx1 Txs2 0 G A et les variables xi,...,x,, elle s’écrit
1

dérivées partielles

de facon général :

ﬂ du ’u  d%u 0"u
Y Ox Oxy 9 dxidxy T Oy

F(X],Xz,...,xn, ):0

Définition 1.6. (L'ordre d’'une EDP)
Lordre d’'une équation aux dérivées partielles est celui de la dérivée partielle

d’ordre plus élevé dans l’équation.
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1.2.1.1 Equation aux dérivées partielles linéaires

Définition 1.7. Soit L un opérateur aux dérivées partielles associe a une équa-
tion Différentiable par une équation aux dérivées partielles et linéaire [4, 9] par

rapport a toutes ses dérivées partielles de la fonction u. On peut écrire sous forme :
L(u)=f
L :lopérateur aux dérivées partielles associé a une EDP.

Définition 1.8. Si ’équation aux dérivées partielles du second ordre est linéaire
[6, 4, 8, 9] par rapporte a ses dérivées partielles et de plus les coefficients sont

dépendants alors elle est linéaire :

2%u 2%u 0%u du
ab@)’)@ + 2b(x=y)m +C(x7y)a_y2 +d(x7y>$
0
+e<x,y>a—;‘ T y)ulx,y) = g(x,y) (1.3)

Définition 1.9. Une équation aux dérivées partielles homogene si :L(u)=0 .

Remarque 1.1. On dit que l’équation du seconde ordre est homogene [13] si la

fonction g est nulle sur Q de l’équation (1.3) on obtient :

2%u 0%u 0%u du
a(’%)’)ﬁ + 2b(xay)m+c(xay)a_y2+d(xay>$
0
+e(x,y)a—;l + f(x,y)ux,y) =0 (1.4)

1.2.1.2 Equation aux dérivées partielles quasi-linéaire

Définition 1.10. On dit que une équation aux dérivées partielles quasi-linéaire si
est linéaire par rapport aux dérivées partielles d’ordre le plus élevé de la fonction

u, et si les coefficients a,d,c sont indépendants.
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Définition 1.11. Une équation aux dérivées partielles du seconde ordre est quasi-
linéaire qui s’écrit se la forme :

0%u 2%u 0%u du du
a<x,y)m +2b(x>y>m +C(x7y)a_yz +G(x7Y7 ga a_y) =0

si a,b,c,G sont linéaires par rapport a u, %, (%

1.2.1.3 Equation aux dérivées partielles non-linéaire

Définition 1.12. Une équation aux dérivées partielles est non linéaire [10] si les

termes d’ordre le plus grand sont non linéaires.

1.2.14 Equation aux dérivées partielles du premier ordre

Définition 1.13. Une équation aux dérivées partielles d’ordre 1 est une équation

fonctionnelle [4, 10, 3] de la forme :

Ju Jdu du

— = ...,—) =0
“ dx; dxy’ ’8xn)

F(X1,X2, .00y Xn,
Ou u est la fonction inconnue de plusieurs variables indépendantes xi,xs,...,x,
et des dérivées partielles du premier ordre de u par rapport a ces variables, de
plus une équation aux dérivées partielles d’ordre 1 toute fonction u(xy,xa,...,x,)

qui satisfait identiquement a cette équation est une solution de celle-ci.

Définition 1.14. On appelle (EDP) quasi-linéaire du premier ordre si les coeffi-

cients sont indépendants d’inconnue u.

Définition 1.15. On dit que EDP linéaire du premier ordre si l’équation aux

dérivées partielles est linéaire par rapport aux dérivées partielles.
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Rappels

1.2.1.5 Equation aux dérivées partielles du second ordre

Définition 1.16. Soient u :Q — IR telle que (Q € IR") fonction inconnue et les dé-

. 2, 32 . ) . .
rivées du second ordre %, g—yﬁ‘, %, ‘3—§ s’‘appelle une équation aux dérivées partielles

d’ordre 2 et on écrit ce la forme :
F(x7y7u7u)C7uy7uxx;uxyauyy) =0 (1.5)

On dit que (1.1)est linéaire si elle est linéaire par rapport au dérivées d’ordre 2 et

sécrit :
2%u 0%u 2%u
a(x7y)w +2b(x7y)m +C(x7y)a_y2 + G(Xa%uaum”y) =0

1.2.2 Classification des équations aux dérivées partielles

de IR"

1.2.2.1 Equation aux dérivées partielles elliptiques

Définition 1.17. On dit qu’une équation aux dérivées partielles est elliptique
[6, 9, 15] en x € Q si A(x) nadmet que des valeurs propres non nulles et qui sont
toutes de méme signe.

Avec A(x) = (a;j)1<i,j<n la matrice N x N symétrique de coefficients devant les termes

d’ordre 2.

Exemple 1. (Equation de Laplace)

Soit u(x,y,...) une fonction définie sur un Q € IR", vérifiant l’équation de Laplace :

Au=20 (1.6)

1.2.2.2 Equation aux dérivées partielles hyperboliques

Définition 1.18. Une EDP est dit hyperbolique [9, 15, 16] en x € Q si A(x) n’admet

que des valeurs propres non nulles et qui sont toutes méme signe sauf une de signe

9
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OppPOSé.

Exemple 2. (Equations des Ondes)

2
%_czmzo (1.7)

1.2.2.3 Equation aux dérivées partielles paraboliques

Définition 1.19. On dit que UEDP est parabolique en x € Q A(x) admet N-1 va-

leurs propres non nulles de méme signe et une valeur propre nulle.

Exemple 3. (Equation de Navier-Stokes )

v&u—u@éu:0 (1.8)

1.2.3 Classification des équations aux dérivées partielles

dans IR>

Définition 1.20. On appelle EDP semi linéaire du second ordre d’un fonction

inconnue u, on peut écrire sous la forme :

0%u 0%u 0%u Ju Jdu
a(xt)})ﬁ—i_zb(xay)m—i_c(x?y)a_yz_F(xayﬂ’t;a;a_y) (19)

a,b,c trois fonctions définies dans un ouvert de IR” et f est une fonction définie

dans un ouvert de IR.

Remarque 1.2. La matrice A est définie sous cette forme :
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alors le polynéme caractéristique de cette matrice :

det(A—Al) = (a—A)(c—A)—b°
= A2 —b’+ac—(a+c)A (1.10)
donc il y a deux valeurs propres Ay et A, avec :

—p?
ac ot M+7L2:a+c

Alxﬂ,z:

1.2.3.1 Equation aux dérivées partielles paraboliques

Définition 1.21. Dans un domaine Q :une équation

bz(xay) —a(x,y)c(x,y) =0

est dite parabolique dans ce domaine.

Remarque 1. On dit que l’équation parabolique si une valeur propre est nulle
alors :

Lxdh=0=b>—ac=0

Exemple 4. (Equation de Navier-Stokes )

R

vg(yj,tn) —uayz =0 dansQ
u(t,y=0)=g1(t) W

I/l(l,y:L):gz(I) vt

(1.11)

u(t=0,y) =uo(y) Vy
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1.2.3.2 Equation aux dérivées partielles elliptiques

Définition 1.22. Dans un domaine Q :une équation
bz(X,y) —a(x,y)c(x,y) <0

est dite elliptique dans ce domaine.

Remarque 1.3. On dit que ’équation elliptique si les valeurs propres sont nulles

et de méme signe alors :

Lxh>0 = ac—b>>0

— b —ac<0
Exemple 5. (Equation de Laplace)

2u | *u _
Tut U =0
u(x,0) = f(x)
o) =1()
.

1.2.3.3 Equation aux dérivées partielles hyperboliques

Définition 1.23. Une équation tell que dans un domaine Q :
bz(xay) —a(x,y)c(x,y) >0
Remarque 2. On dit que l’équation hyperbolique si :

Lxh<0 = a—b*<0

— b —ac>0

12
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Exemple 6. (Equation des ondes)

(

2 2
94?94 =0 VxcIRVtcIR"

u(x,0) = f(x) donnée

%u(x, 0) =h(x) donnée

1.3 Espace de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels (c.a.d constitués des
fonctions) dans les puissances et les dérivées ( au sens faible, que nous allons
préciser), sont intégrables. Tout comme les espaces de Lebesgue, ces espace sont
complets ce qui est un avantage considérable pour I’étude des solutions des équa-

tions aux dérivées partielles.

Définition 1.24. Soit Q un ouvert de IR". pour me IN et 1 < p < oo,

Pespace de Sobolev noté WM'T est constitué des fonctions de LP(Q) dans les dérivées
partielles jusqu’a 'ordre m, au sens des distributions, s’identifient a des fonctions
de L (Q) .

n
Pour ces dérivée, on pose o; =(0u,0p,...,0,), |a| = ¥ a; et on utilise la notation
=1

1=

olaly

D= ——
0%xy...0%x,

L'espace de Sobolev d’ordre m s’écrit ce la forme :

WP (Q) = {u € LP(Q) /Na € IN",|a|< m = D% € LP(Q)}

1.4 Lespace H'!

Définition 1.25.

13
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HY(Q)={uec?(Q)/oucl*>(Q),1<i<n} ou du est définie au sens de la

dérivée généralisée. H' (Q) est appelé espace de Sobolev d’ordre 1 [6].

1.5 Le Gradient:

Définition 1.26.

C’est une généralisation de la notion de dérivée pour une fonction a plusieurs
variables .
Soit f une fonction de x,y et z. On peut définir ses trois dérivées partielles %, g—J;,
‘3—{ (si la fonction est continue et différentiable ). A partir de ces trois valeurs on

. . =
peut construire un vecteur, le gradient, qu’on note grad ou V.

Vi=| 9

1.6 La Divergence :

Définition 1.27.

La divergence d’un champs vectoriel % est un scalaire défini par :

s 9 —  Oduy duy du
divil = V. = 8x+8_y+8_z

1.7 Formule de Green

Pour un ouvert Q régulier, les formules de Green s’étendent a H'(Q).

Définition 1.28.
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ou ¢ est le vecteur unitaire dans la direction x;.

/Auvdx:—/ Vqudx~|—/ %vds
Q Q 9Q on

/udivde:—/ Vude+/ u(E.n)ds
Q Q aQ

15






Chapitre 2

Les Méthodes numériques

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on va utilisés deux méthodes numériques pour calculer les
solutions approchées d'un probleme d’équation différentielles ou aux dérivées
partielles, on dispose de plusieurs techniques concurrentes : les différences finies,

les éléments finis et les volumes finis.

2.2 La méthode des différences finies

Définition 2.1. La méthode des différences finies consiste a remplacées appa-
raissant dans le probléeme continu par des différences divisées ou combinaisons
de valeur ponctuelle de la fonction en un nombre fini des points discrets ou nceud

du maillage.

2.2.0.4 Le principe fondamental :

Cette méthode est basée sur I'approximation des dérivées partielles sur un
maillage a 'aide de développement de Taylor, et ceci se déduit directement la dé-

finitions de la dérivées, et c’est une technique de recherche de solution approchée
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des EDP.

2.2.0.5 Maillage :

Définition 2.2. On appelle maillage un ensemble des points isolés (nceud) situés
dans le domaine de définition sur lequel on va appliquer la méthode des diffé-
rences finies, et on appelle le pas de maillage la plus grand distance entre deux
points. On peut étre défini le pas (global) de l'approximation comme le plus grands

pas de maillage.

2.2.1 Le développement de Taylor en dimension m d’ordre

n

Théoreme 1. Soit x = (x1,x;,...,x,), on considere la fonction f(x) .
a = (ay,az,...,ay), on suppose que f est différentiable dans la boule ouvert B qui
contient a.

f(x) est différentiable dans la boule ouvert B avec a€ B et x € B, alors :

m 8kf
ey . .. . — . + i
Z k‘ i zj;: 1(9)(]1 ax]k a)(x.ll a.ll) (xjk ajk) o(x—a)

18
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2.3 Différences finies en dimension un (1D)

On discrétise le segment [a,b] avec :

x<x; xi=x1+({—1)h

FIGURE 2.1 — Maillage en dimension 1

2.3.1 Expression des dérivées premieéres

Soit f une fonction connue aux points x; du domaine d’analyse. Il existe trois

approximations pour la dérivée partielle premiere.
Notation 1.

On note :
fxi) = fix)
fxith) = fir1 = f(xit1)
flxi—h) = fior = f(xiz1)

19
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1. Différences finies en avant

A l'aide de formule de Taylor on développe fjusqu’a l'ordre 2 [7, 11, 12, 14]

2
P+ ) = S )+ (5) + 5 (6 avee i < & < i+

la forme résolu est :

) = TG 4 o) avee o) = S £2(6)

la forme de la dérivée premiere est :

. % +o(h)

2. Différences finies en arriére

En changent h par -h dans I’équation (2.1) on obtient :
h2
Sl —h) = f(x) +hf () + = f7(8),avee xi—h < & <ux;

la forme résolu est :

) = IRy o0, avee o) = 2 77(8)

la forme de la dérivée est :

3. Différences finies centrées

On a[7, 11, 12, 14] :

2 3
Pl h) = £+ () o 1) 4 o (€)

20
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h3

2
Pl h) = 1)~ hf () + o 20— 2 )

avec I’élimination de f(x;) on trouve la dérivée par un schéma de différences
centrée
f(xi+h)— f(xi—h)

f(x) = o +0(h?),avec O(h?) = —

la forme de la dérivée centrée est :

() Jfir1— fie1
i = —n +o(h)

2.3.2 Expression des dérivées secondes :

Il y a trois approximations pour les dérivées secondes.
a. Différences finies en avant :

On écrit le développement de Taylor de f(x;+h) et f(x; +2h)
/ h2 1 h3 3
fxith) = ) +hf (xi) + o7 7 () = 57 ()

8
F i 2h) = f(xi) + 20 f () +21° f" (i) + 37 £ (8)
Eliminant f'(x;) entre les deux équations on obtient :

() = fxi) —2f(xi -;Zh)‘i‘f(xi-i-%) +o(h)

avec o(h) = —hf3(&) xi<& <x;+2h
donc 'expression de la dérivée seconde écrite par un schéma de Différences

finies en avant

i—2fiv1+2fi
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b. Différences finies en arriére

On considere le développent de Taylor de f(x; —h) et f(x; —2h)
/ h2 /! h3 3
Floxi— 1) = £x) =g (x) + 3 1) — 51 £(8)

= 20) = £(x) — 20 () + 202 () — 0 £ )

Eliminant f'(x;) entre deux équations on obtient le schéma de Différences

finies arriére de la dérivée seconde :

fxi+2h) =2 f(x; — h) + f(x;)

f,/(xi) = hz

+o(h)

avec O(h) =hf3(E) et xi—2nh< & <x;

c. Différences finies centrées :

On considere le développent de Taylor de f(x;+h) et f(x; —h)

/ h2 11 h3 3 h4 4
f(xi+h) = f(x;)+hf (Xi)+2—!f (xi)+§f (Xi)+4—!f (&)

2 3 4
Pl —h) = F() — hf () + o ) — 5 P (E) + 5 1)

Eliminant f'(x;) entre deux équations on obtient :

fxi—h)=2f(x;)+ f(xi+h)
h2

f'(x) = +o(h?)

1
avec o(hz):—ﬁh“f“(ﬁ) et xi—h<&<xi+h
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Le schéma de Différences finies centrée de la dérivée seconde :

£

Jic1 =2fi+ fina

h2

Exemple 7. On considére un pas Ax=0,1

+o(h?)

La dérivée premier de la fonction f(x) = x> au point x=2o0n a :

xi =2 fi=f(2)=4
Ax=0,1 fie1 = f(2,1) = 4,41
xi+1:271 fl—lzf(1>9):379
Xi-1 =X —Ax=0,9 f'(x) =
Les trois approximations sont :
Ax
Différences finies en avant fi(l) le Ji =4,1 o(h) = _Tf//(é) =-0,1
i Ax
Différences finies en arriére fl-(l) f Af =3.9 o(h) = jf”(é) =0,1
sz
Différences finies en centrées fl.(l) f’Hz Axfl =4 o(h?) = - A (E)=0

2.4 Différences finies en dimension deux (2D)

2.4.1 Maillage :

Soit f(x,y) une fonction de classe C* , et soit (x,y) € [a,b] *[c,d] .

Les pas h, et h, de discrétisation des intervalles [a,b] *

que :

. Discrétisation [a,b] :

[c,d] respectivement tel

b_
"

=x(i) =xi =a+ihy

ny

( ny étant le nombre d’intervalle sur [a,b] )

i=1,n,

. Discrétisation [c,d] :
C _—

hy =

= y(J)

ny

:yj:c+]hy

d .
( n, étant le nombre d’intervalle sur [a,b] )

i=1,n,
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. Xip1 =a+ (i+1)he = (a+ihy) + hy
Y=+ (+ Dhy = (c+ jhy) +hye

Notation 2. On note :
Xi+hy par x4y

x; — hy par x;_
yj+hyparyjii
yj—hyparyji

fij = f(xi,y))

2.4.2 Expression des dérivées premieres : 3—{5

1- Différences finies en avant :

Le développement de Taylor de f(x;+ Ay,y;) est donné par :

]’12
fxi+hyj) = f(xi,y;) +hefe(xi,yj) + 2—’§f2(§,17)

donc
xi+hx; i) — J\Xi,Yj
avec o(h,) = ——f2(§ n) et x;<&<xi+hy
Le schéma avant est:
fx fl-‘rlh fl] ( x)

2- Différences finies en arriére :

Le développement de Taylor de f(x; — hy,y;) est donné par :

hZ
flxi—hyj) = fxi,y;) — hefe(xi,yj) + 2—)§f2(§,77)

24
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Uiss,j

Wi-g,j 2
- Ugf Uite,j

| Bt

FIGURE 2.2 — Maillage en dimension 2

donc

fx(xivyj) =

h
avec O(h,) = z—ffz(é,n) et xi—hy <& <x
Le schéma arriére est :
Jij—fi1j

fr= T +o(hy)

3- Différences finies centrées :

On fait différence entre on obtient :

fx _ f(xl—i_hxay])Z;f(xl_hxay]) +O(h)2C)
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h2
avec o(h%):—gxfz(ﬁ,n) et xi—hy <& <xi+hy

Le schéma centrée est :

fiv1j— fi-1j 2
r="—75——+o(h
f th +0( X)

2.4.3 Expression des dérivées premieres : 3—1;

A partir 'expression de ‘3—§ on obtient :

STy ) h
fy:f’”+yf‘”+0(hy) schéma avant avec O(hy):—z—y!fz(é,n) et y;<n<yithy

o h
fy = fiitij h{’"’l +O(hy) schéma arriére avec O(hy) = 2—y!f2(§,n) et yi—hy<n<y;

= fi h?
kfy:f""%yf”f’l—|—0(hy) schéma centrée avec O(hy):—gyﬁ(é,n) et yi—hy<n<yj+h,

2
2.4.4 Expression des dérivées seconds : 887];

- Différences finies en centrées : A partir le développement de Taylor de f(x;+

hy,yj) et x;—hy,y; on obtient :

f(xiv1,y) =21 (xi,yj) + f(xie1,y))

S = h2 + O(hyzc)
X
2 15
avec o(hs) = _ﬁh"f (E,n) et xi1 <N <xiy
le schéma centrée est :
. ._2 A _|_ A .
fxx — ﬁ la] ﬁ7j ﬁ+17] +0(h§)

h

26



Les Méthodes numériques

2
2.4.5 Expression des dérivées seconds : ‘37];

. A 2r
On fait le méme calcule avec gTJ; :

_ i1 =2fij+ fijn
yy — l’l;

+0(h§)

1
avec O(hg) = —Eh§ H(Em) et yi1 <N <yip

2
2.4.6 Expression des dérivées seconds : —aax({y

On fait le développement de Taylor de f(xi11,y;) , f(xi—1,y;), f(xi,yj+1), et

f(xi,yj—1) au voisinage(i,j) :

Fiayj) = Fij + bl 30 Iy () ey (G )i+ 5 it 5 (2,
Fli1,yj-1) = frj—h(5h)i - hy(g_J;)j +hxhy(aaja];)l7j + hz—%(%)i + %’%(%)j
fxig1,yj-1) = fij +hx(%)i - hy(?g—J;)j - hxhy(aa;gy)i,j + gj(%)i + };—5(%{)1'
F it 3751) = fig = a9+ iy (30— ey (e + 5 (2 + (20,

A partir les quatre équations le schéma centrée est :

( 2*f )i SO, yj41) = fi1,yj-1) = Fim1,9541) — f(xi-1,5-1)
dxdy’"’ 4hyhy

+ O(hy, hy)

heh,
avec o(hy,hy) =523 (E,n) et xi1 <N <xip ety <N <y
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2.5 Problémes elliptiques en dimension un (1D)

On considérer le probléemes de Laplace (dimension 1) :

—u"(x) = f(x) Vxe[0,1] (2.4)

En suppose que f est continue, donc on peut déterminer la solution exacte du

probleme (2.4)

2.5.1 Choix de discrétisation maillage

On considere I'intervalle [0,1]
O=xp<x1<x<..<xys1=1
ouN cIN,VicO0,N, on pose h = x;11 —X;
Le pas du maillage est défini par :
h=maxi =0,...,Nh; On suppose que le pas de maillage est constant pour simplifier
les calcule :

alorsonah=h; et x; 1 =x;+hVicO0,N le probléeme (2.4) s’écrit comme suite :

—u"(x;) = f(x;) Vi€O,N
u(x)=f(xi) Vie (2.5)

u(xg) =u(xys+1) =0

2.5.2 Choix du schéma numérique

On suppose u € C2[0, 1] alors u admet un développement de Taylor limite sous

la forme :
2

u(xiv1) = u(x; +h) = u(x;) +h' (x;) + %u”(x,-) +0(h?)

et
2

u(x;i 1) = u(x; —h) = u(x;) — h' (x;) + %u”(x,-) +0(h?)

28



Les Méthodes numériques

ot |O(h?)| < ch® et c une constante indépendance de h.

En additionnant les deux égalités précédentes on obtient ’expression suivant :

W () = u(xi-1) —Zuh(;i) + u(xi1) Lo

Lexpression (2.5) est une approximation de u(x;) pour h suffisamment petit.
pour i = 1,N, on note u; une approximation de u” (x;)
d’ou u(xg) =u(xy+1)=0

Alors 'expression :
ui—1 —2u;i+ui
h2

+O(h)
est une approximation de u”(x;) .

Remarque 3. Le choix d’approximation n’est pas unique, dans notre cas est ap-
pelé un schéma centrée.

Donc on peut approcher le probleme (2.4) par le probléme discret suivant :

ui—1 —2ui +ujyq R
=/ i=1N 2.6

up=uy+1 =0

2.5.3 La forme matricielle

On écrire le probleme (2.6) sous la forme matricielle.
On pose U = (uy,...,uy)’

prenons les conditions aux limite u(xp) = u(xy4+1) =0

29



Les Méthodes numériques

Uy —2ug

= f(x1)

pouri=1 —

. Uz —2uy — uy
pouri=2 — 2 = f(x2)

2MN —UN—-1

h2 = f(xN)

pouri =N

D’ou

ui
u

up =

Uun

et

f(xn)
le vecteur u;, est un solution du systéme matriciel

AU, = by,

la résolution de ce dernier déterminera des valeur approchées a la solution exacte.
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2.6 La méthode des éléments finis

Définition 2.3. La méthode des éléments finis consiste a approchée dans un sous-
espace de dimension finie, un probléme écrit sous forme variationnelle (comme
minimisation de l’énergie) dans un espace vectoriel de dimension finie la solution
approchée est dans ce cas une fonction détermine par un nombre fini de parametre
comme par exemple ses valeurs en certains points (les nceds du maillage ) cette

méthode est la méthode la plus utilisée pour la résolution de probleme aux limites.

2.7 Principe générales de éléments finis

Soient V un espace de Hilbert, Q un domaine ouvert de IR" (n=2 ou 3) de
frontiere dQ et sur lequel on cherche a résoudre un EDP munie de condition aux
limite.

ce probléme, mis sous forme variationnelle est :
trouve ucV telleque a(u,v)=f(V),YveV 2.7

On va cherche une approximation interne, pour cela, on définir un espace d’ap-
proximation Vj,, s.e.v de V de dimension finie.

Le probleme approché est alors :

trouve up €Vy, telleque a(up,vy) = f(Vy),Vv, €V} (2.8)
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Lemme 1.

Soit V un espace de Hilbert réel et V}, un sous-espace de dimension finie. soit
a(u,v)une forme bilinéaire continue et coercitive sur V. et 1(v)une forme linéaire

continue sur V alors 'approximation (2.8) admet une unique solution.
Preuve 2.1.

L'existence et l'unicité de v, € V,, solution de (2.8) par la méthode de Lax-
Milgram appliqué a v;,. pour mettre le probléme sous une forme plus simple,on
introduit une base (¢9;)<j<y,deV}, siu, = 27];1 uj¢; , on pose U, = (uy,...,un,) la vec-
teur dans RY des coordonnées de V. le probléme (2)est équivalent a : trouver Vj, €
RN tell que a():yil W1i®;,vy) = L(vy) Vv, €V on encore par linéarité de a et L.

Nh

trouver u, € RY tell que Z wia(9j, ¢;) = L(¢;) Vi=1...N
j=1

ce qui s’écrit sous la forme d’un systéme linéaire.

Au=b,A=(a(9;,0:)1<ji<n,, b= (L(¢:)) i=1..Np, p= Z?Z K

[ a(01.6) (o) - aldrow,)
Ao a(¢2.,¢1) a(¢2‘;¢2) :
| a(dw, 1) a9y, ¢2) -+ a(9n;.9x,) |
et ~ ~
L(¢1)
b L(?z)
_L(¢Nh>_
et

U= [ui,u,...,un,]
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2.8 Formulation variationnelle

Soit le probléme suivant :

[ Ju 0u
VE(yJ,t,,)—,ua—yz:O dans Q

u(t,0)=g; Vvt 2.9)
u(t,Ly=g, WVt

u(t =0,y) =uo(y) Vy

\

Ou Q € IRY. en prendre u(Vu) =0 et % = vg—ig‘et g = g(x,t) dans la condition de

type Dirichlet sur le bord du domaine doit étre a flux nul sur dQ , [,o¢n=0

Définition 2.4.

En faisant le produit scalaire de I'’équation (2.9) avec une fonction test w €
H'(Q)donc

vil' (y)w(y) — uAuw(y) = 0 En utilisant la formule de Green, nous avons

v [ uwi)dy+u | awi)dy= [ gtwidy

avec — [qAuwdy =0 donc

v /Q W'w(y)dy+ p /Q VuVw = /8 L8y
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Alors

trouver u € H'(Q) (2.10)

v o w)dy+ 1 Jo VuVw(y)dy = go xw(L) — g1 *w(0) Vw € H'(Q)

Le probleme (2.10) s’appelle la formulation faible ou formulation variationnelle

de (2.9). Pour toute g € L?>(Q) il existe u € H'(Q) unique solution faible de (2.9)

2.9 Eléments de Lagrange

2.9.1 Univalence

Définition 2.5.

Soit X =ay,as,...ay un ensemble de N points distinct[2] de R*. soit P un espace
vectoriel de dimension finie de fonctions de IR” a valeur P dans R. on dit que X
P-unisolvance si pour tout réels a;, o, ..., oy, il existe un unique élément p de
P tell que P(a;) = o;,i = 1...N cela revient a dire que la fonction de p dans RY qui
a p fait correspondre (p(ay),p(az),...,p(an) = (ai,...,an) est bijective.

En pratique, on montre que ¥ est P-uni-solvant en vérifiant que dimP = cardZ,

puis en montrant I'injectivité au surjectivité de L.

— Linjectivité de L se démontre en établissant que la seule fonction de P
s’annulant sur tous les points de X est la fonction nulle.

— La surjectivité de L se démontre une famille p;, p,,...pny" d’éléments de P
tels que p;(a;) = &;; c.a.d un antécédent pour L de la base canonique de RY
En effet, étant donnés des réels «,...,ay la fonction p = ):fy: | 0;p; vérifie

alors p(a;) =aj,j=1,...,N.
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2.9.2 Elément finis de Lagrange

Définition 2.6. Un élément fini de Lagrange[2] est un triplet (K,X,P) tel que :

— K est un élément géométrique de IR",(n=1,2 ou 3), compact, connexe et d’in-
térieur non vide.

— X ={ay,...,an} est un ensemble finie de N points distincts de K.
— P est un espace vectoriel de dimension finie de fonctions réelles sur K et tel
que X soit P-uni-solvant donc dimp = N.

Définition 2.7. Soit (K,X,P)un élément fini de Lagrange. on appelle les fonctions
de base [2] locales de ’élément les N fonction P,,i =1,...,Nde P tel que :

pilai)=06; , 1<i,j<N

on vérifie aisément que(p;, ..., py)ainsi définie est une base de P.

Définition 2.8. On appelle opérateur de P-interpolation sur ¥ 'opérateur mny,

qui a toutes fonction v définie ngv sur K,associe la fonction ngv de P définie par :

N
KV = Z v(a;)pi
i=1

Remarque 4. nxv est donc l'unique élément de P qui prend les méme valeur que

u sur les points de X.

Exemples d’élément finis de Lagrange

Espace de polynomes

On notera Pxl’espace vectoriel des polynomes de degré total inférieur ou égale

a K.
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- Sur IR, Py = Vect{1,X,.... XX} et dimP, =K +1.
- Sur IR, Py = Vect {X'X/;0 < i+ j < K et dimp, = K42y

- Sur IR, P, = Vect{X'YIZ'0 < i+ j+1 <K} et dimp, — EHELEL)

On notera Q; l’espace vectoriel de polynomes[2] de degré inférieur au égal a k
par rapport a chaque variable.

-SurR, Oy=F

- Sur IR?, Qg = Vect{X'X/;0<i,j <K et dimQy = (K+1)(k+2)2

- Sur IR?, P, = Vet {X'Y/Z!0 < i,j,l <K} et dimP, = (K+1)°

Exemples un dimensionnels 1-D

On discrétise le segment [a,b]lavec des polynomes[2] de degrés 1 a m. On ob-

tient les éléments d tableau (2.1)

Elément P P - | Py,
K| [a,b] | [a, %] | |[a+i%Li=1,..,m|
¥ | {a,b} | {a,b} | --- | {a,b}
P P ) <o | Py

Exemple 2-D triangulaires

On discrétise le tringle de sommets {a;,a,,a3} avec, le long de chaque aréte[2],
une interpolation polynomiale de degré 1 a un on obtient les éléments du tableau

2.2

Elément P P,
K | tringle de sommets a;,as,a3 | tringle de sommets {a;,a,a3}
)y {ai,az,a3} {aij = ai;a'i,l <i,j<3}
P P P,

TABLE 2.1 — Eléments de Lagrange bidimensionnels triangulaires de degrés 1 a
2
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Remarque 5. Les fonctions de base pour l'élément P sont définies par pi(a;) =
o;jce sont les coordonnées barycentriques : p; = A;

et les fonctions de base pour l’élément p, sont p; = Ai(2A; — 1) et p;j = 4AiA;

Exemple 2-D rectangulaires

On discrétise le rectangle de sommets {a,as,a3,a4} de cotés partiels aux axes

la formulation est décrite dans le tableau 2.2 la fonction de base sont P(X,Y) =

Elément 01
K | rectangle de sommets {a;,a,a3,a4}de cotés paralleles aux axes
b {ai,az,a3,a4}
P 0

TABLE 2.2 — Elément de Lagrange bidimensionnel rectangulaire de degré 1

(X—=x;)(Y—y;)

G0y au (xi,yi) sont les coordonnées (x;,y;) est le coin apposé a a;, i # j.
i J i J

FIGURE 2.3 — Elément finis de Lagrange 2D : triangulaire P;, triangulaires P, et
rectangulaire Q;

Exemple tridimensionnels

1. Eléments tétrédrique p; :
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Elément P P

K | téraédrique de sommets{a;,a;,a3,a4} | téraédrique de sommets {a;,a;,a3,a4}

z {ai,a2,a3,a4} {ait1<i<aU{aij}i<i<j<a

P P P

les fonctions de base sont P, = 4;(24; — 1) et P;j = 44;A;
2. Elément parallélépipédique Q; :

Eléments 0
K | parallélépipede de sommets {ay,...,as}de cotés paralleles aux axes.
z {aiti<i<s
P 01

TABLE 2.3 — Elément de Lagrange tridimensionnel parallélépipédique de degré
1
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3. Eléments prismatique Q; :

Elément O
K prisme droit de sommets {ay,...,a¢}
)y {ai}i<i<s
P {p(X.Y.Z)=(a+bX +cY)+Z(d+eX + fY),a,b,c,d,e,f € R}

TABLE 2.4 — Elément de Lagrange tridimensionnel prismatique

FIGURE 2.4 — Elément finis de Lagrange tridimensionnels : tétraédrique P; et P,
parallélépipédique Q; et prismatique

2.10 Famille affine d’éléments finis

Définition 2.9. Deux éléments finis ( K, f,lg)et (K,X,P) sont affine-équivalents ssi
il existe une fonction affine F inversible : (F :x — Bx+b) tell que :

i) K=F(K)

i) a;j=F(a;),i=1,...N

iii) P={poF'},peP

Remarque 6. :
Si l'on est dans R, B est donc une matrice n x n inversible, et b est un vecteur de
RZ

A~~~

Définition 2.10. soient (; ,f, )et (K,X,P)deux éléments finis affine-équivalents, via

une transformation F.
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On note p;(i = 1,...,N)les fonctions de base locales de K. Alors les fonction de base

locale des K sont les p; = pjoF 1.

Définition 2.11. On appelle famille affine d’éléments finis une famille d’éléments
finis tous affine-équivalents & une méme élément fini k%, P) appelé élément de
référence.

D’une point de vue pratique, le fait de travailler avec une famille affine d’éléments
finis permet de ramener tous les calcules d’intégrales a des calculs sur ’élément

de référence les éléments de référents sont :

1 En 1-D :le segment [0,1].

2 En 2-D triangulaire : le triangle unité, de sommets (0,0),(0,1)et (1,0).

3 En 2-D rectangulaire : le carré unité [0, 1] x [0, 1].

4 En 3-D tétraédrique : le tétraedre unité, le sommets (0,0,0),(0,1,0),(1,0,0)et(0,0,1).

5 En 3-D parallélépipédique : le cube unité [0, 1] x [0,1] x [0,1].

6 En 3-D prismatique : le prisme unité de sommets (0,0,0),(0,1,0),(1,0,0)et
(0,0,1),(0,1,1),(1,0,1).

2.11 Elément fini de d’Hermite

Définition 2.12. Un élément fini d’ermite ou élément fini général est un triplet
(k, X, P) tel que :
1. K est un élément fini géométrique de IR" (n=1,2 ou 3)compact connexe, et
d’intérieur non vide.
2. ¥=(01,07,...,0y)est un ensemble de N formes linéaires sur l’espace des fonc-
tions définies sur K, ou sur un sous-espace plus régulier contenant P.
3. P est un espace vectoriel de dimension N de fonctions réelles définies sur K,

et tel que X soit P-uni solvant.

Définition 2.13. Soient (K,X,P)un élément fini général. On appelle fonctions de
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base locales de l’élément les N fonctions Pi(i = 1,...,N)de P telles que :

Définition 2.14. On appelle opérateur de P-interpolation sur ¥ l'opérateur
Tk, qui a toutes fonction v définie sur K,associe la fonction nxv de P définie par
gV = Z{L | Ci(v)pimgvest donc l'unique élément de P qui prend les méme valeur que
v sur les points de X.

2.12 Lien avec les éléments finis de Lagrange

Avec les définitions précédentes, les éléments finis de Lagrange apparaissent

donc comme un cas particulier des éléments finis généraux,pour lequel
oi(p) = plai), 1<i<N

Cette généralisation permet maintenant d’ introduire des opérateurs de dériva-

tion dans X, et donc d’améliorer la régularité des fonctions de V},.
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2.13 Exemples

Exemple 1-D

Les éléments finis unidimensionnels criques et quantiques :

Elément cubique quantique

K segment|a, b| segment [a,b]

X | {p(a),p'(a),p(b),p'(b)} | {p(a),p'(a),p"(a), p(b),p'(b),p" (b)}

p P 3 P3
Régularité CletH? CletH?

TABLE 2.5 — Elément d’Hermite unidimensionnels de degrés 3 et 5

Exemple 2-D triangulaires

On discrétise le tringle de sommets {a;,a;,a3} avec, le long de chaque arréte,
une introspection polynomiale de degré 1 a un on obtient les éléments du tableau

(2.2) [2]

Elément P P
K | tringle de sommets a;,a;,a3 | tringle de sommets {a;,a,a3}
z {a1,a2,a3} {aj="5"1<i,j<3}
P P P

TABLE 2.6 — Eléments de Lagrange bidimensionnels triangulaires de degrés 1 a
2

Remarque 7. Les fonctions de base pour l’élément P, sont définies par p;(a;) = 0;;
ce sont les coordonnées barycentriques : p; = A;

Les fonctions de base pour 'élément p, sont p;=A(24;—1) et p;j=4LA;
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Exemple 2-D rectangulaire

Les éléments finis bidimensionnels rectangulaire

Elément 03

K | rectangle de sommets{a,as,a3,a4} de cotés paralleles ax axes

9%p

d 0 .
X {P(ai)>a—i(ai)@—]y)(ai),m(ai)al:1;2,374}
p 03
Régularité C!

TABLE 2.7 — Table : Elément bidimensionnel rectangulaire d’Hermite Q3

FIGURE 2.5 — Elément triangulaire d’Hermite cubique, élément d’Argyris et é16é-
ments rectanglaire Q3
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Chapitre 3

L’application des méthodes de
différences finies et élément finis

a ’équation de Navier Stokes

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on présentent les fondements mathématiques de la résolu-
tion numérique des équations de Navier-Stokes incompressibles. Nous commen-
cons par rappeler les équations fondamentales et les conditions dans lesquelles
un écoulement peut étre considéré comme incompressible.

On dit que I’équation de Navier-Stokes de type parabolique en espace. Nous in-
troduisons les idées générales des approches par différences finies, éléments fi-
nies.

En fin, nous intéressons a l'erreur de discrétisation en applique dans logiciel
Matlap pour calculer symbolique et numérique le calcule scientifique dans le do-

maine Q.
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3.2 PL’historique de I’équation de Navier-Stokes :

L'équation de Navier-Stokes est 'une des plus importantes de toute la phy-
sique. Elle nous sert portant a prédire la météo, simuler les océans, optimiser
les ailes des avions et méme améliorer le réalisme des jeux vidéos. Cette équa-
tion établie aux XIXéme siécle, par le francais Navier et le britannique Stokes,
c’est une équation qui permet de décrire le champ de vitesse d'un fluide en phy-
sique.Plus précisément, il s’agit d'une équation différentielle dont le champ de

vitesse est I'inconnue en mathématique.

3.2.1 A quoi ressemble I’équation ?

Par rapport la loi de Newton "Somme des forces=ma" o m est la masse et a
Paccélération, '’équation de Navier-Stokes est dit le méme, mais comme on parle
du champ de vitesse d'un fluide, la forme est peu plus compliquée.

On considéré deux types de forces dans un fluide :les forces de pression et les

forces visqueuses. Donc ’équation de Navier-Stokes est :

u

— +uVu)= —-Vp + uViu
p_(5 ) p+ U
M Fpression  Fvisqueuse

a
3.2.1.1 Pourquoi I'’équation est-elle si compliquée ?

Dans la vision mathématique : I’équation est compliquée parce que c’est une
équation différentielle non-linéaire. La complication vient du terme u.Vu, Ce
terme varie comme le carré du champ de vitesse, la non-linéarité complique les
chose en maths, mais en physique aussi Car ce terme non-linéaire a sa traduction
dans la complexité des phénomeénes physiques décrits. Les équations de Navier-
Stokes pour un fluide de la loi de Newton expriment pour un volume de controle

fixe dans ’écoulement.

N8

- La conservation de la masse : a—f + <P§x’¥i> =0
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- La conservation de la quantité de mouvement : (p “’) +pu; a(x ui) =pF+ 57
8u,+ulau,) pF; — —|-‘LL8 u;
telle que : p(a[ +u(Vu)) =pF —Vp—uV x (Vx u)

P(% 4 (uV)u) = pF —Vp

Donc I'équation de (N.S) = p(

Le systeme de Navier-Stokes est un systeme d’équation aux dérivées partielles

non linéaire dévolution sur la vitesse et la pression de poissons de fluide par :

- Equation de poissons = —Ap = div(u.Vu)

- Définie le projecteur de Laray = p = Id — VA~ divu

Enfin le systeme de (N.S)est :

(

v%(y,t) +u(Vu) —uAu=0 dans Q
divu=0 dans Q
ut,0)=g1(t) WVt
u(t,L)=gy(t) Wt

u(0,y) =uo(y) Vy

\

Avec u(Vu):O,p:l,p:O,v:%zl,ﬁ:%

Et pour simplifiée I'équation de Navier-Stokes on va prend : % = vg—j:;.
telle que :

v : Viscosité cinématique du fluide.

p : Masse volumique du fluide incompressible.

p :Pression au sein du fluide.

o : La loi constitutive des fluides visqueux, appelée loi de Newton ,

telle que : 0;; = —pJ;; +2ue;j

e : Est ’énergie totale par unité de masse ,

a .
telle que : ¢;; = 2(3}’:; + a—';f)
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3.3 Résoudre '’équation de Navier Stokes par la

méthode de différences finies :

On considere le probleme Navier Stokes en (dimension 1) :

( du 2%u
Va(y/,tn)—‘ua—yz =0 dansQ
u(t,y=0)=g1(t) W

(3.1)
u(t,y=L)=g(t) Vi

avecu c H'.

3.3.1 Choix de discrétisation maillage :

soit 1,,,y; € Q, et soit M, N deux entiers fixés

1
i=ih Yie {0,1,.. . M+1} h=—
yi=ih Vied =

1
ti=jAr ¥je {01, . N+1} Ar=—

3.3.2 Schéma Explicite

Construction d’'un schéma numérique :

le développement limite de Taylor donne :

n+1 n
u((tnr1,y5) —ultn—1,y;)Fultn,y;— W' —u"
%(tmy]) ~ (( +1 y,]) ( Atl y.]) ( Yj 1) ~ _I Jj (D.f avant)
n+1 n n
9%u M(Z”’yj""])_2u(t"7yj)+u(tn,yj_1) uj+ _2uj+”j_1 )
fn:Yj) = = (D.f centrée)
ayZ ( n ]) (Ay)2 (Ay)2
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on obtient alors le schéma suivant :

u) = ug(y;) Vj

uy = g1(ta) Vn

n —
(U1 = 82(tn) Vn
Le schéma explicite s’écrit sous la forme suivant :

n+l _ n “At
U; u]—i-—v(Ay)

_ kA

avec A = Ay

donc

W =yt (1-21) + A+ A

J J

La forme matricielle

3 (Ujpy —2uf+uj_y)

(3.2)

(3.3)

Le probléme (3.2) s’écrit sous la forme d’'un systéme matriciel U"! = AU" +C"

Pour j =1 UMt =i (1-22) + Al + A
Pour j =2 U = uf(1-22) + Aul + Au”!
Pour j=M Ut =uf, (1 —24) + Auyy  +Auy,

1-2A A o - 0

A 1-24 A

A= 0
A
0 el A 1222
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Donc :
1-2A A A 0 uf ug
A 1-24 A : us 0
A 0
0 Y R B 7) 'l W
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Lemme 2. Le schéma explicite est stable en norme L™ si et seulement si la condi-

tion CFL suivante est satisfaite : A < %

Preuve 3.1. (principe du maximum discret) : le schéma explicite est équiva-
lant a (3.3)

u;?“ est une combinaison convexe si la condition CFL est satisfaite.

Donc, pour m < u?. <M1<j<N=m<uj<M1<j<NetVn>0.Sila condition

CFL n’est pas satisfaite, il y a instabilité. Exemple :
W) = (=1) == (=1)/(1-41)"

qui tend (en valeur absolue) vers « car A > % =1-4A < —1.

3.3.3 Schéma Implicite :

Construction d’un schéma numérique

W= R
%(%)’j)ﬁ 7 (D.f arriere)

Alors on obtient le schéma suivant :

W =uy(t) 1<n<M (3.4)

Avec les méme condition initiales de schéma explicite , on obtient :

u?il =uj(1+21) = Aufy — Auf_y
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Passage aux probleme matriciel

On va écrire le probléme (4.3)sous la forme matricielle U"~! = AU" 4-C"

1+24 -A 0 - 0
—A 14212 -4
A= 0
—A
0 —A 1422
Donc :
1424 =4 —A - 0 uj to
A 1424 -2 3 z; 0
ynt = 0 i | - Sap
2 : 0
0 e =2 1424 Uy, Upg g1

Lemme 3. Le schéma d’Euler implicite est conditionnellement stable en norme

L>.

3.4 Résoudre '’équation de Navier Stokes par la

méthode de éléments finies :

On considere le probleme Navier Stokes en (dimension 1) :
Soit le probleme suivant :

[ Ou d%u
va(yj,tn)—,ua—yz:O dans [O,L]

u<t70):gl Vit (3.5)

u(t,Ly=g, WVt

(4t =0.y) =uo(y) ¥y
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Ou Q cIR.

En faisant le produit scalaire de 'équation (3.5) avec une fonction test w € H' (Q)donc

v/gu'() (dy+/.L/Vqu “/Qan V)dy

par l'intégration par partie on a le systeme :
v/ u'(y)w’(y)dy+u/ VuVw =0
Q Q

trouver u € H'(Q) (3.6)

v o' (W (V)dy + 1t fo VuVw(y)dy =0 Vw e H'(Q)
Le probleme (3.6) s’appelle la formulation faible ou formulations variationnelle
de (3.5).
Soit ug , € Wy, est une approximation de u

soit ¢;;_; _y une base de Wj,.Alors ,pour touty €a,b[, us(y)et up, admettent pour

développements
1) =Y wi(t)i(y)
icl
uon(y) = Y ua(y) 9i(y)
icJ
On déduit :

4y 0) = L)

iel

)
trouver Vy € (Q),Vj € J, les fonctions u; telles que Vie [

v jer(Jo @i(0)@;(0)uidy + 1 (Jo Voi(y)V;(v))ujdy = — J/V% Y)V;(y))uady
je

\Vw € H'(Ja,b|)
3.7
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Alors, (3.3) équivalent an systéeme d’e.d.o.

Mu/(y) + Ku(y) = B
u(a) = ua(y), u(b) = u

(

m(@i, Qiv1) = —E [J7 @i(x) @1 (x)dx

m(@i, @i—1) = —E [31 | @i(x) i1 (x)dx
M3y = m(gn g ) P OV = TE L 02019

(0 st |i—j[=2

K matrice de raideur de coefficients

kij = —/,L/Qqudiojdy

et B vecteur second membre dont les coefficients

Bi=—)_ kijua(v;)
jeJ

On a M, K;, € RN x R" sont données par :

(Mp)ij = (91, 9))

et

(

a(@i @iv1) = — [ Vei(y) Vi1 (v)dy

a(@i, i) == 57 Voi(y)Vei_1(y)dy
(Kn)ij = a(@i, ;) = "

0 si|i—j[=2
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Ona: )
L si oy € [yie1,vi]
@i(y) =4 =25 siy € [yi,yis1]
0
\
et
(
=t osi oy € [yica,viea]
Pi1(y) = 4 =252 si y € [yio1,¥1]
0
\
et
)
5osi y € iy
Pit1(Y) = 4 —25E2 si y € [yir1,is0]
0

\

calculer les coefficients de la matrice K}, :

YVi+1
a(@i, ¢iy1) = —/ VoV 1dy
Yi
Vit1 — Vv .
i
1 [Yi+1
= ﬁ/ V(y—yir1)V(y—yi)dy
Yi
1
= ﬁ(yﬂrl _)’i)
B 1
T h
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et
a(Qi,¢i—1) = / VoV, _1dy
Yie
h/ (y—=yi—1)V(y—yi)dy
Yie
1
:ﬁ()’i_)’ifl)
_ 1
h
et

i—

Vo)ldy [ (Vori)d

(

1 [Yi+1 2
/ V(y—yi-1))*dy+ 2/ (V(y—yit1))"dy
Vi h Yi

a(@i, @) = —

SRS ww|_g\

Maintenant on veut calculer les coefficients de la matrice M, :

mono) = [ @0)eib)dy

Yi—1
—1 /Y
[ o=s=yindy
Yi—1

2
—1 [ ’
= ﬁ/ (" —yi+yie1) +yiyie1)dy
—1 1 1, 4
= 7137 = it yi) il
—1.1 1
= ﬁ[g()’? —yi 1) - 5()’12 — V)it yie1) + (i = vie1)yivie1]
1
=—h
6
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m(Q;, Pit1) .

_1/yi+1(
B h2 Yi

[ oteirtay

y—yi)(y = yit1)dy

—1 i,

:ﬁ/)’i " =i +yis1) Fyivie1)dy

— ;—;[%y3 — %yz (Vi +yit1) +Wiyi+l]§f+1

- ;_;[%(y? — Y1) — %(y? — Vi) O+ yir1) + (i = yi1)yivie1]
1

— h

mione) = ([ g0yt [ o)

Yi—1
—1

Vi

Vi ) —1
= (_hz / (y—yi—1)dy+
Yi—1

Yi+1 2
g Lt
Vi

—1.1 - —1.1 .
= (ﬁ[g(y—)’i—l)z]§§ T+ ﬁ[g()’—)’iﬂ)z Tt
—1 —1
= (W(()’i —yii1)’+ W()’i —yir1)Y)
2
=Zh
3
2 1 0 0
1 2 1
—Uu
K=—"
A 0
1
0 1 2
et
2 ]
5 5 0 0
-1 =2 -1
6 3 6
M = vh 0 T
=1
6
1 -2
0 5 3
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Il nous reste appliques :

3.4.1 Schéma du premier ordre Explicite

On utilise 'approximation

U}'H—l _yn

U/
At

MU'(y)+KU(y) = B
UI’H—I —_yn

M(
At

)+KU" = B
MU = AtB+MU" — AtKU"

= (M—AK)U"+AiB
Ce qui conduit au schéma :

trouver pour tout n € [0,N],la suite de vecteurs U" relsque:

MU = AtB+ (M — AtK)U™

3.4.2 Schéma du premier ordre Implicite

On utilise 'approximation

U" — Unfl

U =
At

MU'(y)+KU(y) = B
U"— Unfl

M
( At

)+KU" = B
MU' = AtKU"+MU" — AtB

= (AK+M)U"—AB
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Ce qui conduit au schéma :

trouver pour tout n € [0,N],1a suite de vecteurs U" telsque:

MU ! = (AtK +M)U" — AtB

3.5 Application en Matlab

Dans cette partie, on peut étre amené a rechercher la solution de I'équation
(3.1) parmi les méthodes numériques différences finies et éléments finis, Nous
allons utilisons les schémas implicite et explicite d’Euler a listant de temps. Nous

allons prends la solution exacte :

u(t,y) = explkt —y(-)2],telle que : k =v = 1.

< |

Et
1) pu=1,002¢"3
2) T=10,L=10
3) u(0,y) = exp(—y)

J
1) 5 (1,0) =81 =explt)

d
5) 5(1,L) = g2 = exp(t —)
En premier lieu, on va écrivons une programme sur le Matlab qui ce donne la
solution approché et les graphe de cette solution, aprés comparé les schémas

implicite, les schémas explicite de deux méthodes et la solution exacte.

3.5.1 Meéthode différences finies

Cette méthode est la plus facile d’acces, puisqu’elle repose sur deux notions :
la discrétisation des opérateurs de dérivation par différences finies d'une part, et
la convergence du schéma numeérique ainsi obtenu d’autre part.

Apres, on va données les figures suivants pour comparées entre la solution par
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différences finies avec le schéma explicite, schéma implicite et la solution exacte.

At . .
(ZT)Z Les graphes du schéma explicite et le

schéma implicite a:t=1,=2r=8et =10

Dans cette méthode en prendre E =

1. Schéma explicite :

La méthode de difference finis explicite

La méthode de différence finis explicite
CRL0.24 35 CRL=024
12 = = =CFL=049 = = =CFL=0.4¢
TN e L ¥ et CFL=084
~——CFL=0.85 3 —— CFL=08
T —ue o —_—
© @25
2 £
g 08 ]
8 32
El 5
T 06 5
g 215
3 2
s g
gos 5 1
5 >
02 05
0 0
. .
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
¥y Y
La méthode de difference finis explicite La méthode de difference finis explicite
1500 e H L1 ||
! H e CFL0.24 e CFL=0.2
! i = = =cRL=040 10000 = = = CFL=04¢
! P[] 152571 I R S R A D D I D I A e CFL=064
!I H 'I —— CFL085 —— CFL=08
H it — e =) — e
i il T o
© 100) ! il b
2 ! H o
g ! ! T
3 i i & o000
> ! ; 5
3 ! ! 5
) i i o
2 5 : it z w00
i N a
= 1 H I X
L) H 1 P [
> ! i HY >
i i I 2000
j i
T——— A ——
of i 1 0
il . . i
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
y

FIGURE 3.1 — Le schéma explicite

Dans le schéma explicite, la stabilité est satisfaite quand CFL est vérifie, mais le

contraire est faut.
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2. Schéma implicite :

La méthode de difference finis implicite La méthode de difference finis implicite

CFL=0.24
= = =CFL=049
12

35 CFL0
= = =CFL=0.4¢

e CFL=0.85 3
—
1

1

2

U implicite et U exacte & t

U implicite et U exacte & t

La méthode de difference finis implicite
1500

CFL=0.24

CFL=0.24
= = = CFL=049 10000

= = = CFL=04¢

=8

8000

1000

6000

50 4000

U implicite et U exacte & t
U implicite et U exacte & t=10

2000

FIGURE 3.2 — le schéma implicite

Dans le schéma implicite le stabilité est toujours vérifie, n’est pas a relation de
CFL.

3.5.1.1 Méthode éléments finis

La méthode des éléments finis est une maniéré numérique de résoudre cer-
tains des problémes de physique. C’est une méthode qui permet de déterminer
une solution approchée sur un domaine spatial, c’est-a-dire qui permet de calcu-
ler un champ (de scalaires, de vecteurs, de tenseurs) qui correspond a certaines
équations et a certaines conditions imposées.

Quelque graphes données la comparaison entre la solution par éléments finis et

la solution exacte ar =1, =2, =8 et r = 10.
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Dans cette méthode en va prendre E = vAy, E1 = —Aﬂ.
y

1. Schéma explicite :

La méthode de éléments finis explicite

La méthode de elements finis explicite
CFL=0.24 CFL=0.24
— — CFL=049 35 - — CRL=0.49
12k —-—- CFL=064 —-—- CFL=064
CRL=085 cri-08s
P 5 —
1k
E post
o «
@ o
g 0.8 B
g g o2p
3 3
B o6 @
® o
2 g T
=3 =
g g
3 3
> 04 =]
.
02 05
or or
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
y
La méthode de elements finis explicite La méthode de elements finis explicite
1500 1
] CFL=0.24
1 = = CFL=0.49
o000 4 - CFL=064
4 CFL=0.85
v uex
1
8000
°
% 1000 i
b «
2 2
g g 6000
° )
2 >
3 3
2 2
2 2
S w0 £ 4000
3 s M\ [ A
> AR 3
\ 4 N F
N 2000 » 1 I n
A \ i Y FRY . P
NUAR A N VIS § ! ! '\‘ I
\ \ -, \ N i \ q FAN
- \ \ B y v I ! \ Y N
0 7 - = o i 7 7
. A B W S Ao A T [} i i i 4
1 2 3 4 5 6 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
y

FI1GURE 3.3 — Le schéma explicite

On remarque dans le figure (3.3) que les schéma explicite est stable quant la

condition de CFL est vérifier
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Lapplication des méthodes de différences finies et élément finis a
P’équation de Navier Stokes

2. Schéma implicite :

La méthode de elements finis implicite
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FIGURE 3.4 — le schéma implicite

Le schéma implicite est toujours stable quelle que soit la méthode numérique

appliquée, elle ne dépendant pas du condition CFL.
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Conclusion

La modélisation des probleme réels en mécanique de fluide est écrite sous
une forme d’équations aux dérivées partielles d’ordre un et deux dans IR"” comme
équation de Navier-Stokes. Pour résoudre cette équation, il y a plusieurs mé-
thodes a utiliser, on a choisit dans ce mémoire présenter quelque définitions.
Dans le premier chapitre, on a présente un rappel sur I’analyse vectorielle, 'ana-
lyse fonctionnelle et la classification des équations aux dérivées partielles.

En suite, dans le deuxieme chapitre, on a expliquée I’historique de I'’équation de
Navier-Stokes et méthode différences finies et éléments finis.

Dans le troisieme chapitre, on a appliquée les deux techniques : différences finies
et éléments finis sur 'équation de Navier-Stokes.

Enfin, nous allons appliquons sur le Matlab et on fait la comparaison entre la
solution exacte et les solutions approche apres, nous avons remarquons que l'uti-
lisation de méthode différences finies en dimension 1 donne une solution plus
proche a la solution exacte par contre la méthode éléments finis.

A fin de travail, on conclut que la méthode différences finies est une technique
plus efficace pour résoudre I'’équation de Navier-Stokes. on peut résolut ce pro-
bleme avec I’élément de Lagrange en dimension 2 et 3..., la méme chose avec le

méthode de éléments finis.
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