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Notations et Conventions

On utilise les notation suivantes :

- F étant un espace de Banach et (2 un sous ensemble borné de £ On notera par :
v |l sanorme.

v Q la fermeture de Q .

v 01 la frontiére de 2 .

v B(zg,7) la boule ouverte de centre z( et de rayon 7.
v B(xg,7) la boule fermée de centre g et de rayon 7 .
v diam(A) diamétre de ’ensemble A.

v dim(A) dimension de I'ensemble A.

v «a.) la mesure de non-compacité de Kuratowski.

v conv(A) Tenveloppe convexe de 'ensemble A.

v conv(A) lenveloppe convexe fermé de I'ensemble A.

v’ I; Tapplication identique.

v’ 6 lezéro de I'espace F.



v CK(,J) :lensemble des fonctions f : [ — J K fois contintiment diffé-

rentiables sur 1.
v C(I,J) :Tlespace des fonctions continues sur / a valeurs dans J.

v LP([a,b]) :lespace des fonctions mesurables sur [a, b] et vérifiant fab lu(t)|Pdt <
0.

v’ p.p. : Presque par tout

v’ Mg :lafamille de toutes les parties bornées et non vide de F

v N :la famille de tous les sous-ensembles relativement compacts et non vide
de £
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Introduction

Le but de ce travail est de donner un apergu sur la notion de la mesure de non
compacité des ensemble bornés et nous sommes concentrés sur le role de cette mesure
dans la théorie du point fixe pour prouver I'existence des solutions dans quelques ap-
plications aux équations intégrales.

La technique utilisée c’est de ramener I’étude de notre probléme a la recherche d’un
point fixe d’un opérateur intégral convenablement construit. En appliquant des théo-
rémes de point fixe et la mesure de non compacité

L’idée de définir une mesure de non compacité pour des parties bornées d’un espace
de Banach quelconque est a Kuratowski [30], L’extension de cette théorie pour des
opérateurs est die essentiellement & G. Darbo [19] et N.B. Sadovski [45]. Ces auteurs
définissent une classe générale d’opérateurs complétement continus.

En régle générale, les applications de la mesure de non compacité sont caractéri-
sées par une certaine perte de compacité qui se pose dans des nombreux domaines :
les équations intégrales avec des noyaux fortement singuliers, les équations différen-
tielles sur des domaines non bornés, les équations différentielles fonctionnelles de type
neutre, des opérateurs différentiels linéaires, les opérateurs de superposition non li-
néaires entre des espaces de fonctions diverses, les problémes aux valeurs initiales
dans des espaces de Banach.

En effet, plusieurs de transport, ainsi qu’en biologie ; nombreuses intégrales sont des
cas particuliers d’équations intervenant dans la théorie de transfert radiatif [17] ou
dans d’autres domaines.

La théorie de la mesure de non compacité est développée dans les livres suivants :
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J.Appell [4, 5],Akhmerov, Kamenskii, potapov, Sadovski [1], Ayerbe Toledano, Do-
minguez Benairdes 16pez Acedo [7], B. Bollobas, W. Fulton, A.Katok, F. Kirwan,
p.sarnak, A. Dold, B. Eckmann[16], Kuratowski [?], Gohberg, Goldenstein et Mar-
kus [?], M. Vaeth [49], de nombreux chercheurs ont contribué a la théorie de la mesure
de non compacité voir par exemple les articles de J. Appell [3], A. Ambrosetti [6],
N.A.Erzakova [25], M.Vaeth [48] qui a étais appliquées a divers problémes aux limites
par

J.Appell [3] Banas, Caballero, Rocha et Sadarangani [11], Bana$ , Rocha, Sadaran-
gani [?] ,Banas, Rzepka [12], et Benchohra, Darwish [13], El-sayed and B.Rzepka[46].

Ce mémoire se compose en quatre chapitres .

Dans le premier Chapitre (intitulé "Préliminaire"), on presente un rappel
sur les notions de ’analyse fonctionnelle et on donnons quelques notations, défini-
tions des notions générales utilisées dans les différents chapitres du ce mémoire.

Le deuxiéme chapitre on présente quelques définitions et notions préliminaires sur
la mesure de non compacité comme la mesure de Kuratowski et Hausdorff sur les
ensembles borné et les opérateurs, nous présenterons également quelques propriétés
fondamentales ainsi que quelques théoréme associes & la mesure de non compacité
Dans Le troisiéme chapitre nous avons présenté quelques théorémes du point fixe
qui liés & la mesure de non compacité dans l’espace de Banach en mettant ’accent
sur la plus importante est le théoréme de Darbo.

Le quatriéme chapitre est consacré a quelques application de la mesure de non
compacité pour prouver ’existence des solutions aux équations intégrales non-linéaires
de type Hammerstein a 1’aide d’un théorie importante, la théorie du point fixe no-

tamment le théoréme du point fixe de Darbo .

Mots clés : la mesure de non compacité, équations intégrales, équations diffé-
rentielles, équation intégrale non-linéaires, espace de Banach, Le théoréme du point

point fixe.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Quelques Notions D’analyse Fonctionnelle

1.1.1 Quelques Espaces Fonctionnels

Définition 1.1. (Espace Vectoriel Normé)
Soit E un espace vectoriel sur le corps K =R ou C, on appelle norme sur l’espace E
toute application notée ||.| définie sur E & valeurs dans R, vérifiant les propriétés

sutvantes : pour tout x,y dans E et a dans K,

(1) ||lz|| = 0 si et seulement si x =0 .

(1) ||az|| = |al]|z|| (homogénéité).

(119) ||z +y|| < |lz|| + ly|| (inégalité triangulaire ) .

Tout espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé .

Définition 1.2. (Espace Métrique Complet)
On dit que E est un espace métrique complet si et seulement si toutes les suites de

Cauchy convergent .

Définition 1.3. ( Espace de Banach)

Un espace de Banach est un espace vectoriel complet.
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Définition 1.4. ( Espace C[a,b])

L’espace des fonctions continues sur [a,b] , de norme

= ).
o] = max Ja(1)]

1.1.2 Espace L?

Définition 1.5. Soit n un entier tel que n > 1 on désigne par € un ouvert de R™

muni de la mesure de Lebesque on définit, pour tout p € [1,4o00| ,l’espace

LP(Q) = {f : Q= R, f mesurable, /Q|f(x)\pdx < oo},

1
que l'on munit de la norme ||f||, = (/ ]f|pdaj> ’
Q

Pour y € LP[0,T], la norme et donnée par

1
<f0T |ly|Pdx )p pour 1<p<oo

esssuPepo.r) [Y(t)] pour  p=o0

1yll, =

1.1.3 Définitions et Notations

Dans cette section, nous rassemblons quelques définitions et notations que nous
utiliserons par la suite.
Soit (E, || - ||) un espace de Banach, X un sous-ensemble de F et 0X la frontiére de
X. De plus
diamX = sup{||z — y||;z,y € X}

le diamétre de X et
dist(z, X) = inf{||z — yll:y € X}

si X est un sous-ensemble de E, alors X et convX sont la fermeture et ’adhérence de

I'enveloppe convexe de X (intersection de tous les ensembles convexe qui contiennent
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X ) (respectivement)

B.(E)=B,={z€ E:|lz[| <r}, B\(E)=B(E)
la boule fermée dans F de centre 0 et rayon r,et

S (E)=0B, ={z e E:|z[=r}, Si(E)=S5(E)
la sphére dans E.

Définition

Soit Iy, Iy et J = [0, 7] des intervalles dans R et un réel 0 < ¢ < oo. Une fonction

h:Jx I — I est dite L9-Carathéodory si les conditions suivantes sont vérifiées :

(1) L’application ¢t — h(t,y) est mesurable pour tout y € I.

(17) L’application y — h(t,y) est continue pour p.p t € J.

(17i) Pourtoutr >0, il existe pu, € LY(J,Ry) tel que |y| <r implique que |h(t,y)| <
w-(t) pour p.p teJ.

On dit que la fonction h : J x I; — Iy est de Carathéodory si (i) et (ii) sont

satisfaites.

Théoréme 1.1. ( Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue)[15]
Soit Q un ouvert de RN muni de la mesure de Lebesque dx et soit (f,) une suite de
fonctions de L*. On suppose que

a) fo(x) — f(x) p.p. sur €.

b) Il existe une fonction g € L' telle que pour chaque n, |fn(x)| < g(x) p.p sur €.
Alors f € LY(Q) et ||fo — fllzr — 0, quand n — +oc.

Lemme 1.1. (lemme de Vitali)
Soit (z,) une suite de fonctions x,, dans LP(R;),1 < p < oo telle que x,(t) —
x(t) quand n— oo pourp.p teR,. Alors ze€ LP(R;y) et z,—z dans LP(R;)
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si et seulement si

(i) pour tout € > 0, il existe 6 > 0 telle que

/ |z, () |Pdt < €
A

pour tout n et chaque sous-ensemble mesurable A C R, avec meas(A) < 4.

1) pour tout € > 0, il existe une sous-ensemble A C R telle que meas(A) < oo et
+

/ 2, (t)|Pdt < &
RA\A

pour tout n.

Définition 1.6. (Recouvrements)
Soit E un ensemble et A une partie de E. On dit Qu’une famille (B;);e; de parties

de E recouvrement de A si leur réunion U B; contient A.
iel

AclB.

Terminologie : Si 'interval I est fini on parlera de recouvrement fini .

C’est-a-dire,

Commentaire : Si A = F puisque UBZ' C F, on a l'égalité :
icl
UB=E.
iel
Définition 1.7. (Compacités)
Soit (E,d) un espace métrique. On dit que (E,d) est précompact ou bien (totalement

borné) si pour tout € > 0, il existe un recouvrement fini de E dont le diamétre < e.

Autrement dit :
(E,d) est précompact si pour tout € > 0, on peut recouvrir £ par un nombre fini de

boule de rayon e.

Définition 1.8. Un espace métrique (E,d) est dit compact s’il est précompact et

complet.
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Proposition 1.1. Soit (E,d) un espace métrique complet, et A une partie de E,
A est compact < A est précompact et fermée.

Remarque 1.1. Un ensemble M définie dans un espace métrique complet est rela-

tivement compact si et seulement si il est totalement bornée.

Proposition 1.2. Soit X un espace vectoriel normé. On a les équivalences :

dimX < oo < la boule B(0,1) compact,
& la frontiere 0B(0,1) compact,

& de toute suite de B(0,1) on peut extraire une sous-suite convergente.

Convexité

Définition 1.9. (Ensemble Convexe)

Soit ' un espace vectoriel , A une partie de E. On dite que A est convexe si
Ve,y e A, VA€]0,1[, Mz +(1— Ny e A.

Définition 1.10. (Fonction Convexe)
Soit E un espace vectoriel, f une fonction f: E —] — 0o;400| est dite conveze si
FOw+ (1= Ny) S Mf@) + (1= Nf@), YoyeB, WAl

Définition 1.11. L’enveloppe convere de A notée par conv(A) est la plus petite
partie convexe de E qui contient A.
C’est-a-dire,

conv(A)={K C E: K DA, K est convexr}

Il est défini de fagon équivalente comme [’ensemble des combinaisons convexes d’élé-

ments de A :

r € conv(A) & Jr; € A, I\ € RY, avec Z/\i =1, tels que x = Z)\lxz

i=1 =1
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Quelques Propriétés De L’enveloppe Convexe

Soit E un espace vectoriel et A une partie de E, alors :

1.
2.
3.

4.
D.

conv(A) est convexe.

A C conv(A).

L’enveloppe convexe fermée de A est 'intersection de toutes les convexes fer-
mées de E contenant A. On la notera conv(A).

Autrement dit,

L’enveloppe convexe fermée de A est ’adhérence de I’enveloppe convexe de A.

C’est-a-dire,

conv(A) =nN{K C E: K D A, K est fermée et convexe}.

Si ACR"™ estborné alors conv(A) = conv(A).

Si A un compact de R™, alors conv(A) est compacte.

Théoréme 1.2. (Théoréme De Mazur)

St K est une partie compacte d’un espace de Banach X, alors l’enveloppe conveze

fermée conv(K) est compacte.

Propriétés Elémentaires de Diamétre

1.

> W

0 < diam(A)< 400 pour chaque sous-ensemble A non vide borné de E.

Si A C B =diam(A)< diam(B).
diam(A) = diam(A).
Théoréme d’intersection de Cantor Si (A,) une suite d’ensembles dé-

croissante de fermés( bornés) non vide de F et lim diam(A,) = 0, alors
n—-+00
oo

Ay = ﬂ A, est un ensemble non vide donc réduite exactement a un point.

n=1

. diam(A+B)< diam(A)+diam(B).
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6. diam(A A)=|\| diam(A), VA € R.
7. diam(A+x)=diam(A), Vz € E
8. diam(conv A)=diam(A).

Définition 1.12. Soit E un espace de Banach , T : E — E un opérateur

1. T est dit continu si pour toute suite (T, )nen dans E tel que (z,)nen converge

vers x dans E, la suite (Txy,)nen converge vers Tix.
2. T est dit compact, si pour tout borné B de E, T'(B) est relativement compact.

3. T est dit complétement continu si T est continue et si l'image de tout borné

B de FE est relativement compact.

4. Un opérateur compact est un opérateur borné, la réciproque est fausse.

Définition 1.13. (Distance de Hausdorff)
La Distance de Hausdorff entre deux ensembles non-vide bornés A et B est définie
par :

H(A, B) = max{sup inf ||z — y||,sup inf ||z — .
(A, B) = maax{sup int [}z ~ y] sup int 12 ~ o}

xe
Notons que : H(A,B) >0 et H(A,B)=0< A=B.
Equation Integrale

Une équation integrale est une équation dans laquelle I'inconnu, généralement est

une fonction d’une ou plusieurs variables, se produit sous signe intégrale.

Définition 1.14. On appelle équation intégrale toute équation de la forme

[E K2y, 0(y))dy = Ao() + f(2) (11)

ot E est un espace mesuré, f(x) une fonction mesurable donnée sur E, X\ un scalaire
donné qui peut étre réel ou complexe et K (z,y,¢(y)) une fonction mesurable sur E3

appelée noyau de [’équation intégrale.
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Avec toutes ces données, notre probleme est de chercher la fonction ¢ qui satisfait

léquation (1.1).

Définition 1.15. On dit qu’une équation intégrale est singuliere si l'une ou les limites
d’intégration sont infinies, ou bien le noyau devient infini au voisinage des limites

de l’intégration.



Chapitre 2

Introduction A La Mesure De Non

Compacité Dans L’espace De Banach

2.1 Bref historique

La notion de la mesure de non compacité a été introduite en 1930 par K.Kuratowski
[36] dans le cadre de la généralisation du théoréme de G.Cantor ( sur les ensembles
emboités [?]).

Cette notion a été étendue par G.Darbo et N.B.Sadovski [19, 47] .Ces auteurs défi-
nissent une nouvelle classe d’opérateurs complétement continus.

Depuis les théorémes de Monch [38], N.B.Sadovski[47] et G.Darbo [19] la résolution
du probléme de Cauchy

% + Au(t) = f(t,u(t)) p.p. te€0,T], (2.1)

u(0) = uo. (2.2)

S’est considérablement développée (voir par exemple [1, 7, 14, 18, 20, 21, 26, 27, 33,
34, 35, 38, 39, 41]).

Dans ce chapitre on présente quelques définitions et notions préliminaire sur la mesure
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de non compacité comme la mesure de Kuratowski et Hausdorff sur les ensembles
bornés et les opérateurs , nous présenterons quelques propriétés fondamentaux ainsi

que quelques théorémes associes a la mesure de non compacité.

2.2 Notion De La Mesure de Non Compacité

Définition 2.1. Soient E un espace de Banach et (A, <) ensemble partiellement

ordonné. L’application

v:P(E)— A

est dite mesure de non compacité MNC dans E si

v(convA) = v(A).

Remarque 2.1. Si D est dense dans X , alors convX = convD, d’ot
(X)) =~(D) pour tout X € Py(X).

Proposition 2.1. La mesure de non compacité est dite :

(i) Monotone si pour tout X,Y € P(E),X CY = v(X) < ~(Y).
(ii) Non singuliére siy(a U X) = ~v(X) pour tout a € E, X € P(E).

(iii) Invariante par réunion avec les compacts si y(K U X) = v(X) pour tout
K € Mg et X € P(E).

(iv) semi-additive si v(X UY) = max{y(X),v(Y)}pour tout X,Y € P(E).

(v) Invariante par symétrie par rapport lorigine si v(—X) = v(X) pour tout
X € P(E).
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(vi) Réelle si A =R, =[0,00] et v(X) pour tout X € Mg.

Dans ce cas, prenons vy := p ou
W Mg — [0, 00]
est la mesure de non-compacité dans E qui satisfait les conditions suivantes :
(vii) La famille Kerp ={X € Mg : (X) =0} # 0 et kery C Ng.
(viii) Réguliére (c.a.d), n(X) =0 <= X est relativement compact.

(ix)p(AX + (1 = N)Y) < Ap(X) + (1 = N)pY) pour X € ]0,1].

1(AX) = [A|p(X)

(x) 1 est dite semi-norme si {
w(X +Y) < p(X) + pu(Y)

(zi) Lipschitzienne si |u(X) — p(Y)| < L, d(X,Y), ou L, est dite la semi-

métrique de Hausdorff.

(xii) Si {X,} est une suite d’ensembles de Mg telle que X, 1 C X,, X, =
Xn, (n=1,2,--+), et si lim pu(X) = 0,alors Xoo = NX,.
n—oo

La mesure de non-compacité p s’appelle aussi fonctionnelle réguliere de Sadovskij.
Nous allons voir par suite des exemples sur la mesure réelle de non compacité qui

vérifient toutes les propriétés ci dessus.

Définition 2.2. : Une mesure de non compacité p est dite Lipschitzienne si satisfait

la condition de Lipschitz
[(X) = u(Y)| < u(B(E))H(X,Y)

pour tous X, Y C E et B(E) la boule fermée dans E de centre 0 et de rayon 1.
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De plus cette distance de Hausdorff sur X est uniformément continue.

Définition 2.3. : Une application p : Pp(E) — R, est appelée une mesure de non

compacité dans E si elle satisfaite les conditions suivantes :

1. Kerp(X) ={X € Py(E) : u(X) = 0} est non vide et kerp(X) C Prep(E).

2. X CY = pX) <u).
3. u(X) = u(X).
4. u(convX) = p(X).
5. pAX + (1= NY) < u(X) + (1 = Nu(Y) pour A € [0, 1].
6. Si (Ap)nen est une suite de fermés de Py(E) telle que A1 C Ap(n=1,2,...... )
et st nl_l)lfoo w(Ay,) = 0, alors l’ensemble d’intersection As = ﬁ A, est non
n=1

wide. La famille ker p décrit en 1 est appelé le noyau de la mesure de non
compacité .
Une mesure de non compacité i est appelée sous-linéaire si elle satisfaite deux

conditions sutvantes :
7. p(AX) = |A[p(X).
8 (X +Y) < pu(X) 4+ pY).

De plus, si p satisfait la condition.

9. p(X UY) = max{p(X), u(Y)}

1 est appelée mesure de non compacité sous-linéaire avec la propriété mazximale.

2.3 La Mesure de Non Compacité de Kuratowski

Définition 2.4. [31] Soient (E,|.||) un espace Banach et M un sous -ensemble de
E. La MNC de Kuratowski est une application « : Pp(E) — Ry définie par :

a(M) =inf{e > 0: M € P,(E), admet un recouvrement fini par des ensemble de diam < e}
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Autrement dit,

a(M) = inf{e > 0: 3IM;, Ms,..., M, C M tels que : M = UMl et diamM; <

e}.

i=1

Remarque 2.2. :

1.

2.
3.

La définition de la mesure de mon-compacité de Kuratowski est significative
non seulement pour les espaces de Banach mais également pour les espaces

métriques arbitraires.
0 < a(A) < diam(A) < 0o, VAe A.
A est fini = a(A) =0.

2.3.1 Propriétés élémentaires de MANC de Kuratowski

Proposition 2.2. Soient E un espace de Banach et A la famille des ensembles bor-

nés de E. Alors, la fonction o est vérifie les propriétés suivantes :

~

© 2 NS G e

10.

Régularité : a(A) =0 < A. est compact.

Monotonie : A C B= a(A) < a(B) («a est croissante).

invariante par passage a la fermeture : a(A) = a(A).
Semi-additivité : a(A|J B) = max{a(A),a(B)},VA, B € A.

a(AN B) <min{a(A),a(B)},VA, B € A.

Semi-homogénéité : a(AA) = |AaA, VA€ R, A € A.

Semi-additivité algébrique : a(A+ B) < a(A)+a(B) , VA BeA
invariante par translation : «(A+x) = a(A) VA€ E.

invariante par passage a l’enveloppe convexe : a(conv(A)) = a(A) VA€

A.
|a(A) — a(B)| < 2H(A, B)
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Démonstration :
soient A, B € A.

1. Comme E est un espace de Banach , alors

A est compact < A est totalement borné (définition (1.7).)
& Ve>0,dB,i=1,---,n telque ACU' B, et
diam(B;) <e Vi
& a(A) =0.

2. On a A C B. Donc tout recouvrement de B est un recouvrement de A .

Par conséquent,
a(A) < a(B).

3. Montrons que a(A) = a(A). D'une part, on a
AC A= a(A) <a(A).
D’autre part, par définition de a(A); Ve >0, JA', tel que A C UM A, et

< afAd)+e Vi=1,---,n Comme A C U A; et diam(4;) =
diam(A;) < a(A)+e Vi=1,---,n on obtient

a(A) < a(A).
4. Grace a la monotonie de . on a d’une part ,
AC(AUB) = a(A) <a(AUB),

et d’autre part,
BC (AUB) = «a(B) < a(AUB).
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Alors
max{«a(A),a(B)} < a(AU B). (2.3)

Réciproquement, posons n = max{«a(A), a(B)}. Par définition de a(A) et o(B),
On a

Ve >0, F{A}, telque AC U A et diam(4;) < a(4;) < a(Ad)+e <
n+e Vi=1,n

et

Ve >0 3{B;}j_, telque BC U}_ B; et diam(B;) < a(B;) <a(B)+e <
n+e Vi=1m

par suite, on a AU B C (UL, A;) U (UL, B), ce qui nous donne
a(AUB) <n+e, Ve>D0.
Donc,

a(AU B) < max{a(A),a(B)} (2.4)

De (2.3) et(2.4) on a le résultat.

5. Grace a la monotonie de a , on a d'une part, (ANB) C A = a(ANB) < a(A)
et d’autre part,
(ANB)C B= a(ANB) < a(B).
Donc
a(AN B) <min{a(A),a(B)}.

6. i) a(AA) < [Ma(A) VA € R. En effet; supposons que A C U™, A;. Alors

diam(A\A;)

sup{|\||z —y|| avec z,yeA; Vi=1,--- ,m}
< |Nsup{||lz —y|| avec xy€A; Vi=1,---,m}
< |Ndiam(4;), Vi=1,---,m
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ii) [Ma(A) < a(AA), VA € R. En effet; d’aprés la monotonie de a on a

A AA=A4) — AcAraA
= a(4) <a(A')\A)
= a(4) <a(ATAA) < A TTa(MA).

De i) et 7i) on obtient le résultat.

7. Onapar définitionde a(A) et «a(B): HA;}, telque ACU A, et diam(4;) <

a(A)te, Vi=1,---,n, B}, telque BCUL B; et diam(B;) <
a(B)+e, Vj=1,---,m respectivement. Comme les ensembles {A; + B;} re-

couvrent l’ensemble A + B, et
diam(A; + B;) < diam(A;) + diam(By).
Alors,
diam(A; + B;) < a(A) + a(B) + 2¢, Ye > 0.

En faisant tendre € vers 0, on obtient , «(A + B) < a(A) + a(B).

8. D’apreés la propriété de semi-additivité algébrique de o pour B = {x} on ob-
tient, a(A + {z}) < a(A) + a({z}); or la propriété de régularité entraine que
a({z}) =0, (car 'ensemble {z} est fini ); d’on

al(A+{z}) < a(A). (2.5)
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D’autre part on a A = (A + {z}) — {z}, donc

a(d) = a(A+{z} - {z})
({z} +A) +a(—{z})
(

(

IN
L

IN

(07

{z} +A) —a({z})
a({z} + A),

IN

d’ou
a(A+ {2} > a(4) (26)
de (2.5) et (2.6) on aura I’égaliteé,
on écrit a(A 4 x) au lieu de a(A + {z}).
9. a) A C conv(A) = a(A) < a(conv(A)).

b) On a par définition de a(A) : Ve >0 I{A;},, tel que A C U A; et  diam(4;) <
a(A)+e, Vi=1,2,--.n

Puisque diam(A) = diam(conv(A)), on peut supposer que A; est convexe
Vi=1,2,---.,n

Posons A ={(A,Aa, -+, An) N >0,i=1,2,--- ,n,> " N\ =1} et B(\) =
2im1 A

a(BOY) = Y Aa(4)
z”: Nidiam(A;)
A) +¢) i i

a(A) +e.

IN

IA

IN

Montrons que Uyea B(A) est convexe,
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soit z = te + (1 —t)y et n = tA+ (1 —¢)u Il suffit de montrer que si
0<t<1,

re€B(A) et yeB(u), alors ze B(n). Eneffet,soit z=>_" N, et y=
Yo iy ou A= (A, A, Ay) € A= (i, oy i) €A et 3,y €
ApVi=1,2,--- n.

On suppose

tA; . .
D = Ea i > 07
O, N = 0

et z; = pixi + (1 — pi)yi

Yot 4+ D (i =ty =te + (1 —t)y, n; > 0.

Donc z = 1", miz; , par conséquent z € B(n).
Maintenant ,on peut montrer le résultat.

puisque A C U ; A; C UN\B(A) et I'ensemble Uyc 4 B(\) est convexe, donc
conv(A) C conv(Ul_ A;) C UreaB(A) = aconv(A)) < a(UreaB(N)).

Comme l’ensemble A est compact, pour chaque € > 0, on peut trouver un

nomblre fini de points A!,--- , A\™ dans A tel que pour tout A € A on a
min{[[A = N|| i =1, ,n} < —
. - ’ M

ou M =sup,cp ||z]| <oo donc,si VzeUyeaB(N), x=37" Nz, A\ <
0, S h=1 alos Fj=1,---,m telque S |\ —N < <. Sion

pose T = > M, alors |lz —F| <30, [N — N|[Jzi]| < € et on a aussi

conv(A) c U (B\\YD) +eB(0,1)),
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ce qui implique
a(conv(A)) < max{a(BAD)) + a(eB(0,1))} < a(A) + € + 2¢.

Et comme ¢ est arbitraire , on obtient a(conv(A)) < a(A).

10. On a par définitionde «(A) : Ve >0 FH{ A}, telque ACUL A, et diam(4;) <
a(A)+e Vi=1,2,--- ,n. Posons n=H(A B)+e, B;={ye B telque Tz¢€
A, d(xyy) < ny Yi=1,---,n. Comme H(A,B) <mn, ona B C
Ui, B;. Alors

daim(B;) < 2n+ diam(A;) < 2H(A,B) + a(A)+3c Vi=1,---,n

On fait tendre ¢ vers 0 on obtient o(B) < 2H(A, B) + a(A).
De méme on a a(A) < 2H(A, B) + a(B). Par conséquent, on aura

a(A) — a(B)| < 2H(A, B).

Remarque 2.3. :
(i) les propriétés de semi-homogénéité et semi-additivité algébrique nous donnent

que la MNC de Kuratowski o est une semi-norme sur E.

(ii) Ce n’est pas facile déterminer la valeur explicite de a(A) pour un ensemble

borné A d’un espace de Banach .

Exemple 2.3.1. soit B(0,1) la boute unité d’un espace de Banach E de dimension
finie.
Alors

a(B(0,1)) = 0.

En effet, B(0,1) est compacte <= dimE < oc.

plus généralement, a(B(xg,7)) = 0, ou B(xg,r) est une boule de centre zy et de
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rayon r dans lespace E | car B(xg,r) est un compacte de l’espace de dimension finie

E.

2.3.2 Théoréme De Cantor Généralisé

Théoréme 2.1. [?/ Dans un espace métrique complet (E,d) toute suite décroissante

de fermées, non vides F,, telle que hrf a(F,) = 0 est d’intersection compacte non
n—-+0oo

vide.

Preuve :
(i)Fs =N, F, est compact .En effet, 0<a(Fy)<a(F,) pour né€Ncara
est croissante.
Donc a(Fy) = 0 = F relativement compact alors il est compact car c¢’est un

fermé.

(i) Firw # 0 soit  (xy)nen tel que x, € F,,Vn et soit C, = {xp, K >

n}; alors  (C,), est décroissante et C,, C F,,Yn car =z, € F, et

Tpi1 € Fuyp. De plus,  a(C,) = a(C,) < «o(F,),¥n Comme lir}rq alFy,) =
n——+0oo

0, alors «a(Cy) = 0 et donc l'ensemble est relativement compact. soit donc T =

lim z,,alors T € F,,Vn ce qui entraine que N, F, # (.
n—-+o0o

2.4 La Mesure De Non Compacité De Hausdorff

Définition 2.5. [28] Soit E un espace de Banach. La MNC de Hausdorff est une
application x : Pp(E) — Ry défini par :

X(M) =inf{e > 0: M € P,(E) admet un recouvrement fini par des boules de rayon < e}

Autrement dit,

X(M)=1inf{e > 0: M € Py(E) admet un e—réseau dans E'}. la mesure interne
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de non-compacité de Hausdorff de M est défini par :
Xi(M) =1inf{e >0: M admet un e — réseau dans M}

Théoréme 2.2. : [45] Soit B = B(0,1) la boule unité centrée d’un espace de Banach
dans E. Alors

{ a(B) = a(B) = a(0B) =0
x(B) = x(B) = x(0B) =0 (si E est de dimension finie),

a(B) = a(B) = a(0B) =2
X(B) = x(B) = x(0B) =1 (si E est de dimension infinie).
De plus si E est de dimension infinie et soit Bg = B(xo, R) la boule Ouverte de

centre xo et de rayon R, alors
a(B(xg, R)) = a(0B(zo, R)) = 2R

preuve si I est de dimension finie , le résultat résulte des définitions de la MNC

de Kuratowski et de Hausdorff; B est relativement compact d’apres la régularité de

pu(p = a, x) alors B
{ o(B) = o(B) = a(9B) =0

X(B) = x(B) = x(0B) =0
Il reste a considérer le cas ou la dimension est infinie. CommeB = B(0, 1), alorsx(B(0, 1)) <

1. Supposons que x(B(0,1)) =r < l.etsoit >0 telque e+r <1. Ilexiste

X1, -, T, dans E tel que
B(0,1) C U B(zy,r+¢) = U x + (r+¢)B(0,1).
k=1 k=1
par suite
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ce qui est impossible car B n’est pas relativement compact ; d’ott x(B) = 1. pour la
preuve du résultat pour «, nous utiliserons le théoréme des antipodes de Lyustrnik-
Shnirel’'man-Borsnk [page 100, théoréme 2.6 [37]].

Théoréme 2.3. les mesures de non compacité de Kuratowski et de Hausdorff sont
liées par Uinégalité : x(M) < a(M) < 2x(M).

Exemple 2.4.1. soit E = C[0, 1] l’espace de Banach de toutes les fonctions continues

sur [0,1] , muni de la norme du  sup X = B(FE), alors nous avons

puisque diamB(E) = 2 et le rayon de B(FE) est 1.

D’autre part, [’ensemble
X :={p€eB(E):0=p(0) <ut) <pu(l)=1}=B"(E)

satisfait

puisque diamBT(E) =1 et le rayon de B(E) est

N[

2.5 La Mesure De Non Compacité Dans Quelques

Espaces Fonctionnels

2.5.1 La Mesure De Non Compacité Dans L’espace BC(R,)

Soit £ =BC(R ) un espace de Banach muni de la norme standard ||z|| = sup{|z(t)| :
t > 0}, on désigne par BC(R,) 'espace des toutes les fonctions réelles, bornées et
continues sur R;. Notons par P,(BC(R,)) la famille de toutes les parties bornées
et non vide de BC(R4) et par P, (BC(R;)) la famille de tous les sous-ensembles

relativement compacts et non vides de BC(R..).
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Maintenant, nous rappelons la définition de la mesure de non compacité dans BC (R, )
qui sera utilisée plus loin. Soit X un sous-ensemble non vide borné de BC(R,) et
un nombre positif T > 0. Pour z € X et ¢ > 0, on note par w” (z,¢) le module de

continuité de la fonction = sur l'intervalle [0, T, qui est
wh(z,€) = sup{|z(t) — x(s)| : t,s € [0,T], |t — 5| < e}.
En outre, nous avons
w'(X,e) =sup {w' (z,€) 1z € X},

f (X) = lim T (X ),

De plus supposons

B(X) = Jim {sup{suplle()] : £ > T]}}.

Enfin, nous définissons la fonction p de la famille P, (BC(R)) par la formule

u(X) = wo(X) + B(X).

La fonction p est une mesure de non compacité sous-linéaire avec la propriété maxi-

male dans l'espace BC(R;)) pour la démonstration voir [1].

2.5.2 La Mesure De Non Compacité Dans L’espace L7 (R,)

En particulier, la mesure de non compacité dans I'espace de Banach £ = L (R )
est défini comme suit. Soit X un sous-ensemble non vide fixe et borné de L¥'(R,).
Nous notons par Py(L¥(R,)) la famille de toutes les parties bornées et non vide

de L¥(R,) et par P,ep(LY(Ry)) la famille de tous les sous-ensembles relativement
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compacts et non vide de LY (R, ). Pour x € X, on note :

1
+oo -
w(X) = lim sup (/ |z(t + ) — x(t)]pdt)p e X
0—0 0
et
1
+oo -
v(X)= lim sup (/ |z(t)|pdt)p ,reX
T—+o00 T

Enfin, pour toute partie X de Py(FE), notons :
1(X) = w(X) +v(X)

p est une mesure de non compacité dans L¥ (R, ) pour la démonstration voir|10]



Chapitre 3

Quelques Théorémes Du Point Fixe

Introduction

Les théorémes de point fixe les plus importants dans I’analyse non-linéaire sont le
théoréme de point fixe de Schauder et théorémes de point fixe de Banach-Caccioppoli.
Ces deux théorémes sont apparemment complétement indépendants . Dans les théo-
réemes de Banach, 'opérateur doit diminuer les distances, en utilisant la contraction,
alors que dans le théoréme de Schauder, 'opérateur peut agrandir les distances. Les
deux théorémes peuvent étre considérés comme des cas spéciaux d’'un autre théo-
rémes de point fixe qui "construit un point" entre les deux théoréme : c’est le célébre
théoréme de point fixe de Darbo formulé en 1955 dans le cadre de la mesure de

non-compacité de Kuratowski [22].

3.1 Quelques théorémes du point fixe

Définition 3.1. Soit T' un opérateur défini dans un espace de Banach E dans F,

alors pour tout x € E, tel que v = T(x), s’appelle un point fize de l'opérateur T'.

Définition 3.2. Soit T" un opérateur d’un espace de Banach E dans E, T est une
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contraction, s’il existe une constante 0 < k < 1 telle que, pour tout x,y € E, on ait

IT(x) = Tl < kllz =yl

3.1.1 Les Contractions Strictes D’ensembles et Les Applica-

tion Condensant
soient E' et F' deux espace de Banach , A un ouvert de E .

Définition 3.3. ( K-contraction d’ensembles )

Soit f : E — F une application continue et bornée (i.e [ transforme les bornée de
E en des bornée de F.)

1. On dit que f est une k-contraction d’ensemble s’il existe k > 0, tel que
a(f(A) < ka(A), VYA borné de E (3.1)

2. f est appelée k-contraction stricte d’ensembles (ou contraction stricte
d’ensemble) si 0 < k < 1.

3. f est dite condensante si

a(f(A)) < a(A), VA borné non relativement compact (a(A) > 0).

Remarque 3.1. [l est évident que toute application f complétement continue , est
une k-contraction stricte d’ensemble et toute k-contraction stricte d’ensembles est
condensante .

De plus on a
1. f est condensante => f est une 1-contraction d’ensembles.
2. f est complétement continue <= f est une 0-contraction d’ensemble.

Exemple 3.1.1. soit X un espace normé réel et L : X — X une application linéaire

bornée Alors , L est une ||L||-contraction d’ensembles.
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Exemple 3.1.2. Soit X un espace normé réel et T' : D C X — X wune applica-
tion lipschitzienne avec la constante de Lipschitz . Alors /T est une l-contraction

d’ensembles .

3.1.2 Généralisations du théoréme de Schauder

En (1912), Brouwer a énoncé son célébre théoréme qui est bien connu dans la

théorie du point fixe Ce théoréme a beaucoup d’applications dans ’analyse.

Théoréme 3.1. [50/ Théoréme du point fire Brouwer
Soit C un sous ensembles non vide , fermé( borné) et convexe de R™. Si l’application

F:C — C est continue, alors, F admet au moins un point fixe dans C'.

En (1922)Banach dit qu'une contraction d’un espace métrique complet dans lui-

méme admet un point fixe unique.

Théoréme 3.2. [29] (Théoréme du point fire de Banach 1922)
Soit (X, d)un espace métrique complet. une application T : X — X est une contrac-

tion avec la constante de Lipschitz k. Alors T a un point fize unique x € X.

Plus tard en (1930), Schauder a prolongé le théoréme de Brouwer au cas de

dimension infinie

Théoréme 3.3. (Théoréme de Schauder [8])
soit X un espace de Banach réel, C' une partie non vide , convexe , fermée bornée de
X. Si Uapplication F : C' — C' est complétement continu, alors F' admet au moins

un point fize dans C.

Corollaire 3.1. Soit C' une partie non vide, compact et convexe d’un espace de
Banach X. Si Uapplication F : C' — C' est continue, alors F' admet au moins un
point fize dans C'.

Ce théoréeme a €té généralisé par Darbo pour une nouvelle classe d’application définie

par la mesure de non compacité de Kuratowski.
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En (1955) Le théoréme de Schauder a été généralisé par Darbo pour une nouvelle

classe d’application définie par la mesure de non compacité de Kuratowski.

Théoréme 3.4. (G.Darbo [42, 43] )
Soit X un espace de Banach, C une partie fermée, bornée, convexe et non vide de
X et F:C — C une k-contraction stricte d’ensembles et continu, alors F' admet au

moins un point fixe dans C'.

Démonstration

Soit la suite des ensembles (A, ), définie par :
Ag=C et A,y =convF(A,), Yn<0

A, est une suite de sous ensembles décroissante, convexes, fermés et vérifiant F'(A,,) C
A, Vn par conséquent A = N>, A, est un convexe fermé.
Alors

a(Apy1) = a(convF(A,)) < ka(A, <--- <Ek"a(C) -0 quand n — oo.

D’aprés la théoréeme(2.1)

A est compact.De plus , F : C' — C est continue . Par conséquent , le théoréme de
Shauder entreine que F admet un point fixe z € A C C.

D’ou le résultat .

En 1967 Sadovski a généralisé le théoréme de Darbo pour application condensant.

Théoréme 3.5. [23/ Théoréme du point de Sadovski
Soit C' un ensemble non vide, convexe, borné, d’un espace de Banach X et F : C — C
une application condensant.

Alors , F' admet un point fize dans C.

Démonstration. On suppose m € C et X le systéme de tout les sous ensemble

convexes fermés K de C vérifiant m € K et F(K) C K.
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Posons B = Mges K et Q = conv(F(B) U {m}) On trouve que
B=qQ (3.2)

En effet ,

d’une part onam € B F(B) C B, alorsQ = conv(F(B))U{m} C convB = B.
D’autre part , @ C B implique que F(Q) C F(B) C @, donc@ € X, et par
conséquent, B C ().

D’ou

a(B) = a(Q) = a(conv(F(B)) U{m}) = max(a(F(B)), a({m})) = «(F(Q)) (3.3)

Comme F' est une application condensant,(3.1.2) et (3.3) entrainent que a(B) = 0.
Ce qui implique que B est compacte et convexe. Par conséquent, le théoréme de
Shauder entraine que F' admet un point x € C.

En (1980), Monch a généralisé les théorémes du point fixe de Schauder, de Darbo

et de Sadowski dans le théoréme suivant. Il s’applique aux application univoques.

Théoréme 3.6. [8/(Minch)
Soit K un sous -ensemble convezxe fermé et non vide d’un espace de Banach E . Si

T : K — K une application continue vérifiant la propriété suivante :
M C K dénombrable, M C conv(xoUT(M)) => M compacte.

Alors, T admet un point fixe dans K.



Chapitre 4
Quelques Applications

Le but de ce chapitre comment utilisé la notion de la mesure de non compacité pour
prouver l'existence des solutions d’une équation intégrale a l'aide d’un théorie im-

portante, la théorie du point fixe notamment le théoréme du point fixe de Darbo.

4.1 Applications 1

4.1.1 [LP-Reésultats D’existence D’une Equation Intégrale Qua-
dratique Non Linéaire

Dans ce paragraphe, nous étudions ’existence des solutions de I’équation intégrale

non linéaire

z(t) = a(t) + x(t)/o h k(t,s)h(s,x(s))ds, t > 0. (4.1)

Par 'utilisation de la notion de mesure de non la compacité dans L” et le théoréme

de point fixe de Darbo. C’est I’'objet du théoréme suivant.

Théoréme 4.1. Considérons l’équation intégrale quadratique non linéaire (4.1). Sup-

posons que :

(H1) (x,s) —> h(x,s) est une fonction de Ry xR dans R satisfaisant les conditions
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de Carathéodory.
(H2) 1l existe b€ L™ (R) et ¢ > 0 telle que |h(s,z(s))| < b(s) + c|z(s)[P/".

(H3) (t,s) —> k(t,s) est une fonction de Ry xR dans R telle que k(t,.) appartient
a L™ (Ry) (1/r +1/r" = 1) pour tout t > 0.

(H4) La fonction 11 : t — ky = ||k(t, )| € LT°(Ry), il existe My > 0 et une
fonction A continue sur un voisinage de 0 tel que ||k(t,-)|» < My et ||II(- +
0) —II()]leo < A(0) avec A(0) = 0. De plus, soit la fonction U définie sur R,
par U(R) = ||b|, + cRP/", et supposons qu’il existe une solution positive Ry de
["inégalité

lall, + RMoW(R) < R,

avec
(H5) MyV(Ry) < 1.
Sous les hypothéses ci-dessus, I'équation (4.1) admet au moins une solution qui

appartient a l'espace LP(R.)

Démonstrations

Soit H l'opérateur défini par
+oo
Hzx(t) = a(t) + x(t)/ k(t,s)h(s,x(s))ds, t >0
0
Sous les hypothéses (H1)-(H4), nous avons pour = € LP(R, ),

[Hz(t)] < |a(t)] + |2(1)] /0+oo [k(t, )l[b(s) + cla(s) """ ds.

Ensuite, I'inégalité de Holder implique

[Hlly < llall, + MoW([llp) 2], < +oo.
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Dans ce qui suit, nous montrons que F' est continue sur LP(R, ). Soit 'opérateur F

défini par .
Fa(t) = a(t) /O k(t, $)h(s, 2(5))ds,

Soit z,,, x dans LP(R.) telle que

lim ||z, —z||=0
n——+oo

Supposons que || Fz,, — Fz||, ne converge pas vers 0 lorsque n — oo, donc il existe

€ > 0 et une sous-suite x,; extraite de x, tels que
|Fay, — Fa|, >, Vij=12,.. (4.2)
et x,, converge vers x(t) quand n — oo, pour tout ¢ > 0. Tout d’abord, d’apres

I'inégalité

[zl < llan = flp + [l]],

il s’ensuit que ||z,||, est borné. Tout d’abord, on a

+00
I/ k(t, s)h(s, 2(s))ds| < [kt ) (18]l + ellza, [27).
0
Le théoréme de convergence domaine de Lebesgue et la continuité de F' implique que
i (Fan,)() = (Fz)(t).

D’autre part, pour tout sous-ensemble A de R, ous avons,

J P, 017 at < [WroallaCbly + clizn 137)] [ 12, Pt

ol x4 désigne la fonction caractéristique du sous-ensemble A C R, . Le théoréme de
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La convergence de Vitali implique que

lim ||Fx,, — Fz|, = 0.

n—-+o0o

ce qui contredit (4.2). Par conséquent, 'opérateur F' est continue sur LP(R, ) et, par
conséquent, H est continue sur LP(R;)

En outre, d’aprés I'hypothése (H4), Popérateur H transforme la boule By, en lui-
meme.

Maintenant, nous fixons un sous-ensemble non vide X de Bp,. Nous considérons

d’abord un nombre réel A > 0 et un x arbitraire fixe dans X : Ensuite, nous avons

(/+°O\Hx(t)|p)l/” _ </+Oo‘a(t)+x(t) /;OO k(t, $)h(s, 2(s))ds pdt)l/p

A A

< </+°0 |a(t)|>l/p + </+°° lz(@&) [Pk )l (16l + C||x||£/r)dt>1/r

A A
< </A+OO|a(t)|>1/p+M0\IJ(R0)</A+OO\x(t)|Pdt>1/p

En gardant que

. +oo 1/p
()

V(HX) < My®(R)v(X). (4.3)

nous obtenons

Ici, v(.) est donné par (4.3). D’autre part, considérons un nombre réel § > 0 et une
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arbitraire x fixes dans X, puis nous avons

|Hz(t +6) — Hx(t)] < |a(t+0) —a(t)]

—|—‘x(t—|—5)/0 Oox(t—|—5,s)h(s,x(s))ds—ac(t)/o Ook(t,s)h(s,x(s))ds

+o00
< |a(t+5)—a(t)|—|—|x(t+5)—x(t)|</0 K(t, ) (s, 2(s))]ds)
+\x(t+5)y(/0 et + 6, 8) —k(t,s)uh(s,x<s))|ds)

Par conséquent, nous avons
[Hz(+0)=Hz()llp < [lal.+8)=a()[[p+MoW(Ro) ||z (.+0) =z () ||, +RoW(Ro)[[TI(. +
5) — 11(.) .
du fait que lims_,q [|a(.4+6)—a(.)||, = 0 etlims_,o ||II(.4-0) —I1(.) |00 < lims_o A(d) =0,
on obtient

W(HX) < MoW(Ro)u(X) (4.4)

Ici, p est la mesure de non compacité dans LP(R, ) ; donnée par (4.4). L'opérateur H
est une contraction par rapport a p. Enfin, depuis Moy (R) < 1, puis en appliquant
le théoréme du point fixe de Darbo, on en conclut que 1'équation (4.1) admet au

moins une solution dans 'espace LP(R,).

4.2 Applications 2

4.2.1 Reésultats D’existence Des Solutions Continues D’équa-

tion Intégrale Non Linéaire De Hammerstein

Dans cette section, nous étudions 'existence des solutions dans I’espace de Banach

BC(R, ) de I’équation intégrale fonctionnelle suivante :

+oo
x(t) = g(t) + f(t,x(t))/o k(t,s)h(s,x(s))ds, t > 0. (4.5)
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On suppose que les fonctions impliquées dans 1’équation (4.5) satisfont aux conditions

suivantes :
(i) ¢: Ry +—— R est une fonction continue telle que g(t) — 0 quand ¢ — 0.

(ii) f: Ry x R — R est continue et la fonction t — f(¢,0) appartient & l’espace
BC<R+)7

(iii) il existe une fonction continue m : R, — R, telle que
£(t,2) — f(t,9)| < m(t)|z — y| pour tout 7,y ER et t €R,,

(iv) h: Ry xR — R est uniformément continue sur chaque rectangle de la forme

RJr X [_Ua 'UL

(v) il existe une fonction continue a : Ry — Ry et une fonction continue et croissante

b: R, — R, telle que
|h(t, z)| < a(t)b(|z|) pour t >0 et x € R.

vi) k: X — R est une fonction continue et il existe des fonctions continues

i) k:R, x R, — R est une foncti tinue et il existe des foncti ti
p,q: Ry — R, tels que les fonctions p(t) et a(t)q(t) sont intégrables sur R, et
I'inégalité suivante :

k(2. s)] < p(t)a(s)

est satisfaite pour ¢,s € R,. De plus, nous supposons que tlggo p(t) =0 et la
fonction m(t)p(t) est bornée sur I'intervalle R, .

D’aprés les hypothéses ci-dessus, nous pouvons facilement en déduire que le
constantes F, M, P sont fini définis par les formules

F = sup[|f(t,0)] - £ > 0]

M = suplm(t)p(t) : t = 0]

P = suplp(t) : t > 0]

et nous désignons par @ la constante ) = fooo a(s)q(s)ds. Evidemment @ < oc.
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Dans ce qui suit, nous supposons I'hypothése suivante :

(vii) linégalité
gl +b(r)(MQr + FPQ) <r

admet une solution positive ry.

Nous pouvons donner notre résultat principal.

Théoréme 4.2. Sous les hypotheses ci-dessus (i)-(vii), ['équation (4.5) admet au

moins une solution dans l’espace BC(R,.).

Preuve. Considérons 'opérateur H définie sur BC(R, ) par :

(Hz)(t) = g(t) +f(t>ﬂf(t))/o Ook(ta s)h(s, x(s))ds, t >0

On Observe , d’apreés les hypothéses (i), (ii) et (iv) - (vi) la fonction Hz est continue
sur U'intervalle R, pour toute fonction = € BC(R, ). De plus, d’aprés les hypothéses

nous obtenons ’estimation suivante :

(Hz)(t)] < Ig(t)|+|f(t,iv(t)\/ooo|k(t, s)|[h(s, 2(s))|ds
gl + {1 (& x(8)) = f(20)] + [ (£, 0)]] /OOOp(t)Q(S)a(S)b(lx(S)!)ds

IN

< lgll + [m@)l=(®)] + 172 0)b(2]) / " p(t)a(s)als)ds
< gl + m@p®) 2 B(1z1)Q + FQb(«)p(t). (4.6)

L’estimation ci-dessus nous permet de déduire que la fonction Hx est bornée sur

I'intervalle R, . De plus, 'inégalité suivante est vérifiée :

[H] < lgll + MQl[z|lb([l«]]) + FPQ(]|x[])-
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Cette inégalité avec (vii) assure qu’il existe un nombre positif 7y pour le quel 'opé-
rateur H transforme la boule B,, dans lui-méme.

Dans ce qui suit, nous montrons que H est continue sur la boule B,,. Pour ce faire,
nous fixons € > 0 et prenons z,y € B,, tels que ||z — y|| < e. Ensuite, pour fixé

arbitrairement ¢ € R nous obtenons

((Hz)(t) — (Hy)(t)] < If(t,x(t))—f(t,y(t)l/ooolk(t, s)|h(s, z(s))lds
+H(f(#y )] /OOO [k (2, )[[h(s, 2(s)) = h(s,y(s))|ds

< kel - y(0)] [ pa(s)ablla(s) s

7 9(0) = £ 0+ (0] [ p(Oa(slhs, ()~ his,u(s)lds
< emOphr0) [ a(s)als)ds-+ (O + £ O [ als)on (c)ds
< eMQb(re) + (Mry + F)Pus, (¢) /0 " 4(s)ds, (@.7)

ol nous avons défini
WT0(€> = Sup“h(&l’) - h(S,y)| Cos2 O,l’,y < [—7’0,7'0], ‘I - y‘ < 6]’

On Observe, d’aprés 'hypothése (iv) nous déduisons que wy, () — 0 quand ¢ — 0.
Ainsi, & partir de Pestimation (4.6), nous conclure que 'opérateur H est continue
sur la boule B,,. Maintenant, prenons un ensemble non vide X C B,,. Ensuite, fixer
arbitrairement 7" > 0 et € > 0. Choisissez une fonction x € X et prendre ¢, s € [0, 7]
tel que |t —s| <e.
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Alors, en vertu des hypothéses retenues, nous avons

((Hz)(t) — (Hz)(s)] < [g(t) = g(s)]
+)f(t,x(t>)/0 k(t,T)h(T,x(T))dT—f(s,x(s))/o (s, 7)h(r, (7)) dr|

+)f(s,x(s))/ooo k:(t,T)h(T,x(T))dT—f(s,x(s))/ooo (s, T)h(r, x(r))dr|
l9(t) = g(s)| + [ f (£, 2(2)) — (s, |/Oo|k(ta7)||h(ﬂﬂ?(7))|d7

#F s [t 7) = ks o)
9t6) - msH—UtxU> gta>n
#1fta(s) = fs,a(6Dl) [ PO ()i

1 (5. 2(5) = £(5,0)] + 1(5,0)] / [k(t,7) = k(s P)la(r)b(la (7)) |dr
W"(g,2) + {m UM(%—(N+wa@}()M®AMMﬂﬂﬂM

+{m(s)|z(s)| +[f(s,0)[}b(ro / \k(t,7) — k(s,7)|a(T)dT
w'(g,€) + MQb(ro)w” (z,£) + PQb(ro)w/ (f,€)
+(Myro + F)b(ro) /O (t, 7) — k(s, 7 |a(r)dr, (4.8)

IN

IN

IN

IN

ol nous avons défini
My = max{m(t) : t < T},
wi (fre) =supl|f(t,z) — f(s,x)] - t,5 € [0,T], |t — s| < &,]z| < 7.
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En outre, notons que nous pouvons obtenir les estimations suivantes :

/000 |k(t,7) — k(s,7)|a(T)dr < /0 |k(t, ) — k(s,7)|a(T)dT + /TOO |k(t, ) — k(s,7)|a(T)dr

o

< /0 |k(t,T) — k(s,7’)|a(7’)d7’—|—/T [|k(t,7)| — |k(s,7)|]a(T)dT

< A / Ik(t, ) — k(s,7)|dr + / " (0(t) + pls))a(r)a(r)dr
< ApTw"(k,e) +2Pr /00 a(T)q(T)dr, (4.9)

ol nous avons défini

Ar = maxla(t) : t € [0,T1],

Pr = max[p(t) : t € [0,T]],

wl(k,e) = [|k(t,7) — k(s,7)| : t,s,7 €[0,T], |t — s| < &].

Maintenant, relies les estimations (4.8) et (4.9) nous obtenons

W' (Hze) < w'(g.€) + MQb(ro)w” (z,€) + PQb(ro)wy, (f, €)

(Mo + F)b(ro) [TATwT(k,e) + 2Py / a(r)q(r)dr|.(4.10)
T
d’aprés hypothése (i), on obtient que w’(g,e) — 0 quand € — 0. De plus, grace a
I'hypothése (iii) on en déduit que la fonction f = f(¢, ) est uniformément continue
sur 'ensemble [0, 7] x [—rg,ro]. Ce qui implique
T
ll_r%wro(f, e)=0.
De méme, a partir de ’hypothése (vi) nous avons
limw”'(k,e) = 0.
e—0
Donc, a partir de l'inégalité (4.10), nous obtenons
wy (HX) < MQb(ro)wd (X) + 2(Mpro + F)b(ro) Pr [ a(r)q(T)dr.
Cette inégalité avec la propriété bien connue des intégrales impropres donne 1’'esti-

mation suivante :
wo(HX) < MQb(rg)wo(X). (4.11)
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De plus, prendre une fonction arbitraire x € X et un nombre 7' > 0. Puis & partir

de l'estimation (4.11) on en déduit facilement 'inégalité suivante :

supl|(Ha)()] > T) < supllg(t)]: ¢ > T] + MQb(ro) supla(t)] : ¢ > T]
+FQb(ro) sup[p(t) : t > T1. (4.12)

Par conséquent, p(t) — 0 et ¢ — 0 quand ¢ — oo, nous obtenons ’estimation

suivante :

BHX) < M@b(ro) 3(X). (4.13)

Enfin, reliant les inégalités (4.12) et (4.13) et d’apres la définition de la mesure de

non compacité de p de chapitre 2, nous obtenons :
W(HX) < MQb(ro)u(X). (4.14)

Maintenant, observer que d’aprés ’hypothése (vii), on obtient I'inégalité suivante :

_ FPQb(ro) + gl _
To

MQb(ro) <1 (4.15)

Ainsi, les estimations (4.14) et (4.15) et en vertu le théoréme de point fixe de Darbo

on déduit que l'opérateur H admet au moins un point fixe dans le boule B,,.



CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a présenté la mesure de non compacité de Kuratawski,
ses propriétés essentielles ont été étudiés. L’accent a été mis en suite sur quelques
applications de cette notion.
nous avons appliqué le théoréme de Darbo pour étudier I'existence des solutions
d’une équation intégrale non linéaire.

Nous pensons avoir assemblé dans ce mémoire, un ensemble d’outils nécessaires a

I'utilisation de cette importante notion en analyse non linéaire.
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