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Introduction

La théorie des échelles de temps a été introduite par Stéphan Hilger dans
sa thése de doctorat en 1988, afin d’unifier 'analyse continue et ’analyse
discréte en developpant une théorie sur les équations dynamiques sur les
échelles de temps, la ol on peut produire des resultats plus généraux qui
peuvent etre appliquer dans plusieurs domaines continus et discrets.

Les équations dynamiques sur les échelles de temps on été étudiées par
plusieurs auteurs en utilisant les théorémes du points fixes, la méhode des
sous et sur solutions, la méhode de tube solution (voir [2, 3, 5, 6, 7, 10]...).

Dans ce mémoire, nous présentons des résultats d’existence de solutions
pour d’équations dynamiques du premier ordre sur les échelles de temps.
L’intérét pour l'existence de solutions d’équation différentielle non-linéaire
ne date pas d’hier. Beaucoup de résultats connus sur le sujet font appel a la
technique appelée majoration a priori des solutions.

L’objectif est de modifier le probléme initial judicieusement de sorte que si
I’on prouve qu’une solution du probléme modifié existe, elle est aussi solution
du probléme initial.

Ce mémoire est composé de quatre chapitres.

Dans le Chapitre 1, nous présentons les résultats principaux sur la A-
différentiabilité et A-intégrabilité sur les échelles de temps, et nous rappelons
quelques définitions et théoremes de ’analyse fonctionnelle.

Dans le Chapitre 2, nous présentons les résultats principaux sur la V-
différentiabilité, V-intégrabilité et la fonction exponentielle sur les échelles
de temps.

Dans le Chapitre 3, nous étudierons des équations dynamiques linéaires
homogénes et non homogénes du premier ordre, nous donnons quelque ré-
sultats d’éxistence de solutions des problémes a valeurs initiales et quelques
exemples des problémes associés.
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Dans le Chapitre 4, nous introduirons une notion de tube-solution pour
obtenir un théoréme d’existence pour 1’équation dynamique non-linéaire du
premier ordre avec condition periodique. Cette nouvelle notion est équiva-
lente & la notion de sous- et sur-solution introduite par A.H. Zaidi [10]. L’ob-
jectif de cette méthode est de prouver que si une solution y € CL(T,R)
existe, alors elle est incluse dans un tube solution, i.e. on peut trouver des
fonctions v € CL(T,R) et M € CL(]0,0],]0,00))) telles que

ly(t) —v(t)| < M(t) pour tout t € T.

Dans le cas des systémes d’équations dynamiques, les notions de sous- et de
sur-solution ont été généralisées pour celle de tube-solution par H. Gilbert
[7] lorsque le systéme est du premier ordre.

Mots Clés : Calculs sur les échelles de temps, équation dynamique du
premier ordre, conditions aux limites, sous et sur solutions, tube-solution,
théorémes d’existence, théoréme du point fixe de Schauder.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats principaux sur la A-
différentiabilité et A-intégrabilité sur les échelles de temps, et nous rappelons
quelques définitions et théoremes de I’analyse fonctionnelle. Pour plus de dé-
tails, le lecteur pourra consulter [1, 2, 3, 4].

1.1 Calculs sur les échelles de temps

Définition 1.1 Une échelle de temps T est un ensemble non vide fermé de
l’ensemble de nombre réels R.

Exemple 1.1.1 Les ensembles R, 7Z et N sont des échelles de temps, tandis
que les ensembles Q, R\ Q, C et |0; 1] ne sont pas des échelles de temps.
On sous-entend que la topologie de T est induite par celle de R.

Définition 1.2 Soit T une echelle de temps. Pour t € T, On définit :

i) L’opérateur de saut-avant o : T — T par
o(t):=inf{seT:s>t}.

i1) L’opérateur de saut-arriere p: T — T par
p(t) :=sup{seT:s<t}.

i1i) - La fonction de granulation en avant p: T —[0,00) par

wu(t) : =o(t) —t.
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- La fonction de granulation en arriére : v : T — [0,00) par
v(t) ==t — p(t)
Par convention, on suppose :
inf¢p=supT (i.eo(t) =t si T admet un maximum t)
supp =inf T (i.e p(t) =t si T admet un minimum ¢).

Définition 1.3 Soit T échelle de temps, t € T

1) Sio(t) >t, on dit que t est un point dispersé & droite (rs).

\)

Sio(t)=tett <supT, on dit que t est un point dense a droite (rd).

-~ W

i p(
Si un point est dispersé a droite et a gauche,(i.e p(t) <t < o(t)), on dit
qu’il est isolé.

)

)

) Sip(t) <t, on dit que t est un point dispersé a gauche (Is).

) t)=tett>infT, on dit que t est un point dense a gauche (ld).
)

ot

6) Si un point est dense & droite et & gauche,(i.e t=0(t)=p(t)), on dit qu’il
est dense.

Définition 1.4 Soit f: T — R une fonction.
- On définit la fonction f°: T — R par

fo@t):==(foo)(t) = f(a(t)), pour toutt e T.
- On définit la fonction fP: T — R par
fo(t) = (fop)(t) = fp(t), pourtoutteT.

Exemple 1.1 Soit T une échelle de temps, t € T.
1. Pour T=R, on a:

o(t) =inf{s e R: s>t} =inf(t,00) =t.

p(t) =sup{s € T: s <t} =sup(—oo,t) = t.

Donc, chaque point de R est dense : u(t) = v(t) =0 .
2. Pour T=7Z on a :

o(t)=inf{s € Z:s>t}
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—inf{t+1,t4+2,t+3,..}=t+1
p(t) =sup{s € Z:s <t}
=sup{t—1,t—2,t—3,..}=t—1.
Done, chaque point de Z est isolé et on a : p(t) = v(t) = 1.

Définition 1.5 Soit T une échelle de temps, t € T :

i) Si T admet un mazimum M dispersé a gauche, on pose TF = T —{M},
sinon TF = T.

i1) Si T admet un minimum m dispersé a droite, on pose T =T — {m},
sinon Tr =T.

Exemple 1.2 Soit a,b € R tel que a < b et soit T = [a, D]
1. Si b est dense a gauche [a,b]* = [a,b] .
2. Si b est dispersé a gauche [a,b]* = [a,b) = [a, p(b)].

Définition 1.6 Une fonction f : T — R est dite réguliére, si sa limite a
droite existe en tout point dense a droite de T, et sa limite a gauche existe
en tout point dense a gauche de T.

Définition 1.7 Une fonction f : T — R est dite rd-continue si elle est
continue en tout point dense a droite de T, et si sa limite a gauche existe et
finie en tout point dense & gauche de T.

On note :

— L’ensemble des fonctions f : T — R qui sont rd-continues sur T par

Cra = Crq(T) = C,q(T, R).

Théoréme 1.1 Soit f: T —-Retg: T =R ona:

1. Si f est continue, alors f est rd-continue.

2. 51 f est rd-continue, alors f est réguliére.

3. L’opérateur de saut a droite o est rd-continue.

4. Si f est rd-continue (resp. réguliere), alors f o o est rd-continue (resp.
réquliére).

5. Si f est rd-continue (resp. réguliére ) et g est continue, alors g o f est
rd-continue (resp. réguliére).
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1.2 A-différentiabilité

Définition 1.8 Soit f : T — R une fonction et soit t € T*. On dit que f est
A-différentiable en t s’il existe un nombre réel f2(t) € R tel que pour tout
e > 0, il existe un voisinage U de t (i.e, U = (t — §,t +0) N'T pour certain
d > 0) tel que

| f7(t) = f(s) — A (o(t) — s)| <elo(t) — s, pour touts € U.
On appelle f2(t) la A-dérivée de f en t.

Si f est A-différentiable en tout t € TF, alors f» : TF — R est appelée la
delta dérivée de f sur TF.

- I’ensemble des fonctions f : T — R qui sont différentiables et ses dérivées
sont rd-continues sur T par

Clg = CLy(T) = CLy(T,R).

Exemple 1.3 Soit f: T — R une fonction
1. Pour T=R. on a o(t) =t alors :

20 =i 1O
s—t t— s
2. Pour T=R. onao(t)=t+1 alors:

Ay o) = f(t)

ot A lopérateur de différence .

= f(t+1) = f(t) = Af(t)

Théoréme 1.2 Soit f : T — R une fonction et soit t € T*.
1) Si f est A-différentiable en t, alors f est continue en t.

2) Sit est dispersé a droite et f est une fonction continue en t, alors f est
différentiable en t et
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3) Sit est dense a droite alors f est A-différentiables en t, si seulement si
)~ 1 (s)

existe et finie. Dans ce cas on a
st t—s

300 — 1O =I6)

s—t t— s

4) Si f est A-différentiable en t, alors
@) =f@)+pt) 2 ). (1.1)

Exemple 1.4 Soit f: T — R une fonction définie par :

1. f(t) = a pour tout t € T,ot o € R est constante. alors f2(t) = 0 par
ce que on a pour tout € > 0

[f(o(t)) = f(5)] = Olo(t) = sl| = la —a] = 0 < efo(t) — 5]

pour tout s € T.

2. f(t) =t pour tout t € T, alors f2(t) = 1, par ce que on a pour tout
e>0:

|[f(o(t) = f(s)]=1o(t) =s]| = |(a(t) =s) = (o(t) = )| = 0 < elo(t) —s|
pour tout s € T.

Théoréme 1.3 Soient f,g : T — R deuz fonctions A-différentiables en
t € T% alors :

1) f+9:T— R est A-différentiable en t et
(f +9)2(t) = f2(t) + g2 (1)
2) Pour tout constante « € R. af : T — R est A-différentiable en t et
(@f)™(t) = af2 (1).
3) fg:T — R est A-différentiable en t et

(f9)A[) = fAOg(t)+fa()g>(t) = f(H)g™ () + 2 (H)g(o(t)). (1.2)
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1
4) Si f(t)f (t) #0, alors 7 est A-différentiable en t et

I ()
<f> 0= =T Do)

5) Sig(t)g® (t) # 0, alors / est A-différentiable en t et
g

S W) — 0> )
(g) 0= = o) (13)

Exemple 1.5 Soit f: T — R une fonction définie par f(t) =2, on a :

o0 -y JOD 1), (0=

= k
sot o(t)—s s>t o(t) — =o(t)+t pourtoutt €T

1.SiT=R,onao(t)=t et p(t)=t, alors :
A = £1(t) = 2t
2.5 T=hZ, onao(t)=t+h et p(t)=t—h alors :
fA(t) =2t + h.
Pour h=1 (i,eT =7) on a f2(t) = Af(t) =2t + 1.

Remarque 1.1 La regle (fog)® = f2(g(t)).g%(t), n'est pas vérifie pour
toutes les échelles de temps.

Théoréme 1.4 Soit f : R — R une fonction continiment différentiable et
g : T — R une fonction delta différentiable. Alors fog est delta différentiable
et on a :

(fog)® { / F(g(t) + hu(t)g <t>>dh}gﬁ<t>.

Exemple 1.6 Soit g ZZ — R et f : R — R telle que : g(t) = t* et f(z) =
exp(z). on a

P =2+1, f@)=cxpx) et (fog)(t) = exp().
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D’apres le théoréme (1.2), on a :

(fog)2(t) = { / F(g(t) + his(t)g <t>dh}gA<t>

_ (2t+1)/ exp(t? + h(2t +1))dh

= exp(t?)(exp(2t +1) — 1)

D’autre part on calcule (fog)>(t) sur Z :

(fog)™(t) = Af(g(t)) = flg(t+1)) — f(g(t))
= exp(t?)(exp(2t + 1) — 1).

1.3 A-intégrabilité
Définition 1.9 La fonction F : T — R est dite la A-antidérivée de f: T —

R si
FA(t) = f(t), pour chaquet € T".

- On définit lintégrale de Cauchy par :
b
/ FIOA®) = F(b) — F(a), pour tout a,b € T.
Définition 1.10 Soit f : T — R une fonction réguliére , on définit [’intégrale

windéfinie par :
/f F(t)+c,

ot ¢ est une constante arbitraire et F est la A-antidérivée de f.

Théoréme 1.5 Toute fonction rd-continue posséde une A-antidérivée. En
particulier st tqg € T, alors la fonction F définit par :

t
:/f(T)AT, pour tout t €T,

est une A-antidérivée de f.



1.3 A-intégrabilité

Théoréme 1.6 Tout fonction continue f sur [a,b] est A-intégrable.

Théoréme 1.7 Si f € C,.d et t € T, alors

o(t)
/t F()A() = u(t) £(1).

Thé?réme 1.8 Sia,b, ch T,aeR bet f,g € Cyd, alors :
L [CIf(t) +g@)At = [] fO)At+ [ g(t)At.

2. [Paf(t)At =a [! f(t)At.

PR AL =~ [P F)AL.

P rBAt= [CF)AL+ [P ()AL

5. [} flo()g® () At = (fg)(b) — (fg)(a) — [} FAg(t)At.

6. [, f(Dg ()AL = (f9)(b) = (f9)(a) = [, FA(D)go (1) At

7. [ ft)At =0,

w

S

o

L Si ()] < g(t) sur [a,b], alors | [T F(H)AL < [T g(t)At.

9. Si f(t) > 0 pour tout a <t < b alors fabf(t)At > 0.

Théoréme 1.9 Soient a,b € Tet f € C,d

1.5: T =R, alors
b b
[ rwse= [ s

ot 'intégrale a droite est ['intégrale usuelle de Riemann.
2. Si [a,b] ne contient que des points isolés, alors

> ut)f(t)  sia<b

t€la,b)
/b f)At=<¢ 0 st a=b
o — > ut)f(t) sia>b

t€la,b)
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3. 5T =7 alors

b t=a
/ f)At=<¢ 0 st a=b

Exemple 1.7 Soit T une échelle de temps :
1. Soit a,b €T, on a :

b b
/ cAt:c/ 1At = ¢(b— a).

2. On calculons f(; sAs sur T :

-Pour T=R on a :

-Pour T=7 on a :

t t—1
tt—1)
sAs = E s = .
/0 5=0 2

1.4 Rappels d’analyse fonctionnelle

Définition 1.11 (FEspace de Banach) On appelle espace de Banach tout es-

pace vectoriel normé complet sur les corps C ou R.

Soit J := [a, b] un intervalle de R. C'(J, R) est I'espace de Banach des fonctions

x continues définie de J dans R avec la norme

[]lo0 = sup [ ()]
teJ

Définition 1.12 Soient E et F' deux espaces de Banach et T : E — F

est une fonction continue. On dit que T est compacte si

(E) est compact.

On dit que T est complétement continue si T(B) est compact pour tout sous-

ensemble borné B C E.
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Définition 1.13 (Ensemble équicontinue) Un ensemble F' de C([a, ], R) est
dit équicontinu, st pour tout € > 0 il existe 0 > 0, tel que, pour tout ti,ty €
[a,b],[te —t1| < d on a:

I f(ta) — f(t1)|| <&, pour tout f€F.

Définition 1.14 (Ensemble uniformément borné) F est dit uniformément
borné dans C([a,b],R) s’il existe un nombre réel M > 0 tel que ||y|loc < M
pour tout y € F.

Théoréme 1.10 (Arzela-Ascoli) Soit B C C([a,b],R), B est relativement
compact dans C([a,b],R) si et seulement si :

(a) B est uniformément borné.

(b) B est équicontinu.

Théoréme 1.11 (Théoréme du point fize de Schauder) Soit C' un sous-
ensemble convexe, fermé, borné, non vide d’'un espace de Banach E et A :
C — C une application compact i.e (A(C) est compact). Alors A admet au
moins un point fize (i.e il existe un point xy dans C tel que f(xo) = xp).




Chapitre 2

V-différentiabilité et
V-intégrabilité sur les échelles de
temps

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats principaux sur la V-
différentiabilité, V-intégrabilité et la fonction exponentielle sur les échelles
de temps.

Définition 2.1 Une fonction f : T — R est dit ld-continue si elle est
continue en tout point dense a gauche de T,et si sa limite a droite existe et
finie en tout point dense a droite de T

On note :

L’ensemble des fonction f: T — R qui sont ld-continues sur T par

Cia = Ca(T) = C1a(T, R).

Proposition 2.1 Les espaces Ciy (T, R) et C (T, R) sont des espaces de Ba-
nach pour la norme

[fllo = sup [ f(£)]-

te[a7bh‘

Théoréme 2.1 Soit f: T — R et g: T — R deux fonctions, on a :
1. Si f est continue ,alors f est ld-continue.

2. Si f est ld-continue ,alors f est régquliére.
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3. Uopérateur p est ld-continue.

4. St f est ld-continue, alors fP est ld-continue.

2.1 V-différentiabilité

Définition 2.2 Soit f : T — R une fonction et soit t € Ty, on dit que f
est V-différentiable en t s’il existe un nombre réel f¥V(t) € R tel que pour
tout € > 0, il existe un voisinage U de t (i.e U = (t—9,t4+0)NT pour certain
d > 0) telle que

[12(8) = f(s) = fY()(p(t) = s)| < elp(t) —s|.  pour tout s €U

On appelle f¥(t) la V-dérivée de f en t.

st f est V-différentiable en tout t € Ty , alors f: T — R est appelée la V
dérivée de f sur Ty.

- L’ensemble des fonctions f : T — R qui V-différentiables et ses dérivées
sont ld-continues sur T par

Cia = Cig(T) = (T, R).

Théoréme 2.2 Soit f : T — R une fonction et soit t € Ty.
1) Si f est V-différentiable en t, alors [ est continue en t.

2) Si t est dispersé a gauche et f est une fonction continue en t, alors f
est V-différentiable en t et
f(t) — flp(t
(GRS 1.0)
v(t)
3) Sit est dense a gauche alors f est V-différentiable en t, si et seulement
e (0= 1(5)

existe et finie .Dans ce cas on a
s—t t—s

00—ty L =19

4) Si f est V-différentiable en t, alors
fe) = f(t) —v) Y.
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Preuve.

1) Supposons que f est V-différentiable en ¢, soit 0 < ¢ < 1. On définit
€ = €[l +|fY(t)] +2v(t)] ", alors 0 < € < 1.
La définition de la V-dérivée, entraine, qu’éton donné 0 < € < 1, il existe
un voisinage V; de t, alors

(o)) = f(5) = ¥ () (p(t) = 5)] < € [p(t) — 5]

pour s € V. alors on a pour tout s € V,N|t — € ,t + €| et

[f(8) = f(s)] < ‘ L£2(t) = f(s) = FY(t) (p(t) = 5)]
= [ = fO) + v ST O] + [T (- 5)

€] (p(t) = s) | +ev(t) + 1Dt — s
€[+t = sl +v(t) + /7Ol

IA N IA

d’ou la continuité de f.

(17) Supposons que f est continue en ¢ et t est dispersé a gauche. Par
continuité

i £ PD) = f(s) _ fp(8) = £() _ f(E) = flp(D))
st p(t) —s pt) —t v(t)

Par conséquent, étant donné € > 0, il existe un voisinage V; de t, tel que

‘f(p(t)) —f(s) f(t) - f(p(t))‘ <.
p(t) -

—s v(t)

pour tout s € V,. Il s’ensuit que
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Théoréme 2.3 Soient f,g : T — R deux fonctions V-différentiable en
t € Ty alors

1. f+g: T — R est V-différentiable en t et

(f +9)V () = £V () + gV (D).
2. Pour tout constant o € R.af : T — R est V-différentiable en t et

(@f)¥(t) = af¥(t).
3. fg: T — R est V-différentiable en t et

(f9)¥ () = fY(0)g(t) + f(p(t)g¥ () = f(t)g¥ (t) + ¥ (t)g(p(t))

4. S0 f(t)fr(t) #0, alors % est V-différentiable en t et

(l)v (=10 _
f — F@Of(p(1)
5. Sig(t)g”(t) # 0, alors g est V-différentiable en t et

v v _ v
(f) (t):f (t)g(t) — f(t)g" (1)

g 9(t)g(p(t))

6. Si f et fV sont continues, alors

</atf(t, S)VS)V — F(p(t),1) + /at Yt $)Vs.

Exemple 2.1.1 Soit f: T — R une fonction définie par f(t) =1, on a :
fot) = lim f("“); =) _ gy Lo =5

= o(t) +t pour tout t € TF

s=t o(t)—s s=t o(t)—s
N = 18113 f(plgzg : Z(S) = lslir% %—2__882 = p(t) +t pour tout t € Ty

1. SiT=Ronao(t)=tetp(t)=t, alors :
FA) =ty =2t et fY(t) = f'(t) =2t
2. SiT=hZ,onac(t)=t+hetplt)=t—h, alors:
fAt) =2t+h et fV(t)=2t—h

Pour h =1 (i.e T =7) on a f2(t) = Af(t) =2t +1 et fY(t) =
Vf(t)=2t—1 ou V est lopérateur de différence arriére .
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Théoréme 2.4 (Relation entre V-dérivée et A-dérivée)

1. Si f: T — R est V-différentiable sur T, et si fV est continue sur T,,
alors f est A-differentiable sur T" et

A1) = fY(a(t)) pour tout t € T*.

2. Si f:T — R est A-différentiable sur T" et si > est continue sur T,
alors f est V-differentiable sur T, et

V(@) = f2(p(t)) pour tout t € T,.

Remarque 2.1 - Si T = R, la A-dérivée ( la V-dérivée) équivaut a la dé-
rivée au sens classique et les équations aux échelles de temps deviennent des
équations différentielles.

- 51T =7, les équations aux échelles de temps deviennent des équations aux
différences finies.

2.2 V-intégrabilité

Définition 2.3 La fonction F : T — R est dite la V-antidérivée de f : T —
R s
FY(t) = f(t), pour chaquet € Ty,

- On définit lintégrale de Cauchy par :
b
/ f)V(t) = F(b) — F(a), pour tout a,b e T.

Définition 2.4 Soit f : T — R une fonction réguliére , on définit l’intégrale
indéfinie par :

[ 109 =
ot ¢ est une constante arbitraire et F est la V-antidérivée de f.

Théoréme 2.5 Toute fonction ld-continue f : T — R a une V-antidérivée.
En particulier ,si tqg € T, alors la fonction F définit par :

F(t) = /f(T)V(T), pour tout t € T,
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est une V-antidérivée de f.

Théoréme 2.6 Si f € C)y et t € Ty, alors

/ F()9(r) = (D) £(1).
p(t)

Preuve.

D’aprés le Théoréme 2.5, il existe une V-antidérivée F' de f, on a :

FY(t) = f(t) et F(t) - F(p(t) = v(t)F¥ (1

et

=v(t)FY (1)
v(t)f ().

Théoréme 2.7 Si fY >0, alors f est croissante.

Preuve.

Soit f¥ > 0 pour tout t € [a, by et soit s, € T avec a < s <t < b, on a

/ [ ()V(r) > 0 et / [T (RV() = £(8) - ()

D’ou f(t) — f(s) > 0, alors f(t)
Donc f est croissante.

Théoréme 2.8 Sia,b,c e T,a € R et f,g € Cid, alors :
L [0 +g@)]VE = [} fOVE+ [ g(t)Ve
2. [Naf()Vt=a f*’ f(t)vit
8. [, FOVE =~ [} )Vt et [} f(2)
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b [P FOVE= [CFOVE+ [0 )V
5. [} Fp)g% 1)V = (f9)(b) = (f9)(a) = [, fTg(t)VE.
6. Si |f(1)] < g(t) sur [a,b], alors | [* F(t)VE| < [7 g(£)Vi.
7. Si f(t) > 0 pour tout a <t < b alors f; f(t)Vt > 0.
Théoréme 2.9 Soient a,b € T et f € Cy.
1. Si T =R, alors
b b
[F@)Vt= [ ft)dt

ot 'intégrale a gauche est lintégrale usuelle de Riemann.

2. Si [a,b] ne contient que des points isolé, alors

> v(t)f(t), sia<b

b tela,b]
/ FOvE) = o sia—b
¢ — > v(t)f(t), sia>b
t€la,b]
3. i T =727, alors
b—1
> f), sta<b
b t=a
JRCURRE sia=b

Preuve.

1. SiT=R,ona fY(t) = f(t), alors [~ fY(t)Vt = [*f'(t)dt
2. [a;b] est un intervalle qui ne contient que des points isolés, donc
la,b] = {to,t1,....tn}, 0u a =ty < t; < ty... < t,, = b, d’aprés (4) du



2.2 V-intégrabilité

22

Théoréme 2.8, alors

/abf(t)w = Z/tm

- z; /P( tit1) Feve

= Z (tz-l-l)f(tz-i-l)
- Z

€(a,b]

3. Pour T =7Z, on a v(t) = 1 et d’aprés (2), donc

(b1

/bf(t)Vt: 0
—Zf(t) sia>b

Exemple 2.1 Soit T une échelle de temps :

1. Soit a,b €T, on a :
b b
/ th:c/ 1Vt = ¢(b — a).
t

2. On calculons / sVs surT :

0
-Pour T=R on a :

Pour T=7 on a :

Zf(t) sia<b

sta=1b
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2.3 la fonction exponentielle

Dans cette section, nous définissons une fonction importante sur une
échelle de temps qui généralise la fonction exponentielle sur R.

Définition 2.5 Une fonction p: T — R est dite v-régressive si :
1 —v(t)p(t) #0, pour toutte T,.

On note L’ensemble des fonctions v-régressives et ld-continues par R, et on
note par R} = {p € R, : 1 —v(t)p(t) > 0} pour tout t € T l'ensemble des
fonctions v-régressives positives.

Remarque 2.2 Sip € Cyy et p(t) <0, pour tout t € T, alors p € R}.

Définition 2.6 On définit
— L’addition &, dans R,(T) par

(P®q)(t) = p(t)+q(t)—p(t)q(t)v(t),  pourtoutt € Ty, et p,q € Ry.

— La soustraction ©, dans R,(T) par

(POLa)(t) = p(®y(S00))(t) = %

Remarque 2.3 (R,(T),®,) est un groupe commutalif.

, pour tout t € Ty, et p,q € R,,.

Définition 2.7 Si p € R,, alors on définit la fonction nabla exponentielle
ép par :

exp ( — /st log(1 - V(T)p(T))VT>, st v >0,

v(T)

exp (/tp(T)V7‘>, siv =0,

pour t,s € T. Ou log désigne le logarithme nipérien.

ép(t,s) =

Théoréme 2.10 Si p € R,, alors la fonction nabla exponentielle é,(., 1) :
T — R est une solution du probléeme a valeur initiale :

2V (t) = pa(t), x(tg) = 1.
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Lemme 2.1 Sip € R,, alors on a
ép(t,r)ép(r,s) = éy(t, s) pour tout s,t,r € T.
Preuve.
On suppose que p € R, et soit s,t,r € T. Alors

ép(t,r)ép(r,s)

oy (- [ LR gy ([ 8L OB 3

v(T) . v(T)
~ exp ( B /t log(1 ;(VT(;)p(T))vT B / log(1 _V(V’r(;-)p(T))VT>
*log(l — v(T)p(T
_ exp ( _/t g( u(;) )p( ))VT>

= é,(t,s).

Théoréme 2.11 Soit p,q € R, et soit s, t,r € T. Alors
1. éy(t,s) =1 et ¢,(t,t) =1,

2. &(p(t),5) = (1 = v(t)p(t))ep(t, 5),

3. — oo (t
Gt o)
. 1 .
4. ép(t,s) = ) = €o,p(s,1),
‘ ép(t7 S)ép(‘S?T) = ép(i,T),
cep(t,s)éy(t, s) = €pa,q(t,s),
ép(t, s)
A A t
Gttt
o (L N\ _ —p)
ép(t, s) ép(t,s)’
9. &)t p(s))e(s,1) = — 2t
A e 1—wv(s)p(s)

Théoréme 2.12 (Signe de la nabla fonction exponentielle )Soit p € R, et
soit to € T,
1. Sip € R}, alors é,(t,ty) >0, Vt € T.

v
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2. 8i 1 —vp(t) <0 pour tout t € Ty, alors é,(t,t0)é,(p(t),t0) < O.

3. 811 —vp(t) <0 pour tout t € T,, alors é,(t,ty) change de signe en
touts point t € T.

Exemple 2.2 Soit T une échelle de temps et p € R, calculons é,(t, s).

1. PourT=R, Onav(r) =0 et

é,(t, s) = exp ( / t p(T)dT).

-St p est une constante, alors
ey(t,s) = ePt=%) et éy(t, ) = 1, é,(t,0) = ePt et &1(t,0) = €.

9 PourT =12, onav(r) =1 et
6(ts) = exp (— / log(1 p(T))vT>
_ exp(—if;logu ~3()

= exp (ZOQE m>

-St p est une constante, alors

eplt,s) = (15)7%, 6p(£,0) = (1) et e_y(t,0) = £.



Chapitre 3

Equations dynamiques linéaires
du premier ordre et problémes a
valeurs initiales associés.

Dans ce chapitre, on étudie des équations dynamiques linéaire (homogéne
et non homogénes) du premier ordre sur les échelles de temps. On donne
quelque résultats d’existence et d’unicité de solutions des problémes a valeurs
initiales associes.

Définition 3.1 Soit la fonction f: T x R?> — R, [’équation :

y (t) = f(ty(t),y"(1),  tEeTy, (3.1)

est dite équation dynamique du premuer ordre sur T. Dans le cas ou
Uéchelle de temps T est N ou hZ, h € 7, l'équation (2.1) est dite équa-
tion aux différences.

St
Fty(t),y7 (1) = fu(t)y (1) + fa(t)
Fty(), 7)) = [it)y(t) + fo(t)

pour les fonction fi et fa, alors l’équation (3.1)est dite une équation dyna-
mique linéaire.
Si fo(t) = 0 pour tout t € Ty, l'équation (3.1) est dite homogéne. Elle dite



3.1 Equations dynamiques linéaires homogénes 27

non homogéne dans le cas contraire.
la fonction y : T — R est dite solution de (3.1) si elle vérifie

Yy (t) = f(t,y(t),y"(t)), pour tout t € T,.

Exemple 3.1 1— L’équation x¥ (t) = bz(t) + 372, t € T, est une équation
dynamique lineaire du premier ordre sur T.

2— L’équation '(t) = —Ttx(t) + 8'sin(t), t € R, est une équation différen-
tielle linéaire du premier ordre sur R.

3— L’équation Vx(t) = (t—1)z(t —1) + 3", t € Z, est une équation
différence lineaire du premier ordre sur 7.

Définition 3.2 (équation régressive) Si la fonction p est v-régressive (p €
R.), alors léquation dynamique linéaire du premier ordre

est dite v-régressive.

3.1 Equations dynamiques linéaires homogénes

Théoréme 3.1 On suppose quep € R, pourty € T etyy € R fixé. L unique
solution du probléme a valeur initiale :

y'(t) =pltyy(t) teT

y(to) = Yo,

(3.2)

est donné par y(t) = yoéy(t,to), pour tout t € T.
Preuve.

On démontre en premier lieu I'unicité. On supposant qu’il existe y solution
de (3.2). D’aprés la définition de la fonction V- exponentielle, on a
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{ y(t) r YV (0)ép(t to) — y(t)éy (¢, to)
ep(tato)yo Ap<t7t0)ép(p(t)7t0)y0
y¥ (t)ép(t, to) — p(t)y(t)ép(t, to)
ep(t; to)én(p(t), to)yo

yV(t) — p(t)y(t)
ép(p(t), to)yo
—0

ce qui implique que la fonction est constante, donc

~

yO€p('? tO)
y)  _yle) 1
yolp(t,to) — yolp(to, to)
alors toutes les solutions y(t) = yoe,(t, to).
Pour l'existence, par le Théoréme (2.3) on a

[yoes(t: to)]” = yo [6(. t0)] ™
= yop(t)é,(t, 1)
= y()p(t),
donc y(t) = yoé,(t,to) est la solution unique du probléme & valeur initiale
(3.2).

Théoréme 3.2 On suppose quep € R, pourty € T etyg € R fizé. L'unique
solution du probléme a valeur initiale :

yV () =-pty(pt) teT

y(to) = o,

)

(3.3)

est donné par y(t) = yoés,,(t,to), pour tout t € T.

Preuve.

On a O,p € R, car p € R,. Si on remplace y(p(t)) par y(t) — v(t)yV(¢)
dans (3.3), on trouve
—p(t)

Y

yi(t) = 5

1—w(t)p(t)

Ainsi, par le Théoréme (3.1) la solution existe et unique. Donc y(t) = yoés, (t, to)
est la solution unique du probléme & valeur initiale (3.3).

y(t) = 0,p(t)y(t).
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3.2 Equations dynamiques linéaires non homo-

génes

Définition 3.3 [’équation dynamique linéaire non homogéne du premier ordre

y¥(t) = p)y(t) + f(t)

est régressive st p € R, et f: T — R est ld-continue.

Théoréme 3.3 On suppose que p € R, et f: T — R est ld-continue, soit

to € T et yg € R fizés. La solutions unique du probléme

yV(t) = p(t)y(t) + f(t), pour tout t € T
y(to) = vo,

est donné par
y(t) = ép(t, to)yo + /t &,(t, p(s))f(s)Vs.

Preuve.

Soit y est solution du probléme (3.4), on a

0 ]V_y%ép(t,to) y(0)ey
ép<t’t0)ép( ( )7t0

_ Tl ko) — p(t)y
ép(t, to)ep(p(t)

tut(J)

~

(
ep(t’t0> )
(t)

é,y(t, to)
7t0)

_yY() —p(t)y(t)
ép(p(t), to)
f(t

ép(p(t), to)
= f()ey(to, p(1)).

On intégré les deux cotés de cette égalité de t a ¢y et on obtient

y(t) y(t
ép(tato) B p t07t0 / f(s th (s))Vs.

~—

(3.4)
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Donc

y(t) = & (t. fo)yo + / (1 t0)éy (b, p()) f(5) Vs

to

— &yt to)yo + / (1, pl()) F(5)V.

to

Théoréme 3.4 On suppose que p € R et f: T — R est ld-continue soit
to € R zg € R fizé la solution unique du probleme

yV(t) =-p@®y(p(t)) + ft), teT

3.5
y(to) = Yo, (3:9)

est donné par
t
) = ettt [ Eoplt5)F(5)V.
to

Preuve.

Soit y est solution du probléme (3.5). On a

[yep(t)]¥ (8) = 5V ()ep(t,to) + & (¢, t0)y(p (¢))
v(t)ép(t to) + (t)ép(t,to)y
ot o) [V (1) + p(t)y(p (1))
Ep(t; to) f

(t)-

On intégreé les deux cotes de cette égalité de ¢y a t et on obtient

<

|
D>

paO

ot 0)y(t) = Eylta, )yltn) = [ Gyl to)F ()7

to

Donc .
y(t) = 2oyt to)o + / 6p(t,5)f(5)Vs.

to
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3.3 Exemples

Exemple 3.2 On considére le probleme

2V (t) = —x(t) + 28, pour toutt € Z,
{ (t) (t) (36)

z(0) = 0.
Alors, ce probleme est sous la forme (3.4), avec p(t) = —1, f(t) =2', to =0

et xg = 0.
Comme p € R, (Z,R), alors la fonction é_1 (.,.) existe et donnée par

1
é_1(t,s) = (§)t_3 =2 pour tout t,s € Z.

Par le Théoréme 3.3, la solution de (3.6) est

z(t) = él(t,O).O—l—/O é_1(t,p(s))f(s)Vs
t é_l(t, S — 1)28Vs

257t=1 95y ¢

t s=t—1 9—t-1

427 s =27 Y 4t = (4" —1).
s=0

I
S— o >—

3

Donc x(t) = 2_;_1 (4' —1).

Exemple 3.3 On considére le probleme :

{ 2V (t) = =3x(p(t)) + 5t, pour tout t € R, (3.7)

z(0) = 0.

Alors, ce probleme est sous la forme (3.5), avec p(t) = 3, f(t) = 5t, to =0
et xo = 0.
Comme p € R, (R,R), alors la fonction éq 3 (.,.) existe et donnée par

o3 (t,s) =eé 3(t,s) = 6_3(t_s), pour tout t, s € R.

Par le Théoreme 3.4, la solution de (3.7) est
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t
o) = Eat0).0+ [ Sséuats)Vs
0

t
= 5/ e 3% gds
0

t
= 56_3t/ se>*ds.
0

Done x(t) = 3(e™ + 3t — 1).



Chapitre 4

Equation dynamique non-linéaire
du premier ordre

Dans ce chapitre, nous établirons un théoréme d’existence pour I’équation
dynamique non-linéaire du premier ordre avec condition periodique :

yV(t) = f(t,y(t)), pour tout t € Ty,

(4.1)
y(a) = y(b)

Ici, T est une échelle de temps bornée, ot on notera ¢ = minT, b =
max T, Top = T\{a} et f: Ty x R — R est une fonction continue.

Pour obtenir un théoréme d’existence pour probléme (4.1), nous introduirons
la notion de tube-solution associé¢ & (4.1). Cette nouvelle notion est équiva-
lente a la notion de sous- et sur-solution introduite par A.H. Zaidi [10].

Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [4].

4.1 Reésultat d’existence.

Une solution du probléme sera une fonction y € C}(T,R) satisfaisant
(4.1). Introduisons la notion de tube-solution pour le probléme (4.1). C’est a
partir de cette notion que nous obtiendrons notre résultat d’existence.

Définition 4.1 Soit (v, M) € CL(T,R) x C4(T, [0,00)). On dira que (v, M)
est un tube-solution de (4.1) si
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1. (y - v(t)) (f(t,y) — vv(t)> < M(t)MY(t) pour tout t € T, et pour
tout y € R tel que |y — v(t)| = M(t),
2. vV (t) = f(t,v(t)) pour tout t € T, tel que M(t) =0,
3. |v(b) —v(a)| < M(a) — M(b).
Si T est un intervalle réel [a,b], notre définition de tube solution est équi-

valente a la notion de tube solution introduite dans [9] pour d’équations
différentielles ordinaires du premier ordre.

On notera
T(v,M) = {y € CL(T,R) : |y(t) — v(t)| < M(t) pour tout t € T}.
Nous avons besoin des lemmes auxiliaires suivants :

Lemme 4.1 Si g € CL(T,R), alors le probleme périodique

yV(t) +y(t) = g(t), pourtouttcT,,
y(a) = y(b),

(4.2)

admet une solution y € Cl,(T,R) donnée par :

—¢ M & s — L S
u(h) = ealt0) (é_l(a,b) —1 /(a,b]mr e-1(p(s), b)v /(t,b}ﬂT é—l(p<3)’b)v ) |

Preuve.

Soit y est solution du probléme (4.2), on a

[ y(t) ]V _ YV (B)éa(tb) +ea(t, b)y(t) g(t)
_1(t,0) ¢

On intégré les deux cotés de cette égalité sur (¢,b] N'T et on obtient

y(t) = 1 (t,b) (y<b> - /( o %v) | (1.4)
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Par (4.2) et (4.4), on obtient

o o éfl(a7 b) g(s)
wa) =y = p -1 /H () (45)

Donc, en substituant (4.5) en (4.4), d’ou, on trouver la formule (4.3).

Lemme 4.2 Soit une fonctionr € Ciy(T,R) telle quer¥ (t) < 0 pour tout t €
{t € T, :r(t) >0} Sir(a) <r(b), alors r(t) <0, pour tout t € T.

Preuve.
Supposons qu'il éxiste un ¢t € T tel que r (¢) > 0. Comme 7 est continue sur
T, alors il existe un ty € T, tel que

r(tg) = max 7 (t) > 0.

Sitg>p(ty),onav(ty) =to—p(ty) > 0. Alors rV(t,) existe est donnée par

rY(tg) = © (to)yzt:; (to) 5 o,

et comme 7 (to) > 0, alors par hypothése, rV(to) < 0, d’out la contradiction.

Sity>aetty=pl(ty), alors il existe un intervalle [¢,to] tel que
r(t) > 0, pour tout ¢ € [t1,to],
Alors,

to
r (ko) — 7 () = /rV(s)vs <0,
t1
Ce qui contredit la maximalité de r (¢).
Finalement, si to = b, alors par hypotheése, il faudrait que r(a) = r(b).
En prenant ¢y = a, par ce qui précéde, on trouvrait que r(a) < 0, ce que nous
meéne directement & la conclusion.

Lemme 4.3 Soit x : T — R une fonction V-différentiable ent € T. On sait
que la fonction |.| : R\ {0} — [0,00) est différentiable. Sit = p(t), alors

z(t).aV(t)

|z (t)]

2] =
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Afin de démontrer notre théoréme d’existence, nous aurons recours au
probléme modifié suivant.

yV(t) +y(t) = f(t,7(t)) +7(t), pour tout t € T,,

(4.6)
y(a) = y(b),
M—<t> —v v si —
5 = vV Ol
y(t), sily—o(t)] < M(t).(4 .
Définissons 'opérateur 7' : C(T,R") — C(T,R") par |
To(y)(t) =¢-1(t,b) (—e (;(Z)b) - U (é <(p)(>) )( Dy

3 (f(5,9(s) + 7)) o
/(t,b]mr e-1(p(s),b) v ) .

Proposition 4.1 i (v, M) € C}L(T,R) x CL(T,[0,00)) est un tube-solution
de (4.1), alors Uopérateur T : C(T,R) — C(T,R) est compact.

Preuve :

Montrons tout d’abord la continuité de 'opératuer 1" .
Soit (Yn),ey une suite de C(T,R) convergeant vers y dans C(T,R)

T (yn (1)) = T(y(?))]
< [(C+1)[le-(t,0)]

(a,b)NT
< K(C+1) /
m (a,b]NT

ou K :=maxer|é_1(t,0)| , C =

(f(5,7(5)) = f(5,7(s))) + [Hal(s) = Y(s)) ‘Vs,

| (f(5,7n(s)) = F(s,5() | + [ (W, (s) = (s)) I‘Vs,

é_l ((l, b) . ~
—————| et m = minger |€6_1(t,D)].
aled erlea )
Puisqu’il existe une constante R > 0 tel que |y|crr) < R, il existe un
indice N tell que |y,|crr) < R pour tout n > N. Ainsi, f uniformément
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continue sur Ty x Bgr(0). Alors pour £ > 0 donné, il existe un § > 0 tel que

z,y € Rou
eM eM

- <
A E O —ay TV 1D < s E T
tout s € Ty. Par hypothése, il est possible de trouver un indice > N tel que
[Yn — ylo(rr)y < 6 pour n > . Dans ce cas

Toow - Tl < LD [ i

|z —y| <d < pour

< g

ce qui nous convainc de la continuité de T

Montrons maintenant que 'ensemble T'(C'(T,R)) est relativement compact.
Considérons une suite {z, ey de T(C(T,R)) pour tout n € N il existe une
suite (yn)nen € C(T,R) tell que z, = T'(y,(t)) pour tout n € N. Nous avons

M1+ 0) /[ )+ o)) Vs

T(a(t)] < 2

Puisque
U ()| < R, pour tout s € T et tout n € N.

Comme T, x B (0, R) est un ensemble sur T x R et f étant continue sur
T, x B (0, R) , nous pouvons déduire I’existance d’une constante A > 0, telle
que

1f(s,7,(5)] < A, pour tout s € T, et toutn € N.

Donc,
|20 (O)] = T (yn) ()| < %K(l +C)(A+R)(b—a) < 0.

Ainsi, la suite {2, },.y est uniformément bornée sur C(T,R).
D’autre part, pour tout t; < t, € T, on a

|T (yn) (tQ) -T (yn) <t1)|

61 (b ts) — ey (b, 1) EEY

m

<

/ h(s)Vs+ K h(s)Vs.
(a,b)NT (t1,t2]NT
Dong, la suite {2, }nen est équicontinue. Par le théoréme d’Arzela-Ascoli, on

obtient que I'ensemble T'(C(T,R)) est relativement compacte dans C(T, R).
Ainsi, T est compacte.

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat d’existence suivant.
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Théoréme 4.1 Si (v, M) € C(T,R) x CL(T,[0,00)) est un tube-solution
de (4.1), alors le probleme (4.1) posséde une solution y € CL(T, R)NT (v, M).

Preuve.
Par la Proposition 4.1, 'opérateur T' est compacte. Ainsi, par le Théoréme
du point fixe de Schauder, 7" admet un point fixe. Le Lemme 4.1 nous assure
que ce point fixe est une solution du probléme (4.6). Il suffit donc de démon-
trer que pour toute solution y de (4.6), y € T'(v, M).

Considérons 'ensemble A = {t € Ty : |y(t) —v(t)| > M(t)}. Sit € A est
dense a gauche, alors en vertu de Lemme 4.3 sur I’ensemble A = {t € A : t =

p(t)}, on a que

(0 - oft)) = ()7 = HO= RO vy qas)

Sit € A est disperé a gauche, nous avons que

(ly(t) —v(®)] = M(t))"
ly(®) —v(@®)] = y(p(t)) —v(p()] MY ()
)

v(t
) — o) — ylp(®) — o)) — o]
- P OPOE0] M)

o)) (1) = v(1) = Wlp®) = v(p(1))))
vOly(D) — (D)

( ) yvt —vY
y(t) —v(t)]

Nous allons montrer que (Jy(t) — v(t)| — M(¢))Y < 0 pour tout sur A.
Site Aet M(t) >0, alors par hypothése du tube-solution, on a

- MY(1)

) — MY (t).

—U
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(ly(t) — o) = M(t))"

0 —vw) (e —y) W)
|y<> <t>| - M)

_ )(f ")

(v(t) (1)) (<M( L= WD 0D () (e

(1) — v(2) e
* (1) —u(t) M
v
= MO = ) = o0 - d1(0) - 270
< 0.

De plus, si M (t) = 0, alors par hypothése du tube-solution, on a

(ly(t) — o) = M(t))"

: o{0) o) —e
O -Tw)
- \y(t)—v(t)| —|y()—’U( )|_ ()
<0.
En posant r(t) = |y(t) — v(t)] — M(t), il en résulte que rV(t) < 0 pour

tout ¢t € {t € Ty : r(t) > 0}. De plus, par hypothése du tube-solution,
remarquons que r(a) —r(b) < |v(a) —v(b)| — (M(a) — M (b)) < 0. Ainsi, les
hypothéses du Lemme 4.2 sont satisfaites, ce qui démontre le théoréme.

4.2 Exemples

Dans cette partie nous donnons quelques exemples d’applications.
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Exemple 4.2.1 On considere [’équation différentielle suivante :

oV (t)=— |z )Pz (t)+x(t), teT
(4.9)
x(a) =z (D).
Ici, f(t,x) = —|z[°x + x, est continue sur T x R. Soit M (t 1, pour

) =
t € T. Montrons que (v, M) = (0,1) est un tube-solution de (4.9). En effet,
ona vV (t) =0,
MV (t) =0, et [v(1) —v(0)] =0 < M(0) — M(1) =0.
Pour x € R tel que |x —v(t)| = M(t), alors |z| =1, et on a pourt € T

(= v®) (f(t.2) = 0% (1) = @) (= e O s @) +2() )
= —fa|* +[z[> =0
< M(t)MY(t) = 0.

Du Théoreme 4.1, on déduit que le probléme (4.9) admet une solution x
telle que

[z ()] <1, pour tout t € T.
Exemple 4.2.2 On considére le probléme périodique suivant :
—x3(t) +3 -2t
V(t) = ™ )j— pour tout t € T, = (1,2],
Vit (4.10)
z(1) = x(2).
—2® +1 -2t
Iei, f(t,x) = % est continue sur T x R. On peut vérifier que

(v, M) = (0,1) est un tube-solution pour (4.10). En effet, ona vV (t) = 0,
MY (t) =0, et |v(1) —v(0)| =0 < M(0) — M(1) = 0.
Pour z € R tel que |z — v(t)| = M(t), alors x = 1 ou & = —1, et on a pour
teT

—x® +3—2t

(e = o) (f6:2) =07 (1)) = (@) (=)

six=—1,

six=1,

<0= MV pour tout ¢ € [1,2].
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D’aprés le Théoréme 4.1, le probléme (4.10) admet une solution z telle que
|z(t)| < 1 pour tout ¢ € [1,2].

Remarque 4.1 La notion de tube solution de probléme (4.1) est équivalente
a la notion de sous- et sur-solution « et B introduite dans [10]. Rappelons
cette définition.

Définition 4.2 Soit « et § deux fonctions V-différentiables sur (0, b]r. On
dit que « est une sous-solution de (4.1) sur [0, b]r si

(i) aV(t) < f(t,a(t)), pour tout t € (0,b]r;

(i) «(0) = «(b).
De méme, on dit que 3 est une sur solution de (4.1) sur [0, b]r si

(i) BY(t) > f(t,B(t)), pour tout t € (0,b]r;

(i) B(0) = B(b).

Remarquons, si a et [ sont respectivement des sous- et des sur solutions
de (4.1) telles que «(t) < B(t) pour tout t € (0, b]r, alors le couple (v, M) =
((a+5)/2,(8 — «)/2) est un tube-solution pour (4.1). De plus, si (v, M)
est un tube solution pour(4.1) avec v(0) = v(b), et M(0) = M (b), alors
a=v— M et f=uv+ M sont respectivement sous et sur-solution de (4.1).

Exemple 4.2.3 Considérons le probléme :

2V(t) = —a3(t) —t, pour tout t € (0, 1]y;
(4.11)

On peut vérifier que (v, M) = (0,1) est un tube-solution de (4.11). Par le
Théoréme 4.1, le probléme (4.11) posséde une solution z telle que |z ()| < 1
pour tout ¢ € (0,1]r. De plus, nous avons « = v — M et § = v + M sont
respectivement des sous- et des sur-solutions de (4.11) et —1 < x(t) < 1
pour tout ¢ € [0, 1].



Conclusion

Dans ce mémoire, nous présentons des résultats d’existence de solutions
pour des équations dynamiques linéaires du premier ordre sur les échelles de
temps. Aussi, nous présentons un résultat d’existence de solutions pour d’
équation dynamique non linéaire du premier ordre sur I’échelle de temps, ce
résultat est obtenu grace a la notion de tube solution et théoréme de point
fixe de Schauder.
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