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Introduction

La théorie des échelles de temps a été introduite par Stéphan Hilger dans
sa thèse de doctorat en 1988, a�n d'uni�er l'analyse continue et l'analyse
discrète en developpant une théorie sur les équations dynamiques sur les
échelles de temps, la où on peut produire des resultats plus généraux qui
peuvent etre appliquer dans plusieurs domaines continus et discrets.

Les équations dynamiques sur les échelles de temps on été étudiées par
plusieurs auteurs en utilisant les théorémes du points �xes, la méhode des
sous et sur solutions, la méhode de tube solution (voir [2, 3, 5, 6, 7, 10]...).

Dans ce mémoire, nous présentons des résultats d'existence de solutions
pour d'équations dynamiques du premier ordre sur les échelles de temps.
L'intérêt pour l'existence de solutions d'équation di�érentielle non-linéaire
ne date pas d'hier. Beaucoup de résultats connus sur le sujet font appel à la
technique appelée majoration a priori des solutions.

L'objectif est de modi�er le problème initial judicieusement de sorte que si
l'on prouve qu'une solution du problème modi�é existe, elle est aussi solution
du problème initial.

Ce mémoire est composé de quatre chapitres.

Dans le Chapitre 1, nous présentons les résultats principaux sur la ∆-
di�érentiabilité et ∆-intégrabilité sur les échelles de temps, et nous rappelons
quelques dé�nitions et théoremes de l'analyse fonctionnelle.

Dans le Chapitre 2, nous présentons les résultats principaux sur la ∇-
di�érentiabilité, ∇-intégrabilité et la fonction exponentielle sur les échelles
de temps.

Dans le Chapitre 3, nous étudierons des équations dynamiques linéaires
homogènes et non homogènes du premier ordre, nous donnons quelque ré-
sultats d'éxistence de solutions des problèmes à valeurs initiales et quelques
exemples des problèmes associés.
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Dans le Chapitre 4, nous introduirons une notion de tube-solution pour
obtenir un théorème d'existence pour l'équation dynamique non-linéaire du
premier ordre avec condition periodique. Cette nouvelle notion est équiva-
lente à la notion de sous- et sur-solution introduite par A.H. Zaidi [10]. L'ob-
jectif de cette méthode est de prouver que si une solution y ∈ C1

ld(T,R)
existe, alors elle est incluse dans un tube solution, i.e. on peut trouver des
fonctions v ∈ C1

ld(T,R) et M ∈ C1
ld([0, b], [0,∞))) telles que

|y(t)− v(t)| ≤M(t) pour tout t ∈ T.

Dans le cas des systèmes d'équations dynamiques, les notions de sous- et de
sur-solution ont été généralisées pour celle de tube-solution par H. Gilbert
[7] lorsque le système est du premier ordre.

Mots Clés : Calculs sur les échelles de temps, équation dynamique du
premier ordre, conditions aux limites, sous et sur solutions, tube-solution,
théorèmes d'existence, théorème du point �xe de Schauder.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats principaux sur la ∆-
di�érentiabilité et ∆-intégrabilité sur les échelles de temps, et nous rappelons
quelques dé�nitions et théoremes de l'analyse fonctionnelle. Pour plus de dé-
tails, le lecteur pourra consulter [1, 2, 3, 4].

1.1 Calculs sur les échelles de temps

Dé�nition 1.1 Une échelle de temps T est un ensemble non vide fermé de
l'ensemble de nombre réels R.

Exemple 1.1.1 Les ensembles R, Z et N sont des échelles de temps, tandis
que les ensembles Q, R \Q, C et ]0; 1[ ne sont pas des échelles de temps.
On sous-entend que la topologie de T est induite par celle de R.

Dé�nition 1.2 Soit T une echelle de temps. Pour t ∈ T, On dé�nit :

i) L'opérateur de saut-avant σ : T→ T par

σ(t) : = inf {s ∈ T : s > t} .

ii) L'opérateur de saut-arriere ρ : T→ T par

ρ(t) : = sup {s ∈ T : s < t} .

iii) - La fonction de granulation en avant µ : T→[0,∞) par

µ(t) : =σ(t)− t.



1.1 Calculs sur les échelles de temps 6

- La fonction de granulation en arrière : ν : T→ [0,∞) par

ν(t) := t− ρ(t)

Par convention, on suppose :

inf φ = supT (i.e σ(t) = t si T admet un maximum t)

supφ = inf T (i.e ρ(t) = t si T admet un minimum t).

Dé�nition 1.3 Soit T échelle de temps, t ∈ T :

1) Si σ(t) > t, on dit que t est un point dispersé à droite (rs).

2) Si σ(t) = t et t < supT, on dit que t est un point dense à droite (rd).

3) Si ρ(t) < t, on dit que t est un point dispersé à gauche (ls).

4) Si ρ(t) = t et t > inf T, on dit que t est un point dense à gauche (ld).

5) Si un point est dispersé à droite et à gauche,(i.e ρ(t) < t < σ(t)), on dit
qu'il est isolé.

6) Si un point est dense à droite et à gauche,(i.e t=σ(t)=ρ(t)), on dit qu'il
est dense.

Dé�nition 1.4 Soit f : T→ R une fonction.
- On dé�nit la fonction fσ : T→ R par

fσ(t) := (f ◦ σ)(t) = f(σ(t)), pour tout t ∈ T.

- On dé�nit la fonction fρ : T −→ R par

fρ(t) := (f ◦ ρ)(t) = f(ρ(t)), pour tout t ∈ T.

Exemple 1.1 Soit T une échelle de temps, t ∈ T.
1. Pour T = R, on a :

σ(t) = inf{s ∈ R : s > t} = inf(t,∞) = t.

ρ(t) = sup{s ∈ T : s < t} = sup(−∞, t) = t.

Donc, chaque point de R est dense : µ(t) = ν(t) = 0 .
2. Pour T = Z on a :

σ(t) = inf{s ∈ Z : s > t}
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= inf{t+ 1, t+ 2, t+ 3, ...} = t+ 1

ρ(t) = sup{s ∈ Z : s < t}

= sup{t− 1, t− 2, t− 3, ...} = t− 1.

Donc, chaque point de Z est isolé et on a : µ(t) = ν(t) = 1.

Dé�nition 1.5 Soit T une échelle de temps, t ∈ T :

i) Si T admet un maximum M dispersé à gauche, on pose Tk = T−{M},
sinon Tk = T.

ii) Si T admet un minimum m dispersé à droite, on pose Tk = T− {m},
sinon Tk = T.

Exemple 1.2 Soit a, b ∈ R tel que a < b et soit T = [a, b]
1. Si b est dense a gauche [a, b]k = [a, b] .
2. Si b est dispersé a gauche [a, b]k = [a, b) = [a, ρ(b)].

Dé�nition 1.6 Une fonction f : T → R est dite régulière, si sa limite à
droite existe en tout point dense à droite de T, et sa limite à gauche existe
en tout point dense à gauche de T.

Dé�nition 1.7 Une fonction f : T → R est dite rd-continue si elle est
continue en tout point dense à droite de T, et si sa limite à gauche existe et
�nie en tout point dense à gauche de T.
On note :
− L'ensemble des fonctions f : T→ R qui sont rd-continues sur T par

Crd = Crd(T) = Crd(T,R).

Théorème 1.1 Soit f : T→ R et g : T→ R on a :
1. Si f est continue, alors f est rd-continue.
2. Si f est rd-continue, alors f est régulière.
3. L'opérateur de saut à droite σ est rd-continue.
4. Si f est rd-continue (resp. régulière), alors f ◦ σ est rd-continue (resp.
régulière).
5. Si f est rd-continue (resp. régulière ) et g est continue, alors g ◦ f est
rd-continue (resp. régulière).
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1.2 ∆-di�érentiabilité

Dé�nition 1.8 Soit f : T→ R une fonction et soit t ∈ Tk. On dit que f est
∆-di�érentiable en t s'il existe un nombre réel f∆(t) ∈ R tel que pour tout
ε > 0, il existe un voisinage U de t (i.e, U = (t − δ, t + δ) ∩ T pour certain
δ > 0) tel que∣∣fσ(t)− f(s)− f∆(t)(σ(t)− s)

∣∣ ≤ ε|σ(t)− s|, pour touts ∈ U .

On appelle f∆(t) la ∆-dérivée de f en t.
Si f est ∆-di�érentiable en tout t ∈ Tk, alors f∆ : Tk → R est appelée la
delta dérivée de f sur Tk.

- L'ensemble des fonctions f : T→ R qui sont di�érentiables et ses dérivées
sont rd-continues sur T par

C1
rd = C1

rd(T) = C1
rd(T,R).

Exemple 1.3 Soit f : T→ R une fonction
1. Pour T = R. on a σ(t) = t alors :

f∆(t) = lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s
= f ′(t).

2. Pour T = R. on a σ(t) = t+ 1 alors :

f∆(t) =
f(σ(t))− f(t)

σ(t)− t
= f(t+ 1)− f(t) = ∆f(t)

où ∆ l'opérateur de di�érence .

Théorème 1.2 Soit f : T→ R une fonction et soit t ∈ Tk.

1) Si f est ∆-di�érentiable en t, alors f est continue en t.

2) Si t est dispersé à droite et f est une fonction continue en t, alors f est
di�érentiable en t et

f∆(t) =
f(σ(t))− f(t)

µ(t)
.
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3) Si t est dense à droite alors f est ∆-di�érentiables en t, si seulement si

lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s
existe et �nie. Dans ce cas on a

f∆(t) = lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s
.

4) Si f est ∆-di�érentiable en t, alors

fσ (t) = f (t) + µ (t) f∆ (t) . (1.1)

Exemple 1.4 Soit f : T→ R une fonction dé�nie par :

1. f(t) = α pour tout t ∈ T, où α ∈ R est constante. alors f∆(t) = 0 par
ce que on a pour tout ε > 0

|[f(σ(t))− f(s)]− 0[σ(t)− s]| = |α− α| = 0 ≤ ε|σ(t)− s|

pour tout s ∈ T.
2. f(t) = t pour tout t ∈ T, alors f∆(t) = 1, par ce que on a pour tout
ε > 0 :

|[f(σ(t))−f(s)]−1[σ(t)−s]| = |(σ(t)−s)−(σ(t)−s)| = 0 ≤ ε|σ(t)−s|

pour tout s ∈ T.

Théorème 1.3 Soient f, g : T → R deux fonctions ∆-di�érentiables en
t ∈ Tk alors :

1) f + g : T→ R est ∆-di�érentiable en t et

(f + g)∆(t) = f∆(t) + g∆(t).

2) Pour tout constante α ∈ R. αf : T→ R est ∆-di�érentiable en t et

(αf)∆ (t) = αf∆ (t) .

3) fg : T→ R est ∆-di�érentiable en t et

(fg)∆(t) = f∆(t)g(t)+f(σ(t))g∆(t) = f(t)g∆(t)+f∆(t)g(σ(t)). (1.2)
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4) Si f(t)fσ (t) 6= 0, alors
1

f
est ∆-di�érentiable en t et

(
1

f

)∆

(t) = − f∆(t)

f(t)f(σ(t))
.

5) Si g(t)gσ (t) 6= 0, alors
f

g
est ∆-di�érentiable en t et

(
f

g

)∆

(t) =
f∆(t)g(t)− f(t)g∆(t)

g(t)g(σ(t))
. (1.3)

Exemple 1.5 Soit f : T→ R une fonction dé�nie par f(t) = t2, on a :

f∆(t) = lim
s→t

f(σ(t))− f(s)

σ(t)− s
= lim

s→t

(σ(t))2 − s2

σ(t)− s
= σ(t) + t pour tout t ∈ Tk

1. Si T = R, on a σ(t) = t et ρ(t) = t, alors :

f∆(t) = f ′(t) = 2t.

2. Si T = hZ, on a σ(t) = t+ h et ρ(t) = t− h alors :

f∆(t) = 2t+ h.

Pour h = 1 (i, eT = Z) on a f∆(t) = ∆f(t) = 2t+ 1.

Remarque 1.1 La règle (fog)∆ = f∆(g(t)).g∆(t), n'est pas véri�e pour
toutes les échelles de temps.

Théorème 1.4 Soit f : R→ R une fonction continûment di�érentiable et
g : T→ R une fonction delta di�érentiable. Alors fog est delta di�érentiable
et on a :

(fog)∆(t) =

{∫ 1

0

f ′(g(t) + hµ(t)g∆(t))dh

}
g∆(t).

Exemple 1.6 Soit g :Z→ R et f : R → R telle que : g(t) = t2 et f(x) =
exp(x). on a

g∆(t) = 2t+ 1, f ′(x) = exp(x) et (fog)(t) = exp(t2).
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D'après le théorème (1.2), on a :

(fog)∆(t) =

{∫ 1

0

f ′(g(t) + hµ(t)g∆(t)dh

}
g∆(t)

= (2t+ 1)

∫ 1

0

exp(t2 + h(2t+ 1))dh

= exp(t2)(exp(2t+ 1)− 1)

D'autre part on calcule (fog)∆(t) sur Z :

(fog)∆(t) = ∆f(g(t)) = f(g(t+ 1))− f(g(t))

= exp(t2)(exp(2t+ 1)− 1).

1.3 ∆-intégrabilité

Dé�nition 1.9 La fonction F : T→ R est dite la ∆-antidérivée de f : T→
R si

F∆(t) = f(t), pour chaque t ∈ Tk.

- On dé�nit l'intégrale de Cauchy par :∫ b

a

f(t)∆(t) = F (b)− F (a), pour tout a, b ∈ T.

Dé�nition 1.10 Soit f : T→ R une fonction régulière , on dé�nit l'intégrale
indé�nie par : ∫

f(t)∆(t) = F (t) + c,

où c est une constante arbitraire et F est la ∆-antidérivée de f .

Théorème 1.5 Toute fonction rd-continue possède une ∆-antidérivée. En
particulier ,si t0 ∈ T, alors la fonction F dé�nit par :

F (t) =

∫ t

t0

f(τ)∆τ, pour tout t ∈ T,

est une ∆-antidérivée de f .
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Théorème 1.6 Tout fonction continue f sur [a, b] est ∆-intégrable.

Théorème 1.7 Si f ∈ Crd et t ∈ Tk, alors∫ σ(t)

t

f(τ)∆(τ) = µ(t)f(t).

Théorème 1.8 Si a, b, c ∈ T, α ∈ R et f, g ∈ Crd, alors :
1.
∫ b
a
[f(t) + g(t)]∆t =

∫ b
a
f(t)∆t+

∫ b
a
g(t)∆t.

2.
∫ b
a
(αf(t))∆t = α

∫ b
a
f(t)∆t.

3.
∫ b
a
f(t)∆t = −

∫ a
b
f(t)∆t.

4.
∫ b
a
f(t)∆t =

∫ c
a
f(t)∆t+

∫ b
c
f(t)∆t.

5.
∫ b
a
f(σ(t))g∆(t)∆t = (fg)(b)− (fg)(a)−

∫ b
a
f∆g(t)∆t.

6.
∫ b
a
f(t)g∆(t)∆t = (fg)(b)− (fg)(a)−

∫ b
a
f∆(t)g(σ(t))∆t.

7.
∫ a
a
f(t)∆t = 0.

8. Si |f(t)| ≤ g(t) sur [a, b], alors |
∫ b
a
f(t)∆t| ≤

∫ b
a
g(t)∆t.

9. Si f(t) ≥ 0 pour tout a ≤ t ≤ b alors
∫ b
a
f(t)∆t ≥ 0.

Théorème 1.9 Soient a, b ∈ Tet f ∈ Crd
1.Si T = R, alors ∫ b

a

f(t)∆t =

∫ b

a

f(t)dt

où l'intégrale à droite est l'intégrale usuelle de Riemann.
2. Si [a, b] ne contient que des points isolés, alors

∫ b

a

f(t)∆t =



∑
t∈[a,b)

µ(t)f(t) si a<b

0 si a=b

−
∑
t∈[a,b)

µ(t)f(t) si a>b
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3. Si T = Z alors

∫ b

a

f(t)∆t =



b−1∑
t=a

f(t) si a<b

0 si a=b

−
a−1∑
t=b

f(t) si a>b

Exemple 1.7 Soit T une échelle de temps :
1. Soit a, b ∈ T, on a :∫ b

a

c∆t = c

∫ b

a

1∆t = c(b− a).

2. On calculons
∫ t

0
s∆s sur T :

-Pour T = R on a : ∫ t

0

s∆s =

∫ t

0

sds =

[
1

2
s2

]t
0

=
1

2
t2.

-Pour T = Z on a : ∫ t

0

s∆s =
t−1∑
s=0

s =
t(t− 1)

2
.

1.4 Rappels d'analyse fonctionnelle

Dé�nition 1.11 (Espace de Banach) On appelle espace de Banach tout es-
pace vectoriel normé complet sur les corps C ou R.

Soit J := [a, b] un intervalle de R. C(J,R) est l'espace de Banach des fonctions
x continues dé�nie de J dans R avec la norme

‖x‖∞ = sup
t∈J
|x(t)|.

Dé�nition 1.12 Soient E et F deux espaces de Banach et T : E −→ F
est une fonction continue. On dit que T est compacte si T (E) est compact.
On dit que T est complètement continue si T (B) est compact pour tout sous-
ensemble borné B ⊂ E.
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Dé�nition 1.13 (Ensemble équicontinue) Un ensemble F de C([a, b],R) est
dit équicontinu, si pour tout ε > 0 il existe δ > 0, tel que, pour tout t1, t2 ∈
[a, b], |t2 − t1| ≤ δ on a :

‖f(t2)− f(t1)‖ ≤ ε, pour tout f ∈ F.

Dé�nition 1.14 (Ensemble uniformément borné) F est dit uniformément
borné dans C([a, b],R) s'il existe un nombre réel M > 0 tel que ‖y‖∞ ≤ M
pour tout y ∈ F .

Théorème 1.10 (Arzela-Ascoli) Soit B ⊂ C([a, b],R), B est relativement
compact dans C([a, b],R) si et seulement si :

(a) B est uniformément borné.

(b) B est équicontinu.

Théorème 1.11 (Théorème du point �xe de Schauder) Soit C un sous-
ensemble convexe, fermé, borné, non vide d'un espace de Banach E et A :
C → C une application compact i.e (A(C) est compact). Alors A admet au
moins un point �xe (i.e il existe un point x0 dans C tel que f(x0) = x0).



Chapitre 2

∇-di�érentiabilité et
∇-intégrabilité sur les échelles de
temps

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats principaux sur la ∇-
di�érentiabilité, ∇-intégrabilité et la fonction exponentielle sur les échelles
de temps.

Dé�nition 2.1 Une fonction f : T −→ R est dit ld-continue si elle est
continue en tout point dense a gauche de T,et si sa limite a droite existe et
�nie en tout point dense a droite de T
On note :
L'ensemble des fonction f : T −→ R qui sont ld-continues sur T par

Cld = Cld(T) = Cld(T,R).

Proposition 2.1 Les espaces Cld (T,R) et C (T,R) sont des espaces de Ba-
nach pour la norme

‖f‖∞ = sup
t∈[a,b]T

|f (t)| .

Théorème 2.1 Soit f : T→ R et g : T→ R deux fonctions, on a :

1. Si f est continue ,alors f est ld-continue.

2. Si f est ld-continue ,alors f est régulière.
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3. l'opérateur ρ est ld-continue.

4. Si f est ld-continue, alors fρ est ld-continue.

2.1 ∇-di�érentiabilité
Dé�nition 2.2 Soit f : T −→ R une fonction et soit t ∈ Tk, on dit que f
est ∇-di�érentiable en t s'il existe un nombre réel f∇(t) ∈ R tel que pour
tout ε > 0, il existe un voisinage U de t (i.e U = (t−δ, t+δ)∩T pour certain
δ > 0) telle que

|fρ(t)− f(s)− f∇(t)(ρ(t)− s)| ≤ ε|ρ(t)− s|, pour tout s ∈ U

On appelle f∇(t) la ∇-dérivée de f en t.
si f est ∇-di�érentiable en tout t ∈ Tk , alors f : Tk −→ R est appelée la ∇
dérivée de f sur Tk.
- L'ensemble des fonctions f : T −→ R qui ∇-di�érentiables et ses dérivées
sont ld-continues sur T par

C1
ld = C1

ld(T) = (T,R).

Théorème 2.2 Soit f : T −→ R une fonction et soit t ∈ Tk.
1) Si f est ∇-di�érentiable en t, alors f est continue en t.

2) Si t est dispersé à gauche et f est une fonction continue en t, alors f
est ∇-di�érentiable en t et

f∇(t) =
f(t)− f(ρ(t))

ν(t)

3) Si t est dense à gauche alors f est ∇-di�érentiable en t, si et seulement

si lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s
existe et �nie .Dans ce cas on a

f∇(t) = lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s
4) Si f est ∇-di�érentiable en t, alors

fρ(t) = f(t)− ν(t)f∇.
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Preuve .

1) Supposons que f est ∇-di�érentiable en t, soit 0 < ε < 1. On dé�nit
ε
′
= ε[1 + |f∇(t)|+ 2ν(t)]−1, alors 0 < ε

′
< 1.

La dé�nition de la ∇-dérivée, entraine, qu'éton donné 0 < ε
′
< 1, il existe

un voisinage Vt de t, alors∣∣f(ρ(t))− f(s)− f∇(t) (ρ(t)− s)
∣∣ ≤ ε

′ |ρ(t)− s|

pour s ∈ Vt. alors on a pour tout s ∈ Vt∩]t− ε′ , t+ ε
′
[ et

|f (t)− f (s) | ≤
∣∣∣ [fρ(t)− f(s)− f∇(t) (ρ(t)− s)

]
−
[
fρ(t)− f(t) + ν(t)f∇(t)

]
+ f∇(t) (t− s)

∣∣∣
≤ ε

′| (ρ(t)− s) |+ ε
′
ν(t) + |f∇(t)||t− s|

≤ ε
′
[ν + |t− s|+ ν(t) + |f∇(t)|]

≤ ε.

d'où la continuité de f .

(ii) Supposons que f est continue en t et t est dispersé à gauche. Par
continuité

lim
s→t

f(ρ(t))− f(s)

ρ(t)− s
=
f(ρ(t))− f(t)

ρ(t)− t
=
f(t)− f(ρ(t))

ν(t)
.

Par conséquent, étant donné ε > 0, il existe un voisinage Vt de t, tel que∣∣∣∣f(ρ(t))− f(s)

ρ(t)− s
− f(t)− f(ρ(t))

ν(t)

∣∣∣∣ ≤ ε

pour tout s ∈ Vt. Il s'ensuit que∣∣∣∣[f(ρ(t))− f(s)]− f(t)− f(ρ(t))

ν(t)
(ρ(t)− s)

∣∣∣∣ ≤ ε|ρ(t)− s|

pour tout s ∈ Vt. Donc

f∇(t) =
f(t)− f(ρ(t))

ν(t)
.
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Théorème 2.3 Soient f, g : T −→ R deux fonctions ∇-di�érentiable en
t ∈ Tk alors

1. f + g : T −→ R est ∇-di�érentiable en t et

(f + g)∇(t) = f∇(t) + g∇(t).

2. Pour tout constant α ∈ R.αf : T −→ R est ∇-di�érentiable en t et

(αf)∇(t) = αf∇(t).

3. fg : T −→ R est ∇-di�érentiable en t et

(fg)∇(t) = f∇(t)g(t) + f(ρ(t))g∇(t) = f(t)g∇(t) + f∇(t)g(ρ(t))

4. Si f(t)fρ(t) 6= 0, alors
1

f
est ∇-di�érentiable en t et(

1

f

)∇
(t) = − f∇(t)

f(t)f(ρ(t))
.

5. Si g(t)gρ(t) 6= 0, alors
f

g
est ∇-di�érentiable en t et(

f

g

)∇
(t) =

f∇(t)g(t)− f(t)g∇(t)

g(t)g(ρ(t))
.

6. Si f et f∇ sont continues, alors(∫ t

a

f(t, s)∇s
)∇

= f(ρ(t), t) +

∫ t

a

f∇(t, s)∇s.

Exemple 2.1.1 Soit f : T→ R une fonction dé�nie par f(t) = t2, on a :

f∆(t) = lim
s→t

f(σ(t))− f(s)

σ(t)− s
= lim

s→t

(σ(t))2 − s2

σ(t)− s
= σ(t) + t pour tout t ∈ Tk

f∇(t) = lim
s→t

f(ρ(t))− f(s)

ρ(t)− s
= lim

s→t

(ρ(t))2 − s2

ρ(t)− s
= ρ(t) + t pour tout t ∈ Tk

1. Si T = R on a σ(t) = t et ρ(t) = t, alors :

f∆(t) = f ′(t) = 2t et f∇(t) = f ′(t) = 2t

2. Si T = hZ , on a σ(t) = t+ h et ρ(t) = t− h , alors :

f∆(t) = 2t+ h et f∇(t) = 2t− h

Pour h = 1 (i.e T = Z) on a f∆(t) = ∆f(t) = 2t + 1 et f∇(t) =
∇f(t) = 2t− 1 où ∇ est l'opérateur de di�érence arrière .
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Théorème 2.4 (Relation entre ∇-dérivée et ∆-dérivée)

1. Si f : T→ R est ∇-di�érentiable sur Tκ et si f∇ est continue sur Tκ,
alors f est ∆-di�erentiable sur Tκ et

f∆(t) = f∇(σ(t)) pour tout t ∈ Tκ.

2. Si f : T→ R est ∆-di�érentiable sur Tκ et si f∆ est continue sur Tκ,
alors f est ∇-di�erentiable sur Tκ et

f∇(t) = f∆(ρ(t)) pour tout t ∈ Tκ.

Remarque 2.1 - Si T = R, la ∆-dérivée ( la ∇-dérivée) équivaut à la dé-
rivée au sens classique et les équations aux échelles de temps deviennent des
équations di�érentielles.
- Si T = Z, les équations aux échelles de temps deviennent des équations aux
di�érences �nies.

2.2 ∇-intégrabilité
Dé�nition 2.3 La fonction F : T→ R est dite la ∇-antidérivée de f : T→
R si

F∇(t) = f(t), pour chaque t ∈ Tk.

- On dé�nit l'intégrale de Cauchy par :∫ b

a

f(t)∇(t) = F (b)− F (a), pour tout a, b ∈ T.

Dé�nition 2.4 Soit f : T→ R une fonction régulière , on dé�nit l'intégrale
indé�nie par : ∫

f(t)∇(t) = F (t) + c,

où c est une constante arbitraire et F est la ∇-antidérivée de f .

Théorème 2.5 Toute fonction ld-continue f : T→ R a une ∇-antidérivée.
En particulier ,si t0 ∈ T, alors la fonction F dé�nit par :

F (t) =

t∫
t0

f(τ)∇(τ), pour tout t ∈ T,
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est une ∇-antidérivée de f .

Théorème 2.6 Si f ∈ Cld et t ∈ Tk, alors
t∫

ρ(t)

f(τ)∇(τ) = ν(t)f(t).

Preuve .

D'aprés le Théorème 2.5, il existe une ∇-antidérivée F de f , on a :

F∇(t) = f(t) et F (t)− F (ρ(t) = ν(t)F∇(t)

et ∫ t

ρ(t)

f(τ)∇(τ) = F (t)− F (ρ(t))

= ν(t)F∇(t)

= ν(t)f(t).

Théorème 2.7 Si f∇ ≥ 0, alors f est croissante.

Preuve .

Soit f∇ ≥ 0 pour tout t ∈ [a, b]T et soit s, t ∈ T avec a ≤ s ≤ t ≤ b, on a∫ t

s

f∇(τ)∇(τ) ≥ 0 et

∫ t

s

f∇(τ)∇(τ) = f(t)− f(s).

D'où f(t)− f(s) ≥ 0, alors f(t) ≥ f(s).
Donc f est croissante.

Théorème 2.8 Si a, b, c ∈ T, α ∈ R et f, g ∈ Cld, alors :

1.
∫ b
a
[f(t) + g(t)]∇t =

∫ b
a
f(t)∇t+

∫ b
a
g(t)∇t.

2.
∫ b
a
(αf(t))∇t = α

∫ b
a
f(t)∇t.

3.
∫ b
a
f(t)∇t = −

∫ a
b
f(t)∇t et

∫ a
a
f(t)∇t = 0.
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4.
∫ b
a
f(t)∇t =

∫ c
a
f(t)∇t+

∫ b
c
f(t)∇t.

5.
∫ b
a
f(ρ(t))g∇(t)∇t = (fg)(b)− (fg)(a)−

∫ b
a
f∇g(t)∇t.

6. Si |f(t)| ≤ g(t) sur [a, b], alors |
∫ b
a
f(t)∇t| ≤

∫ b
a
g(t)∇t.

7. Si f(t) ≥ 0 pour tout a ≤ t ≤ b alors
∫ b
a
f(t)∇t ≥ 0.

Théorème 2.9 Soient a, b ∈ T et f ∈ Cld.
1. Si T = R, alors

b∫
a

f(t)∇t =
b∫
a

f(t)dt

où l'intégrale à gauche est l'intégrale usuelle de Riemann.

2. Si [a, b] ne contient que des points isolé, alors

∫ b

a

f(t)∇(t) =



∑
t∈[a,b]

ν(t)f(t), si a < b

0 si a = b

−
∑

t∈[a,b]

ν(t)f(t), si a > b

3. Si T = Z, alors

∫ b

a

f(t)∇(t) =



b−1∑
t=a

f(t), si a < b

0 si a = b

−
a−1∑
t=b

f(t), si a > b

Preuve .

1. Si T = R, on a f∇(t) = f ′(t), alors
∫ b
a
f∇(t)∇t =

∫ b
a
f ′(t)dt

2. [a; b] est un intervalle qui ne contient que des points isolés, donc
[a, b] = {t0, t1, ..., tn}, ou a = t0 < t1 < t2... < tn = b, d'aprés (4) du
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Théorème 2.8, alors∫ b

a

f(t)∇t =
n−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

f(t)∇t

=
n−1∑
i=0

∫ ti+1

ρ(ti+1)

f(t)∇t

=
n−1∑
i=0

ν(ti+1)f(ti+1)

=
∑
t∈(a,b]

ν(t)f(t).

3. Pour T = Z, on a ν(t) = 1 et d'aprés (2), donc

∫ b

a

f(t)∇t =



b−1∑
t=a

f(t) si a < b

0 si a = b

−
a−1∑
t=b

f(t) si a > b

Exemple 2.1 Soit T une échelle de temps :
1. Soit a, b ∈ T, on a :∫ b

a

c∇t = c

∫ b

a

1∇t = c(b− a).

2. On calculons

∫ t

0

s∇s sur T :

-Pour T = R on a : ∫ t

0

s∇s =

∫ t

0

sds =

[
1

2
s2

]t
0

=
1

2
t2.

-Pour T = Z on a : ∫ t

0

s∇s =
t−1∑
s=0

s =
t(t− 1)

2
.
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2.3 la fonction exponentielle

Dans cette section, nous dé�nissons une fonction importante sur une
échelle de temps qui généralise la fonction exponentielle sur R.

Dé�nition 2.5 Une fonction p : T→ R est dite ν-régressive si :

1− ν(t)p(t) 6= 0, pour tout t ∈ Tκ.

On note L'ensemble des fonctions ν-régressives et ld-continues par Rν et on
note par R+

ν = {p ∈ Rν : 1 − ν(t)p(t) > 0} pour tout t ∈ T l'ensemble des
fonctions ν-régressives positives.

Remarque 2.2 Si p ∈ Cld et p(t) ≤ 0, pour tout t ∈ T, alors p ∈ R+
ν .

Dé�nition 2.6 On dé�nit
� L'addition ⊕ν dans Rν(T) par

(p⊕νq)(t) = p(t)+q(t)−p(t)q(t)ν(t), pour tout t ∈ Tk, et p, q ∈ Rν .

� La soustraction 	ν dans Rν(T) par

(p�νq)(t) = p(⊕ν(	νq))(t) =
p(t)− q(t)

1− ν(t)q(t)
, pour tout t ∈ Tk, et p, q ∈ Rν .

Remarque 2.3 (Rν(T),⊕ν) est un groupe commutatif.

Dé�nition 2.7 Si p ∈ Rν, alors on dé�nit la fonction nabla exponentielle
êp par :

êp(t, s) =


exp

(
−
∫ t

s

log(1− ν(τ)p(τ))

ν(τ)
∇τ
)
, si ν > 0,

exp
(∫ t

s

p(τ)∇τ
)
, si ν = 0,

pour t, s ∈ T. Où log désigne le logarithme nipérien.

Théorème 2.10 Si p ∈ Rν, alors la fonction nabla exponentielle êp(., t0) :
T→ R est une solution du problème à valeur initiale :

x∇(t) = px(t), x(t0) = 1.
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Lemme 2.1 Si p ∈ Rν, alors on a

êp(t, r)êp(r, s) = êp(t, s) pour tout s, t, r ∈ T.

Preuve .

On suppose que p ∈ Rν , et soit s, t, r ∈ T. Alors

êp(t, r)êp(r, s)

= exp
(
−
∫ r

t

log(1− ν(τ)p(τ))

ν(τ)
∇τ
)

exp
(
−
∫ s

r

log(1− ν(τ)p(τ))

ν(τ)
∇τ
)

= exp
(
−
∫ r

t

log(1− ν(τ)p(τ))

ν(τ)
∇τ −

∫ s

r

log(1− ν(τ)p(τ))

ν(τ)
∇τ
)

= exp
(
−
∫ s

t

log(1− ν(τ)p(τ))

ν(τ)
∇τ
)

= êp(t, s).

Théorème 2.11 Soit p, q ∈ Rν et soit s, t, r ∈ T. Alors
1. ê0(t, s) ≡ 1 et êp(t, t) ≡ 1,

2. êp(ρ(t), s) = (1− ν(t)p(t))êp(t, s),

3.
1

êp(t, s)
= ê�νp(t, s),

4. êp(t, s) =
1

êp(s, t)
= ê�νp(s, t),

5. êp(t, s)êp(s, r) = êp(t, r),

6. êp(t, s)êq(t, s) = êp⊕νq(t, s),

7.
êp(t, s)

êq(t, s)
= êp�νq(t, s),

8.

(
1

êp(t, s)

)∇
=
−p(t)
êρp(t, s)

,

9. êp(t, ρ(s))êp(s, r) =
êp(t, r)

1− ν(s)p(s)
.

Théorème 2.12 (Signe de la nabla fonction exponentielle )Soit p ∈ Rν et
soit t0 ∈ T,

1. Si p ∈ R+
ν , alors êp(t, t0) > 0, ∀t ∈ T.
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2. Si 1− νp(t) < 0 pour tout t ∈ Tκ, alors êp(t, t0)êp(ρ(t), t0) < 0.

3. Si 1 − νp(t) < 0 pour tout t ∈ Tκ, alors êp(t, t0) change de signe en
touts point t ∈ T.

Exemple 2.2 Soit T une échelle de temps et p ∈ R, calculons êp(t, s).

1. Pour T = R, On a ν(τ) = 0 et

êp(t, s) = exp

(∫ t

s

p(τ)dτ

)
.

-Si p est une constante, alors
êp(t, s) = ep(t−s) et ê0(t, s) = 1, êp(t, 0) = ept et ê1(t, 0) = et.

2. Pour T = Z, on a ν(τ) = 1 et

êp(t, s) = exp

(
−
∫ t

s

log(1− p(τ))∇τ
)

= exp

(
−

t−1∑
τ=s

log(1− p(τ))

)

= exp

(
log

t−1∏
τ=s

1

(1− p(τ))

)

=
t−1∏
τ=s

1

(1− p(τ))
.

-Si p est une constante, alors
êp(t, s) = ( 1

1−p)t−s, êp(t, 0) = ( 1
1−p)t et e−1(t, 0) = 1

2t
.



Chapitre 3

Équations dynamiques linéaires
du premier ordre et problèmes à
valeurs initiales associés.

Dans ce chapitre, on étudie des équations dynamiques linéaire (homogène
et non homogènes) du premier ordre sur les échelles de temps. On donne
quelque résultats d'existence et d'unicité de solutions des problèmes à valeurs
initiales associes.

Dé�nition 3.1 Soit la fonction f : T× R2 −→ R, l'équation :

yO(t) = f(t, y(t), yρ(t)), t ∈ Tk, (3.1)

est dite équation dynamique du premier ordre sur T. Dans le cas ou
l'échelle de temps T est N ou hZ, h ∈ Z, l'équation (2.1) est dite équa-
tion aux di�érences.
Si

f(t, y(t), yρ(t)) = f1(t)yρ(t) + f2(t)

ou

f(t, y(t), yρ(t)) = f1(t)y(t) + f2(t)

pour les fonction f1 et f2, alors l'équation (3.1)est dite une équation dyna-
mique linéaire.
Si f2(t) = 0 pour tout t ∈ Tk, l'équation (3.1) est dite homogène. Elle dite
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non homogène dans le cas contraire.
la fonction y : T −→ R est dite solution de (3.1) si elle véri�e

yO(t) = f(t, y(t), yρ(t)), pour tout t ∈ Tk.

Exemple 3.1 1− L'équation x∇(t) = 5x(t) + 3t+2, t ∈ T, est une équation
dynamique lineaire du premier ordre sur T.

2− L'équation x′(t) = −7tx(t) + 8t sin(t), t ∈ R, est une équation di�éren-
tielle linéaire du premier ordre sur R.

3− L'équation ∇x (t) = (t− 1)x (t− 1) + t3et−1, t ∈ Z, est une équation
di�érence lineaire du premier ordre sur Z.

Dé�nition 3.2 (équation régressive) Si la fonction p est ν-régressive (p ∈
Rν), alors l'équation dynamique linéaire du premier ordre

y∇(t) = p(t)y

est dite ν-régressive.

3.1 Équations dynamiques linéaires homogènes

Théorème 3.1 On suppose que p ∈ Rν , pour t0 ∈ T et y0 ∈ R �xé. L'unique
solution du problème à valeur initiale :y

O(t) = p(t)y(t) , t ∈ T

y(t0) = y0,
(3.2)

est donné par y(t) = y0êp(t, t0), pour tout t ∈ T.

Preuve .

On démontre en premier lieu l'unicité. On supposant qu'il existe y solution
de (3.2). D'après la dé�nition de la fonction ∇- exponentielle, on a
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[
y(t)

êp(t, t0)y0

]∇
=
y∇(t)êp(t, t0)− y(t)ê∇p (t, t0)

êp(t, t0)êp(ρ(t), t0)y0

=
y∇(t)êp(t, t0)− p(t)y(t)êp(t, t0)

êp(t, t0)êp(ρ(t), t0)y0

=
y∇(t)− p(t)y(t)

êp(ρ(t), t0)y0

= 0

ce qui implique que la fonction
y

y0êp(., t0)
est constante, donc

y(t)

y0êp(t, t0)
=

y(t0)

y0êp(t0, t0)
= 1,

alors toutes les solutions y(t) = y0ep(t, t0).
Pour l'existence, par le Théorème (2.3) on a

[y0êp(t, t0)]∇ = y0 [êp(t, t0)]∇

= y0p(t)êp(t, t0)

= y(t)p(t),

donc y(t) = y0êp(t, t0) est la solution unique du problème à valeur initiale
(3.2).

Théorème 3.2 On suppose que p ∈ Rν , pour t0 ∈ T et y0 ∈ R �xé. L'unique
solution du problème à valeur initiale :y

∇(t) = −p(t)y(ρ(t)) , t ∈ T

y(t0) = y0,
(3.3)

est donné par y(t) = y0ê	νp(t, t0), pour tout t ∈ T.
Preuve .

On a �νp ∈ Rν car p ∈ Rν . Si on remplace y(ρ(t)) par y(t) − ν(t)y∇(t)
dans (3.3), on trouve

y∇(t) =
−p(t)

1− ν(t)p(t)
y(t) = �νp(t)y(t).

Ainsi, par le Théorème (3.1) la solution existe et unique. Donc y(t) = y0ê	νp(t, t0)
est la solution unique du problème à valeur initiale (3.3).
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3.2 Equations dynamiques linéaires non homo-
gènes

Dé�nition 3.3 l'équation dynamique linéaire non homogène du premier ordre

y∇(t) = p(t)y(t) + f(t)

est régressive si p ∈ Rν et f : T→ R est ld-continue.

Théorème 3.3 On suppose que p ∈ Rν et f : T → R est ld-continue, soit
t0 ∈ T et y0 ∈ R �xés. La solutions unique du problèmey

∇(t) = p(t)y(t) + f(t), pour tout t ∈ T

y(t0) = y0,
(3.4)

est donné par

y(t) = êp(t, t0)y0 +

∫ t

t0

êp(t, ρ(s))f(s)∇s.

Preuve .

Soit y est solution du problème (3.4), on a[
y(t)

êp(t, t0)

]∇
=
y∇(t)êp(t, t0)− y(t)ê∇p (t, t0)

êp(t, t0)êp(ρ(t), t0)

=
y∇(t)êp(t, t0)− p(t)y(t)êp(t, t0)

êp(t, t0)êp(ρ(t), t0)

=
y∇(t)− p(t)y(t)

êp(ρ(t), t0)

=
f(t)

êp(ρ(t), t0)

= f(t)êp(t0, ρ(t)).

On intégré les deux cotés de cette égalité de t à t0 et on obtient

y(t)

êp(t, t0)
− y(t0)

êp(t0, t0)
=

∫ t

t0

f(s)êp(t0, ρ(s))∇s.
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Donc

y(t) = êp(t, t0)y0 +

∫ t

t0

êp(t, t0)êp(t0, ρ(s))f(s)∇s

= êp(t, t0)y0 +

∫ t

t0

êp(t, ρ(s))f(s)∇s.

Théorème 3.4 On suppose que p ∈ R et f : T −→ R est ld-continue soit
t0 ∈ R x0 ∈ R �xé la solution unique du problèmey

∇(t) = −p(t)y(ρ(t)) + f(t), t ∈ T

y(t0) = y0,
(3.5)

est donné par

y(t) = ê	νp(t, t0)y0 +

∫ t

t0

ê	νp(t, s)f(s)∇s.

Preuve .

Soit y est solution du problème (3.5). On a

[yêp(., t0)]∇ (t) = y∇(t)êp(t, t0) + ê∇p (t, t0)y(ρ (t))

= y∇(t)êp(t, t0) + p(t)êp(t, t0)y(ρ (t))

= êp(t, t0)
[
y∇(t) + p(t)y(ρ (t))

]
= êp(t, t0)f(t).

On intégré les deux cotes de cette égalité de t0 à t et on obtient

êp(t, t0)y(t)− êp(t0, t0)y(t0) =

∫ t

t0

êp(s, t0)f(s)∇s.

Donc

y(t) = ê	νp(t, t0)y0 +

∫ t

t0

ê	νp(t, s)f(s)∇s.
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3.3 Exemples

Exemple 3.2 On considère le problème{
x∇(t) = −x(t) + 2t, pour tout t ∈ Z,

x(0) = 0.
(3.6)

Alors, ce problème est sous la forme (3.4), avec p(t) ≡ −1, f(t) = 2t, t0 = 0
et x0 = 0.
Comme p ∈ Rν (Z,R), alors la fonction ê−1 (., .) existe et donnée par

ê−1(t, s) = (
1

2
)t−s = 2s−t, pour tout t, s ∈ Z.

Par le Théorème 3.3, la solution de (3.6) est

x(t) = ê−1(t, 0).0 +

∫ t

0

ê−1(t, ρ(s))f(s)∇s

=

∫ t

0

ê−1(t, s− 1).2s∇s

=

∫ t

0

2s−t−1.2s∇s

=

∫ t

0

4s2−t−1∇s = 2−t−1

s=t−1∑
s=0

4s =
2−t−1

3
(4t − 1).

Donc x(t) = 2−t−1

3
(4t − 1).

Exemple 3.3 On considère le problème :{
x∇(t) = −3x(ρ(t)) + 5t, pour tout t ∈ R,

x(0) = 0.
(3.7)

Alors, ce problème est sous la forme (3.5), avec p(t) ≡ 3, f(t) = 5t, t0 = 0
et x0 = 0.
Comme p ∈ Rν (R,R), alors la fonction ê	ν3 (., .) existe et donnée par

ê	ν3 (t, s) = ê−3 (t, s) = e−3(t−s), pour tout t, s ∈ R.

Par le Théorème 3.4, la solution de (3.7) est
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x(t) = ê	ν3(t, 0).0 +

∫ t

0

5sê	ν3(t, s)∇s

= 5

∫ t

0

e−3(t−s)sds

= 5e−3t

∫ t

0

se3sds.

Donc x(t) = 5
9
(e−3t + 3t− 1).



Chapitre 4

Équation dynamique non-linéaire
du premier ordre

Dans ce chapitre, nous établirons un théorème d'existence pour l'équation
dynamique non-linéaire du premier ordre avec condition periodique :y

∇(t) = f(t, y(t)), pour tout t ∈ Tk,

y(a) = y(b)
(4.1)

Ici, T est une échelle de temps bornée, où on notera a = minT, b =
maxT,T0 = T\{a} et f : Tk × R→ R est une fonction continue.

Pour obtenir un théorème d'existence pour problème (4.1), nous introduirons
la notion de tube-solution associé à (4.1). Cette nouvelle notion est équiva-
lente à la notion de sous- et sur-solution introduite par A.H. Zaidi [10].

Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [4].

4.1 Résultat d'existence.

Une solution du problème sera une fonction y ∈ C1
ld(T,R) satisfaisant

(4.1). Introduisons la notion de tube-solution pour le problème (4.1). C'est à
partir de cette notion que nous obtiendrons notre résultat d'existence.

Dé�nition 4.1 Soit (v,M) ∈ C1
ld(T,R)×C1

ld(T, [0,∞)). On dira que (v,M)
est un tube-solution de (4.1) si
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1.
(
y − v(t)

)(
f(t, y) − v∇(t)

)
≤ M(t)M∇(t) pour tout t ∈ Tκ et pour

tout y ∈ R tel que |y − v(t)| = M(t),

2. v∇(t) = f(t, v(t)) pour tout t ∈ Tκ tel que M(t) = 0,

3. |v(b)− v(a)| ≤M(a)−M(b).

Si T est un intervalle réel [a, b], notre dé�nition de tube solution est équi-
valente à la notion de tube solution introduite dans [9] pour d'équations
di�érentielles ordinaires du premier ordre.

On notera

T (v,M) = {y ∈ C1
ld(T,R) : |y(t)− v(t)| ≤M(t) pour tout t ∈ T}.

Nous avons besoin des lemmes auxiliaires suivants :

Lemme 4.1 Si g ∈ C1
ld(T,R), alors le problème périodiquey

∇(t) + y(t) = g(t), pour tout t ∈ Tκ,

y(a) = y(b),
(4.2)

admet une solution y ∈ C1
ld(T,R) donnée par :

y(t) = ê−1(t, b)

(
ê−1(a, b)

ê−1(a, b)− 1

∫
(a,b]∩T

g(s)

ê−1(ρ(s), b)
∇s−

∫
(t,b]∩T

g(s)

ê−1(ρ(s), b)
∇s
)
.

(4.3)

Preuve .

Soit y est solution du problème (4.2), on a[ y(t)

ê−1(t, b)

]∇
=
y∇(t)ê−1(t, b) + ê−1(t, b)y(t)

ê−1(t, b)ê−1(ρ (t) , b)
=

g(t)

ê−1(ρ (t) , b)
,

On intégré les deux cotés de cette égalité sur (t, b] ∩ T et on obtient

y(t) = ê−1(t, b)

(
y(b)−

∫
(t,b]∩T

g(s)

ê−1(ρ (s) , b)
∇s
)
. (4.4)
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Par (4.2) et (4.4), on obtient

y(a) = y(b) =
ê−1(a, b)

ê−1(a, b)− 1

∫
(a,b]∩T

g(s)

ê−1(ρ(s), b)
∇s. (4.5)

Donc, en substituant (4.5) en (4.4), d'où, on trouver la formule (4.3).

Lemme 4.2 Soit une fonction r ∈ Cld(T,R) telle que r∇(t) < 0 pour tout t ∈
{t ∈ Tκ : r(t) > 0}. Si r(a) ≤ r(b), alors r(t) ≤ 0, pour tout t ∈ T.

Preuve .
Supposons qu'il éxiste un t ∈ T tel que r (t) > 0. Comme r est continue sur
T, alors il existe un t0 ∈ T, tel que

r (t0) = max
t∈T

r (t) > 0.

Si t0 > ρ (t0) , on a ν (t0) = t0− ρ (t0) > 0. Alors r∇(t0) existe est donnée par

r∇(t0) =
r (t0)− rρ (t0)

ν (t0)
≥ 0.

et comme r (t0) > 0, alors par hypothèse, r∇(t0) < 0, d'où la contradiction.

Si t0 > a et t0 = ρ (t0) , alors il existe un intervalle [t1, t0] tel que

r(t) > 0, pour tout t ∈ [t1, t0] ,

Alors,

r (t0)− r (t1) =

t0∫
t1

r∇(s)∇s < 0.

Ce qui contredit la maximalité de r (t0).
Finalement, si t0 = b, alors par hypothèse, il faudrait que r(a) = r(b).
En prenant t0 = a, par ce qui précède, on trouvrait que r(a) ≤ 0, ce que nous
mène directement à la conclusion.

Lemme 4.3 Soit x : T→ R une fonction ∇-di�érentiable en t ∈ T. On sait
que la fonction |.| : R \ {0} → [0,∞) est di�érentiable. Si t = ρ(t), alors

|x(t)|∇ =
x(t).x∇(t)

|x(t)|
.



4.1 Résultat d'existence. 36

A�n de démontrer notre théorème d'existence, nous aurons recours au
problème modi�é suivant.y

∇(t) + y(t) = f(t, y(t)) + y(t), pour tout t ∈ Tκ,

y(a) = y(b),
(4.6)

où

y(t) =


M(t)

|y − v(t)|
(y − v(t)) + v(t), si |y − v(t)| > M(t),

y(t), si |y − v(t)| ≤M(t).
(4.7)

Dé�nissons l'opérateur T : C(T,Rn)→ C(T,Rn) par :

T2(y)(t) =ê−1(t, b)

(
ê−1(a, b)

ê−1(a, b)− 1

∫
(a,b]∩T

(f(s, y(s)) + y(s))

ê−1(ρ(s), b)
∇s

−
∫

(t,b]∩T

(f(s, y(s)) + y(s))

ê−1(ρ(s), b)
∇s
)
.

Proposition 4.1 Si (v,M) ∈ C1
ld(T,R)×C1

ld(T, [0,∞)) est un tube-solution
de (4.1), alors l'opérateur T : C(T,R)→ C(T,R) est compact.

Preuve :

Montrons tout d'abord la continuité de l'opératuer T .
Soit (yn)n∈N une suite de C(T,R) convergeant vers y dans C(T,R).

|T (yn(t))− T (y(t))|

≤ |(C + 1)||ê−1(t, b)|
∫

(a,b]∩T

∣∣∣ (f(s, yn(s))− f(s, y(s))) + (yn(s)− y(s))
∣∣∣∇s,

≤ K(C + 1)

m

∫
(a,b]∩T

∣∣∣| (f(s, yn(s))− f(s, y(s))) |+ | (yn(s)− y(s)) |
∣∣∣∇s,

où K := maxt∈T |ê−1(t, b)| , C =
∣∣∣ ê−1(a, b)

ê−1(a, b)− 1

∣∣∣ et m := mint∈T |ê−1(t, b)| .

Puisqu'il existe une constante R > 0 tel que |y|C(T,R) < R, il existe un
indice N tell que |yn|C(T,R) < R pour tout n > N . Ainsi, f uniformément



4.1 Résultat d'existence. 37

continue sur Tk × BR(0). Alors pour ε > 0 donné, il existe un δ > 0 tel que
x, y ∈ R où

|x− y| < δ <
εM

2k(1 + C)(b− a)
, |f(s, y)− f(s, x)| < εM

2k(1 + C)(b− a)
pour

tout s ∈ Tk. Par hypothèse, il est possible de trouver un indice > N tel que
|yn − y|C(T,R) < δ pour n > . Dans ce cas

|T (yn)(t)− T (y)(t)| <
2K(1 + C)

m

∫
[a,b)∩T

εm

2K(1 + C)(b− a)
∆s

≤ ε,

ce qui nous convainc de la continuité de T .
Montrons maintenant que l'ensemble T (C(T,R)) est relativement compact.
Considérons une suite {zn}n∈N de T (C(T,R)) pour tout n ∈ N il existe une
suite (yn)n∈N ∈ C(T,R) tell que zn = T (yn(t)) pour tout n ∈ N. Nous avons

|T (yn(t))| ≤ k(1 + C)

m

∫
[a,b)

⋂
T

(|f(s, yn(s))|+ |yn(s)|)∇s.

Puisque
|yn(s)| ≤ R, pour tout s ∈ T et tout n ∈ N.

Comme Tκ × B (0, R) est un ensemble sur T × R et f étant continue sur
Tκ×B (0, R) , nous pouvons déduire l'existance d'une constante A > 0, telle
que

|f(s, yn(s)| ≤ A, pour tout s ∈ Tκ et tout n ∈ N.
Donc,

|zn(t)| = |T (yn)(t)| ≤ 1

m
K(1 + C) (A+R) (b− a) < +∞.

Ainsi, la suite {zn}n∈N est uniformément bornée sur C(T,R).
D'autre part, pour tout t1 < t2 ∈ T, on a

|T (yn) (t2)− T (yn) (t1)|

≤
∣∣ê−1(b, t2)− ê−1(b, t1)

∣∣(C + 1)

m

∫
(a,b]∩T

h(s)∇s+K

∫
(t1,t2]∩T

h(s)∇s.

Donc, la suite {zn}n∈N est équicontinue. Par le théorème d'Arzelà-Ascoli, on
obtient que l'ensemble T (C(T,R)) est relativement compacte dans C(T,R).
Ainsi, T est compacte.

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat d'existence suivant.
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Théorème 4.1 Si (v,M) ∈ C1
ld(T,R) × C1

ld(T, [0,∞)) est un tube-solution
de (4.1), alors le problème (4.1) possède une solution y ∈ C1

ld(T,R)∩T (v,M).

Preuve.
Par la Proposition 4.1, l'opérateur T est compacte. Ainsi, par le Théorème
du point �xe de Schauder, T admet un point �xe. Le Lemme 4.1 nous assure
que ce point �xe est une solution du problème (4.6). Il su�t donc de démon-
trer que pour toute solution y de (4.6), y ∈ T (v,M).

Considérons l'ensemble A = {t ∈ T0 : |y(t)− v(t)| > M(t)}. Si t ∈ A est
dense à gauche, alors en vertu de Lemme 4.3 sur l'ensemble Ã = {t ∈ A : t =
ρ(t)}, on a que

(|y(t)− v(t)| −M(t))∇ =
(y(t)− v(t))(y∇(t)− v∇(t))

|y(t)− v(t)|
−M∇(t) (4.8)

Si t ∈ A est disperé à gauche, nous avons que

(|y(t)− v(t)| −M(t))∇

=
|y(t)− v(t)| − |y(ρ(t))− v(ρ(t))|

ν(t)
−M∇(t)

=
|y(t)− v(t)|2 − |y(ρ(t))− v(ρ(t))||y(t)− v(t)|

ν(t)|y(t)− v(t)|
−M∇(t)

≤

(
y(t)− v(t)

)(
(y(t)− v(t))− (y(ρ(t))− v(ρ(t)))

)
ν(t)|y(t)− v(t)|

−M∇(t)

=

(
y(t)− v(t)

)(
y∇(t)− v∇(t)

)
|y(t)− v(t)|

−M∇(t).

Nous allons montrer que (|y(t)− v(t)| −M(t))∇ < 0 pour tout sur A.
Si t ∈ A et M(t) > 0, alors par hypothèse du tube-solution, on a
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(|y(t)− v(t)| −M(t))∇

≤

(
y(t)− v(t)

)(
f(t, y(t)) + y(t)− y(t)− v∇(t)

)
|y(t)− v(t)|

−M∇(t)

=

(
y(t)− v(t)

)(
f(t, y(t))− v∇(t)

)
M(t)

+

(
y(t)− v(t)

)((M(t)− |y(t)− v(t)|)
|y(t)− v(t)|

(y(t)− v(t))
)

|y(t)− v(t)|
−M∇(t)

=
M(t)M∇(t)

M(t)
− (|y(t)− v(t)| −M(t))−M∇(t)

< 0.

De plus, si M(t) = 0, alors par hypothèse du tube-solution, on a

(|y(t)− v(t)| −M(t))∇

≤

(
y(t)− v(t)

)(
f(t, y(t)) + ȳ(t)− y(t)− v∇(t)

)
|y(t)− v(t)|

−M∇(t)

=
(y(t)− v(t))

(
f(t, v(t))− v∇(t)

)
|y(t)− v(t)|

− |y(t)− v(t)| −M∇(t)

< 0.

En posant r(t) = |y(t) − v(t)| −M(t), il en résulte que r∇(t) < 0 pour
tout t ∈ {t ∈ T0 : r(t) > 0}. De plus, par hypothèse du tube-solution,
remarquons que r(a)− r(b) ≤ |v(a)− v(b)| − (M(a)−M(b)) ≤ 0. Ainsi, les
hypothèses du Lemme 4.2 sont satisfaites, ce qui démontre le théorème.

4.2 Exemples

Dans cette partie nous donnons quelques exemples d'applications.
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Exemple 4.2.1 On considère l'équation di�érentielle suivante :{
x∇ (t) = − |x (t)|2 x (t) + x (t) , t ∈ Tk
x (a) = x (b) .

(4.9)

Ici, f (t, x) = − |x|2 x + x, est continue sur T× R. Soit M (t) = 1, pour
t ∈ T. Montrons que (v,M) = (0, 1) est un tube-solution de (4.9). En e�et,
ona v∇(t) = 0,

M∇(t) = 0, et |v(1)− v(0)| = 0 ≤M(0)−M(1) = 0.
Pour x ∈ R tel que |x− v(t)| = M(t), alors |x| = 1, et on a pour t ∈ T

(x− v(t))
(
f(t, x)− v∇(t)

)
= (x)

(
− |x (t)|2 x (t) + x (t)

)
= −|x|4 + |x|2 = 0

≤M(t)M∇(t) = 0.

Du Théorème 4.1, on déduit que le problème (4.9) admet une solution x
telle que

|x (t)| ≤ 1, pour tout t ∈ T.
Exemple 4.2.2 On considère le problème périodique suivant :

x∇(t) =
−x3(t) + 3− 2t

4
√
t

pour tout t ∈ Tκ = (1, 2],

x(1) = x(2).

(4.10)

Ici, f(t, x) =
−x3 + 1− 2t

4
√
t

est continue sur T× R. On peut véri�er que

(v,M) = (0, 1) est un tube-solution pour (4.10). En e�et, ona v∇(t) = 0,
M∇(t) = 0, et |v(1)− v(0)| = 0 ≤M(0)−M(1) = 0.
Pour x ∈ R tel que |x − v(t)| = M(t), alors x = 1 ou x = −1, et on a pour
t ∈ T

(x− v(t))
(
f(t, x)− v∇(t)

)
= (x)(

−x3 + 3− 2t
4
√
t

),

=


−2(2− t)

4
√
t

si x = −1,

2(1− t)
4
√
t

si x = 1,

≤ 0 = M(t)M∇(t) pour tout t ∈ [1, 2].
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D'aprés le Théorème 4.1, le problème (4.10) admet une solution x telle que
|x(t)| ≤ 1 pour tout t ∈ [1, 2].

Remarque 4.1 La notion de tube solution de problème (4.1) est équivalente
à la notion de sous- et sur-solution α et β introduite dans [10]. Rappelons
cette dé�nition.

Dé�nition 4.2 Soit α et β deux fonctions ∇-di�érentiables sur (0, b]T. On
dit que α est une sous-solution de (4.1) sur [0, b]T si

(i) α∇(t) ≤ f(t, α(t)), pour tout t ∈ (0, b]T ;
(ii) α(0) = α(b).

De même, on dit que β est une sur solution de (4.1) sur [0, b]T si
(i) β∇(t) ≥ f(t, β(t)), pour tout t ∈ (0, b]T ;
(ii) β(0) = β(b).

Remarquons, si α et β sont respectivement des sous- et des sur solutions
de (4.1) telles que α(t) ≤ β(t) pour tout t ∈ (0, b]T, alors le couple (v,M) =
((α + β)/2, (β − α)/2) est un tube-solution pour (4.1). De plus, si (v,M)
est un tube solution pour(4.1) avec v(0) = v(b), et M(0) = M(b), alors
α = v −M et β = v +M sont respectivement sous et sur-solution de (4.1).

Exemple 4.2.3 Considérons le problème :x
∇(t) = −x3(t)− t, pour tout t ∈ (0, 1]T;

x(0) = x(1).
(4.11)

On peut véri�er que (v,M) = (0, 1) est un tube-solution de (4.11). Par le
Théorème 4.1, le problème (4.11) possède une solution x telle que |x(t)| ≤ 1
pour tout t ∈ (0, 1]T. De plus, nous avons α = v −M et β = v + M sont
respectivement des sous- et des sur-solutions de (4.11) et −1 ≤ x(t) ≤ 1
pour tout t ∈ [0, 1]T.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous présentons des résultats d'existence de solutions
pour des équations dynamiques linéaires du premier ordre sur les échelles de
temps. Aussi, nous présentons un résultat d'existence de solutions pour d'
équation dynamique non linéaire du premier ordre sur l'échelle de temps, ce
résultat est obtenu grâce a la notion de tube solution et théorème de point
�xe de Schauder.
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