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Introduction

La théorie de ’échelle de temps a été développé en *1988* par *Stefan
Hilger* dans sa thése de doctorat dans le but d’unifier et de publier une
analyse continue séparée.

Les applications standard ont récemment attiré [’attention de nombreux
chercheurs *Riemann,Leibniz* dans de nombreuxr domaines, notamment
[’économie et la biologie.

*Par exemple* les équations différentielles fractionnaires qui régissent le
comportement des substances visqueuses avec des phénoménes de mémoire
et de fluage.

En 1996, *Kolwankar* et *Gangal* ont proposé un opérateur de dérivée
fractionnaire local pour les fonctions trés irréguliéres et indiscernables de

*Weierstrass*.
Cette thése comprend quatre chapitres.
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Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on présente les résultats principaux sur la différentiabilité et I'inté-
gration sur les échelles de temps. Puis on traite du calcul différentiel pour les fonctions
de plusieurs variables ( sur les échelles de temps arbitraires ), en particulier les fonctions
a deux variables.

1.1 Définition d’une échelle de temps

Définition 1.1 Une échelle de temps T est un sous-ensemble non vide fermé de l’ensem-
bele des nombres réels R.

Par exemple, les ensemble R, Z, N, Ng = NU {0} et |
de temps, tandis que les ensembles Q, R\ Q, C et (0,1
temps.

0,1] U [2,3] sont des échelles
) ne sont pas des échelles de

Définition 1.2 Soit T une échelle de temps. Pour t € T , on définit :

-L’opérateur de saut avant o :T — T par o(t) =inf{s€T:s>1t} .
-L’opérateur de saut arriere p:T — T par p(t) =sup{s€T:s <t} .
-La fonction de granulation p:T — [0,00) par p(t) = o(t) —t.

-La fonction granulation en arriere v : T — [0,00) par ~(t) =t — p(t) .

Dans cette définition, on suppose :
infp=supT (i.e o(t)=1t si T admet un maximum t).
sup ¢ =inf T (i.e p(t) =t si T admet un minimum t).

Exemple 1.1 considérons [’échelle de temps,
1.T = N3 = {n?:n € Ny}
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nous avons :

o(n?)=(m+1)?* pourneN et

p(n?)=o(n®)—n®=(n+1)>=n®=2n+1.

par conséquent
o(t) = (Vt+1)° et p(t) =142t pour te€T
p(t) = (Vt —1)? et y(t)=1-2v1 pour teT
2 PourT=Z={z:2€Z} ona:

o(t)=inf{s€Z:s>t}
—inf{t+1,t+2,t+3,.}=t+1.

p(t) =sup{s € Z:s < t}
=sup{t—1,t—2,t—3,..} =t — 1.

Done, chaque point de Z est isolé et on a : p(t) = y(t) = 1.

Définition 1.3 Soit T une échelle de temps

-S1 T admet un mazximum M dispersé a gauche, on définit I’ensemble
TF =T — {M}, si non TF =T.

-Si T admet un minimum m dispersé a droite, on définit [’ensemble
T,=T—{m} , si non T, =T.

-Soit f : T — R une fonction on définit la fonction

fo:T =R (resp. fP: T — R)par fo(t) = f(o(t)) pour tout t € T
(resp. f2(t) = f(p(t)) (i-e f7 = foo et [ = fop).
-Soit a,b € T tel que a < b, On définie lintervalle [a,b] dans T par :

la,b] = [a,blr ={t € T:a <t <b}.

Définition 1.4 Une fonction f : T — R et dite réguliere, si sa limite & droit existe en
tout point rd de T, et sa limite a gauche existe en tout point ld de T.

Définition 1.5 Une fonction f: T — R est dit rd-continue si elle est continue en tout
point dense a droit de T et si sa limite a gauche eziste et est finie en tout point dense a
gauche de T .

On note :

-L’ensemble des fonctions f: T — R qui sont rd-continue sur T par :
Crd = Crd(T) = Crd(T7 R)

-L’ensemble des fonctions f : T — R qui sont différentiables et ses dérivées sont rd-
continues sur T par C', = C!,(T) = C!,(T,R)
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Théoréme 1.1 Soit f: T —-Retg: T —-Rona:
1. 8@ f est continue, alors f est rd-continue.
2. 8i f est rd-continue, alors f est réguliere.
3. Lopérateur de saut a droit o est rd-continue.
4. Si f est rd-continue (resp.réguliére), alors f7 est rd-continue (resp.réguliere)
5. Si f est rd-continue (resp. réquliére) et g est continue, alors gof est
rd-continue (resp.réquliére).

1.2 La dérivée

1.2.1 Delta dérivée

Définition 1.6 Soit f : T — R une fonction et soit t € T*. On dit que f est A-
différentiable en t s’il existe un nombre réel f2(t) tel que pour tout € > 0, il existe un
voisinage U de t (i.e : U = (t —9,t+0)N'T pour certain 6 >0 ) tel que :

[Fo(0) — £ - FOlot) — sl| < elo(t) —s|  pour tout s .
On appelle f2(t) la A-dérivée de f en t.

-Si fest A-différentiable (différentiable) en tout t € TF, alors f2:TF — R est appelée
la Delta dérivée de f sur TF.

Remarque 1.1 On dit que la fonction f:T — R est A-différentiable en t € TF sl

eriste ;
Po=mfEE=tE e
Remarque 1.2 Soit f: T — R wune fonction
1. Pour T=R, On a o(t) =1t alors :
720 =tim O

2. PourT=7,0na o(t)=t+1 alors :

flo(®) — f(2)
fA) = T -t

Ou A est lopérateur de différence.

= ft+1) = f(t) = Af(t)
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Théoréme 1.2 Soit f: T — R wune fonction et soit t € TF

1. Si f est différentiable ( A-différentiable) en t, alors f est continue en t.

2. Sit est disperesé a droite et f est une fonction continue en t, alors f est differentiable
ent et

t —
3. Si t est dense a droite, alors f est différentiable en t si seulement si ZZW}M
s — S

existe et est finie. Dans ce cas on a :

£3(0) — 1 F0 = 1)

4. Si f est différentiable en t, alors f(o(t)) = f(t) + u(t)f2(t) .

Exemple 1.2 Soit f,g:T — R wune fonction définie par :
1. f(t) = % pour tout t € T, alors f2(t)) =t + o(t)
2. g(t) = V/t pour tout t € T,avec t > 0 alors , g~(t)) = L

1.2.2 Propriétés de delta dérivée

Théoréme 1.3 Soit f,g: T — R deux fonctions A-différentiables en
t € T* alors :
1. f4g:T — R est A-différentiable en t et

(f+9)2(t) = f2(1) + ¢>(1)
2. Pour tout constante « € R, af : T — R est A-différentiable en t et

(@f)2(t) = af2(t)
3. fg: T — R est A-différentiable en t et

(f9)2(t) = f2(t)g(t) + f(a(£)g>(t) = f()g™(t) + f2(D)g(o(t))
4. 80 f(t)f(a(t)) #0, Alors % est A-différentiable en t et

I ()
(f) N TONC0)

5. 81 g(t)g(a(t)) #0, Alors / est A-différentiable en t et
g

S W) - F0g )
<g> 0= o)
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1.2.3 La dérivée seconde

Définition 1.7 Une fonction f: T — R est dite deuz fois dérivable sur

T = (T*)* si la dérivée f2 est différentiable sur T*. et on note la dérivée second
de f par f2% = (f2)2 . T* — R, de méme, on définit la dérivée d’ordre supérieur
neNde f sur T = (T*" )* par

P (AT T S5 R

Remarque 1.3 -Enfin, on note 0%(t) = o(o(t)).p*(t) = p(p(t)).c™(t) et p"(t) pourn € N
sont définies en conséquences, on pose :

Ot)=p"t)=t, fA=f et TV =T.

Exemple 1.3 Soit g > 1

qz::{qk:k’GZ} et ¢ :=q"U{0}

. et Nous considérons ici | échelle de temps T = ¢*. Nous avons :
o(t)=inf{q" :n€m+1,00)} =q¢"" =q¢" = qt
sit=qm €T et évidemment o(0) = 0. Nous obtenons donc
o(t)=qt et p(t)= p pour teT
et par conséquent

ut)=o(t)—t=(q—1t pour teT

Soit f: T — R une fonction différentiable, alors

fA(t) _ f(O'(t)) _ f(t) _ f(qt) — f(t) pour tout  t € T\{O}

p(t) (=1t

et

donc
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_ fat) - £2 ()
(g—1)t
Hat) =1t fg)—f)

q(g—1)t (g=1)t
(g—1)t
f(*t) = f(qt) — qf(qt) + qf(t)
q(g — 1)t
_ f(@t) —(a+ D) f(at) +af(t)
q(q — 1)%t2 '

1.2.4 La dérivée d’une fonction composée
Théoréme 1.4 Soit deux fonction f,g: R — R telle que la fonction fog soit définie sur

un intervalle contenant un réel t, si g est dérivable ent et si f est dérivable en g(t), alors
la fonction fog est dérivable en t et

(fog)'(t) = f'(g(t)).g'(¢)

Remarque 1.4 la regle (fog)?(t) = f2(g(t)).g2(t), n'est pas vérifie pour toutes les
échelles de temps.

Exemple 1.4 Soit f,g:7Z — Z sont définies par f(t)=1*>, g(t) =t*> on a :
ot)=t+ 1 f2(t) =2t +1, g*(t) =2t +1 et (fog)(t) = f(g(t)) =1t"
D’ou

(fog)®(t) = A(fog)(t) = (fog)(t +1) — (fog)(t) = (t +1)" —t" = 4> + 6> +- 4t + 1
D’autre part

fAg).g%t) = 22+ 1)(2t + 1) = 48> 4 2t 4 2t + 1

Donc  (fog)2(t) # f2(g(t)).g”(t) pour tout t € Z.
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Théoréme 1.5 Soit f:R — R wune fonction continiment différentiable
et g: T — R une fonction Delta différentiable. Alors fog est Delta différentiable et on a

(fog)® {/“f ) + hit)g @»m}fﬁ)

Définition 1.8 Soit f : T — R wune fonction continue. est dite pré-différentiable avec
(une région de différentiation) D tel que D C T et T\ D est dénombrable et ne contient
pas des points dispersé a droit de T, et f est différentiable en tout t € D .

1.2.5 Théoréme de la valeur moyenne

Théoréme 1.6 Soit f est une fonction continue sur [a,b] est delta dérivable sur [a,b)
alors il existe £,&" € |a,b) telle que

FRENb —a) < £(b) = fla) < fAED —a).

Corollaire 1.1 Soit f est une fonction continue sur |a,b] qui est delta-dérivable a chaque
point de [a,b). Si f2(t) = 0 pour tout t € [a,b), alors f est une fonction constante sur
la,b] .

Corollaire 1.2 Soit f une fonction continue sur |a,b] qui est delta-dérivable a chaque
point de [a,b). Alors f est croissante, décroissante, non décroissante et non croissante

sur [a,b] si f2(t) >0, et fA(t) <0, f2(t) >0,
f21#) <0 pourtout t€ [a,b) respictivement .

Théoréme 1.7 Soit a,b € T, o = min{a,b} et f = max{a,b} et soit f une fonction
continue sur [a, B] qui est delta-dérivable sur |c, B). Alors il existe £,& € [, ) tel que

FAE)a—1b) < fla) = f(b) < fA(E)(a—b).

1.2.6 Nabla dérivée

Définition 1.9 Soit f : T — R une fonction et soit t € Ty.On dit que f est V-
différentiable en t s’il existe un nombre réel f¥(t) tel que pour tout e > 0, il existe un
voisinage U de t (i.e,U = (t — ,t +0) N'T pour certain 6 > 0) tel que :

1F(p(0)) — F()] — FTOp(t) — sl| < elolt) = 5| pour tout s €U

On appelle f¥(t) la V-dérivée de f en t. Si f est nabla-différentiable (différentiable au
sens nabla) en t pour tout t € Ty, alors f¥ : T — R est alors appelée le (nabla) dérivée
de f sur Ty.
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1.3 L’intégration

1.3.1 Existance de la primitive

Théoréme 1.8 Soit f : T — R une fonction réglée, Alors il existe une fonction F' qui
sur-différentiable avec une région de différentiation D tel que :

FA(t) = f(t) pour tout t € D

-La fonction F' est appelée la fonction primitive de f .

Définition 1.10 Soit f : T — R est une fonction réguliére, on définit
l'intégrale indéfinie par :

/f(t)A(t) ~ P +c

Ou ¢ est une constante arbitraire et F' est la primitive de f .
-On définit l'intégrale de Cauchy par

b
/ f(t)At = F(b) — F(a)  pour tout a,b € T.

-La fonction F : T — R est appelée la primitive de f : T — R telle que :

FA(t) = f(t)  pour tout t € T

Théoréme 1.9 Toute fonction rd-continue posséde une primitive .
En particulier, si tg € T , alors la fonction F définit par :

t
F(t) = / f(r)AT  pour tout t € T
to
est une primitive de f.

Théoréme 1.10 Si f € C,q et t € T*, alors

o(t)
[ F(T)AT = p(t) £(2).

Théoréme 1.11 Si f2 > 0 alors f est croissante.
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Théoréme 1.12 Si a, b, ce T, a €R et f,g € C,q, alors :

[0+ omiai= [ rwacs [ gwa
2./ab(af(t))At _ a/ab F(B)AL

3./abf(t)At - —/baf(t)At
4./bftAt:/cf(t)AtJr/bf(t)At

/f (AL = (fg)(b) — (fg)a) — /fA()()

/f f9)(®) /fA
7.8 f —Oalors/f
/f DAL <

8. Si|f(t)] < g(t) sur [a,b) alors
9. 51 f(t) =0 pour tout a <t<b, alors / f(t)

/ b g(t)At

Théoréme 1.13 Soit v: T — R une fonction strictement croissante
et T = v(T) est une échelle de temps. Si f: T — R est une fonction
rd-continue et v est différentielle avec une dérivative rd-continue, alors pour a,b € T

v(b) -
/ f)v=(t) At = /( | (fov™)(s)As.

1.3.2 L’intégrale impropre
Définition 1.11 Sia € T,supT = oo, et f est rd-continue sur [a,00), alors on définit

[intégrale impropre par :
o) b
/ fAt = lim/ fAt
a b—oo [,

-St cette limite existe, on dit que l'intégrale impropre est convergente.
-Si cette limite n’existe, on dit que l’intégrale impropre est divergente.



Chapitre 2

Dérivée et I'intégrale fractionnaire

Dans ce chapitre, on présente les résultats principaux sur dérivée et 'intégrale
fractionnaire sur le échelle de temps. puis on définit 'integral et la dérivée fractionnaire
et leurs propriétés.

2.1 Dérivée fractionnaire

Définition 2.1 Soit f : T — R une fonction ,et soit o €]0,1] en t € T* Pour a €
10,1 N {1/q : q est un nombre impair} (resp. a €]0,1]\{1/q : q est un nombre impair }).
On définie £\ (t) le nombre réel (d condition que il existe ) pour tout € > 0, il existe U
un d-voisinage de t , U C T . (resp. d gauche §-un voisinage det .U~ C T ) tel que :

[f(e(®) = f(s)] = F Do) = 5| < elo(t) — 5|

-pour tout s €U (resp.s €U~ ). On appele () (t) la dérivée fractionnaire de f d’ordre a
en t.

Théoréme 2.1 On Suppose que f: T — R et soit t € T*.

les proprietés suivantes ont lieu :

(1) Soit a €]0,1]N{1/q : q est une nombre impair } .
-Si t est dense d droite et f admet une dérivée fractionnaire d’ordre o en t, alors f est
continue en t.

(17) Soit a €]0,1]\{1/q : ¢ est une nombre impair }.
-Si t est dense da droite et f admet une dérivée fractionnaire d’ordre o en t, alors [ est
continue d gauche en t.
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(1i1) Si f est continue ent et t est dispersé d droite, alors f admet une dérivée fraction-
naire d’ordre o en t avec

fo) — f(t)
(u(t))"
(iv).Soit a €]0,1) N {1/q : q est une nombre impair }.
-Si t est dense d droite, alors f admet une dérivée fractionnaire d’ordre o en t ,si est
seulement si, la limite

f) =

existe et est finie. Dans ce cas :

(v). Soit a €]0,1]\{1/q : q est une nombre impair } .
-Si t est dense d droite, alors f admet une dérivée fractionnaire d’ordre o en t ,si est
seulement si, la limite

lim 1\ )
oot (t—s)a

existe et est finie. Dans ce cas on a :

Preuve 2.1 (i). Supposons que f admet une dérivée fractionnaire en t.Alors il existe
un voisinage U de t tel que :

|[f(a(t)) = f()] = F D B)[o(t) = s]7| < elo(t) —s|°
pour s € U. De plus pour tout s € UN |t — €, + €]

(&) = FOI < 7@) = ()] = fD)o(t) — s

HIL7E) = @) = O )o(t) -
+[f O W)o(t) = 5]* = [o(t) = 1]°]

& L
Q
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puisque t est une point dense d droite;

[F() = FOI < IF7() = f(9)] = F ) o(t) = s + | F @)t~ 5]°
<ceft— s+ [f )] |t —s]”
< e+ 1))
1l suite la fonction f est continue en t.
(17). La preuve est similaire d de (i), on considére un voisinage d gauche U~ o1 lieu de

Uu.

(7i1),0n suppose que f continue en t et que t est dense d droite,

Par continuité
i L&) = fs) _ f7(8) = f(8) _ f7(8) — f(1)
im = =
s=t (ot) —s)* (o(t) —6)* (p(t))™
-Par conséquent, étant donné € > 0 et a €]0,1]N{1/q ,q est un nombre impair}, il existe

un voisinage U de t (ou un voisinage U~ si o €]0,1]\{1/q ,q est un nombre impaire}) tel
que :

AOESURCES T
(o(t) —5)* (pt)> |~
pour tout s €U (resp. U™ ). 1l s’ensuit que
o — f(s _fa(t)_f(t)o, —5)™ elo _ gl
‘[f () = f(s)] e (o(t) = )% < ¢€lo(t) — 5|

pour tout s € U (resp. U~ ). Par conséquent, nous obtenons le résultat :

NRORI0
(p(t))*
(1v). Supposons que f admet une dérivée fractionnaire d’ordre o ent , et t est dense d

droite. Soit € > 0 donner.puisque f admet une dérivée fractionnaire d’ordre v en t , il
existe un voisinage U de t tel que :

F)

L7() = £(s)] = FOt)(a(t) — 5)°] < elo(t) — s|*

pour tout S € U puisque o(t) =t

(1) = F(s)] = F OO~ 5)°] < eft — 5|

pour tout S € U Il s’ensuit que



2.1 Dérivée fractionnaire 18

pour tout s € U, s # t , Par conséquent, nous obtenons le résultat :

f(a) (t) — lim f(t) — f(S) )

s—t (t — s)a

Maintenant, supposons que la limite
)~ f(s)
s—t (t — S)C“

existe et t est dense d droite. Alors il existe U tel que

=L

=16
(t—s) B
pour tout s € U ,comme t est dense d droite
fo) — f(s)
R

De plus
|LF7(t) = f(s)] = Lo (t) — 5)*| < elo(t) — s,

On conclu que f admet une dérivée fractionnaire d’ordre o en t

et f(t) = L.

(v) La preuwve est similaire d la prewve de (iv) , ou lieu de considérant un voisinage U
de t on considére un voisinage de gauche U™ de t.

(vi). Sio(t) =1, alors u(t) =0 et

Remarque 2.1 La fonction f est toujours continue en tout point isoler t. (T est munit
de la topologie usuelle unduite de R, ).

Proposition 2.1 Si f: T — R est définie par f(t) = c pour tout t € T, ,c € R Alors

f9) =o0.
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Preuve 2.2 Sit est disperser d droite, alors, par le Théoréme alors (iii), on a :

@y Je@)—f{t)  c—c
L 10 G 1710))

Supposons que t soit dense d droite . Alors, par le Théoréme (iv) et (v), il suit que

cC—¢C

F(t) = lim

= 0.
s—t (t — S)a

Proposition 2.2 Si f: T — R est définie par f(t) =t pour tout
t € T, Alors :

1 sta=1

£ (t) = { (n)'= sia#1

Preuve 2.8 D’aprés le Théoréme[2.1] (vi), il s’ensuit que

o(t) =t+ (u(t)*f () , cest-d -dire p(t) = (u(t))* f(t)

si u(t) # 0 alors f () = (u(t))'= et la relation est prouvée .

Supposons maintenant que p(t) =0 , c’est-d-dire o(t) =t Dans ce cas, c est d droite et
parle,le Théoréme (1v) et (v) il s’ensuit que

t—s

@ (¢) = lim
FOE) =ty o

Donc, a =1, alors f(t) =1; si 0 < a < 1 alors : f(*)(t) =0.
Considérons maintenant les deuz cas classiques T =R et T = hZ,h > 0.

Corollaire 2.1 Soit f : R — R admet une dérivée fractionnaire d’ordre o au pointt € R
si,est seulement st,la limaite
t .
) = £(s)

s—t (t — 5)0‘

existe et est finie.Dans ce cas,

f(a) (t) = lim M (1)

s—t (t — 5)a
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Preuve 2.4 . On a, T = R et tous des points sont denses d droite. le résultat est déduit
le Théoréme (iv) et (v). On note que si a €]0,1]\{1/q : q est un nombre impaire} ,
alors la limite d un sens seulement d gauche.

Corollaire 2.2 Soith > 0. St f: hZ — R alors f admet une dérivée fractionnaire
d’ordre a en t € hZ avec :

ft+h) - f(1)
P :

FO) =

Preuve 2.5 Soit, T = hZ et tous points sont dispersé d droite. le résultat découle du

Théoréme (1i1).

Maintenant on donne un exemple .

Exemple 2.1 Soit T lensemble de Cantor. On ddémontre que T nlest pas de points
180lé, et cela

[ t+gm sitel
U(t)_{t siteT\L

+

€8

L - {Z 3m+1

:meN et a€{0,2} pourtouslgkgm}

i
I

Ainsi,

1 .
o ImAT stte L
“(t)_{ 0  siteT\L

Soit f: T — R continue et o €]0, 1] ; il découle du Théoréme que la dérivée fraction-
naire d’ordre o de la fonction f définie sur l’ensemble de Cantor est donnée par
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limg,..; (( )Ef) site T\L

m+1 .
o :{ [ (¢4 gier) = JO) 300 site L
ot limgy = lims; st o = 1/q avec q¢ un nombre impair, limg.y = lim, ;-
Dans le théoréme qui suit on donne la dérivée fraction d’une sommes ,produit et soit
utilesée la fonction.

Théoréme 2.2 On suppose que f,q: T — R admet une dérivée fractionnaire d’ordre o
ent € T% donc :
(7)) . f4+g:T — R admet une dérivée fractionnaire en t avec

(f +9) (1) = 1) + g (1)

(7i). Pour tout constante A, \f : T — R admet une dérivée fractionnaire en t avec

(AN (1) = Af ) (2).

(7i1). La fonction fg: T — R admet une dérivée fractionnaire en t avec
(f9) () = fD(B)g(t) + f(a(t)g' (1) = F(£)g" (&) + [ (t)g(a(t)) -

(). Si f(t)g(o(t)) # 0, Alors 7 admet une dérivée fractionnaire en t avec :

(@) (@)
e
( > () = —Forem -

(v). Si g(t)g(o(t)) # 0,alors f admet une dérivée fractionnaire en t avec :

( / ) 7 FD(t)g(t) — f(H)g ()
p .

9(t)g(a(t))
Preuve 2.6 Considérons que o €]0,1] N {1/q : q est un nombre impair} . Les preuves
pour le cas « €]0,1]\{1/q : ¢ est un nombre impair} sont
similaires : il suffite de choisisser les bons un voisinage d gauche (au sens fractionnaire ).
On suppose que f et g sont différentiables t € T".
(1) Soit € > 0.Alors, il existe des voisinage Uy et Uy de t avec

=

(t) =

[f(a(t) = f(s) = FODot) - s]°] < glﬂ(t) — [

pour tout s € Uy
et

|9(a(t) = g(s) = g ()]0 () — 5]°] <

pour tout s € Us.
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U=U,NU, . Alors
|(f+9) (o) = (f +9)(s) = [[(E) + g ®)] (o(t) — 5)°]
t

= [f(e(t) = f(s5) = F W) (t) — 5]
+g(o(t) — g(s) — g () [o(t) — s]°|
< |fo(®) = f(s) = FOW)e(t) = s]°| +g(o(t)

(S? - g(" t)o(t) — s]*

pour tout s € U
Done, f + g est différentiable en t et (f + g) @ (t) = fo(t) + g (t).
(17) Soit € > 0 . Alors existe un voisinage U de t avec

[f(o() = f(s) = F W) ]o(t) = 5]° < elo(t) — s|”

pour tout s € U il s’ensuit que

((AN)(a() = (AF)(s) = A D)o(t) = 517 < elMllo(t) — 5|

pour tout s € U Par conséquent, \f admet une dérivée fractionnaire en t et (\f)* = \f(®)

ent.
(1ii) Sit est dense d droite, alors Sit est dispersé d droite, alors

(f9)7(t) = (fg)() _ f7(t) = f(¥) g9°(t) — 9(t)
f9)(t) = = g(t) + i
0 = iy
= [@)g(t) + f(o(t)g (1)
L’autre formule de la régle du produit suite en échangeant dans
(f9) () = fO(t)g(t) + f(a(t)g')(t) les fonctions f et g (iv) On
utilisons la dérivée fractionnaire d’une Constante (Proposz'tz'on ) et
Théoréme (i) voir la prouve : Proposition On soit que .
()

(F4) W= =0

et,donc par (ii7)

puisque nous supposons f(o(t)) #0 ,

1 (@) -~ f(a) t)
(?) A TONCIO)
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p @)
_ _ Q(Q) (t) (a) 1
10 g T W gem
FOg(t) — F(1)g (1)
g(t)9(o (1))

Théoréme 2.3 Soit ¢ une a constante, m € N, et o €]0, 1|

(1). Si f définie par f(t) = (t —c)™,

alors

FO) = (u(1) 3 (0l1) — o)t — oy,
l (ii). Si g définie par g(t) = (t_lc)m,
90) = ~(p(0) Y !

d condition que (t — c)(o(t) —c) # 0.

Preuve 2.7 On montre la premiére formule par induction

Sim =1 alors f(t) =t —c et f(t) = (u(t))'=* a découle de la Propositions et
et Théoréme (7). d présent nous supposons que

—

FO) = ()= > (ot) — o) (t — "

=

est valable pour f(t) = (t — c)™ et soit F(t) = (t — )™ = (t — ¢)f(t). D’apres le
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(Théoréme (1ii)) ,nous avans :
FO(t) = (t— o) fo(t) + [ )t~ ) = () flo(t) + [ )t~ c)

= (u(£)' (o) = )™ + (u(E) (O =) D (0(t) = ) (t =)
= (M(ﬂ)lia (U(t) - C)m + (U(t) — C)V(t _ C)mfu

)Y (o(t) =) (t =)

Par conséquent, la partie (i) découle par un raisonnement de recurence .
sutvant Pour g(t) = 1/(t — ¢)™ = 1/ f(t), nous appliquons le Théoéme (1v), pour ob-
tenir :

Y Al () 1o o (0 () = )" (t — )™
90 = e ~ O T e o

S (t =) (o (t) = o)

@ condition que (t — c)(o(t) —c) #0
Dans les exemple qui suivent on illustre cas speciauz du Théoréme [2.3]

Exemple 2.2 Soit a €]0,1]
(i) Si f(t) =12, fOt) = (n(®)' = [* + to(t) + (o(1))°].
(ii). Si f(t) =3, alors f@)(t) = — W) =

to(t)

(iii). Si f(t) = 1/t alors f()(t) = EI0) S

to(t)
D’apres les resultats deja obtenus, il n’est pas difficile de voir que la derivee fractionnaire

ne satisfait pas une chaine regle comme :

(fo9)@(t) = f(g(1))g" (D).

Exemple 2.3 Soit a €]0,1[.Considerez f(t) =t* et g(t) =2t Ensuite :

(fog)®(t) = (42) = 4(u(t))~(o(t) + 1) (2)

tandis que

F D (g(0)g' ™ (1) = (u(26))' (o (2t) + 26)2(u(t)) '~ (3)
et, par exemple, pour T = 7Z, il est facile de voir que (f og) @ (t) # @) (g(t))g'™ (t) Notez
que lorsque o =1 et T =R notre f* concide avec la dérivee classique f' .
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Théoréme 2.4 (Regle de la chaine).Soit a €]0,1].

On suppose que g : R — R est continue, g : T — R admet une derivee fractionnaire
d’ordre a ent € T",et f : R — R est continuellement difféerentiable. Alors ’existe ¢ dans
Uintervalle reel [t,o(t)] avec

(fo9) (1) = f(9(c)g"™(2). (4)

Preuve 2.8 Soit t € T" . Tout d’abord, nous considérons que t est dispersés d droite.
Dans ce cas :

o Holo(t) ~
(fog) ( ) (U(t))(a)
Si g(o(t)) = g(t), alors nous obtenons (f o g){®(t) = 0 et g (t) = 0 et ainsi,
est valable pour tout ¢ dans lintervalle réel [t,o(t)] et nous pouvons donc supposer que
g(o(t)) # g(t). Par le Théoréme de la valeur moyenne :

flalt)

e Halo) — £e®) glo(t) - o)
(Fe ™) = = oy =gt (u(t)@
PO,

ou & est compris entre g(t) et g(o(t)). Puisque g : R — R est continue, il y a un
c € [t,o(t)], qui nous donne le résultat . Considérons maintenant le cas ot t
est dense d droite .Dans ce cas :

flg@) — flg(s)) g(t) —g(s)
st g(t) — g(s) (t —s)
= Em {f (58) ’ (( ) _S)Q(S)}

Par le Théoréme de la valeur moyenne, ou & est compris entre g(s) et g(t). Par la
continuité de g on obtient que limy ,; & = g(t) ce qui donne le résultat .

Exemple 2.4 Soit T = Z, pour la quelle o(t) =t+1 et pu(t) =1 et consideére les mémes
fonctions que dans Exemple f(t) =1t* et g(t) = 2t. On trouwver directement la valeur
¢ dans [4,0(4)] = [4,5], Ddpres le Théoréme ,pOUT que

(fo9) @) = f'(g(c)g(4) (5)

d partir de [2)), il suit que (f o g)(4) = 36 Parce que g\ (4) = 2 f'(g(c)) = 4c,l’égalité
(5) est simplifiée @ 36 = 8¢, et ainsi C' = 3
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Définition 2.2 Soit § un nombre réel non négatif. nous définir la dérivée fractionnaire
de f d’ordre B par :

(o)
fB) = <fAN> N = |8] (c’est-d-dire que N est la partie entiére de ) et « = — N.

Exemple 2.5 Si f(t) = ¢ pour tous t € T,c une constante, alors f*) = 0 pour tous
B eRS.

Exemple 2.6 Soit f(t) =2, T = hZ,h >0, et [ = 1.3 ensuite, par Déﬁm’tz’on
nous avons :

f3) = (fA)(OB) .1l découle de o(t) =t+h  que fE3(t) = (2t + h)O3),
Proposition[2.1] et Théoréeme (1) et (ii) nous permettent décrire que

£ (1) = 2009,

Nous concluons de Proposition2.2 u(t) =h que fO3)(t) = 2h07,

2.2 Dlintégrale fractionnaire

Définition 2.3 On suppose que f : T — R est une fonction réglée.On définit l'intégrale
fractionnaire indéfinie de f d’ordre 3,0 < 8 <1 par :

/f(t)Mt: (/ f(t)At) o

ou [ f(t)At est usuelle indéfinie lintégrale des échelles de temps.

Remarque 2.2 [l résulte de la Définition [2.3] que :
/f(t)Alt = /f(t)At
[ roac= s,
Définition 2.4 On suppose que f : T — R est une fonction réglée

FO(t) = / F(AP

et lintégrale fractionnaire indéfinie de f d’ordre B avec 0 < 8 < 1 non définit ’intégral
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fractionnaire de Cauchy par :
b
| H0a =P = P - Pla), abeT
a
le théoréme suivant donne certain propriétés de l’intégrale fractionnaire d’ordre [3.

Théoréme 2.5 Si a, b, ceT, E€R et f,geCry, 0< B <1 alors :

(i) / () + g(£)]A% = / (A" + / g(t) Nt
(i) [P () ) A% = € [ fa%

(4ii). / (t)ABt = f (t)APt
(iv) ji f()APE= [° f Mt+fc f(t) APt
(v).S1 f(t) = O,alors/bf(t)ABt = 0.

Preuve 2.9 Les égalités découlent de la Définitions[2.3| et[2.4], similaire propriétés de lin-

tégrale delta des échelles de temps, et les propriétés analogues pour la dérivée fractionnaire
des échelles de temps. (i) de la Définition 2.4]

[raaii= [ (r0+o0a it

et, de la Définition 2.3,

(1-8)|°

AQf+gX®A@:=(/kﬂﬂ+gGDA0

découlent des propriétés de lintégrale delta et Théoréme [2.3] (i)

/ (4 ) (1A% = ( / f(t)At)(lm ¥ ( / g(t)At> -

En utilisant encore de la Définitions 2.3] et[2.3], on a :

b
/ (f + 9)(H)A%t = / F(HA" / g(t)A° 1!
= FAt) + G° ()" = FP(b) + GP(b) — FP(a) — G*(a)

= [oses [Cgwac
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(it) Les Définitions[2.3) et 2.4 on a :

/ab(ﬁf)(t)Aﬁt - /(gf)(t)AB e — (/(ﬁf)(t)At)(l_m b

D’apres les Propriétés de Uintégral delta et Théoréme [2.3] (i)

fenosice( )

(i1). Des Définitions 2.3] et[2.4, on a :

[ enmat=¢ [ son = er 0 = ¢ (F0) - F(a)

¢ / At

les Propriétés (iii),(iv),(v) sont une conséquences directe de la Définition 2.4

(iii)

/abf(t)Mt:Fﬁ(b) F’(a) = — (F°(a) / (5
(iv).
/abf(t)Mt = FP(b) — FP(a) = F*(c) — F®(a) + F°(b) — FP(c)
:/acf(t)ABtJr/cbf(t)Aﬁt
(v)

/a FOA% = FP(a) — F*(a) = 0.

Exemple 2.7 Soit T=2,0<f<1letf(t)=t.Ona [tAt=L +C

avec C' une constante, nous avons :
10 (1-8)
t2
1

[0ast = [iaf 10 = (f1ar)t?

1
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Il découle de I’Exemple 2.2] avec u(t) =1, Théoréme[2.3) (i) et (ii) et Proposition [2.1]

21 3
- =9.
2

10 5 1 10
tAPE =~ (2t + |0 = =
J =g i =3



Chapitre 3

Existence et unicité de solution

Dans ce chapitre, nous présentons d’abord deux fonctions importantes dans la théorie
du calcul fractionnaire. Puis on définit 'intégrale et la dérivée fractionnaire et leurs
propriétés.

Nous considérons le probléme de valeur initiale suivante :

WDry(t) = f(ty@t), teftoto+a=TJCT, 0<a<l (1)

E)Itliay (to) = 0. (2)

Définition 3.1 Soit [a,b] un intervalle borné fermé dans T .

Une fonction F : [a,b] — R est appelée un antidivant de Delta fonction

f:la,b] > R.

Soit F est continue sur |a,b], Delta différentiable sur [a,b], et F2(t) = f(t) pour tout
t € [a,b) . Ensuite, on définit A-l'intégrale de f de a a b par :

/ f(t)At = F(b) — F(a).

Proposition 3.1 Soit T une échelle de temps et f une fonction continue croissante sur
Uintervalle [a, b].
Si F est Uextension de f a Uintervalle réel [a,b] donné par :

[ f(s) SiseT
F(S)_{f(t) Sise(tot)¢T
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Alors

/abf(t)At < /abF(t)dt

Définition 3.2 (Fonction Gamma). Pour les nombres complexes avec un partie réelle
positive, la fonction Gamma T'(t) est définie par :

[(t) = / v le " dx, Re(z) > 0.
0

Cette intégrale est convergente pour tous les réels positifs.

Définition 3.3 (Fonction Béta). La fonction Béta, également appelée l'intégrale d’Euler
de premier type, est la fonction B(z,y) définie par :

1
B(z,y) = / M-t dt, x>0, y>0.
0

Remarque 3.1

1. Pour toutt € R*, On a :
C(t+1) =tT(t).

2. La fonction Béta est liée avec la fonction Gamma par la relation swivante :

['(x)['(y)
By =Tty

Définition 3.4 (Intégrale fractionnaire sur les échelles de temps).
Soit T une échelle de temps, [a,b] un intervalle de T et h est un intégrable sur [a,b].
Soit 0 < o < 1. Alors l'intégrale fractionnaire (& gauche) de l'ordre v de h est définie par :

Tron(t) = / %h(s)&s.

ou I' est la fonction Gamma.
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Définition 3.5 (Dérivée de fractionnaire sur échelles de temps).
Soit T une échelle de temps, t € T,0 < a <1, et h: T — R. La dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouville (4 gauche) d’ordre « de h est définie par :

2oint) = e ( (- s>—ah<s>As)A 3)

Remarque 3.2 Si T =R, alors la Définition [3.5 donne le classique

(a gauche) dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville . Pour différentes extensions du
dérivée fractionnaire sur échelles de temps, en utilisant ’approche Caputo au lieu de la
Riemann-Liouville, .

Remarque 3.3 Pour les approches locales a la calcul fractionnaire sur les échelles de
temps nous renvoyons le lecteur . Nous pouvons cependant facilement généraliser notre
définition de dérivée fractionnaire o > 0 . En effet, passons a o € RT\N. Alors, il existe
g€ (0,1) tel que a = [a] + B, ou [o] est la partie entiere de «, et nous pouvons ensemble

T T B Alel
aD?h: aDth

Les opérateurs fractionnaires d’ordre négatif sont définies comme suit.

Définition 3.6 Si —1 < a < 0, alors la dérivée d’ordre o est l'intégrale fractionnaire de
lordre —ai, c’est-a-dire :

THhna _ Tr—a
aDt_a]t .

Définition 3.7 St —1 < a < 0, alors lintégrale de d’ordre v est la dérivée fractionnaire
de Uordre —ai, c’est-a-dire :

Tra _— TpPp—«o
a[t_aDt .

3.1 Quelque Propriétés des opérateurs d’ordre
fractionnaire

Proposition 3.2 Soit T une échelle de temps avec la dérivée A, et
0<a<l1. En suite :

T Hya Trl—a
D =Ao I
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Preuve 3.1 Soith: T — R De nous avons :

1 A

o« Dih(t) = m (/ (t— S)_ah(S)AS)
— ("1n(1))® = (A of II%) h(t).

Proposition 3.3 Pour toute fonction h intégrable sur [a,b], le l'intégrale de Riemann-
Liouville A-fractionnaire de satisfait :

T T8 _ Tyrot+s
a‘ltao aIt - a]t

pour o > 0 et 5 > 0.

Preuve 3.2 Par Définition,

(Freol 17 ) (he) =51 (517 (h(1)))

:ﬁ / t(t _ g)ol (gff(h(s))> As

_ﬁ /at ((t - s)o‘_lﬁ /as(s — u)ﬁ_lh(u)Au> As
_m /a /as(t —5)* s —u)’ " h(u) Auls
1

T /at U:(t — 92 (s — )P h(w) Au
+ / (= 9715 — )P h(u) AuJAs
_m /at M(t — g i(s - u)ﬁ_lh(u)Au} As

D’aprés le théoreme de Fubini,en changeant l’ordre d’intégration obtenir :

(1% 17) (()) = m /

/a t(t — ) l(s — u)ﬁ—lh(ums] Au

/a t(t — ) l(s — u)ﬁ_lAs] h(u)Au

/u t(t — ) l(s — u)ﬁ_lAs] h(u)Au
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s=u+r(t—u),r €R on obtient :

(F10 T17) (h(1))
1

- T / t [ /0 1= e ) — 0P — wdr] h(u)Au

S S & _ el ' B () A
—rmww»A“ ) ‘il“ )" h(w)A

_ B(a7ﬁ) ! —u a+p—1 U U
= Fagi ) . (0

_ t — )T (u) A
‘rw+5ul“ 5L (1) A

= T12%8n(2).

Proposition 3.4 Pour toute fonction h intégrable sur |a,b] on a :

Do TIoh = h.

Preuve 3.3 Par les Propositions [3.2] et [3.3], nous avons :

1D o IR = [J17 (I (h(t)]” = [LA)]® = h()

Corollaire 3.1 Pour 0 < a <1, nous avons :

Do oD =1d

et
oo T1r = 1d

ou Id désigne l'opérateur d’identité.

Preuve 3.4 De la Définition 3.7 et de la Proposition [3.4. nous avons :

aDf o yD; % = IDPo JIY =1d
de la Définition [3.6] et Proposition [3.4], nous avons :

Tr—« Tra _ Tpnao Tra
aIt © a]t - aDt © aIt _Id
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Définition 3.8 Pour a > 0,S0it un > I{*(|a,b]) dénote lespace de
fonctions pouvant étre représentées par le A-intégrale de Riemann - Liouville d’ordre o
de quelque C([a, b])-fonction.

Théoréme 3.1 Soit f € C([a,b]) et a > 0. Pour que f € YI*([a,b]), il est nécessaire et
suffisant que :

oL f € C'([a,b]) (4)

et

(L f )], = 0. (5)

Preuve 3.5 On Suppose que :

fe ol ([ab]), f(t) = TI7g(t)

pour certains

g € C([a, 0])
et

oL (f(1) = oL (IR g(1)) -
De la Proposition [3.3,nous avons :

TI(f(t) = Thg(t) = / 9(5)As

par conséquent,
oL f € C([a,b)])
et

(1 s @), = [ ots)as =0

Inversement, supposons que f € C([a,b]) satisfait a et (9). Ensuite, par la formule de
Taylor appliquée a la fonction TI}~f, on a :

t l1—o
et = [ 5, Feas veelad
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Soit ¢(t) = %Ij'tl’af(t) Notez que ¢ € C([a,b]) par .
Maintenant, par Proposition 3.3, nous avons :

oLi () = aLio(t) = o1, [ 17 ((1)]

Et ainsi

aTItl_a(f(t)) - aTItl_a [E]ta(#)(t))} =0

Ensuite

ol [f = aIP (p()] = 0.
De lunicité de la solution a l’équation intégrale d’Abel, cela implique que f — TIfp = 0.
Ainsi, f= TIdp et f e TI%a,b].

Théoréme 3.2 Soit o > 0 et f € C([a,b]) satisfaire a la condition
Théoreme (3.1 Ensuite,

(fi 0 o D7) (f) = 1.
Preuve 3.6 D’apres le Théoreme [3.0] et la Proposition [3.3], nous avons :

oIt 0 G DYf(t) = oI o oD (RIfe(1) = oI7o(t) = f(1).

3.2 Existence de solutions aux PVI fractionnaires

Dans cette section, nous prouvons l’existence d’une solution au Probléme de valeur
initiale d’ordre fractionnaire - définie sur 1 échelle de temps .Soit T une échelle de
temps et

J = [to,to +a] C T.

Alors la fonction y € C(J,R) est une solution de probléme - si

wDiy(t) = f(t,y)  surd,

tTOI?y (to) =0
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Lemme 3.1 Soit0<a< 1,7 CT,etf:TJxR—R. Lafonctiony est une solution du
probléeme — si est seulement si, cela fonction est une solution de [’équation intégrale
suvante :

Preuve 3.7 Par le Théoréme|3.2

wli © (1, D7 (y(t))) = y(1)

a partir de nous avons :

Théoréme 3.3 On suppose que J = [to,to + a| C T. La valeur initiale

des problemes - a une solution unique sur J si la fonction f(t,y) est une fonction
bornée continue dense a droite telle que il existe M > 0 pour laquelle | f(t,y(t))| < M sur
J et le Condition de Lipshitz

AL >0:Vte J etz,yeR, ||f(t,z) — f(t,y)] < Lljz —yl.

Preuve 3.8 Soit S l’ensemble des fonctions rd-continues sur J C T Poury € R, définie
par :

[yl = sup [[y(®)]|
teJ

1l est facile de voir que S est un espace de Banach avec cette norme. Le sous-ensemble de
S(p) et lopérateur T' sont définies par :

S(p) ={X € §: [ X]| < p}

et
1 t
T(y :—/ t—5)*"f(s,y(s))As
W)= @y 6= 9" S 0(s)
ensuite
L[ geras < 2 - gemia
T(y(t S—/ t—s)* 5\—/ — 85)* " As.
TWO) < T ) M) /.,
Depuis (t — s)*~! est une fonction monotone croissante,

en utilisant Proposition (3.3| nous pouvons écrire que :

t t
/ (t—s5)*1As < / (t —s)*ds
to to
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En conséquence

M ! o1 M a*
T(y(1))] < @/ (1= 51 s < s =

En considérant p = % , nous concluons que T est un opérateur de S(p) a S(p). En
outre,

IT@) - T < % / (t = )1 (s, 2(5)) — F(5.5(s))|As
< %/t (t—s)*'As
< LchF(—az)/Hoo/t(t_s)a_lds
Lz —yloa®  La°

[(a) a mHﬂi—yHm

pour z,y € S(p).Si % < 1 alors c’est une map de contraction.
Ce implique ’existence et l'unicité de la solution au probleme - .

Théoréme 3.4 On Suppose que f: J xR — R est une fonction rd-continue bornée telle
qu’il existe M > 0 avec |f(t,y)| < M pour toutt € J,y € R . Alors le probléeme -
a un solution sur J.

Preuve 3.9 Nous utilisons le théoreme a points fixes de Schauder pour prouver que T
définie par (3)) a un point fize.

La preuve est donné en plusieurs étapes.

Etape 1 : T est continue. Soit y, un séquence telle que y, — y dans C(J,R) Ensuite,
pour chaque t € J .
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T (yn) (1) = T(y) ()]

1 t o1
< T / (t— ) F (5. (5) — F(s,u(s)| As

<t /t:u 9 sup (5, a(5)) — (s y($))|As

seJ

1 CoynC) = FCyle [ i,
< () /ﬁ)(t )A

17 Cm() = FCvOD e [y ey,
< e [t
< ”f ('73/11(')) _ f(7y<>>Hooﬁ
h ['() o
< a” ||f (7yn()) _ f(ay())Hoo
= MNa+1) '

Puisque f est une fonction continue, nous avons :

aOL

T (yn) () = T(y) ()] < Mo +1) 1FCon () = £y oo

— 0 comme n — o0

Etape 2 : la carte T envoie des ensembles liés en ensembles liés en C(J,R) En effet, il
suffit de montrer que pour tout p il existe une constante

positive |, pour chaque y € B, ={y € C(J,R) : |ly|l~ < p},

nous avons : || T(y)|lee <. Par hypothese, pour chaque t € J, on a :

T < Fag [ =9 1 sas)]s

to

M t o—1
< m/to(t—s) As

M t
< —/ (t —s)*tds
F(O{) to
Ma® Ma®

S al'(a)  T(a+1)

Etape 3 : la carte T envoie des ensembles bornés en équicontinue ensembles de C(J,R)
. Soit ty,ty € J; t1 < ta; B, est un ensemble borné de C(J,R) comme a l’étape 2 et
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y € B,. Ensuite,

1
()

- / “(ta— 5 f(s,9(s)As

1 t a1 a—1
m|/to ((t— 9™ — (ts— s)

+ (t2 = )" ) f(s,y(5)) As

t2

— [ (ta=5)" fs.y(s)As|

/ (11— 5 f(s,y(s)) As

to

T(y) (t2) = T(y) (1) | <

<o | o s [t
<%/ﬁ(}tl((tlﬁ?)&_l (ty — 5)*~ ds+/ (ts — 5)* L ds

< % [(ts — )" + (t1 — to)™ — (2 — t)*] + m (b — 11)°
:NZ—]\J{U(b—tl)“er[(tl—to)“—(m—to)a].

Comme t; — tg, la partie droite de linégalité ci-dessus tend a zéro.

En conséquence des étapes 1 a 3, conjointement avec le Théoréeme d’Arzela - Ascoli, nous
concluons que T : C(J,R) — C(J,R) est complétement continue.

Etape 4 : limites a priori. Maintenant, il reste a montrer que l'ensemble Q = {y €
C(T,R) :y =AT(y),0 < A < 1} est borné. Soit y € X. Puis y = AT(y) pour quelque
0 < A < 1. Ainsi, pour chaquet € J, on a :

o0 =3 [ [ (= Gsutenas

(@) Jio

Nous complétons cette étape en considérant l’estimation de [’étape 2.
En conséquence du théoreme des points fizes de Schauder, nous comprendre que T a un
point fize, ce qui est la solution du probleme —.



Chapitre 4

Opérateurs fractionnaires généralisés
sur échelles de temps

Dans ce chapitre,nous commencons par généraliser les concepts de intégrale et dérivée
fractionnaire, en introduisant le concept de intégrale et dérivée fractionnaire aux échelles
de temps d’une fonction avec par le respecte & un autre fonction.

4.1 Dérivée et intégrale généralisée

Définition 4.1 (Intégrale fractionnaire généralisée sur les échelles de temps).

Soit T une échelle de temps, [a,b] est un intervalle de T, h est une fonction intégrable sur
[a,b] et g est monotone ayant une dérivée delta g™ avec g™ (t) # 0 pour tout t € [a,b].
Soit 0 < o < 1. Ensuite, l'intégrale fractionnaire généralisée (& gauche) d’ordre o de h
avec a g est définie par :

T Ioh(t) = / Far ) = )" 94 (h(s) s

Définition 4.2 (Dérivée fractionnaire généralisée sur des échelles de temps).

Soit T une échelle de temps, [a,b] est un intervalle de T, h est une fonction intégrable sur
[a,b], et g est monotone ayant une dérivée delta g™ avec g™(t) # 0 pour tout t € [a,b].
Soit 0 < a < 1 . Ensuite, la dérivé fractionnaire généralisé (a gauche) d’ordre o de h par
rapport a g est définie par :

EDEH0 = i ([ 00— o)A 6neas )
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Remarque 4.1 5 T = R, alors les Définitions et donnent, respectivement, le
bien Intégrale fractionnaire généralisée connue et dérivée de Riemann-Liouville. Soit z
une fonction monotone ayant une dérivée delta z* avec g=(t) # 0 pour tout t € J. Nous
considérons le probléme de valeur initiale suivante :

(1)

b IRy (t) = 0.

to;z

{ DYty = f(ty(t), t€toto+a =JCT, 0<a<l,

Ou ETO;ZDtdO‘ et ;ﬂ;;zltl_a est la dérivée et intégrale fractionnaire généralisée de Riemann -
Liouville avec respect a une fonction z, et f : J xR — R est une droite fonction continue.
Notre objectif principal est d’obtenir des conditions pour ’existence et [unicité de solution

a probleme . Dans ce qui suit, T est une échelle de temps donnée et J = [to,to +a] C T.

Lemme 4.1 Soit0<a <1, JCTetf:JxR—R. Fonctiony € C(J,R) est une so-
lution du probléme st est seulement si est une solution de équation l'intégrale suivante :
22(t)

1) = T / (2(8) — 2(5)™ 1 23(5) (s, y(s)) As.

to

Preuve 4.1 Par les Définitions[A.1] et[£.2, nous avons :

BT = e [ (0 = ) syl A

et

P DRy(t) = (t<z<t>—z<s>>-azﬂ<s>y<s>As)

En outre
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tToz]a [tozD;fxy( ):|

A(t) (to ZIa (to ZI - ( )))

= ZA(t) (to z[tly( )) (2)

1l découle de , et de la Définition que

y(t) = 22(8) 7 [0 Di (1))

B(t) L f(ty()

ZA(t) — 2(s))* 122 (s) f(s,y(s))As
=20 [ - ) 6 s ulo)As

to

I
w

Théoréme 4.1 Soit f : J x R — R continue et supposons qu’il existe une constante
L > 0 telle que :

[f(tu) = f(t,0)] < Lllu — vlje

pourt e J et u,v € C(J,R). Si

L2 () M,(t)
—(t—tO)F(a) <1, teJ, (3)

ol

JE(=(t) = 2(5))°7 22 (s)ds

t—1o

Ma(t) =

Alors probleme a une solution unique sur J .

Preuve 4.2 Nous transformons le probléme (1) en un probléeme de point fixe. considérer
Vopérateur F : C(J,R) — C(J,R) définie par

ZA t
Fu)) = 50 [ G0 - )4 e s o)as )

to

Nous devons prouver que F' a un point fixe, ce qui est une solution unique de sur J.
Pour cela, nous montrons que F' est une contraction.
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Soit x,y € C(J,R). Pourte J, on a :

PO = FOO =[5 [0 - 6205006 - FlonplsD]As
< S [t = 2006 - ol
R /t:<z<t>—z<s>>a-1zﬁ<sms
< ZEOR s [ ot = 2oy 1220

to

Ensuite, il résulte de que

Pl - Fipiol < EORO 00,y

Par (3) , F est une contraction et donc, par le théoréeme de cartographie de contraction,
nous déduire que F' a un point fize unique. Ce point fize est la solution unique de .
Maintenant, nous donnons notre deuxieme résultat principale, qui est un résultat d’exis-
tence basé sur l'alternative non linéaire de Leray-Schauder, appliquée a des systémes com-
pletement continues.

Théoréme 4.2 On suppose que f : J X R — R soit une fonction bornée rd-continue tel
qu’il existe N > 0 avec |f(t,y)| < N pour tout t € J,y € R. Alors le probléme a une
solution sur J .

Preuve 4.3 Nous utilisons le théoreme a points fixes de Schauder pour

prouver que I définie par : a un point fixe. La preuve est donnée en quatre étapes.
Etape 1 : F est continue. Soit y, une suite telle que y, — y dans C(J,R).Ensuite, pour
chaque t € J,
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) J,

<20 t:<z<t>—z<s>>a : A( >§3jp|f<s ) S5, )] As
UIEAULYWOTR / A
2OV T [t

< ZOMA O] 7 ) = aO

Puisque [ est une fonction continue, nous avons :

[E (yn) (t) = F(y) (1))

2 (t)M;((Q)(t—to) 1 G — £y —s 0

comme n — 0.
FEtape 2 : la carte F envoie des ensembles liés en ensembles liés en C(J,R). Il est assez
pour montrer qu’il existe une constante | positive telle que :

F(y) € Bi={F(y) € C(T,R) : [[F(y)lloo <1}

Par hypothese, pour chaquet € J, on a :

ZA t
FO)O1< T [ G0 = ) 2@l s ao)ls
AN [ ol A
F . () = () 2 s
2A(
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Etape 3 :la carte F envoie bornée ensembles bornée en ensembles équi-continues dans
C(J,R). Soit ty,ty € J,t1 < ty. Ensuite

[F'(y) (t2) — F(y) (t1)]

1), / ()21 2 (5) F (5, y(5)) As

( (t2) = 2(5)" " 2%(5) f (5, y(5)) As|

2(5)"7 = (2 (t2) — 2())"
2(s))" 1)ZA( ) (s,y(s))As
_/2( (152)—2'(8))”‘_1 2%(5).f (s, y(s))As|

()7 = (2 (t2) = 2(5))*") 22(s)ds

to
[ ) = o) A s
t1
Comme t1 — ta, la partie droite linégalité ci-dessus tend a zéro. Comme conséquence des
étapes 1 a 3, ainsi que du théoréeme d’Arzela-Ascoli, nous conclure que F : C(J,R) —
C(J,R) est complétement continue.
Etape 4 : délimitation a priori des solutions. Il reste a montrer que [’ensemble
E={yelC(T,R):y=AF(y), 0<A<1}
est borné. Soit y € 5 un element quelconque. Ensuite, pour chaquet € J,

y(t) = AF(y) r(a) J;O )a_le(s)f(s,y(s))As

1l s’ensuit que :
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001 = [ [ (60 = 26 B o

2 [ a1

Y GG RECI s DI TRTO)
2ON [ — 2(s)* 22 (s)As

< g | = =) ma
ZA t

< FEQ)N JRCCEECI B
B ONM(0) (¢t~ 1)

- IN())

Par conséquent, l’ensemble J est borné. En conséquence du théoréeme des points fizes de
Schauder, nous concluons que F' a un point fixe, qui est la solution de .

4.2 Exemples

Quand la fonction z est I'identité Id, nous avons :
Is;[d =13

c’est-a-dire que nous obtenons l'intégrale fractionnaire 4 gauche ordinaire de Riemann-
Liouville.

Dans ce cas trés particulier, 'existence d’une solution au probléme

fractionnaire sur des échelles de temps.

Nous couvrons ici la situation générale : existence de solution a probléme de la valeur
initiale fractionnaire (I]), pour une fonction générale z. Soit z(t) = ¢, T = 2V, oo = 3, et
to = 0. Alors ,o(t) = 2t

NA ot
(Igﬁtzf) (t) = ?(i) /0 (t2 — 82)a_1 (32)A f(s)As

G

Dans ce cas,
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et nous avons :

(tto®)Llz—yle [*2 214
|F(2)(t) = Fy)(t)] < NG /O(t — %) 7 (s +0(s)As

7(75-}-275)[/”95_9”00 ' 2_ g2 -3 s s)As
_ o /O(t ) (s +25)A

3tL||x — ylle [* _1
S M/ (t2 _ 52) é (38>d5
VT 0
HLye— gl
T — o)
Jr ey

<

Dans cet exemple

_ f(f (t* — 52)_% (3s)ds

M, (t

() t
est réduit M, (t) = 3.choisissez b tel que

b=L <1

Alors les conditions du Théoréme [£.1] sont satisfaites, et nous concluons qu’il existe une
solution y € C(J,R) de fonction ().
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Conclusion

Notre but principal dans ce mémoire est détudier de la dérivée et
[intégrale fractionnaire sur les échelles de temps,et ['existence et ['unicité
de solution pour premiére fraction de Riemann-Liouville probléme de valeur
sur échelle de temps. Ce résultat est obtenu par 'utilisation du théoreme de
point fize de Banach.
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