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Notations et Conventions

On utilise les notation suivantes :

- F est un espace de Banach et (2 un sous ensemble borné de £ On notera par :

v

v

||| - sa norme.

B(xg,r) : la boule ouverte de centre z et de rayon r.

C(I,J) : espace des fonctions continue sur / a valeurs dans J.
P.P : presque par tout.

Cla, b] : L’espase des fonctions continues sur [a, b].

A : Paramétre réel.
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INTRODUCTION

‘objectif de ce travail est de présenter, des résultats d’existence et d’unicité des
L solutions continues et intégrables pour des équations intégrales de type (Fred-
holm, Volterra et Hammerstein).
Tous les problémes étudiés sont considérés dans un espace de Banach.
La technique utilisée c’est de ramener 1’étude de notre probléme a la recherche d’un
point fixe d’un opérateur intégral convenablement construit. En appliquant des théo-
rémes de point fixe. (Le théoréme du point fixe de Banach, Schauder, Leray-Schauder

et de schaefer).

Le contenu de ce mémoire est basé sur les articles [14, 15, 16].
les équations intégrales jouent un réle trés important dans ’analyse fonctionnlle,
ainsi que dans la résolution des problémes de la physique.
les principaux fondateurs de la théorie d’équation intégrales sont Vito Volterra (1860
-1940), et Ivar Fredholm (1866 - 1927), ainsi que David Hilbert (1862 - 1943) et
Erhard Schmidt (b.1876). Volterra était le premier a avoir identifier 'importance de

la théorie et pour la considérer systématiquement, mais la contribution de Fredholm



a permis le franchissement (environ 1900), (plutét qu’évitant), de la difficulté liée a la
disparition du déterminate des coefficients. néanmoins, la priorité de Volterra généra-
lement aurait été reconnue si son premier papier sur le sujet (1896) avait été présenté
difféeremment. Mais Volterra au lieu de déduire ses résultats par les mémes méthodes
qu’il a employées pour leur découverte (qui étaient identiques a ceux utilisées plus
tard tellement avec succés par Fredholm) a simplement édité une vérification de sa

solution [22].

La théorie du point fixe est au coeur de I’analyse non linéaire appliquée aux
équations intégrales puis qu’elle fournit les outils nécessaires pour avoir des théorémes
d’existence dans beaucoup de problémes non-linéaires différents. Les théorémes du

. : ) . , . .
point fixe sont les outils mathématiques de base en montrant 1’existence des solutions
dans divers genres d’équations.

Ce mémoire se compose en quatre chapitres .

Dans le premier Chapitre (intitulé "Préliminaire"), nous donnons notions,
définitions, et dans la derniére section on donne une introduction a la théorie du
point fixe et quelques théorémes du point fixe (Le théoréme du point fixe de Banach,

Schauder, Leray-Schauder et de schaefer).

Le deuxiéme chapitre est une introduction a la terminologie et a la classifi-
cation des équations intégrales, tel que on va présenter une classification pour les
équations intégrales linéaires et non-linéaires, comme on a donné des exemples sur

ces équations,

Dans Le troisiéme chapitre Nous présentons, des résultats d’existence et d’uni-

cité des solutions continues pour 1’équation intégrale de type Fredholm.

x(t) = f(t) + /bg(t, s, x(s))ds, —oo<a<t<b< 400,



et de type Volterra suivante :

x(t) = f(t) + /tg(t, s, x(s))ds, —00<a<t<b< 400,

Le quatriéme chapitre est consacré a ’existence des solutions intégrables dans

I'espace L, , de I'’équation intégrale non-linéaire de type Hammerstein suivante :

x(t) = g(t) —|—/0 N k(t,s)f(s,z(s))ds.



Mots clés : équation intégrale, équations intégrales linéaires et non-linéaires,
équations intégrales de type Fredholm et Volterra, équations intégrales non-linéaires
de type Hammerstein, espace de Banach, Le théoréme du point point fixe, opérateur

intégral.



Chapitre 1
Préliminaire

Dans ce chapitre nous présentons des notations, définitions et des théorémes uti-

lisés dans ce mémoire.

1.1 Rappels Sur Les Espaces Fonctionnels

Commencant par rappeler la définition d’un espace vectoriel normé.

Définition 1.1. (Espace vectoriel normé) Soit E un espace vectoriel sur le corps
K =R ou C, on appelle norme sur lespace E toute application notée || - || définie
sur B a valeurs dans Ry, vérifiant pour tout x,y dans E et a dans K.

(i) ||z|| = 0 si seulment si x = 0.

(i1) ||ax|| = |a|||z]| (homogénéité).

(i) ||z + y|| < [|z|| + |yl (inégalité triangulaire).

Tout espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

Définition 1.2. (Espace métrique complet) On dit que E est un espace métrique

complet si toute suite de Cauchy de E converge dans E.
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Définition 1.3. (Espace de Banach) Tout espace vectoriel normé complet est

appelé espace de Banach.

Définition 1.4. (Espace C|a,b]) L’espace des fonctions continues sur [a,b], muni
de la norme :

= ).
o] = max Ja(t)

Définition 1.5. Soit u(.) une fonction mesurable positive arbitraire sur R, on dé-
signe par LP (R, du) ’espace pondéré de toutes les fonctions mesurables x satisfaisant

les conditions sutvantes :

/R |z(t)|Pu(t)dt < oo.

Uespace pondéré L, , = LP(R.,dp) muni de la norme definie par :

W:(Amemme;,

de plus lespace Ly, est un espace de Banach.

|

Définition 1.6. [5/Espace L"(12)
Soit n un entier tel que n > 1 on désigne par Q un ouvert de R™ muni de la mesure

de Lebesque on définit, pour tout p € [1,+o00] ,l’espace

LP(Q) = {f :Q — R, f mesurable, /Q|f(m)|pd:p < oo},

1
que l'on munit de la norme ||f||, = </ ]f|pdx>
Q

Pour y € LP[0,T], la norme et donnée par

1
<f0T |ly|? d;z:) " pour 1< p< oo

esssuPepo.r) |Y(t)] pour  p=o0

I1yll, =
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1.2 Quelques Définitions et Théorémes

Définition 1.7. ( Ensemble convexe) une partie C' d’un espace vectoriel réel E

est dite conveze si et seulement si :

Va,y e C, Va € [0,1] : ax + (1 —a)y € C.

Définition 1.8. Soit C'(J,R) l'espace des fonctions continues d’un intervalle compact
J dans R de l’espace de Banach X, M un sous ensemble de C(J,R).

1. M est dit équicontinu si est seulement st :
Ve > 0,30 > 0,Vt,ty € J :
[tr = t2|| <6 = ||f(t2) — f(2)| <&, VfeM.

2. M est dit uniformément borné si et seulement si :
de>0:||f)] <e, VteJ et VfeM.

Théoréme 1.1. [18] (Ascoli Arzela)
Soit C(J,R) lespace des fonctions continues d’un intervalle compact J dans R de
lespace de Banach X, M un sous ensemble de C(J,R).
Un sous ensemble M de (J,R) est relativement compact si :
- M est uniformement borné.

- M est équicontinu.

La caractérisation de Kolmogorov des ensembles relativement compact dans I'es-

pace L, , est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 1.2. [10](critére de compacité de Kolmogorov dans L,,) X un
sous ensemble borné dans L, ,,1 < p < oo est relativement compact si et seulement
St :

(1) }lg% | z(t + h) — x(t) ||p,= 0, uniformément sur X.

+o0
(i1) f}im |z (t)|Pp(t)dt = 0, uniformément sur X.
—00 A
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Lemme 1.1. [283](Lemme de Gronwall) Soit u: I C R — E une application
continue, positive.On suppose qu’il existe X et u deux fonctions continues (A > 0)

satisfaisant

u(t) < p(t) + /t)\(s)u(s)ds, Yt € [to, b]. (1.1)

to

Alors, u satisfait 'estimation suivante

) <)+ [ Ay ([ Away)as.

to

Dans le cas particulier u(t) = C, on obtient la majoration suivante :

u(t) < Cexp < /t: )\(s)ds) |

Définition 1.9. [7] Une fonction f: J x R x R — R est dite Carathéodory si :
(i) La fonctiont — f(t,z,y) est mesurable pour chaque (x,y) € R x R.
(it) La fonction (x,y) — f(t,z,y) est continue presque par tout t € J.

Définition 1.10. [5/(Théoréme de convergence dominée de Lebesgue)

Soit (f,) une suite de fonctions de L*.On suppose que
i) fu(x) = f(x) p.p sur Q.
i) il existe une fonction g € L' telle que pour chaque n,|f,(x)| < g(z) p.p. sur
Q.
Alors

feL Q) et || fo— flln — 0.

Inégalité de Holder |[5]
Soient p et ¢ deux exposants conjugués (i.e. % -+ é =1)et fe Ll ge Ll

alors,

fgel' o (/uménmpmm.
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Un cas particulier de I'inégalité de Holder pour p = ¢ =2, on a

t/vghz(/uﬁm>;</mﬁm)%

cette inégalité est appelée inégalité de Cauchy-Schwarz.

Définition 1.11. [5](Fubini) On suppose que F € L*(Qy xQy), Alors, pour presque
tout x € Qy,

F(z,y) € L;(QQ) et /Q F(z,y)dy € L:().

De méme, pour presque tout y € €2y

Flo,y) € M) et AF@wwe%mg

De plus on a

/ dac/ F(x,y)dy:/ dy/ F(x,y)dx:// F(z,y)dzdy.
Q1 Q2 QQ Ql leﬂz

1.3 Notions Sur Les Opérateurs

Définition 1.12. (Opérateur Linéaire) Soit T un opérateur d’un espace normé E
dans un espace normé F', on dit que T est linéaire s’il vérifie les conditions suivantes :
pour tout p1, Yo dans E et A dans K = (R ou C).

i) Vor, 2 € B ona, T(p1+ ¢2) =T(p1) + T(p2).

ii) Yo e Eet A€ Kona, T(Ap) =T (p).

Définition 1.13. (Opérateur borné ) Soit T un opérateur Linéaire d’un espace

normé E dans un espace normé F, on dit que T est borné s’il existe une constante
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positive C', telle que :
IT(2)llFr < Cllzl[r vz € E.
Définition 1.14. Soit E un espace de Banach et T : E — E un opérateur.

1. T est dit continu si pour toute suite (x,)nen dans E tel que (z,)nen converge

vers x dans E, la suite (Tx,)nen converge vers T.
2. T est dit compact, si pour tout borné B de E, T(B) est relativement compact.

3. T est dit complétement continu si T est continue et si ['image de tout borné

B de FE est relativement compact.

4. Un opérateur compact est un opérateur borné, la réciproque est fausse.

1.3.1 L’opérateur de Nemytskii

Définition 1.15. Soit f : QX R™ — R est une fonction de Carathéodory, 'opérateur
u— Fu défini par (Fu)(z) = f(x,u(x)) est appelé opérateur de Nemytskii.
L,-continuité de I'opérateur de Nemytskii sera utile pour prouver la continuité

des opérateurs intégrales non linéaires.

Théoréme 1.3. [16/(La continuité de l’opérateur de Nemytskii) Soit G un
sous ensemble mesurable de R et soit f : G x R — R satisfait les conditions de
Caratéodory.

(i) f(-,x) : G = R est mesurable pour chaque x € R.

(1) f(t,-) : R — R est continue pour p.pt € G.

soit 1 <p,q < oo, ke LIG), et supposant que

1f(t,z) <clz|s +k(t) ted,  zeR (1.2)

Puis Dopérateur définit par

F(z)(t) = f(t,z(t)), pour pp te€QG, xr € LP(QG).
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est borné et continu.

1.4 Quelques théorémes de Point Fixe

Introduction

La théorie du point fixe est au coeur de I’analyse non linéaire appliquée aux équa-
tions intégrales puis qu’elle fournit les outils nécessaires pour avoir des théorémes
d’existence dans beaucoup de problémes non-linéaires différents. Les théorémes du
point fixe sont les outils mathématiques de base en montrant 1’existence des solutions

dans divers genres d’équations.

Les théorémes de point fixe sont un résultat qui permet d’affirmer qu’une fonction
f admet sous certaines conditions un point fixe. Ces théorémes se révélent étre des
outils trés utiles en mathématiques, principalement dans le domaine de la résolution
des équations différentielles et intégrales. Dans ce mémoire, on va étudier des dif-
férents théorémes du point fixe tels que le théoréme de Banach, Schauder, Schaefer
et de Leray-Schauder. Etant donnés un ensemble M et une application T': M — M,
ces théorémes donnent certaines conditions sous lesquelles T' admet un point fixe
dans M. Ces théorémes sont importants dans les mathématiques car ils ont plusieurs
applications, par exemple trouver les racines d'un polyndéme, ou montrer I'existence

des solutions numériques des équations intégrales.

Un de ces théoréme est le théoreme de I'application contractante prouvé par Ba-
nach en (1922) dit qu’une contraction d’un espace métrique complet dans lui-méme
admet un point fixe unique. Ce théoréme donne un comportement régulier du point
fixe par rapport aux parameétres. De plus, il fournit un algorithme d’approximation

du point fixe comme limite d’une suite itérée. Mais d’'une part, montrer que la fonc-
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tion est contractante peut entrainer de laborieux calculs. D’autre part, les conditions
sur la fonction et I'espace étudiés restreignent le nombre de cas auxquels on peut

appliquer le théoréme.

Le théoréme du point fixe de Schauder établi en 1930, est plus topologique et
affirme qu’une application continue sur un convexe compact admet un point fixe, qui
n’est pas nécessairement unique. Il n’est pas donc nécessaire d’établir des estimées
sur la fonction, mais simplement sa continuité. Ceci nous donne la possibilité de trai-
ter plus de cas qu’avec le Théoréme de Banach (par exemple, 'identité).

Le théoréme de Leray-Schauder, est aussi appelé théoréme de continuité, représentent
un outils puissant d’existence en étudiant les équations d’opérateur. Par des moyens
de théoréme de continuité nous pouvons obtenir une solution d’équation donnée si

nous commencons par une des solutions de 1’équation simple.

Définition 1.16. Soit T' un opérateur défini dans un espace de Banach E dans lui-

méme, alors pour tout x € E, tel que x = T(x), s’appelle un point fixe de l'opérateur
T.

Définition 1.17. Soit (X, d)un espace métrique. une application T : X — X est
dite Lipschitzienne s’il existe une constante k (appelée constante de Lipschitz) telle
que :

d(T(z), T(y)) < kd(x,y) pour tout x,y € X.

une application Lipschitzienne avec une constante de Lipschitz 0 < k < 1 est appelée

contraction.

Théoréme 1.4. [8] (Théoréme du point fixe de Banach).
Soit (X, d)un espace métrique complet. une application T : X — X est une contrac-

tion avec la constante de Lipschitz k. Alors T a un point fize unique x € X.

Le théoréme du point fixe de Schauder suivant est le plus utilisé dans les appli-

cations :
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Théoréme 1.5. [8](Théoréme de point fire de Schauder).
Soit X un espace de Banach, K C X un ensemble convexe, fermé, borné et non vide.
Et soit T : K — K un opérateur complétement continue. Alors T admet au moins

un point fize.

Théoréme 1.6. [8] (Théoréme de point fixze de Leray-Schauder).

Soit (X,|-|) un espace de Banach et supposons que T € C(X, X) et compact. Sup-
posons que pour toute solution x,

telle que © = XTxz, 0 < X < 1 vérifier Uestimation a priori |x| < M pour une

constante M > 0, alors T a un point fize.

Théoréme 1.7. [8] Théoréme du point fize de Schaefer.
Soit X un espace de Banach et T : X — X est un opérateur complétement continu
on a alors l'alternative suivante :
i) Ou bien, l’équation opérateur x = NT'x admet une solution pour A = 1.
ii) Ou bien, U'ensemble ¢ = {x € X, x = ATz, X\ € [0,1]} est non borné.
Pour les arguments des théorémes du points fize, le lecteur peut
voir [1, 8, 4, 7, 9, 12, 20, 21|



Chapitre 2

Introduction A La Théorie Des

Equations Intégrales

Dans ce chapitre, on donne les définitions et les types des équations intégrales et

leurs classifications, avec une introduction & la théorie de ces équations.

2.1 Introduction

Une équation intégrale est une équation dans laquelle I'inconnu, généralement est

une fonction d’'une ou plusieurs variables, se produit sous signe intégral.

/E K (e, o())dy = Aple) + f(x)

Cette définition plutot générale tient compte de beaucoup de différentes formes spé-
cifiques et dans la pratique beaucoup de types distincts surgissent. Dans la théorie
classique d’équations intégrales on distingue les équations de Fredholm (Ivare Fred-

holm (1866-1927), mathématicien Suédois).

() — A / Kz, 9)ely) = ().
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et les équations de Volterra (Vito Volterra (1860 — 1940), mathématicien Italien ).

wm—A/Zaawﬂwzfmy

Dans une équation de Fredholm les régions d’intégrations sont fixées, tandis que
dans une équation de Volterra une région est variable. Quelques équations intégrales
s’appellent singuliéres, quelques auteurs appellent une équation singuliére si I'inté-
gral ne peut pas étre interprétée comme d’habitude (c’est-a-dire : dans le sens de
Riemann ou de Lebesgue ), mais doit étre considéré en tant que intégral de valeur

principale.

Définition 2.1. On appelle équation intégrale toute équation de la forme
| KGys0)dy = xo(o) + f) £}
E

ot E est un espace mesuré, f(x) une fonction mesurable donnée sur E, \ un scalaire
donné qui peut étre réel ou complexe et K(x,y,o(y)) une fonction mesurable sur E?
appelée noyau de l’équation intégrale.

Avec toutes ces données, notre probleme est de chercher la fonction ¢ qui satisfait

léquation (2.1).

Définition 2.2. On dit qu’une équation intégrale est singuliére si ['une ou les limites
d’intégration sont infinies, ou bien le noyau devient infini au voisinage des limites

de l’intégration.

Définition 2.3. un opérateur intégral linéaire A est un opérateur linéaire qui admet

une formulation de la forme suivante :

zwmzéK@mey

et la fonction K étant appelée noyau de 'opérateur intégral A.
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2.2 Classification Des Equation Intégrales

Les équations intégrales sont classées par leurs caractéristiques selon trois ca-
ractéristiques de base décrient leur structure globale, il est utile de les citer avant

d’entrer dans les détails.

1. limites d’intégration

Toute équation intégrale a limites constantes est appelée équation de Fredholm

Ap(z) - / K (., 0(y)) = £(2) a<z<b

Si I'un des deux limites d’intégration est variable, I’équation devient une équa-

tion de Volterra.

2. L’opérateur intégral T,
L’équation définit par
Ty =f.

est dite une équation de premier espéce.
Si ’équation est définit par

po—Tp=F.

Cette équation est dite une équation de deuxiéme espéce.

C’est-a-dire

Le type (espéce) d’une équation se rapporte a la localisation de la fonction
inconnue. Pour les équations de premiére espéce, la fonction inconnue apparait
uniquement & l'intérieur du signe intégral. Cependant pour les équations de
seconde espéce, la fonction inconnue apparait également a ’extérieur du signe

intégral.



2.2 Classification Des Equation Intégrales 19

3. Le second membre de I’équation,
Si f = 0 I’équation est une équation homogéne. Sinon cette équation est dite

équation non-homogene.

2.2.1 Equations intégrales de Volterra

Définition 2.4. On appelle équation intégrale de Volterra non linéaire de seconde

espece une équation de la forme

o) = 1)+ " K (ot plt))dr

ot p(x) est une fonction inconnue et K(z,t) et f(x) sont des fonctions connues

et A un parametre réel.

1. Une équation de la forme

| Kletpteyin = fa).

ot p(x) est une fonction inconnue est appelée équation intégrale de Volterra

non linéaire de premiere espéce .

2. On appelle une équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce une

équation de la forme

o) = 1)+ " K (o, ().

ot @(x) est une fonction inconnue et K(x,t) et f(x) sont des fonctions connues

et X un paramétre réel.

3. Si f(x) =0 l’équation s’écrit

o(z) = )\/I K(x,t)p(t)dt.
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elle est appelée équation intégrale linéaire homogéne de Volterra de seconde

espeéce.

4. Une équation a une inconnue p(x), de la forme

/ " K (e, ()t = f(2)

est appelée équation intégrale linéaire de Volterra de premiére espéce.

Ezemples des Equations intégrales de Volterra
Equations intégrales linéaires non homogénes de Volterra de la seconde et premier

espéece

u(z) = 2* +sinz+ 1+ )\/ (2% — t)u(t)dt ; 0=a+1+ )\/ (z% —t)u(t)dt.
0 0

FEquation intégrales linéaire homogenes de Volterra de la seconde et premiere es-

péce
u(z) = )\/Ox(:vQ — t)u(t)dt ; 0= )\/Ox(xz — t)u(t)dt.

2.2.2 Equations intégrales de Fredholm

Définition 2.5. On appelle une équation intégrale de Fredholm non linéaire de se-

conde espeéce une équation de la forme

o(z) - A / K (a1, o(t))dt = f(x).

Ot p(z) est une fonction inconnue et K(x,t) et f(x) sont des fonctions connues

et A un parameétre réel.

Si f(x) = 0 l’équation s’écrit
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b
o(x) = )\/ K(x,t,¢(x))dt.

Elle est dite équation intégrale de Fredholm non linéaire de seconde espéce homo-

geéne, si dans le cas contraire.

Si f(x) # 0 elle est dite équation intégrale de Fredholm non linéaire de seconde
espece non homogene.
1. On appelle une équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espéce une

équation de la forme

o) =2 [ Koottt = (o).

Ot () est une fonction inconnue et K(x,t) et f(x) sont des fonctions connue
et X un paramétre réel.
Si f(z) =0 et K(x,t) = \K(z,t) Uéquation s’écrit

go(x):/ lN((a:,t)cp(t)dt.

Elle est dite équation intégrale de Fredholm de seconde espece homogene si dans
le cas contraire f(x) # 0 Elle est dite équation intégrale de Fredholm linéaire
de seconde espéce non homogeéne.

2. Une équation de la forme

b
/ K(z,t)p(t)dt = f(x).

Est appelée équation intégrale linéaire de Fredholm de premiere espéce.
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2.3 Exemples des Equation intégrales de Fredholm

Equation intégrales linéaire non homogénes de Fredholm de la seconde et premier
espece
1 1
u(z) = x*+sin x—i—l—l—)\/ (2 —t)u(t)dt ; 0 = 2% +sin x—i—l—l—)\/ (2% —t)u(t)dt.

-1 -1

Equations intégrales linéaires homogéne de Fredholm de la seconde et premier espéce

u(z) = )\/ (2% — t)u(t)dt ; 0= )\/ (z% — t)u(t)dt.

1 1

2.3.1 Equation intégrale de Hammerstein :

On appelle équation intégrale de Hammerstein, une équation de la forme :

u(z) =v(x) + )\/Qk(x, y) f(y,u(y))dy, A €R. (2.2)

avec des fonction données v : Q - R, k: QxQ > Ret f: QxR —=>R, ou:Q2—R

est la fonction inconnue.

Pour plus de détails le lecteur peut consulter les ouvrages
voir [2, 6, 11, 13, 17, 19|



Chapitre 3

Existence De Solutions Continues

Pour I’équation Intégrale Non
Linéaire De Fredholm Et Volterra

Introduction

Le but de ce chapitre consacré sur 'application de certaines théorémes de point
fixe (Le théoréme du point fixe de Banach, Schauder, Leray-Schauder et de schaefer)
sur les équations intégrales (celles de Volterra, et celles de Fredholm) a fin de prouver

I’existence et I'unicité des solutions continues de ces équations.

3.1 Résultats D’éxistence Pour L’équation Intégrale

Non-Linéaire De Fredholm

Notre premier résultat d’existence consacré a l'existence de solutions continues
pour I’équation intégrale non-Linéaire de Fredholm est donne par les théorémes sui-

vants :
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Théoréme 3.1. On considére [’équation intégrale non linéaire de Fredholm

x(t) = f(t) + /bg(t, s,x(s))ds, —00o<a<t<b< +oo. (3.1)

Ou f(-) € C([a,b]), supposons que la fonction g(t,s,x) satisfait les conditions

sutvantes :

S(t,s,2)|) < Vit)Vals)e(|xl)),

sup (|g(t, s, )],
(3.2)

%(t,s,x}’ < Vi) Va(s)d(|z).

Ou Vi(-) € C([a,b)), Va(-) € L'([a,b]), ¢(-) est une fonction positive et bornée sur
[0, 400[ et ¥(-) est une fonction positive et bornée sur [0, 400/,

sous les conditions ci-dessus, équation (3.1) a une solution dans C([a,b]).

Preuve
Soit I'opérateur T défini dans C([a, b]) par :

b
Tz(t) = f(t) —l—/ g(t, s, x(s))ds.

La preuve du Théoréme est donnée en deux étapes.

Premiére étape :

Nous prouvons que T : C([a,b]) — C([a, b]) est continu.

Nous montrons d’abord que T'z(-) € C([a, b]) chaque fois que z(-) € C(]a, b]) la suite
(t,)n convergeant ver ¢,

puisque

[Ta(tn) = Tx(t)] < |f{t. = f()] +/ |9(tn; s,2(5)) = g(t, 5, 2(s))|ds. (3.3)



3.1 Résultats D’éxistence Pour L’équation Intégrale Non-Linéaire De
Fredholm 25

et

19ty 5.2(5)) — g(t, 5, 2(3)| < lg(t,,2(5))] + lg(t,5,2(s))
< [Vilt) + Vi) (| (5)])
< 2ValloVals) sup [6(0)| = 2{ValloVa(s)Ms € L (a. 1)

Puis en utilisant la continuité de g(t, s, ) et en appliquant le théoréme de la conver-

gence dominé a (3.3) , on conclut que :

fim [T(t,) — Ta(b)] < lim |F(t) = FO [ L Jo(ta,s.(5) = glt,5.2(5)) = 0.

n——+oo a n——+0o

Donc Tz (+) € C([a, b]).aprés nous prouvons que 'opérateur T est continu sur C([a, b]).
(xn)n € C([a,b]) une suite convergente uniformément vers z(-) puisque C([a, b]) est

complet, alors x(-) € C([a, b]). ensuite, Vt € [a, b] nous avons :

[Ty (t) = Te®)] < | |g(ts,zn(s)) = g(t, s, 2(s)|ds

b
< [ za(s) — z(s)] ’%(t, $,052,(s) + (1 —b5)x(s)|ds, 0<Bs<1

a

< l#n = #llool Vi) / Va(s)(|0s2n(s) + (1 = 6s)x(s)])-

Puisque z,,(-) converge uniformément vers z(-) € C([a, b]).alors Vs € [a, b],

1052, (s) + (1 — 65)z(s)| est continu dans un ensemble compact K de [0, +oo.

De plus, puisque #(.) est continu sur [0, +oo|. alors il existe une constante M, telle
que ¥, € Net Vs € [0, 1] sont combineés pour combine les deux inégalités précédentes,
en conclut que .

[T 20 = Tlloo < [l2n — 2llooIVilloo I V2ll1 My
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Deuxiéme étape

Nous prouvons que 7" a un point fixe dans C([a,b]) en appliquant le théoréme de
point fixe de Schaefer, nous prouvons d’abord que T est totalement bornée par le
théoréeme d’Ascoli Arzela, il suffit de prouver que F' = {Tx,;n € N} est équicontinu
et borné chaque suite uniformément bornée (z,,), de C([a,b]).

b
[T (t) = Tan(7)] = | f(1) = f(7) +/ gt s,2n(s)) = g(T,S,xn(S))‘ ds

<|f@) = f(7)] +/ |(t —7)| ‘%(i—i—&t(T—t),s,xn(s))‘ds 0<6 <1

< |FO) = F@+ [t = 7lVilloolVall My,

Alors F' est équicontinu, de plus il est clair que F' est borné si (x,), est bornée,
donc F est totalement borné et par conséquent, 7" est totalement borné sur C([a, b]).
comme on a déja montrer que T est continue, on conclut que T est complétement

continue sur C([a, b]). enfin, définissant ’ensemble € par
e ={x € C(a,b]), IN€]0,1]; v = \Tx},

on prouve que € est bornée, soit u(-) € € alors Vt € [a,b], on a

b
[u@)] = [ATu(t)] < [|f]lo +/ |g(t, s, u(s))|ds < [[flleo + [Villol[Vall1suplo(y)|
< [ fllso + Villsoll Vall1 Mg,
Donc, I’ensemble € est borné, enfin, en appliquant le théoréme de point fixe de Schae-

fer, on conclut que 7" a un point fixe dans C'([a, b]), Par conséquent (3.1) a une solution

continue sur [a, b].

En utilisant une nouvelle norme ||.X||,, et le théoréme du point fixe de Schauder,

Nous obtenons un résultat plus générale du Théoréme 3.1 a 1’équation intégrale
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non linéaire de Fredholm avec des conditions plus faibles. C’est le sujet du prochain

théoréme.

Théoréme 3.2. On considére l’équation intégrale non linéaire de Fredholm :
b
z(t) = f(t) +/ g(t,s,x(s))ds, —00o<a<t<b<+oo. (3.4)

Supposant que f(-) est une fonction borné et g(t,s,x) satisfait les conditions sui-

vantes :

o(t.5.0)| S VOV(o(el), | es0)| Ve 63

Ou Vi (+) est une fonction positive, bornée et mesurable, ¢(.) est une fonction positive

et mesurable qui vérifier la condition :

sup () =L < 400, (3.6)
z>0 <

et (-) est une fonction continue et positive sur [0,+oco[.De plus, on suppose qu’il
existe une fonction strictement positive et continue pu(-) qui vérifie la condition sui-

vante :
- 1
L’

.
Vil H—

(3.7)

1

sous ces conditions, l’équation intégrale non linéaire (3.4) admet une solution dans

C([a,b)).

Preuve
Nous vérifions tout d’abord que la fonction || - ||, définie sur X = C([a,b]) par
|1 X |y = suprcpap|p(t)x(t)| est une norme sur X. Ensuite v > 0 soit un nombre réel

positif qui sera fizé ultérieurement et définissant le sous-ensemble B, de X par
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B, ={x c C([a,b]); || = llu< 7},

il est clair que B, est un sous-ensemble fermé et convexe de X. Soit T' 'opérateur

défini sur B, par \
Talt) = )+ [ glt.s.a(t)ds.

il est facile de vérifier que T transforme des ensembles bornés de B, a des en-
sembles relativement compacts. par le Théoréme du point fire de Schauder, pour
prouver ['existence d’une solution de (3.4), il suffit de vérifier que T € C(B,, B,).
nous prouvons d’abord que Tx(-) € C(la,b]) chaque fois que x(-) € C([a,b]). Soit
(tn)n une suite dans [a,b] convergeant vers t.Comme f(-) € C(la,b]) et puisque pour

toutn € N, on a
(9(tn, 5, 2(5))| < Vilta)Va(s) My o) < [[Villoo Moo Va(s) € L' ([a,b]), (3.8)

ol My |, est une constante ne dépend pas de ¢(-) et |x(-)|, puis en appliquant le

théoreme de convergence dominé, on conclut que

lim Tz(t,) = lim f(tn)+/ lim g(tn,s,x(s))ds:f(t)—i-/ g(t,s,x(s))ds.

n—-+00 n—+00 q oo
(3.9)

Par conséquent, Tx(-) € C(la,b]). Suivant, nous prouvons que T est continu sur B,

p.p. Soit (x,), une suite de B, converge vers x avec la norme ||-||,.. puisque (B, ||-|,.)
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est complet alors x € B,.. de plus, nous avons

[Tz, — Tz,

= sup
te(a,b]

ult) / (9(t, 5, 2a(s)) — glt, 5, 2(5))ds

<l [ hn(5) = (6| 32185, 0u6) + (1 = L))

e , s €]0, 1]
b — IS ‘/2(8) TplS — (S S
< ||H||oo/a Vi) p(s)|zn(s) — x(s)| 5) V(|0swn(s) + (1 = 05)x(s)|)ds, 05 €]0,1]
< |lplloosupsepp, ¥ (10szn(s) + (1 = bs)z(s)[) lzn — 2|4 % 1 (3.10)

Etant donné que wu(+) est continue et bornée par zéro, il est clair que la convergence
de (X,)n vers x dans la norme || - ||, implique également la convergence uniforme sur
[a,b]. Par conséquent, pour tout n € N,Vs € [0, 1], en conclut que

|05z, (s) + (1 — 05)x(s)| est contenu dans un ensemble compact de [0.00[. De plus,

puisque Y (-) est continue sur [0,00], en conclut qu’il existe une constante positive

M,y telle que
V(|05x,(s) + (1 — 05)x(s)]) < My, Vs € [0,1],Vn € N.
Par conséquent, l’inégalité précédente devient
[T zn — Tl < lplloo My lIVa/ pllallzn — ]

Par conséquent, T est continu sur B,.. Il reste a choisir le nombre réel positif r de
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telle maniére que T(B,) C B,. Soit x € B,, alors nous avons

)
o0

: (3.11)

)

Par conséquent, la condition T(B,) C B, est satisfaite pour tout nombre réel positif

b
Mmusmwﬂwm+W®m@/WMQWMst

Vi) Az
| T

Vi
snmwwmmmﬂg SHNWH(MMM

< Al + VAL

Vs

1

r satisfaisant

T
r> =Tp. 3.12
S TANZ (3.12)

Par le théoréeme du point fize de Schauder, on conclut que T a un point fize dans

B, pour tout r > ry.

Exemple 3.1.1. : Considérons l’équation intégrale non linéaire de Fredholm

sutvante :
z(t) = f(t) + /1((75 +a)(s+ B)in(1 + 2%(s))ds, 0<t<I. (3.13)

Ou f € C([0,1]), a et B sont deuzx paramétres satisfaisant 0 < o <1 et > 0. En
utilisant la notation du Théoréme 3.2, on obtient

Vi(t) =t +a, Va(s) = s+ B, ¢(x) = In(1 +2?) et P(x) = 1225 il est clair que ¢(-)
satisfait la condition (3.6) avec L = 1 et que 1(-) est une fonction continue et positive
sur [0, +00].

ensuite, considérons la fonction u(t) = e~*, t € [0,1]. Dans ce cas, il est facile de

vérifier que
Vo

[Vl =" [Ble—1)+1].

1

Ainsi, par le théoreme précédent, on conclut que (3.13) a une solution continue chaque
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fois que les parametres a, B satisfont la condition

1
e Ble—1)+1] < =1

3.2 Résultats D’existence Et D’unicité Pour L’équa-

tion Intégrale Non Linéaire De Volterra

Si dans l'équation intégrale de Fredholm (3.1), nous remplagons l'intégration

liée a b par la variable ¢, nous obtenons une équation non linéaire de Volterra.

Théoréme 3.3. Considérons l’équation intégrale non linéaire de Volterra
t
z(t) = f(¢) +/ g(t,s,x(s))ds, —00o<a<t<b< oo, (3.14)
ot f est continue sur [a,b]. supposons que g(t, s, x) vérifier les conditions suivantes :

l9(t, 5, 2)] < Vi(t)Va(s)o(|x]), '@(tasyx) < Vi(@)Va(s)i(lz)), (3.15)

ox

ou Vi € C([a,b]) et positif, Vo(-) € L'([a,b]) et positif et ot 1(-) est une fonction
positive et continue sur [0, +00[. finalement, nous supposons que la fonction ¢(-) est

positive, continue et satisfait la condition

lim (6(y),/y) = L < +os,

Y—r+00

dans les conditions ci-dessus, (3.14) a une solution continue sur [a,b).
Preuve
Soit X = (C([a,b]), ] - ||oo) indique l’espace de Banach des fonctions continues sur

[a,b] et définit Uopérateur T' sur X par

Tu(t) = f(t) + / o(t, 5, 2(s))ds,
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en utilisant les conditions du théoreme, il est facile de vérifier que TX C X

et T est compact. De principe de Leray-Schauder, pour prouver le résultat du théo-
reme, il suffit de prouver que T est continu sur X et toute solution de

x =Nz, 0 <\ < 1 est imitée par la méme constante M > 0. Pour prouver la
continuité de T

sur C([a, b)), il suffit de remplacer u(t) par 1 dans la preuve de la continuité de I’opé-
rateur T' du théoréeme précédent et de suivre les différentes étapes de cette preuve.

Ensuite, nous notons que la condition

lim (¢(y)/y) = L < +o0,

Y—+00
implique existence d’un nombre réel positif A > 0 tel que |p(u)| < (3/2)L = L',
pour tous u > A soit x € C([a,b]) une solution de x = XTx, pour certains 0 < A <1,

alors nous avons

mm§wmm+w/ww$mmm§wm+/m@%@waWWs
¢ b ¢ b
swm+mmm/vwmwwmmmw+mwg/w@DMMw
< [l + Vil + sumneiond@lVall] + [ 2VilVa(oDla(s)lds
(3.16)
b
§M1+/ MyVi(s)|(s)|ds.

En utilisant la version générale de l'inégalité de Gronwall avec l’inégalité précédente,

on conclut que

2()] < My exp(My || Vi |l1) = M.

puisque My et My ne dépendent pas de la solution x, on en conclut que les solutions

de v = XNTx, 0 < X\ < 1 sont uniformément limitées par la méme constante M.
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Enfin, en utilisant la principe de Leray-Schauder, on conclut que T a un point fize
dans X = C([a,b]) ou de maniére équivalente, I’équation non linéaire de Volterra

(3.14) a une solution continue sur [a,b].

Le théoréme suivant donne un résultat d’existence et d’unicité de solutions conti-
nues consacré a l’équation intégrale non-linéaire de Volterra, la preuve est basé sur

le théoréme de point fixe de Banach.

Théoréme 3.4. Soit K : [0,T] x [0,T] x R — R, est une fonction continue satisfait

la condition de Lipschitz suivantF :

]K(a:,t,u) - K(I7tuv)| < L|U_U|7

pour tout : (z,t) € [0,T] x [0,T], et u,v € R. Alors pour tout f € C[0,T] I’équation

intégrale non-linéaire de Volterra suivante :

p(z) = f(z) +/ K(z,t,p(t)dt 0<z<T, (3.17)
0
admet une solution unique p € C0,T.

Preuve :
Soit E l'espace de Banach de C[0,T] muni de la norme

9] = gnas, |g(w)leap(~La),

cette norme est équivalente a la norme sup ||y||. En effet

exp(—Lx)llyll <[yl < lyll;

de plus, lespace (E,|-|) est aussi complet.
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On définit F' : E — E par

F(o)(x) = fla) + / " Kot o0

A fin de prouver que ’équation (3.17) admet une solution, il faut montrer que
F: E — E admet un point fize.

On montre que F' est contractante.

|F(p1) = Flp2)| < max exp(—Le) /OIIK(ﬂf,t,sm(t)) — K(z,t, ¢5(t))] dt

~ 0<z<T

< Lo cap(—La) [ la(t) = palt)

< L o cop(~La) [ eap(Lojeap(~Lt)or(t) = ealt)] di
0<z<T 0

< L|pi(t) — pa(t maxexp—Lx/exthdt
oa0) = gl g eop(—La) [ eaplit

B exp(Lx) — 1

= LIpu(t) — ealt)] s, eap(—La) PED =1

< (1 - eap(~La)) |p1 - ¢l

Puisque (1 —exp(—Lx)) < 1, alors F est contractante, d’apres le principe de Banach

F admet un point fixe unique .



Chapitre 4

Ly, -Solutions De I’équation Intégrale
Non linéaire De Hammerstein Sur

Un Intervalle Non Borné

Introduction

Le but de ce chapitre est d’étudier I'existence des solutions de 1’équation intégrale
non linéaire de Hammerstein sur un domaine non borné R, dans l’espace pondéré
L, sous des différentes conditions. I'outil de base dans la preuve d’existence est le

théoréme de point fixe de Schauder.

Soit yu(+) une fonction mesurable positive arbitraire sur R, , considérons 'espace
pondéré LP(R., du) espace de toutes les fonctions mesurables z satisfaisant les condi-

tions suivantes :

/R lx(6)[Pu(t)dt < co.

Il est bien connu que la fonctionnelle || - ||, , définie sur L, , = LP(Ry,du) par
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([ + ol0)Puioi) g

est une norme, de plus 'espace L, , est un espace de Banach.

|

4.1 Reésultats D’existence Des Solutions De L’équa-

tion Intégrale Non Linéaire De Hammerstein

Le but de cette section est donner résultat d’existence de I’équation intégrale non

linéaire de Hammerstein sur un domaine non borné R, défini par :

z(t) = g(t) —l—/o N k(t,s)f(s,z(s))ds. (4.1)

On consideére la fonction u(-) a valeurs positive continue sur R, et il exixte a > 0

elle satisfait la condition suivante :

0 — sup H(t)

———— 0>0, estborne au voisinage de 0. 4.2
e 7 ’ 42

Notre résultat d’existence pour I’équation intégrale de Hammerstein (4.2) est don-

née par les théorémes suivants :

Théoréme 4.1. Soit p > 1, ¢ > 1 deux nombres réels positifs satisfaisant % +$ =1

supposons les hypothéses suivantes, soit A > a et définissons la fonction v a(-) par

ea) = [ Ikttt (43

A
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Supposons que g(-) € Ly, k(t,s)u(t) est bornée et continue sur RZ, de plus,

SUpPosons que
(i) La fonction (t,x) — f(t,x) est de type Caratheodory.
(1) Il exit c >0 et h € L, tel que |f(s,z)| < h(s) +clz| p.p s > 0.
(i) Jim_ | o loe=0.

(i) | |k(t,s)|p(t)dt = @o(s) < ar , pour p.p s >0 et sup @o(s) — 0.
Ry

s>A

(v) k(t, s)[p(s)] " #ds < as , pourt >0 p.p.
R

11
(vi) calay < 1.

Sous les hypotheéses ci-dessus, 'équation (4.2) admet au moins une solution x € Ly, ,.

Preuve :

Soit T un opérateur définit sur L, , par

Tx(t) = g(t) +/R k(t,s)f(s,z(s))ds.

La preuve de ce théoréme est faite comme suit :
On prouve d’abord qu'il existe une boule fermé By dans L, , tel que

T(Bgr) C Bg, avec ||z|| < R on vérifie d’abord que T'(L,,,) C L, , en utilisant (ii) ,
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on obtient

P

Il < gl | [ + Ji IR 9] + pis)las| wieyar

D=

sngnm[/R [ |k<t,s>|i[u<s>]i[|k<t,s>|u<s>]i|c|x<s>|+h<s>|ds]u<t>dt} ,

R4

comme k(-, ) est bornée, alors la fonction |[|k(t, s)]u(s)]ﬂc\x(s) + h(s)| appartient a
L, alors par I'inégalité de Holder et le théoréme de Fubini on obtient les inégalités

suivantes :

Il < Lol +f | [ tleto)l+ oy ( [ ke lute)ar) | utsyas)

Ry

101
< ”9”1)7# +azaq [CH"EHZLM + ||h||p,u] .

Donc, I'opérateur T' transforme L,, , dans lui méme, de plus il est clair que si

11
_ Nlgllp +azafin
1

R> R = -

pa
1 —cajay

Y2
Y

alors T(Bgr) C Bpg, ot Bg une boule fermé de L, , de centre 0 et rayon R, pour

prouver que 7" a un point fixe dans L, ,, on utilise le théoréme de point fixe de

p7“’
Schauder. Donc on a besoin de prouver que T est continu et compact, pour prouver
que T" est compact, on considere d’abord ’ensemble X uniformément borné de L, ,

(i,e il existe M > 0 tel que ||z, , < M, Vo € M).
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Soit A > a alors par un calcul simple nous montrons que :

U+°° |va(t)|pu(t)dtr < VA*OO ’g(m%(t)dtr

A
o MW p(s)(clz(s)] + h(s))". (/;oo u(t)|k(t, s)ldt) ds] :

1
1 1 +oo P
Safllwllé’o[0|lxllp7#+IIhIIp,uHUA |g<t>|pn<t>dt} .

Comme
lm lpalle =0 et t = |g(t)[Pu(t) € L'([0,00]).
A—+o00

Alors .

lim | Tx(t)[Pu(t)dt = 0. (4.4)
Maintenant, soit 6 > 0 et soit

+oo
Trx(t) = (s,x(s))ds,

0

alors

|=

[/O+OC|>TQ:(t +4) — Tm(t)|p,u(t)dt} ;: [/0+Oo|g(t, s) —g(t) + Trx(t + 0) — Ty (t)|Pu(t)dt ’

< gt +0) + g@)llp + [ Th(t +6) = Tew(t)llp,u,

comme g(-) € Ly, ,, alors

| o
lim [lg(t +8) — g(t) 5, = 0. (4.5)

Ensuite, il est facile de voir que, YA > 6, ot § est donnée par (4.2), on a
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Ty (t + 8) — Tha(t)

+oo
</
0

< 2a§/0 " (h(s) + ()P u(s) (/0 " lk(t + 6, 5) k(t,s)m(t)dt) ds
)

[

+o00
/0 (k(t+0,s) — k(t,s))f(s,z(s))ds

p

w(t)dt

+ 20 /ézA(h(S> + clxz(s)])Pu(s) /tZO |k(t+6,s)| — k(t, s)|,u(t)dt) ds

+ 28 /0 IRCOREECIE < /O L a8k s)|u(t)dt> ds.

Comme
Joa Rt +0,8) = k(t,s)|u(t)dt < [, |k(t+ 0, 5)|p(t)dt

p(t) )
+ k(t, t)dt < o0 + o0s Cas = :
Jisa Bt 8)|p(t)dt < casllasll [ alloos Cas f;g (M(t +9)

Alors
lim |k(t +9,5) — k(t,s)|u(t)dt = 0. (4.6)

Aussi, comme X est un ensemble uniformément borné de L, ,, alors en utilisant la

technique précédente, on peut facilement vérifier que

Alirfm 2a§/q /ogsgA(h(S> + clz(s)])Pu(s) x (/tzA |k(t+ 9, s) — k(t, s|u(t)dt) ds = 0.
(4.7)

De méme en utilisant (iv)on a :

[t selateuts) ([ 1160+ 6.5) = ke lute)it ) ds < (14Cog)sup gus (il + 1)

>A £>0

\ p(t) ) , .
ot Cy5 = sup ( , par conséquent on obtient :
MO0 \u(t+9)
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lim 2a%/¢ />A(h(s) + clz(s)])Pu(s) x (/t>0 |k(t+ 0,s) — k(t, s]u(t)dt) ds = 0.

A—+o00
(4.8)
Finalement, la continuité de (¢, s) — u(t)k(t, s) sur [0, A]? est donne .
lim sup / |k(t+6,s) — k(t,s)|u(t)dt =0 (4.9)
0=00<s<A Jo<i<A
Preuve :
Soit (x,), une suite dans L, ,, converge vers x on peut supposer que
1
|Znt1 — T llpp < o Vn € N. (4.10)

Autrement d’aprés L,-continuité de l'opérateur de Nemytskii Th (1.2), on considére
une sous-suite (z,;); de (z,), qui satisfait I'inégalité (4.10), a autre coté un calcul

simple montre que :

+o00 p +oo v
V Ik(t,S)f(Saxn(S))ldS] <O [ H(6s) + o9l Pras. (411

wvee [p(o) = ( | ke (o)) "

en utilisant (4.10) , on obtient

|2 ()] < Ja1(s)| + Y |zi(s) = wj-1(s)| = G(s) € Ly,  YneN. (4.12)

j>2

Donc Vn € N, on a
yn(s) = |h(s) + |za(s)|"|” < |B(s) + G(s)7]" € Ly (4.13)

De plus, comme f(-,-) est une fonction de Caratheodory et en particulier la fonction

x — f(s,x) est continue, alors en utilisant (4.13) et le théoréme de la convergence
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dominé, on conclut que :

i [ monias] <[]

n—-+00

Dans l'autre coté, en utilisant (4.11)et (4.13)on conclut que Vt > 0, on a

[ . \f(s,xn(s))lds] < WO (1 + GEll)” € L (4.15)

En utilisant (4.14) et (4.15) et le théoréme de la convergence dominé, on conclut que

i [ [ [ istsanias] de= [T o[ [ s mtsias]
(4.16)

En utilisant 'inégalité précédente et le faite que T'x,(t) converge ponctuellement

vers Tx(t), on conclut que l'opérateur T est continue sur L, ,, par conséquent T' est

P
continue.

Rassemblant tout ensemble, on conclut que T : Br — Bpg est compact et continu.
Finalement, en utilisant les résultats ci-dessus et le théoréme de point fixe de Schau-

der, on conclut que 'opérateur intégrale T a un point fixe.

Exemple 4.1.1. Soit u(s) = e°, p = q = 2 et on considére I’équation intégrale

non linéaire de Hammerstein

te™*®

ee 1

dans ce cas on a

1 1
f(s,2) x+(1+5)(1+x2)’ c=1 hls) 145 C o

De plus en utilisant la notation de théoréeme précédent, il est facile de voir que :
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oo tet e—s
=e° ———dt < — 0
pals) =e /A L+ (t+s)2 — 1+ A2 ’

uniformément dans s. dans [’autre mains, on a

+o0 +o0 tet
k(t,s)|pu(t)dt =e* ———dt < a; = 0.3434, Vs> 0.
| = e [ < o

De plus, comme

+oo » +o0 1
k(t Tads = ——ds < ap =1.
[ kst s = [ s <o

Alors le théoreme précédent implique que (4.17) a une solution de L,, pi, pour
|\ <2.9122.



CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a présenté quelques résultats en théorie du point fixe dans
des espaces de Banach, et on a appliqué quelques théorémes du point fixe (principe
de contraction de Banach qui garantit 'existence et 'unicité de solution, Schauder,
Leray-Shauder et schaefer assurent l’existence de solution) sur quelques équations

intégrales de type Fredholm, Volterra et de Hammerstein.

Un théoréme d’existence ou d’unicité ou les deux a la fois est ont une utilité
trés importante puisqu’ils renseignent sur des informations qui aident a guider a la

recherche des solutions par des méthodes numériques.
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