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INTRODUCTION

Ransformation de Laplace est une méthode utilisé pour résoudre des équations
T telle que les équations différentielle linaire et les équation de fractionnaire,cette
méthode fut introduite par le mathématicien Pierre-Simon de Laplace en 1737, elle
a pris son nom «Transformation de Laplace ».

D’autre part Dérivation fractionnaire est étudie la possibilité qu’'un opérateur diffé-
rentiel puisse étre élevé & un ordre non entier Leur but est de prolonger la dérivation
ou intégration d’ordre fractionnaire en utilisant non seulement un ordre entier mais
également des ordres non entiers. elle a été utilisé en mécanique et en électrochimique
plus tard, plusieurs mathématiciens et physiciens ont étudie les opérateurs différen-
tiels et les systémes d’ordre fractionnaire.

Dans ce Travaille on vas utiliser la méthode de Transformation de Laplace pour ré-
soudre des équations différentielle et fractionnaire

Ce mémoire est diviser en quatre chapitre :

le premier chapitre par La Transformation de Laplace

est dans deuxiéme chapitre je vais présenter le Dérivation Fractionnaire

le Troisiéme chapitre Transformation de Laplace de la dérivation fractionnaire



Dans le quatriéme chapitre on présente la Résolution des équation différentielle frac-

tionnaire par La Transformation de Laplace .



Chapitre 1
Transformation de Laplace

Dans ce chapitre on va présenter la définition les propriétés et les applications de

la Transformation de Laplace

1.1 les opérations sur les fonctions

Le but de cette section est de fixer les notations et de rappeler sans démonstrations

les résultat qui seront utilisées dans ce chapitre.

a) Addition

Soient E et F deux espaces vectoriels sur un corps K. Une application f: £ — F

est dite additivité ou K-espaces vectoriels si elle vérifie a la fois

V(x,y) € E: f(x+y) = f(z)+ f(y)

b) multiplication par constante

Soient E et F deux espaces vectoriels sur un corps K. Une application f: £ — F
Vie KetVe e E: f(Ax) = Af(z)
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c) Application linéaire

Soient E et F deux espaces vectoriels sur un corps K. Une application f: £ — F
comme les deux Conditions{additive, homogne} devant les enquéteurs L’application

f est linéaire si et seulement si :

V(x,y) € E* V(o B) € K*>= f(ax + By) = af(z) + Bf(y)

d) Produit de convolution

soient f etg deux fonctions mesurables f.g R — R le produit s de convolution est

(f * 9)a /f:c—

1.2 Transformation de Laplace

défini comme suit :

Définition 1.1. Soit f une fonction réelle on pose F(p) la variable réel p

L(f(x)) = F(p) = / " )

lorsque elle existe on appelle la Transformation de Laplace de la fonction f

Remarque : Des multiple expression du Transformation de Laplace sont utilisé

par exemple :

F(p) = L(f(z))ou £(f(x)) ou f(x) ~ F(p)

Remarque : Certaines fonctions ne possédent pas de Transformation de Laplace

2
. T
par exemple : 2 er .-

1.3 Propriétés fondamentales

On cite les propriétés sous forme de propositions
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Proposition 1.1. Additivité

sotent f,g deux fonctions continues sur R est bien définie Alors

L(f +g) = L(f) + L(g)

Démonstration. soient f et g deux fonction défini dans R Alors

Lf+g)= [ e (@) + o) da
+oo
= /0+oo e PP f(x)dx + /0+OO e Prg(x)dx

= L(f) + L(g)

Proposition 1.2. Multiplication par une constante
Transformation de Laplace de n’importe quelle fonction f(x) multiplié a un nombre

constante ¢ € R est défini comme suit :

Llcf) = e.L(f)



1.3 Propriétés fondamentales 8

Démonstration. soit fune fonction défini par f :R — R et Ve € R Alors

Licf) = / e (ef (1)) de
_ /0 " ey

+o0
= C/o e PLF(t)dt
= cL(f)

Proposition 1.3. Linéarité

la transformation de Laplace est une opération linéaire sur les fonction

k=1

L <Z(Ckfk(t)) = Cu(L(fs(1))

Proposition 1.4. Transformation de Laplace du Dérivée d’une fonction :
soit f une fonction continue dans R est dérivable d’ordre n tel que n différent le o alors

la Transformation de Laplace d’une dérivée d’ordre n et écrit par cette expression :
L(f";p) =p"L(f;p)

ou : n est un nombre entier.
cas particulier

n=1:

(t)) = p*F(p) — pf(0) — £ (0)

Démonstration. on démontré par la premier dérivée
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pour :n =1
+oo
L(f) = / e Pt
0

En utilisant une intégration par partie ou Trouve

nro - [ et

—+o00
= lim [ f0)],~ [ (pe ) f(0)dt
0
. —pt B +Bnfty L
= dim [e7'f(t) = f(0)] + /O P f(t)dt

o[ " et - £0)

pL(f) — £(0)
pF(pt) — £(0)

pour n=2
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en utilisant une intégration par partie :

—+00

sy = [ 0] [ e o

+o0
— £ (0)+p / e (1)t

= £(0) + pL(f)
= —f(0) +p (F(p) — f(0))
= p*F(p) — pf(0) — f(0)

0

Proposition 1.5. Produit de convolution

Si L(f(x)) = F(p) et L(g(x)) = G(p) alors la Transformation de Laplace d’un pro-

duit de convolution défini par suit

L(f *g) = F(p)G(p)

Démonstration. Soient f et g deux fonctions mesurables f.g :RT — R™

L) = [ [ 10gte —ar] e

_ /Om UO F(t)g(z t)dt] P dy

pour pouvoir utiliser le théoréme de Fubini il faut s’assurer que l'intégrale double :

+oo +oo
/ f)g(z —t)e P*dtdx
0 0

converge en effet en posant T=x-t et en tenant compte du fait que le jacobien est
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égal a 1 cette intégrale se ramené a

[ feyePtat [7°° g(T)e Tt

cette derniére existe car par hypothése L(f(x)) et L(g(x)) existent . des lors

L(f*g)(x)] = L(f(x)) L (g9(x))

Proposition 1.6. Translation en t
Soit f : RT — C une fonction admettant un transformation de Laplace F(p). On
note L(f;p) Donc

L(f(t=T)) = e F(p)
et e PT est appelé facteur de retard

Démonstration.
+oo
L=1) = [ e Dp - Ty
0
—+o0
— / e_pt+pr(t — T)dt
0
+o0
= epT/ e P f(t —T)dt
0
—+oc0o
= epT/ e P f(t)dt
0

=" F(p
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1.4  Transformation de Laplace du quelques fonc-

tions usuelles

—+o00

f(t)inversedelatrans formationdeLaplace | F(p) = L(f(t)) = [, e " f(t)dt
u(t) imputation t = 0 1
! :
o0 p%a
x" pr
cos(ax) L
sin(ax) }ﬁ
e sin(ax) (p,i)}bﬂz
¥ cos(ax) (p,i;2b+a2
e cosh(ax) (pf;)_QILGQ
e sinch(ax) a;;—_’;Q
xsin(x) (p22f52)2
zcos(x) (izlgz)
In(x) —%"(p)

Dans ce tableau a et b ,;sont des constantes réelles distinctes {(a,b) € R*} .
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1.5 Exemples d’applications de la Transformation
de Laplace

Si la fonctionf est une fonction réel avec I'expression suivant :
xT
f(z) =2* + / sin(x —t)f(t)dt
0
donc son Transformation peut étre calculer comme suit :

L(f(z)) = L(z* + /Ow sin(z —t) f(t)dt)
F(p) = L(2*) + L(/Ox sin(x —t) f(t)dt)

— 2—; + L(sin(xz —t))L(f(t))
_ 2 F(p)
popr+l
|
F(p)( _p2:-1):]%

2 2



Chapitre 2
Dérivation fractionnaire

Dans ce chapitre on va présenter les définition et les propriétés de la Dérivation

fractionnaire de Riemann Liouville et de Caputo

2.1 Fonctions spéciales

pour définir les dérivées fractionnaire on doit commence par les fonction spéciale

Foncions d’Euler Gamma

la fonction gamma est un prolongement de la fonction factorielle aux nombre réel

est notée par I :

Définition 2.1. On appelle fonction Gamma la fonction définie par
+oo
[(x) = / e "t x> 0.
0

Remarque
{n!'=T(n+1),['(n+1)=nl(n)}
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Fonction Béta

la fonction béta est un type d’intégrale d’Euler définie pour tous nombres = ,y de

parties réelles strictement positive par :

1
B(x,y):/ 71 — )Yt
0

x,y > 0 la fonction Béta étudie par Euler et doit son nom a Jacques Biner elle est

en relation avec la fonction gamma d’Euler

Propriétés 2.1. pour z,y > 0;

1- B(x}y):B(y?x)J 1
2- B(x,x) = 21_2””B(§,x),

y
B(z,y) ,

3- B(r,y+1) =
(z,y+1) e

Proposition 2.1. pour x,y >0 on a;

L()C(y)

)

2.2 Intégration fractionnaire de Riemann-Liouville
Définition 2.2. On appelle "intégrale fractionnaire de la fonction f d’ordre o, noté
par I* fonction définie par

e £)a) = 5 [ (o= 07 0t

Intégrales fractionnaires de quelques fonctions :

Si la fonction f est définie dans I'intervalle R avec ’expression suivante :

fla)=(z—a)’ B>-L
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"“:JU—OL’BZL xas— oLt — a)Pdt.
P = g [ @00

On utilise le changement de variable
t=a+(zv—a)r

Alors
(r—t)t=(@—-a)'1-7)"1, (t—a) = (xr—a)’r’
t=r=r71=1,t=a=7=0dt = (z—a)dr donc

(@ — a)® = ﬁ /0 ( — )11 — 1)Lz — a)*rP(z — a)dr
L 1 z —a)*Pridr
“ g ), e
o ('1: - a’)a+6 ! —r a—lT,B .
- /0(1 JelrBar,
on sait que )
Bla,y) = / (1 — )Lt
Alors .
B(a,f+1) = / (1 —71)*"'rPdr.
Alors
afy _ N\B _ (x —a)**’
I%(x —a)” = “T(a) B(a,B+1)

(@ —a)*PT(a)(8 + 1)

I(a) T(a+5+1)
_ F(ﬁ + 1) (x _ &)a+ﬁ
CT(a+p+1) '
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Proposition 2.2. soit f € C°%([a,b]) et a, 3 € R
(I%I")(f) = 177 .

Démonstration. la démonstration s’obtient par calcul direct en utilisant la fonction

gamma d’Euler.EN effet.

(I%I”)(f)(x) = [I"(I f) ()]

—L xx—so‘_l B 1) (s)ds
- [ =@

- ' Sx—so"ls— A-1
- ), [ om0

on pose s =t + (z — )7, ce qui donne

T 1
/ (S _ t)ﬁ—lds _ (I i S)a—l—ﬁ—i—l / (1 . T)a—lTB—ldT
t 0

s )

— Ma+6)
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Alors
oI ) 1)) = gy | OG0 R
F@r () /. (a1 5)
D@ [
_F(a)+F(ﬁ)/a< O
_; ; T — a+pB—-1
—F(a)F(ﬁ)/a( O
() ).

2.3 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 2.3. soit o €|m — 1, m]| tel que m est un nombre entier naturel alors On
appelle la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre
a défini par : .
wpe g = () [ne).
Dérivation fractionnaires au sens de Riemann-Liouville de quelques
fonctions usuelles :

soit la fonction f définit par le expression suivant
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Nous avons (I%(z — a)’) = %(x —a)**? donc
(1" — a)f) = h ez — aynoss
RL nao BY __ a " m—aq
D) = (5) (i)
_(9\" D(a+1) I
B (m) {F(m—oﬁ—ﬁ—l—l)(x @) 1
L Tatl) (e
_F(m—a+5+1)< ot )
_ ['(a+1) {F(m—a—i—ﬂ—kl)(x_awa}
'm—a+5+1) I'f—a+1)
_ PB+Y o sea
7F(6—a+1)(x a)’ .
H

Remarque :

a) RLDE, (1) # 0
b) (RLDngORLDng) # (RLD5+0RLD3+) # (RLDgiﬂ>

Propriétés 2.2. L'opérateur de dérivation de Riemann-Liouville
RLD2‘+ possédé les propriétés suivant

1) Dopérateur est linéaire .

2) RLD2 oI = id

3) (1" Dg, (f)(x) = f(z) = X7 péx__nf)::fl)

Lemme 2.1. soit a €lm — 1, m[ et f une fonction vérifiant :
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REDe f = 0. alors

m—1

F(]+1) jta—m
0= ¥ frrasm e

Démonstration. partons de BEDOf = (%)m[lgﬁ—a () =0 f(z) =0 = f =
co(z —a)®

f(x)=0= f=colr —a)’ +ci(x — a)

[M2)=0= f=clz—a)+c(z—a)t--- co(T —a)™ 1 clest ta dire

(L fl() = 300  ¢j(x —a)’ et par application de

[ fl= Z;n 01 Cj 5491110)4 (z —a)’*e

ensuite par la dérivation classique le résulta

m—1

I'(j+1)
—~I'(j+1+a—m)

(x — a)j+a_m.

“M

2.4 La Dérivation fractionner au sens de Caputo

Définition 2.4. Soient 0 < m — 1 < a < m et f une fonction de classe d’ordre m

La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction f(t) et défini par :

“De, f(t) = % / Sy (e

I'(m—«
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peut été écrit Dérivation fractionner aux sens de Caputo par la intégration fraction-

naire
dy
e« t) = [ 2 ym
2y(t) = ")
Remarque :

la dérivation au sens de Caputo est une permutation d’opérateur du dérivation frac-

tionnaire au sens de Riemann-Liouville.

Propriété 2.1.
1) Dgiolg f(t) = f(1)

2) D2, 0°Dy f(t) =¢ D7 f(t)

m—1
3) I, oDy f(t) = f(t) = ) _ ¢i(e —a)
= m—1
4) <D y(t) =0 Alors y(t) = Y cj(xz —a)
j=0

5) (“Dg;)(1) =0

Exemple 2.4.1. Si la fonction f est définie dans l'intervalle R avec [’expression

sutvant :

fla) = (z —a)’

c’est-a-dire Dérivation fractionnaire auzr sens de Caputo de f en écrit sur la forme
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sutvante

_ )P
Dy (o —a)’ = (7= 2Dy

=1""%((t — a)ﬁ)m
rpg+1)

="l G
I RS
B I‘(B—m+1)l ( )y

_ T(B+1) I(B-m+1)

CI(B-m+1)T(B—a+1)

_ I'(B+1) (z — a)P=
['B—a+1) '

(x — a)ﬂ_m




Chapitre 3

Transformation de Laplace de

dérivation fractionner

Dans ce chapitre on va utiliser la Transformation de Laplace sur les Dérivée

fractionnaire

3.1 Transformation de Laplace du dérivations frac-

tionnaire

Pour faire Transformation de Laplace du dérivation fractionnaire on utilise la

composition des fonction.

Définition 3.1. soit f € R est f une fonction admet une dérivée d’un nombre non
entier sur R noté par f*

on sais que la transformation de Laplace est défini par :
L) = [ err
0

Alors On Définit la Transformation de Laplace du dérivée fractionnaire de f* tel que
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ke R ouC comme suit

+oo
Mﬂzl e f (1)t

’

=p"L(f(t) =" f(0) = p" 2 (0) oo — f"70).

Exemple 3.1.1. Si la fonction f est définie dans ['intervalle R avec l’expression

suivant : f = a" et fF = % il ya deux méthode de calcul Transformation de Laplace

de f*

1-

méthode calcule direct :

o O°f
="
o™
ox
I'n+1) .

F(n—k—i—l)x

donc Transformation de Laplace def* comme suit

mmmzémewwm

Foo r 1
— / e—pt (n + ) tn—kdt

F(n+ 1) e —pt rk
:I‘(n—k+1)/0 AL
Fn+1) T'n—k+1)

S T(n—k+1) prhtl
I'(n+1)

pn—k—i-l ’
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2- Méthode de Transformation de Laplace dérivée :

L(f*) = p"L(f) — £(0) — pf (0) — p* £ (0)...f*(0)
RL(n+1)
pn+1

I'(n+1)
o pn—k—i—l )

3.2 Transformation de Laplace de dérivée fraction-

naire

Le tableau suivant donne un résumé de quelques transformée de Laplace de déri-

vée fractionnaire.

F(p) = L(f(x)) | f(x)=inverse de la transformation de F'(p)

1 zo~t
p° I'(a)
1 o1 .
_— e
(p +1 a)® ['(a)
:L.aflEa a(xa>
P —a ’
a
1— E% —a
p(p* +a) o)
b
E¥(—ax®
p(p;““) ( )
_— z*FE
pa(pl— a) .
- ar __ Lbx
= ap—b) a—p e )

Dans ce tableau a et b ,sont des constantes réelle distincte .
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Remarque

E,(z) est une Fonction de Mittag-LefHler et expression suivante

Eo(z) = Zm.

n=0

3.3 Transformation de Laplace du intégrale frac-

tionnaire de Riemann-Liouville

Dans le corollaire suivant, nous présentons la Transformation de Laplace d’inté-

grale fractionnaire

Corollaire 3.1. soit « > 0 et f une fonction continue par morceauxr sur chaque
intervalle]0,t] :

L(I*f) =p *F(p)
Démonstration. Nous savons l'intégration fractionnaire défini par suit :

(I°f)(z) = ﬁ / "o = a) ()t

on sait que la Transformation de Laplace d’une fonction f définit par suit :

- [ e

donc il ya deux méthode pour la démonstration

A- Meéthode direct



3.3 Transformation de Laplace du intégrale fractionnaire de
Riemann-Liouville

27

L) = / " e ) (w)da

B -Méthode du produit de convolution

non sait que sur le produit convolution de f x g définit par suit

(f * 9)a /fx—
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Donc

posant g(x) = (z — t)*~!

L(If) = ﬁw ‘)

1
= WL(Q)L(JC)
_ 1 Te)

- F(Oé) pa F(p)

=p “F(p).

3.4 Transformation de Laplace d’une dérivé frac-

tionnaire de Riemann-Liouville

Nous pouvons maintenant présenter la Transformation de Laplace d'une dérivé

fractionnaire généralisé au sens de Riemann-Liouville

Corollaire 3.2. soit « > 0 et f une fonction continue par morceaux sur chaque

intervalle [0,t] ensuite

LD, f) = () — 3 pmi! [(aﬁ) Im"f(O)] .

Jj=0
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Démonstration. on a la dérivation fractionnaire de Riemann Liouville et définit

comme suite

s = (o) ()

Alors on commence par la démonstration de corollaire en utilisant deux propriété du

Transformation de Laplace d’une dériver

L(f"(8)) = p"L(f(t)) = p" 7" (0) = p" £ (0)-..pf"72(0) — f771(0)
et Transformation de Laplace de équation intégral

LI f) =p """ F(p)

L("D2, f) = I (<§)m [(I’”‘“f)(x)]> a

S () o
=p" [P (p mg; [(Q)j Im‘“f(o)_

-1

=) = 3 i [(a%) Im“f(O)] .

3

<.
Il
o

3.5 Transformation de Laplace de la drivée

fractionnaire au sens de Caputo

Dans le corollaire suivant, nous présentons une formule pour la transformation

de Laplace de la courbe dérivé fractionnaire sens de Caputo
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Corollaire 3.3. Soit « > 0 et f une fonction continue par morceaux sur chaque

intervalle [0..t] ALORS

LED) =5 Flp) = Y5 F0)

preuve :

On sait que la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est définie comme suit

D f(x) = (I f")(x)

LEDf) = L™ f")(x))

“TL(f™ ()
= p* " [P F(p) = Y " f(0)
=0
po‘_ 70

=0

.

]

Exemple 3.5.1. Si la fonction f est définie dans ["intervalle R avec ’expression

sutvant :
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on calcule la transformation de Laplace du fonction f suivant

L(I*f) = L(I*(z - a)")
=p "L((z —a)’)

LL(B+1)
Nl

=05+ 1)p !



Chapitre 4

Résolution des équations
différentielles d’ordre fractionnaire

par la Transformation de Laplace

Dans ce chapitre on applique la méthode de la Transformation de Laplace pour
résoudre certaines équations différentielles linaire et équation d’ordre fractionnaire

au sens de Riemann-Liouville et Caputo .

4.1 Equations différentielles linéaire

1- Equation différentielle linéaire du premier ordre

Définition 4.1. Soit I un intervalle dans R. et soient a,b :I — Rdes applications
continues J € Iun intervalle de R et y : J — R y est une solution de [’équation
différentielle linéaire d’ordre 1

Y +ay=b

Définition 4.2. On appelle équation sans second membre (ou équation homogéne)
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l’équation différentielle
y +ay=0
2-Equation différentielles linaire du ordre n

Définition 4.3. on appelle équation sans n ordre membre maintenant une classifi-

cation par linéarité on défini par la relation suivant
apy” + a1yt apy +y = r(t).

Définition 4.4. on appelle équation sans n ordre membre homo-géne on défini par

la relation suivant

agy” + a1y '+ + a1y +y =0

4.2 Résolution une équations différentielles linéaire

par La Transformation de Laplace

Il y a plus d’une fagon de solution cette équation et nous allons utiliser les trans-

formées de Laplace.

Corollaire 4.1. on considére l’équation différentielle linéaire par expression suit :
aoyn + alyn—l + .+ An—1Y —+ Yy = r(t)

alors :

Pour résolution une équation différentielle linéaire en utilisant des transformations
de Laplace, il existe seulement 3 étapes de base :

1 :On prend les transformations de Laplace des deux membre de [’équation.

2 :Simplifier algébriquement le résultat a résoudre pour L (y) =Y (p) en termes de p

3 : Trouver la transformation inverse de Y (p). Ou plutét trouver une fonction y (t)
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Preuve :

Soit équation différentielle linéaire défini par expression suit :
aoy” +ary" a1y +y = r(t).

avec les condition initiales

y(O) = %Yo y/(O) =Y, 7yn—1(0) = yn71<0)
pour déterminer la solution : on pose Y (p) = L(y(t)) , X(p) = L(r(t))
Alors

ao(p"Y (p) — p" 'y (0) — p" 2y (0) -+ — " 1(0)) + @ (p" 'Y (p) — p"2y(0) — -

y"2(0) 4 -+ + an1 (pY (p) — y(0)) + @Y (p) = X (p)
Y(p) = X(p) 4ot X(p)

aop™+a1p™t+azp” 2+ +an—1ptan aop™+a1p™ttazp™ 2+ tan—_1ptan

X(p) = ao(p"'y(0) + p" 2y (0) + - -+ + y"1(0)) + a1 (p"~2y(0) + p" 3y (0) + - --

y"%(0)) + -+ - + an-1y(0)

la solution y(t)s’obtient par la transformée de Laplace inverse.

4.3 L’étude de Dl'existence et 'unicité du Exemple

numérique d’illustration dérivées fractionnaire

au sens de Riemann-Liouville par la transfor-

mation de Laplace

On Considérons le probléme & valeur initiale suivant :

Diy(t) = f(t), (0<t<T < o0)
oD y(1)],—g = b

(4.1)
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‘T'héoréme :

si f(t) € L1(0,T) alors le probléme (4.1) admet une unique solution y(t) € L1(0,7)

Démonstration. Pour prouver a théoréme dans une formule, nous devons rechercher
une solution qui prouve I'unicité de la solution. on applique la transformée de La-
place :

on sais que :
m—1 . a j
L(*'Dg f) =p"F(p) = > p" 77" [<%) Im—“f(o)]

donc L (RLD3+y(t)) =p*L(y(t)) — Z_:pm_j_l [(%) ]m_ay(o)]

Y (p) et F(p) désignent les transformées de Laplace de y(t) et f(¢). donc

Y(p)=p “F(p) —p b

et la transformée de Laplace inverse donne

S R R
m/a@—t) = 57

alors nous montrer I'unicité de solution posons h(x) = y;(x) — y2(x) ol y; et yo

y(z) =

sont deux solutions dans L;(0;7) du probléme (4.1)Et donc h(x) sera solution du
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probléme suivant :

Dgh(t) =0
oD~ h(t)]e=0 = 0
on applique la transformée de Laplace dans les deux membres
L(DEM(E)) = PL(h(x))

= P*H(p)
=0

donc Y (p) = 0 la inverse de Transformation de Laplace [h(x) = 0] donc le probléme

[4.1] admet unique solution pour presque tout x € (0;7T) O

4.4  Résolution probléme fractionnaire au sens de

Caputo par La Transformation de Laplace

Le but c’est une solutions probléme fractionnel de Caputo on considérer le pro-

bléme de Cauchy suivante :
“Dy(t) = f(t,y(t)) Vte[0,T] 0 <a<1
y(0) = yo

ou °Dy(t) est la dérivée du ordre fractionnaire au sens de Caputo, f : R — R on

utilise méthode de Laplace

‘Dy(t) =h(t) Vt€[0,T], 0<a<1

y(()) =%Yo
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et pour la solution de probléme en utilise méthode de la transformation de Laplace

P (p) = 3P (0) = H(p)
Y(p)=p “H(p)+p mi: Py (0)

I'inverse de transformation de Laplace de Y(p) et donne le résulta suivante

1 r o1
M@=m+ﬁ@lt%ﬁ ()t

alors la solution générale et comme suit :

1 e -
mw=m+ﬁalcww F(t)dt

4.5 Exemples d’équations différentielles linéaire et

fractionnaires

Exemple :

Résoudre les équation différentielle :

y//+3y/+2y:t
y(0)=4'(0)=0



4.5 Exemples d’équations différentielles linéaire et fractionnaires 38

c’est une équation différentielle linéaire a coefficient constante
notée Y (p) = L(y)

Ly +3y +2y=1)

PY () = 9(0) ~ ¥ (0) + 3(6Y ()~ 5(0) + 2V () = -
(P* +3p+2)Y(p) = ]%
1
o) = (P> +3p+2)
1
“ P+ D +2)
1 3 1 1

Alors

Exemple 4.5.1. On considére équation différentielle fractionnaire
8Dy (t) = ay(t)

la valeur (a)constant réel comme (o = 2) alors 0 < a < 1 donc la solution (4.13)

qui sera suivant
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— 2
pour changer a = 3

L(RED2%y) = L(ay)

1 B
Y(p) = — D, *y(0)
b3 —ay
supposons que FD, 3y(0) = C Alors
c
Y(p) = T2
PP —a

Finalement, on utilise le tableau (3.2) pour trouver l'inverse de la transformation de

Laplace de Y (p);
(at?)

Exemple 4.5.2.
"D Py(t) =0
puisque (0 < a < 1) et Transformation de Laplace deux coté on donne
L("D*y(t)) = L(0)
pPY(p) = Ch =0

c
Y(p) = 7
p2

finalement , on utilise le tableau (3.2)pour trouver l'inverse de la transformation de

Laplace de Y (p);
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Exemple 4.5.3. soit le probléme suivante

‘D*Py(x) = 2y(x) +3
Y(0)=b

on a Transformation de Laplace du dérivation fractionner aux sens de Caputo

L(°D*f) = p*F(p) - Tip“‘l‘jfj(o)
Alors
L(®D*Py(x)) = L(2y(x) + 3)
p3Y(p) — ?__;p“‘lﬂyj(@) =2Y(p) + g
PV ) b =2V () +
= p(p;— 2) " pgb‘Q



CONCLUSION

Dans ce travail nous avons utilisé la méthode de transformation de Laplace et
on conclu que la Transformation de Laplace est une méthode trais puissante utilisé
dans la résolution des équations différentielle et dans les équations intégrale, elle
nous donne des résulta précis . Dans ce travail, nous avons discuté avec le dérivation
fractionnaire de Riemannienne et de Caputo Le résultat était que Transformation de

Laplace pouvait étre utilisé dans divers domaines.
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